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Uvod

Tieto skripta vznikly ako pomdcka predovsetkym pre Studentov, ale aj pre
cvidiacich predmetu Matematika 1. Po dlhoro¢nych skiisenostiach s vyuc-
bou tohto predmetu a sktisenostiach s ipadkom vyucby matematiky na za-
kladnych a strednych skoldch som dospel k nézoru, ze nasim studentom
chyba predovsetkym prax v rieseni tloh. Pasivne poctuvanie prednasok tuto
prax nahradif nemoZe a venovanie sa Uloham len pocas cvifeni je nepos-
tac¢ujtice. Preto bolo mojou snahou zostavit ku kazdému cvi¢eniu ¢o naj-
Senie tloh a overit si do akej miery zvladli tedriu. Skriptd v ziadnom pri-
pade nemaju za ciel sluzit ako ucebnica spomenutého predmetu a ndhrada
prednasok. Ich ciefom je sluzit ako zbierka prikladov s vysledkami ku cvice-
niam. Preto jednotlivé kapitoly skript neobsahuji bud Ziadnu tedriu, alebo
len jej minimum bezprostredne potrebné pri rieseni tloh prislusnej kapi-
toly. Na zvladnutie teoretickej Casti uciva je potrebna navsteva prednasok
a okrem toho existuje viacero ucebnic, z ktorych najdoélezitejsie s uvedené
v zozname literatury. Skriptd [1] a [2] st dokonca pre zdujemcov volne a le-
galne dostupné na webe nasej katedry. Daju sa néjst napriklad na adrese:
http://www.math.sk/jmkollar/literatura/literatura.html.

Skripta st rozdelené na kapitoly takmer presne kopirujice aktualne platny
sylabus predmetu, takze kazda kapitola zodpoveda jednému cvic¢eniu. Jediné
odchylky od sylabu s v kapitolach 7. a 8. Do 7. kapitoly, t.j. aj 7. cvi¢enia
semestra, som spolu s limitami postupnosti zahrnul aj limity funkcii. Tato
zmenu som vykonal z toho dovodu, ze pre uvedené funkcie sa ich limity po-
¢itaji v podstate rovnakym spdsobom ako limity uvedenych postupnosti.
Nemé preto zmysel rozdelovat to na dve samostatné cvicenia. Vdaka tejto
zmene je potom mozné 8. cvidenie venovat hladaniu asymptot ku grafom
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funkcii, ¢o je v tomto predmete najddlezitejsia aplikacia limit.

Priklady uvedené v skriptach som daval dokopy v priebehu zimného se-
mestra 2013/14. Mensia ¢ast prikladov je moja vlastnd, vicsiu ¢ast prikla-
dov som, ¢iastoc¢ne s drobnymi zmenami, prevzal z inych zbierok a ucebnic.
Vsetky vysledky k prikladom st moje vlastné. Preto ak sa v skriptach na-
chadzaju nejaké chyby alebo preklepy, tak tieto idi na moje konto.

Aktualne priklady k jednotlivym cvideniam sa daji najst na mojej do-
movskej stranke: http://www.math.sk/jmkollar/. V tychto prikladoch su
opravené vSetky mne zname chyby a postupne tam budi priddvané aj dalSie
priklady. Rovnako sa na mojej webovej stranke sa nachadza aj kompletna
PDF verzia tychto skript. Tato kompletna verzia nie je aktualizovana prie-

.....

nych tloh.

V Bratislave, 16.1.2014 Jozef Kollar



Sylabus predmetu Matematika 1
pre odbory APS a TMS

Predmet Matematika 1 sa vyucuje pocas zimného semestra, v 1. semestri
stadia, a tu uvedeny sylabus je platny v Skolskom roku 2013/14. Vyuka je
rozvrhnuta na 13 tyzdnov, pricom na prvom cviceni sa opakuje stredoskolské
ucivo a na poslednom cviceni sa opakuje ucivo z celého semestra. Okrem toho
je semester rozdeleny na dve ¢asti: prva Cast semestra je venovana linearnej
algebre a druhé ¢ast semestra matematickej analyze.

Linearna algebra

1. tyzden: LINEARNA ALGEBRA A OPAKOVANIE ANALYTICKEJ GEO-
METRIE V ROVINE

— Vektory: dlzka vektora, skalarny nasobok vektora, jednotkovy
vektor, sucet a rozdiel dvoch vektorov, skalarny sucin vektorov,
uhol dvoch vektorov.

— Rovnice priamky v rovine a ich vzajomna poloha: rovnica
priamky v smernicovom tvare, rovnica priamky vo vSeobecnom
tvare, rovnica priamky v tsekovom tvare, rovnica priamky v pa-
rametrickom tvare.

— Smerové a normalové vektory priamky: uhol dvoch priamok,
podmienky rovnobeznosti a kolmosti dvoch priamok, vzdialenost
bodu od priamky.
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2. tyzdeni: GAUSSOVA ELIMINACNA METODA

— Stustavy linearnych rovnic a matice.

— Zapis a rieSenie sustavy m-linearnych rovnic o n-nezna-
mych pomocou matic: matica a rozsirend matica ststavy, ele-
mentarne riadkové operacie, ekvivalentné matice, Gaussova elimi-
nacna metoda, trojuholnikova matica, Gaussov tvar matice, hod-
nost matice.

— Frobeniova veta.

3. tyzderi: OPERACIE S MATICAMI

— Matice: typ matice, stucet a rozdiel dvoch matic, stvorcova ma-
tica, jednotkova matica, skalarny nasobok matice, sti¢in dvoch ma-
tic, definicia inverznej matice, vypocet inverznej matice pomocou
elementarnych riadkovych tprav.

— Riesenie sustav linearnych rovnic pomocou inverznej ma-
tice.

— Maticové rovnice.

4. tyzden: DETERMINANTY

— Determinant stvorcovej matice: Determinant matice typu 2x2
a 3x3, Sarusovo pravidlo, rozvoj determinantu podla riadka alebo
stipca, determinant a elementarne riadkové operacie, determinant
stcinu matic, determinant inverznej matice.

— Pouzitie determinantov na rieSenie suistav linearnych rov-

nic: Cramerovo pravidlo.

5. tyzdeni: LINEARNA ZAVISLOST A NEZAVISLOST VEKTOROV

— Definicia linearnej zavislosti vektorov.
— Hodnost matice.
— Regulirne a singuldrne matice a hodnost matice.

— Riesenie suistav linearnych rovnic s parametrom.
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Matematicka analyza

6. tyzdeni: POJEM FUNKCIE A JEJ ZAKLADNE VLASNOSTI

— Definicia a zakladné vlastnosti funkcie: Definicia funcie, de-
finiény obor, obor hodnét, zhora ohranicena funkcia, zdola ohrani-
¢ena funkcia, ohrani¢ena funkcia, parna funkcia, neparna funkcia,
rastuca funkcia, klesajica funkcia, periodicka funkcia.

— Elementarne funkcie a ich grafy:
2 1 .
y=ar+0b, y=ax*+br+c, y=—, y=sinr, y=cosz,
x
y=tgr, y=cotgz, y=¢", y=a* (0<a<l,a>1)

y=Inz, y=log,z (0<a<la>1),

— Zakladné operacie s funkciami: sucet, rozdiel, siucin, podiel
dvoch funkcii, nasobenie funkcie ¢islom, zlozené funkcia — sklada-
nie funkcii, prosta funkcia, inverzna funkcia.

7. tyzdeni: POSTUPNOSTI A LIMITY POSTUPNOSTI

— Rozsirenie realnej osi o symboly —co a co a pocitanie na
roz$irenej realnej osi.

— Definicia okolia bodu.
— Definicia postupnosti.
— Definicia limity postupnosti.

— Zakladné vlastnosti limit postupnosti a ich pocitanie: li-
mita suctu, rozdielu, stcinu, podielu dvoch postupnosti, Specialne

limity tvaru:
1\" k\"
lim (1 + > ,  lim (1 + )
n—oo n n—o0 n
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8. tyzdeti: LIMITA FUNKCIE A SPOJITOST

— Definicia limity funkcie.

— Zakladné vlastnosti limity funkcie a ich poditanie: limita
stuctu, rozdielu, sucinu, podielu dvoch funkcii, limita zlozenej fun-
kcie.

— Spojitost funkcie.

— Vlastnosti spojitej funkcie na uzavretom intervale.

9. tyzdeti: DEFINICIA DERIVACIE FUNKCIE

— Definicia derivacie a jej geometricky a fyzikalny vyznam:
— Rovnica doty¢nice a normaly ku grafu funkcie v bode.

— Zakladné pravidla pocitania derivacii: derivacia nasobku fun-
kcie konstantou, derivacia suctu, rozdielu, sucinu, podielu dvoch
funkcii, derivacia zlozenej funkcie.

— L’Hospitalovo pravidlo.
— Asymptoty grafu funkcie: Asymptoty bez smernice, asymptoty

SO smernicou.

10. tyzdeti: DIFERENCIAL FUNKCIE

— Priblizny vypocet pomocou diferencialu.
— Derivacie vyssich radov.
— Taylorov polyném a Maclaurinov polynom.

— Rozvoj funkcii: y = ¢*, y =sinz, y =cosz, y = In(z + 1).

11. tyzden: VYUZITIE DERIVACII

— VysSetrovanie monotonnosti pomocou derivacii: definicia
rastiicej a klesajucej funkcie, stvis medzi rasticou a klesajucou
funkciou a prvou derivaciou.

— Lokalne extrémy: definicia lokalného maxima a minima, nutnd
podmienka existencie lokalného extrému, hladanie lokélnych ex-
trémov pomocou prvej derivacie, hfadanie lokalnych extrémov po-
mocou druhej derivacie.
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— Globalne extrémy spojitej funkcie na uzavretom inter-
vale: hladanie globalnych extrémov spojitej funkcie na uzavretom
intervale pomocou prvej derivacie.

— VysSetrovanie konvexnosti a konkavnosti pomocou deriva-
cii: definicia konvexnej a konkavnej funkcie, stvis medzi konkéav-
nou a konvexnou funkciou a druhou derivaciou.

12. tyzden: VYSETROVANIE PRIEBEHU FUNKCIE

— Vyuzitie vSetkych vlastnosti funkcie a jej asymptot na na-
¢rtnutie jej grafu.

13. tyzdeni: OPAKOVANIE UCIVA
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Opakovanie stredoskolského uciva

Na tomto cvideni sa bude opakovat ucivo strednej gkoly. Pojde o rieSenie
stustav linearnych rovnic o dvoch neznamych a o zaklady analytickej geomet-
rie, t.j. rozne analytické vyjadrenia priamky v rovine (vSeobecné, smernicové,
parametrické, isekové).

Sustavy linearnych rovnic o dvoch neznamych

I. Rieste sustavy rovnic o dvoch neznamych

Nasledovné stustavy mozte rieSit akymkolkovek spdsobom, ¢ize aj vyjadrenim
premennej z jednej rovnice a dosadenim do druhej. Samozrejme mdzte pouzit
aj sofistikovanejsie metddy, ale musite ich vediet zdovodnit a vysvetlit.

1 4.
5.351 — 433’2 = 8 31’1 — 2.’13‘2 = 9
3371 -+ Ty = 15 —12.1'1 -+ 633'2 = =30
2 o.
31'1 — 4.1'2 = 6 401’1 + 21.]]2 = —17
ry — To = 5 51’1 + 31’2 = —1
3. 6
rT — ZIQ = -3 401’1 + 54.732 = 2
21‘1 - Ty = 0 101‘1 + 18%2 = -1
4{L‘1 — 5?[32 = —6

11
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7.
3511 + 30xp =
142y + 1dbxy =

8.

8[E1 — 31’2 + 6
41‘1 + T — 1

9.
7[E1 - ]_1[E2 =
1707 4+ 192, =

10.
51‘1 + 4372 =
rT — 3.’132 =

11.
Ty + 21y =
2331 + 41’2 =

12.
3£IZ'1 — 61’2 =
r1 — 2I2 =

13.
s} + 31’2 =
—21’1 — 6[)32 ==

Priamka v rovine

Priamku v rovine mozno analyticky vyjadrit viacerymi sposobmi:
1. VSeobecny tvar priamky v rovine:

ar +by+c=0,

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

T
—le

—2ZE1
61‘1

2ZE1
4$1

T
3.1'1

21’1

2.1’1
61’1

—2I1
1
—61'1

— 2I2
+ 61’2

+ 31’2
- 91’2

— 21132

+ 75172
— 141'2

— 5.%'2
- ].53(32

+ T2
+ 21’2
+ 3?[72

kde a,b,c € R

—15

—21

11
10
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4.0

vy =kx+q ...

k=tga

Obr. 1.1: Priamka y = 22 + 4

Zo vSeobecného tvaru priamky v rovine ihned vidime normalovy vektor
priamky 7 = (a,b) a z toho aj jej smerovy vektor § = (—b,a) alebo
s = (b, —a).

V pripade, ze b = 0, dostavame rovnicu priamky v tvare x = ¢, kde
c € R. Takato priamka sa nazyva priamka bez smernice.

. Smernicovy tvar priamky v rovine:
y=kr+q, kdek,qeR

Smernicovy tvar mozme zo vSeobecneho tvaru priamky dostat jedno-
ducho, vyjadrenim premennej y zo vSeobecnej rovnice priamky. Cislo
k sa nazyva smernica a je ur¢ené uhlom, ktory zviera priamka s osou
0.. Plati k = tga (vid obrazok na strane 13). Cislo ¢ je ,posunutie®
priamky na osi oy, ¢ize tsek, ktory priamka vytina na tejto osi.

. Usekovy tvar priamky v rovine:

f—l—yzl, kde p,q € R

p q

Usekovy tvar rovnice priamky dostaneme zo vSeobecného alebo smer-
nicového tvaru jednoduchou upravou tak, Ze na pravej strane rovnice
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bude 1 a na lavej strane dva zlomky, ktoré maju v ¢itateloch x, resp.
y. Cisla p a ¢ sa nazyvaju ,useky“. Predstavuju dlzku tsekov, ktoré
priamka vytina na osiach. Pokial st tieto tseky vlavo, alebo pod pociat-
kom stradnic, tak prislusné ¢isla buda zaporné. Napriklad na obrazku
na strane 13 je p = —2 a g = 4.

. Parametricky tvar priamky:

r = x9+u.t
Yy = y0+u2't7

kde A = [zo,v0] je bod, ktorym priamka prechddza, @ = (uy,us) je
smerovy vektor priamky a t € R.

II. Zapiste priamku prechadzajicu bodmi A a B vo vSeobecnom,
smernicovom, parametrickom a tusekovom tvare:

1. A=[1,-3]a B=[-1,2]

2. A=[2,7]a B =53]
3. A=[1,2] a B =[7,9]

4. A=[3,5laB=[-1,-2

5. A=[2,3a B =[1,4]
6. A=[-2,0]aB=10,4]

7. A=[3,7 a B=[-2,6
8. A=[-1,5]a B =[-3,3]
9. A=[-21]a B = [2,—5]

10. A=[3,—-2] a B=1[5,—17]
11. A=[3,1] a B =[4,2]
12. A=[2,5]a B =[6,4]

III. Dany je bod A a priamka ¢. NapisSte rovnice priamok p a p’
tak, aby obe prechadzali bodom A, priamka p bola rovnobeZna
s priamkou ¢ a priamka p’ bola kolma na priamku ¢:

1. A=[3,7]
q:2x—y+3=0

2. A=11,3]
qg:x—>5y+2=0

3. A=[-2,5]
q:3x+2y—T7=0

4. A =[-5,1]
q:2x4+5y—-1=0

5. A=15,2]
q:y=>5+6

6. A=1[-3,0]
q:3xr—y—95=0
7. A=11,4]
8. A=[-1,2]
q: :2x+5
9. A=1[2,-3,]
q:y=—3x—4
10. A =[-3,-5]
qg:y=>5r—1
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11. A=15,6] 13. A=[1,4]
q:y=—2x+3 q:2x4+3y—3=0

12. A=14,2] 14. A=[3,2]
q:3x+5y+4=0 q:lx,yl=1[4—2t,—1+1]

IV. Najdite parameter p tak, aby priamky u a v boli
a) rovnobezZné,

b) kolmé:

lLLu:x+py+5=0 5. u:pxr+2y—7=0
v:2e—y+3=0 vide+Ty—6=0

2.u:pr—3y+1=0 6. u:2x —py—2=0
v:3r+Ty—5=0 vidr—4y+2=0

3. u:3z+py—3=0 7. u:pr—4y+9 =0
vidr —2y+5=0 viz+3y—4=0

4. u:2x —py+7=0 8. u:pr+5y—11=0
v:idr+2y—3=0 v:2r —5y+4=0

V. Priamka p vytina na osi o, Gisek v. Akl musi mat tato priamka
smernicu, aby prechadzala bodom C?

lLo=-1aC=[-12 7.v=32aC =139
2. v=2aC=[27 8. v==6aC =[-24]
3.v=2aC =12 9. v=-2aC=1[6—11]
4. v=—7aC=305 10. v=4 a C =[-3,13]
5. v=>5aC =[41] 1. v=-2aC=[1,-1]
6. v=4aC =[3,10] 12. v="1 a C =[10,6]

VI. Dany je bod A a Cislo k. Zapiste rovnice priamky p, ktora
prechadza bodom A a ma smernicu £ a priamky ¢, ktora prechadza
bodom A a je kolma na priamku p:

1. A=[71]ak=23 4. A=[1,-T ak=2
2. A=[-53ak=—1 5. A=[-1,2]a k=3
3.A=1[9,2lak=5 6. A=[3,5]a k=1
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7.A=[-2 -3ak=7
8. A=[1,5]ak=—6
9. A=[-31ak=4

10. A=[5,1]ak=—9
11. A=1[0,5lak=4

12. A=[3,0] a k= —2

VII. Dany je bod A a priamka ¢. NapiSte rovnice priamok p a p/
tak, aby obe prechadzali bodom A, priamka p bola rovnobeZna
s priamkou ¢ a priamka p’ bola kolma na priamku ¢:

1. A=[6,4] 7. A=[-24]
q:y=2zx-—1 q:y=4x 42
2. A=1[4,3 8. A=1[-3,-2]
q:y=x+2 q:y=—5—3
3. A=1[-3,2] 9. A=11,6]
q:y=—-3r+5 q:y=2x—-7
4. A=[-1,-3] 10. A=[4,-5]
q:y=—5r—06 q:y=—x+3
5. A=12,1] 11. A=[-1,2]
q:y=3xr—3 q:y=—2x+3
6. A=10,7 12. A =[3,4]
q:y=x+2 q:y=4x +7

VIII. Dané su ¢isla v a v. Zapiste priamku p, ktora na osi x vy-
tina tsek v a na osi y vytina tsek v vo vSeobecnom, smernicovom,
parametrickom a usekovom tvare:

l.u=bav=-1 9. u=—->5av=11
2.u=-2av=3 10 u=3av=4
3. u=-3av=-1 1. u=2av=>5
4. u=4av="7 12. u=2av=-7
. u=bav=1 13. u=-5av=-—7
6. u=lav=3 4. u=1lav="7
7. u=2av=-5H 15, u=7av=-9

8. u=-3av=-7 16. u=—-3av=9
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IX. Dané si bod A a priamka ¢. Priamka ¢ vytina na osi r usek
u a na osi y asek v. Najdite rovnice priamok p a p’ tak, aby obe
prechadzali bodom A, priamka p bola rovnobezna s priamkou g a
priamka p’ bola kolma na priamku ¢:

1 A=[L3,u=30v=5 6. A=[2,3,u=-20v="5
2. A=1[5,-3,u=-2,v=4 7. A=102,5,u=2,v=-7

3. A=[-2,-5,u=10=—8 8. A=[-1,3,u=30v=">5

4. A=[-4,2,u=—-4,v=-3 9. A=[-2,-3,u=3,v=—-7
5. A=[1,2,u=10v=—-3 10 A=[1,-1), u=—20=3

X. Napiste vSeobecnu rovnicu a parametricky tvar aspon jednej
priamky p, ktora sa neda vyjadrif v smernicovom ani tisekovom
tvare.
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1. cvicenie — Vysledky

Stustavy linearnych rovnic o dvoch neznamych

(11) (z,y) = (4 = 21,1)
(12) (z,y) = (34 2t,1)
(13) (z,y) = (=2 — 3t,t)
(14) (x,y) = (5 +2t,t)
(15) (x,9) = (3t —1.1)
(16) nema riesenie

(17) nema riesenie

(18) nema riesenie

(19) nema riesenie

(20) nema riesenie
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III.

"

—
-
T

]

AT S S S

kIR

r4+y—5=0
Yy =—+95
et E=1
r = 2—1
3+t

y=2x+1
:y:—%aﬂr%
:yz%x%—%
cy=—5x+8

:yz—%x—i—Z
:yz%x—l—%
:y:—%x—l
:y:%x—l—%

ty = bxr — 23
:y:—%x—i-?)

cy=3r+9

ry=—3r—1

9) p:
P
p:

(10) p:

=

(12)

<3

AT S S S

]

3r+2y+4=20

<
I
|
| ol
S
|
=N
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(12)p:y_ T4+ 2 (14)]7 x 3—2t
/ 57 14 y= 2+t
pry=3r—73
» r= 3+t
a2 14 S
piy=3r+3
V. (1) H:p:_% Ll:ip=2 (5) ||:p:% J_:p:—%
() :p=-3 Lip= 6) l:p=3 Lip=-3
B) lrp=-3 Lip= (M) lbp=—-5 Lip=12
@ lip=—4 Lip= ® =2 Lip=2
V. (1) k= 57]939:—%30—% (Uk’z%,p:yzéx—i—%
(Q)k:—%,p:y: %:C—}—% 8)k=1,p:y=2+6
(B) k=G piy=gr+3g (9) k=—=%pry=—4r—2
4) k=1, p:y=jo— (10) k=-3,p:y=—3z+1
(5) k=-1Lp:y=—x+5 (1) k=1,p:y=x—2
6) k=2,p:y=2x+4 (12) k=—1,p:y=—32+%
VL. (1) p:y=32z—-20 (7) pry="Ter+11
s — 1 10 o
q:y=—3T+ 3 q:y=—1x—2
2)pry=—ax—-2 (8) pry=—6z+11
q:y=x+8 q:y=gr+%

(3) p:y:5x1—4319 9) p:y:4x1+ 131
q:y=—3r+7% q:y=—30+7
(4)p:y:2x1—913 (10)p:y—1—9xt46
Q:¥y="3—7% q:y=35T+3
(5) p:y=3x+5 (11) p:y=4x+5
qry=—zv+3 q1y=—37+5
6) pry=2a+2 (12)p:y—1—2x—0—6
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VII.

VIIL

(1) p:y=2x—-38
S 1
pliy=—51+7

2) pry=2-1

pry=—c+7
3)pry=-3x—7
p’:y:%x—i—?)
(4) p:y=—br—8
Piy=gz—3%
(5) pry=3x—5
piy=—ix+32
6) p:y=ax+7
piy=—x+7
1) p:g-1=1
p:x—>5y—5=0
p:yzéﬁ—l
S rx= 5+t
R ;
@) p:H+i=
p:3r—2y+6=0
p:yz%:ﬁ—i—B
Sr= —2+2t
b Y= 3t
B)p:H5-1=1
p:x+3y+3=0
p:y:—%x—l
S r= —3-3t
4)p:7+¥=1
p:lr+4y —28=0
p:yz—%&:—i—?
oy r= 4—4t

Ly = Tt

(7) p:y=4r+12

—~
o
N—

—~
—
(=)

~—

—~
—
—_

~—

—~
—
[\

~—

—~
(@)
N2

~

~

~

i

T3

S

[ h3 _S _I3

v

ST S S BN

IR~ T~

e — 1 7
y=—ox — 17
y=3573
y=2r+4
__1 13
Yy="37+ 5
y=—-v—1
y=x—9
y=—2x
y=57+3
y=4x — 8
_ 19
y=—4r Tty
£4y=1
r+5y—5=0
_ 1
y=—zx+1
r= H-—0t
Yy = t
P y=1
r+y—3=
y—3r+3
T 1-t¢
Y= 3t
F-4=1
or — 2y — 10 =
y:gx—5
r= 2+2
Y= ot
54k =1
Tx+3y+21=0
_ 7
y=—gx—7
x —3—-3t
Y= Tt
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9) p:
p:
p:

i

(10)

hSEE B~ B

(11)

ST~ B~ B

(12)

[o—
g
—~
—_
~—

~

—~
[\
~—

~

~

—~
=~
S—

~

—~
ot
~—

~

AT B~ B

S
ST~ T~ U ~ B~ T S T~ T s T R

==

11z — 5y +55=0
y:%x+11

r= —5+4+5t

Ly = 11t

3t i=1
e +3y—12=0
:y:—§x+4

r= 3—3t

:y: 4t

st e=1
cor+2y—10=0
:y:—g$+5

r= 2-—2t

:y: ot

X. Napriklad:

prx =3, Py

(13) p:
P
p:

=

(14)

AT S S BN bR

kNIRRT

S

54k =1
Tx+5y+35=0
y=—to—T1
S x= —5-—5t
oy = Tt
it E2=1
Tx+y—7=0
ry=—Tx+7
x= 1-1t
oy = Tt
4 =1
9r — Ty — 63 =0
y:%x—9
x 7T+ Tt
Y= 9t
54 5=1
3r—y+9=0
y=3r+9
r= -3+t
Y= 3t
y—%x—Q
2 19
y=-—5r+7%
y—%x—Q
2 39
y=—7rt+7
_ _5 4
PRIPEUNT.
y=3r+3y
7 7
Y §x3—§27
Yy==—7v—7
3 5
Y 5x2—§1
Y =738 73



Gaussova eliminaéna metoda

Vsetky ststavy z tohto cvicenia treba rieSit len s pouzitim Gaussovej eli-
mina¢nej metédy. Rozsirentt maticu ststavy treba eliminovat kompletne (sa-
mozrejme pokial sa to da) t.j. tak, aby na Tavej strane zostala jednotkova
matica. V pripade rovnic s nekone¢nym poctom rieSeni ich treba vsetky na-
pisat s pouzitim potrebného poc¢tu parametrov.

I. Sastavy s jedinym rieSenim

1.
21‘1 + T + 31’3 9
rT — 2])2 + r3 = —2
31’1 + 2%2 + 21‘3 = 7
2.
—xr1 + 31’2 — 2&73 = 7
3%’1 + 3%3 = -3
2xl + T2 + 2133 = -1
3.
21’1 —+ 31‘2 + 5133 = 11
ry — 5$2 — 21’3 = 5
3r1 + 6xy + 4dx3 = 3
4.

Ty + 2I2 + Trs = 3
21‘1 — 35(32 + I3
3$1 + To + 3$3 = 4

I
b

23
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D.
2331 — 3%2 + x3 = 0
r, + 21’2 — I3 0
2&31 + Ty + T3 = 0
6.
2I1 — 3I‘2 + x3 = 0
ry + 2372 — X3 = 3
2.2?1 -+ Ty + X3 = 12
7.
3:31 + 2372 — r3 = 8
—r1 + ?)ZL'Q + 21’3 = 3
21’1 — Tro + 4£L'3 = —4
8.
Ty + 2272 — r3 = 2
3512'1 — T + 21’3 = 7
T - T3 = —2
21’1 -+ T + I3 = 7
9.
To + 21‘3 = —6
21‘1 — Ty — r3 = 4
3%1 + Ty — r3 = 9
51’1 + 2$2 = 9
10.
r, + To -+ 21’3 = 8
—xr1 — 2x9 4+ 323 = 1
3.1'1 — 71’2 + 432'3 = 10
11.
Ty + 21‘2 + 31‘3 =0
4(131 + 7ZL‘2 + 51‘3 = 0
1 + 6ry + 10z3 = 0
xr, + Ty — 45173 =0
12.
2.731 — 21’2 + 3%3 = 0
21’1 + To — 2[)33 = 0
—r] + 31’2 + r3 = 0
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

5r1 — 219
41’1 — T
=21 + X

35(71 + 18(132
21’1 + 15£L‘2
41‘1 -+ 24%’2
3%1 + 2(132
21’1 — 3I2
—51’1 + 3ZE2
3r1 — 319

ry + 2.1'2

201 4+ 2x9
3ZE1 + 21’2
3271 — 4ZE2
31’2

9371 — 3LU2
2x1 + Dxo
T + 4xs
201 + X9
rr — To9 +
31’1 -+ To +
dry + Tz —
6x, + 3zo +
xry + 21’2 —
2$1 + To +
xrT — To —

T + 2!L’2 +

_|_

_|_
+

21‘3
€3
xs3

91‘3
7[1)3

+ 10.2?3

+
_I_

+

+

T3
T3
T3
21’3

5373
41’3
71’3

T3
T3
T3

2l‘3
5[E3

€3
233‘3

3
3{23'3
41’3

+ + +

|+ +

3374

51’4
4[[)4

2&34
Ty
Ty
Ty
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21.
3rv1 + X — x3 4+ 2z4 = 0
r1 + 229 + w3 — x4 = 0
2.731 — To + 2I3 + Ty = 0
Ty + 31’2 + rs + 31‘4 = 0
22.
1 — 2133 + Ty = 3
—T1 + T + 31‘3 - Ty = 5
2£L‘1 — 2.172 + 31’4 = 5
3r; + 4xo + x4 = -3
23.
51’1 + ?)ZL'Q + 3[E3 + x4 = 11
r1 — Tro + T3 = =2
3r1 + 329 + 223 + x4 = 10
Ty — 3x9 + 2x3 = -7
4LU1 + T9 + 3.133 + x4 = 8
24.
r1 + Txyg + brs + 3x4y = 4
r1 — 219 — 3 — X4y = O
3]31 - 2I2 + rs — Ty = 13
21‘1 + 9.172 -+ 81’3 + 31’4 = 7
ry + 51’2 + 3ZE3 + Ty = 5
25.
ry — i) — 31’4 = -1
71’1 - 2ZE2 - 21’3 — 101’4 = =2
Txy — x93 + x3 — 9y = —4
211 — 23 — 4z, = -6
6xr1 — o 4+ 223 — Try = -1
26.
21 + 2x9 + Txz + 214 = 6
6r;1 + 4dao + x3 + w4 = 6
TrK — 2$2 + 6I3 — Tyg = 0
3%1 — 81’2 + 31’3 - Ty = -2
27.
3r; — To + 213 — x4 = 0
rT — 10.I2 + rs + Ty = 1
201 + 4z + 4dx3 + 224 = 3
—x1 — 4r9 + 4dx3 4+ dry = D
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28.

29.

30.

II. Sastavy s

1.

3r1 — 2x9 4+ bxj
71‘1 + To — 31‘3
21‘1 + 51‘2 — 131‘3
201 — 1329 + 4023
3r1 + w12 — T3

r1 + 2[E2 + T3

21}1 — To + 2]73

r1 + 3x9 + 13

r1 + 219 + 3x3 +
2.%'1 + T + 31’3 +
21’1 + 31‘2 + Trs +
21‘1 + SZEQ + 41‘3 —+
21‘1 + SIQ + 41’3 +
nekoneénym
71’1 + 14%2 —

T —|— 21‘2 —

51‘1 + 1033’2 +

31 + 6xy —

S5r1 + 2z9 —

2v1 +  x9 —

71‘1 -+ 145B2 —

ry + 21’2 —

5251 + 10%2 +

3131 + 61’2 —

ry + 2&32 -+

21’1 + To +

3r; +  x2 +

21’1 — T +

- 65(74
— 41‘4
+ 3ZL‘4
— 16[134
+ 2.174 =
+ x4 =
+ 31’4 =
4xry + Ddxs
dxy + OSws
4ry, + bdxs
T4 + 51’5
9Ty + s
poctom
211’3 = 7
3ZL‘3 =1
1523 = 5
91’3 = 3
18z = 0
81’3 =0
21£E3 = 7
31’3 =1
15373 = 5
91’3 = 3
81’3 = 9
7.733 = 6
91‘3 = 7
r3 = —2

|
_ = O

= 13

B~ Ot WO o

rieseni
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D.
r1T — 2LE2 + 23?3 = -9
31’1 + 51’2 + 4173 = 10
51’1 + 121’2 + 6]73 = 29
6.
T + 41‘2 — 3.1‘3 =0
r1 — 31’2 — ry = 0
2[[’1 + To — 4%3 =0
7.
ry — To + 3I3 = =2
31‘1 — 21‘2 + 31‘3 = —4
261 — T9 = =2
Ty + 2$2 - 15.%3 = 4
8.
%ZL’l + ro —+ 51’3 = 2
T 4+ 2z + s
gﬂi’l -+ gl’g -+ %33’3 = %
9.
61’1 — 61’2 + 7I3 + 10$4 =3
200 — 39y — 3x3 — dxy = 1
201 — 3x9 4+ 13x3 + 18xy = 1
10.
r1 — i) + r3 — Ty = -2
ry + 2%2 — 21}3 — Ty = -5
21’1 — Ty — 3373 + 2274 = —1
Ty + 2.1‘2 + 31’3 - 6ZL’4 = —10
11.
ry + 21'2 + r3 -+ Ty —2
2:61 + 61’2 — 2$3 + 3LE4 = 7
21’1 + 5ZL'2 + 31’4 = 4
12.
rT — Tro + 2133 — Ty = —1
207 + w9 — 213 — 2w4 = —2
—xr1 + 21’2 — 41’3 + Ty = 1

31’1 — 31’4 = -3
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13.
14.
15.
16.
17.

T

T

233'1

3[[‘1
18.

31’1

41‘1

T

6[[’1

10.%'1

2[E1
2!E1
—4.171

4[E1
2.1'1
2371

333'1
21’1

Ty
611

61’1
21‘1
2.1'1

X2

+ 31’2

+ i)
— 11.1'2
-+ 12272

+ 3.1'2

+ 61‘2

— 3$2
— 3[[’2

2.2?2 -

To +
21‘2

To —
41’2 -
31’2

Ty —

_|_

7ZL‘3
— 3$3
+ 131’3

T3 +

4I3

rs —
2[E3 —
3$3 +

4£C3 -

III. Ststavy bez riesenia

1.

21’1 +
r1 —
31‘1 +

3[[‘2 —
To +
21‘2

3.174
3%4

Xyg

21’4

Ty
61‘4
933’4
51’4

T3
T3

21’4
31‘4

91’4

+ + + +

o O OO

o O OO

3.235

333’5
131’5

I
N

N W

—

S OO OO

-3 U A ot
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2.
31‘1 - 2172 + ry = 11
Ty + To — 3ZL‘3 = 7
11{131 — 41’2 — 3&73 = 10
3.
200y — my + x3 = 4
Ty + o — Ty = —1
3ry, — Txeg — 223 = —1
—21‘1 + 51’2 -+ r3 = 1
4.
3ry, — 2z + a3 = 1
T + Ty — 3133 = 7
11131 - 41’2 — 3$3 = 10
d.
511 + 21‘2 - 21‘3 = 8
7$1 —+ 41’2 — 4.’13‘3 = 13
2.%1 + Ty — Ty = 6
6.
21’1 + 2172 + 3%3 = 5
Ty + To -+ 9(E3 =9
31‘1 + 3%2 + 5$3 =7
T 3 3 3 2
21t = gt2 T al3 = 3
RN
8.
2.171 — To + r3 = 3
3r1 + 2x9 4+ dx3 = —2
2.’13‘1 — 8$2 — 633’3 = -1
9.
23(31 - 3.%3 = 4
21‘1 — 3172 + 8ZE3 = 8
4ZL‘1 - 3?[72 - 6!133 =1
51 — 39 — x3 = 6
10.
3371 + 21’2 — r3 = —15
5ZL’1 + 31’2 + 2I3 = 0
3!L'1 + T2 + 3.173 = 11
61‘1 — 4!13'2 + 21’3 = 30
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

31‘1
41’1
T
65(]1
101’1

T
31’1
21’1
45[)1

—2$1

2%1
€
€

9371

2l‘1

233'1
51‘1

31’1
—21’1
71’1
41’1

T
2.1'1
333'1

41’1
5(131
21’1

x
2&71
3(]31

o)
4.T2
SZEQ

T2

81’2 + 21’3
101’2 + 21’3
3ry + 3
2372
3$2 + 6LU3 —
2(132 - T3
31’2 - r3 —
To + 151‘3 —
T2 — T3 +
2[[’2 + 21’3 —
To + rs —
Lo — r3 +
T2 + 21’3 +
51’2 + 41‘3 -+
31‘2 + 21‘3 +
To — 5.2?3 —
To — 21‘3 +
31’2 — r3 +
71’2 + 6:63 —
To — 3$3 —
31’2 - 2ZE3 —
T2 — T3 —
4y + 913 —
3ry + 8xz +
2y + Trs +
— r3 — 2.1'4
— 233'3 — Ty
- 31’3 + 6(L’4
- 91['4
— 41‘3 — 51‘4

Ty
Ty
Ty
Ty

Xy

LTy
51‘4

Xyg
3334
3£C4
2.T4

2%4
4.174
2?[)4

2.174
Ly
6%4

3$4
2(1]4
L4

Ty
3&74
7!134

N WO~ W
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IV. Speciilne tlohy

1.

Napiste stustavu linearnych rovnic, ktora ma vsetky koeficienty nenulové
a jej jediné riesenie je (1,2, x3) = (—4,5,13).

Napiste ststavu linearnych rovnic, ktora ma vsetky koeficienty nenulové
PP e, ey . . - 1 6 3

a jej jediné rieSenie je (x1, zo, x3) = (—5, 2, ﬁ).

Napiste sustavu troch LR, ktora ma vsetky koeficienty nenulové a ma

nekonecne vela rieseni v tvare (x1, z9, x3) = (1+4¢t,2—5t,t), kde t € R.

Napiste stustavu styroch linearnych rovnic o styroch neznamych, ktora
ma vsetky koeficienty nenulové a nema riesenie.
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2. cvicenie — Vysledky

I. Sastavy s jedinym rieSenim

L. (z1,29,23) = (—1,2,3) 17. (1,29, 73) = (%, —g, —%)

2. (r1,m9,23) = (2,1,-3) 18. (1,2, 73) = (_g’ 92, _%)

3. (01,72, 23) = (1,-2,3) 19. (21, 22, 75, 24) = (4,3,2,1)

4. (v1,72,73) = (4,1, -3) 20. (w1, 29, 23, 24) = (1,2, 1,3)

5. (w1, 22,23) = (0,0,0) 21. (21, 9,23,24) = (0,0,0,0)

6. (21,22, 25) = (2,3,5 92. (11,29, w3, 24) = (—20,9,—1,21)
7. (21, 22,3) = (1,2, 1) 93. (21,2, 75, 24) = (3,0, —5,11)

8 (w12, 73) = (1,2,3) 24. (1,19, x3,24) = (%1, 2, —%,O)

9. (w1, m9,13) = (1,2, —4) %5. (0,9, 20.24) = (2’ S g)
10. (x1, 29, 23) = (3,1,2)
11. (21,22, 23) = (0,0,0) 26. (a0, 04) = (%7 a0 g>
12. (x1,29,23) = (0,0,0) 27. (21, @2, 3, 14) = (1171’ %’ %’ %)
13. (@1, 22, 73) = (_37_37 %) 28. (21,2, 43, 14) = (%, 5.5 %)
14. (21,29, 23) = (1, %, —2) 29. (21,29, 23, 24) = (9*;7 2%, %, 2%)
15. (21, T2, 73) = (%7 %7 %) 30. (z1, 9,23, 14, 25) = (1,—1,2,—2,3)
16. (x1,29,x3) = (%, o 1—19)

II. Sastavy s nekonec¢nym poctom rieseni
1. (ZL’l,QIQ,I'g) = (1 — 2t,t,0)

2. (Zlfl,ﬂfz,l‘g) = (2t,4t,t)
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3. (z1,x9,23) = (1 — 2t,t,0)
4. (zq,x9,23) = (1 — 2t,4 — 3¢, 1)
5. (21,29, 23) = (—% -8 214 %,t)
6. (21, x2,23) = (%t, %t,t)
7. (21,29, 23) = (3,6t + 2,1)
8. (z1,x2,23) = (4 — 2u — 30, u,v)
9. (21,9, 23,14) = (% — .0, —%t,t)
10. (x1, 29,3, 24) = (t — 3, — 2,1 — 1,t)
11. (w1, w9, 3, 74) = (—13 — 5t, 2t + 3,1,5)
12. (x1, 29, 3, 24) = (v — 1, 2u,u, v)
13. (x1, w9, x3,24) = (%u — gv, 20 — 3u,u,v)
14. (21,2, 73, 74) = (%u + v+ 32 Bu+ 2o — 2—13,u,v)
15. (21, T, T3,74) = (%u + 30, 2u guu,v)
16. (x1, 79, 3, 24) = @u — %62) + %,u, %v,v

17. (I1,$2,$3,$4,I5) = (1 + t, -1 - 2t,0,t, 2)

18.

_ (1 2, 2 5
(71, T2, T3, T4, T5) = (gu + 30U, 3u — *U,%U;O)

3

II1. Stastavy bez riesSenia

1.

2.

3.
4.

nema riesenie
nema rieSenie
nema riesenie

nema riesenie

. nema rieSenie

nema rieSenie

7.
8.
9.
10.
11.

12.

nema rieSenie
nema rieSenie
nema riesenie
nema rieSenie
nema rieSenie

nema rieSenie

13.
14.
15.
16.
17.

18.

nema riesenie
nema riesenie
nema rieSenie
nema rieSenie
nema riesenie

nema rieSenie
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IV. Speciilne tlohy

1. Napriklad:

2. Napriklad:

3. Napriklad:

4. Napriklad:

221
3y
5x1
Tx1

3%1
21’1
—21’1

71’1
31’1

€

51’1
31‘1
T

+ o+

+ 3.7)2
+ 4z,

+ 21’2
+ 14z9
-+ 21‘2

+ 31’2
— T

o)
21172
3£l'2
42(32

++ 4+ +

+

_I_

_|_
+
+

2373
3
71’3

T3
2.1’3

31'3

51’3

+ o

214
324
524
Txy

9
—6
119

153
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Nasobenie matic, inverzné matice

Na tomto cviceni sa budu riesit tlohy na nasobenie matic, hladanie inverz-
nych matic a rieSenie maticovych rovnic. Inverzné matice sa na tomto cviceni
budt hladat vyluéne Gauss-Jordanovou metdédou, t.j. pomocou elementér-
nych riadkovych tprav.

Nasobenie matic

Majme dve matice: maticu A typu m X n a maticu B typu k& x [. Potom
existuje matica C = A.IB, ktora je ich stcinom prave vtedy, ak plati n = k.
To znamen4, ak matica A ma prave tolko stipcov ako ma matica B riadkov.
Typ matice C je potom m X [.

I. Dané su dve matice A a B. Zistite, ¢i existujua sucéiny A.B, resp.
B.A a ak existuju, tak ich vypoditajte:

1 2
Lan( 42

2 1 135
Z'A_<3 —1> B—<246>
1 -1 1
3.A=|2 3 -1 B:(f‘é _?)
0 -1 2
2 10 311
4. A=| -1 21 B=|141
-2 0 1 115

37



38 Cvicenia z Matematiky 1 pre odbory APS a TMS

1
5.A:(111) B=|1
1
2 1 -1 101
6“A_<1—1 1) B—<213>
1 -1 1 -1 3 25 4
-1 1 -1 1 163 2
T A= 1 -1 1 -1 B=19 711
-1 1 -1 1 45 2 1
12 0 4 3 2 -1
11 2 —1 12 5
S A=1149 o 4 B= 33 —1
13 1 2 2 1 3

1 2 5 1 21 2 24 2
.| -1 1] c 1l 3 |= 7T 5 7
a 9 3 -1 4 d 31 35 31
a —1 1 2 3 d 4 -2 8
2.1 -1 1 -1 1|1 4 2 |=|-4 2 -8
1 -1 b c —1 5 4 -2 8

2 0 a 2 51 -2 10 0
3. 20 3| -2 ¢ 4 |= 14 -2 24
-2 5 3 6 0 d 4 =25 24

1 -2 —4 c =5 2 9 —-13 -2
4 a 3 3 -3 2 d|=|1 -6 15
5 b -2 1 1 -1 9 —-11 44

ITI. Rovnako ako pri mocninach ¢isel, mocnina matice je sucin
matice samej so sebou (ak existuje). Cize napr. A2 = A.A alebo
A? = A.A.A. Vypocitajte mocniny matic:

11—23 2313
3 -4 “l2 1
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4 n
01 a 1
3.(2()) 5.<0a>,kden€}N
2 —1\" COS & sina )
4. ,kden € N 6. . , kden € N
3 =2 sinae — cosa

Hladanie inverznej matice

Na tomto cvideni budeme inverzné matice hladat vyluéne pomocou Gauss-
Jordanovej metddy. Je to postup analogicky rieseniu stistav linearnych rovnic
Gaussovou elimina¢nou metédou. Rozdiel je len v tom, Ze na pravej strane
uprav nebudu na zaciatku pravé strany rovnic, ale jednotkova matica rovna-
kého typu ako je matica na lavej strane. Pomocou elementarnych riadkovych
Uprav potom upravujeme lavi stranu na jednotkovi maticu a rovnaké upravy
vykonavame aj na pravej strane. Ked na lavej strane dostaneme jednotkovi
maticu, tak matica, ktora je na pravej strane, je inverzna matica ku pévodnej
matici.

IV. V nasledovnych tlohach najdite inverznii maticu ku matici A
pomocou Gauss-Jordanovej metody.

3 -2 3 11
oo (372) pan(3)
1 2 1 -2
sa-(52) oa-(12)
40 21 35 30
7A:<5 3) 8'A:<14 15)
I 01 10 -2
9 A=(2 -1 0 100 A= -2 1 3
2 13 01 —2
2 5 7 -1 3 =2
11.A=|6 3 4 12A=| 30 3
5 —2 =3 2 1 2
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2 =3 1 2 =2 3
13. A= 1 2 -1 14. A = 2 1 -2
2 1 1 -1 3 1
-8 29 —-11 0 1 111
0 0 0 1 0111
B A=1 5 15 70 6. A=1¢01 1
1 -3 10 0 0 01
21 11 1100
3 211 01 10
17. A = 43 92 1 18. A = 00 1 1
5 4 3 2 0 001
1 2 -1 =2 1 0 -2 1
2 1 1 1 -1 1 3 -1
19. A = 1 -1 -1 1 20. A = 5 _9 0 3
1 2 2 —1 3 4 0 1
1 2 3 4 1 2 0 4
2 3 1 2 1 1 2 —1
21. A = 11 9 _1 22. A = 1 0 —2 4
1 0 -2 —6 1 3 1 2
93 A — < C(?SO( sin o ) o4 A — cgsoz sin «v >
—sina  cos« sina — cos«
cosa sina 0 CcoS o sinae 0
25. A= —sina cosa 0 26. A = sinaw —cosa 0
0 01 0 0 1
V. Vyrieste maticova rovnicu:
2 -3 0 —1 3 -1 14 16
1‘(3—5>'X_<0 2) 4'(5—2)'X_<910>
1 2 3 5 2 1 3 2
2 (53)x=(35) s (To)==(11)
1 -3 1 -1 3 =2 -1 2
s (5 5)=(o o) e (5 3)-(50)



41

3. CVICENIE — ZADANIA

10
-1 0

)

1
-3

-1 0
2 0

)

3

).X.<

o

-1 5
-2 6

(

3 5
2 4

87 10. X

(53

5 7
3 4

X -

1 3
2 4

(
(

)
)

7 6
5 1

10

21

795
6 1

2 3 10
4 2 21
)=

12.

3 2
13. (1 1
14.(
15.(

)
2

)

—13

oS O

S~ M

— M O

1 -1
-5 6 |-X=
-3 4

1
—4
-3
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i
-
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_
~
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3. cvicenie — Vysledky

Nasobenie matic

1.
4 -2 2 4
st 2 sac(? )
2. A.B = 41016 B.A — neexistuje
1 5 9
L 0 —10 13
3. A.B — neexistuje B.A = ( 7 9 _4 )
7 6 3 3 5 2
4. A.B = 0 8 6 BA=] -4 9 5
-5 -1 3 -9 3 6
1 11
5. AB=(3) BA=|111
1 11
6. A.B — neexistuje B.A — neexistuje
0 -2 1 2 2 =2 2 =2
0 2 -1 =2 —4 4 —4 4
7. AB= 0 _2 1 9 B.A = 5 5 _5 5
0 2 -1 -2 0O 0 0 ©0
7 10 21
s.ap=| 2 2 1 B.A — neexistuj
AB=| | 4 I3 : neexistuje
7 13 19
II.
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[\
7 N
N W
|
— =
~_—

w

Il
/N
—
oo
— O
~_

10 .
< 01 > ,pre n = 2k (pérne)

=
N
W DN
I

[N
S~
3

( 3 :; ) ,pre n = 2k + 1 (neparne)

' . < L0 ) ,pre n = 2k
6 CoS (v sin o 01
"\ sina —cosa ( Cos «v sin o

siny — cos «

) ,pre n =2k +1

Hladanie inverznej matice

IV.
10 2 —1
-1 _ -1 _
1. A (_21> 2. A (_3 2)
1 -2 4 —11
-1 _ -1 _
3. A _<_2 _3) 4. A _<_1 3>
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Qb= D~

10|~ — b~

o = (
8 A= (

AN ol

5.A*::<_
A= (

A~ —™m

i~ 27w

~o ool

—ho —m

ol AN b~

- O

_
~
I

—

=
a
—
/

—

—34
24

41
—29

M~
(o]

—38

N~
I
T
<
—
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—
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SRS
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_
D
I

—

<
a

—
%73 wioo —n <Hlm
| _
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O 0 O
_ |
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|
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23.

25.

Matica otocenia o uhol «:

A_l _ ( CoOsx —SsInoa )

sin «v CcoS &

cosae —sina 0

A'=| sina cosa 0

0 0 1

2 -3\ (5 -3

3 =5 -\ 3 =2
0 —11
(o )

/N
w
AN V)
~__—
L
I
VR
|
NI N
|
N[
~__—

(2) = (22)

19 22
X—<43 50)

24. Matica osovej sumernosti:
A-1_ [ cosa sin v
sina —cos«

CoS & sina 0
26. A~ =| sina —cosa 0

0 0 1

~—
I
/N
|
[l )
|
N Njot
~_—

|
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w(roy _( 1o 76\ (-1 6
l21) “\—=21) \51) =5 5 -7
X

[ 14 15
TB\ 10 14

2 3 —1
12.( ):(‘1*
4 2 -

W= 00l

1o ' ([ 10
{21 =21
73 _

13. —
(51
C(H(E
“\2 5 _ 1 3
16 16
1 1 -1\ " 29 1 -1
5. -4 =5 6 — 2 -1 2
3 -3 4 3 0 1
-1
1 2 -3 4 3 —2
16. | 3 2 -4 —| -8 6 -5
2 -1 0 75 —4
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Determinanty a ich aplikacie

Na tomto cvideni budeme pocitat determinanty Stvorcovych matic a ukazeme
si ako sa tieto pouzivaju pri rieSeni ststav linedrnych rovnic a pri vypocte
inverznych matic.

Determinant matice

Determinanty sa pocitaji len zo Stvorcovych matic, t.j. matic typu n x n.
Pre malé matice 2 x 2 a 3 x 3 existuju jednoduché pravidla na vypocet
ich determinantov. Pre matice 2 x 2 je to rozdiel sucinov hlavnej a vedlajsej
diagonaly a pre matice 3x 3 je to Sarusovo pravidlo (vid prednasky a skriptd).
Pre vicsie matice, ¢ize matice 4 X 4 a viac, sa ich determinanty pocitaja
pomocou:

e rozvoja determinantu podla riadku alebo stlpca,
e Upravy matice v determinante,
e kombinaciou predoslych dvoch metdd, ¢o je najefektivnejsi postup.

Pri tiprave matice v determinante sa pouzivaji rovnaké elementarne riadkové
operacie ako pri Gaussovej eliminacnej metdde. Vykonavanie tychto opera-
cii je ale viazané na isté podmienky (vid prednésky a skriptd). Na rozdiel
od uprav matice pri Gaussovej eliminacnej metode je tieto operacie pri up-
rave determinantu mozné pouzit aj ako stipcové!

I. Vypocitajte determinant matice:

1 2

LA=|

3 5
- |3 ?]
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011111 111111
101111 101111
110111 110111
41 |Al = 111011 42. |A]= 111011
111101 111101
111111 111110

Cramerovo pravidlo — sustavy linearnych rovnic

Cramerovo pravidlo je metéda rieSenia sustav linearnych rovnic pomocou
determinantov. D4 sa pouzif len na také ststavy, ktorych matica sustavy
je stvorcova, t.j. ktoré maji rovnaky pocet rovnic ako neznamych. A aj pri
takychto sustavach riesenie dostaneme pomocou Cramerovho pravidla len
vtedy, ak stistava ma prave jedno riesenie. Detaily boli uvedené na prednaske
a najdete ich aj v skriptach.

II. Pomocou Cramerovho pravidla vyrieste stistavu rovnic:

1. 2.
2[L‘1 — 5l‘2 = 2 —3£L‘1 + 6l‘2 = 5
r1 + 3y = -7 200 — 8z = 7
3 4.
ricosa + TesSina = 2 ri1cosa + Tosina = 2
—xi18ina + xgcosa = —3 rysinaw — xgpcosa = 7
5 6.
9;??1 — 333‘2 -+ 3&33 =1 25(71 -+ 2I2 -+ T3 = 3
3r1 — x9 4+ 3x3 = 3 51 — T9 + 213 = 4
51‘1 — 21‘2 + 2[E3 = 2 31‘1 + 45(72 = 5
7. 8
21‘1 — 33172 -+ 45[’3 = —1 3[)’21 + 21’2 — 23173 = 0
51‘1 - To — Tr3 = 0 61‘1 - 21‘2 + 31’3 = 3
3T — 1lzs = -3 3r9s — x3 = —3
9.
21’1 -+ 12%’2 + 8.]73 —+ 41’4 = 9
2$1 + 31’2 + 2133 = 10
41’1 + 31‘2 -+ 41‘3 = 18
31’1 + 14£L'2 —f- 11{E3 + 4£L'4 = 12
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10.
31’1 + 131’3 + Ty = 6
7l‘1 + 2l‘2 + 7133 = 6
Ty — 219 + bx3 — 14 = 0
4.1'1 — 10.1'2 + 91)3 — 2%4 = =2
11.
10[E1 — To + 2[E3 — 10[E4 = 1
5ZE1 + 3ZE2 — 8ZE3 — 3!134 = 1
3r1 — 219 4+ bx3 — 61y = 0
5(E1 — 15%2 + 45%3 — 22%4 = 13
12.
Ty + 2:172 + rs — Ty = 3
41’1 + 3.1‘2 + Ty = 4
3%1 + Te9 + 3333 = 8
201 + dry + 223 + 224 = T

Vypocet inverznej matice pomocou determinantu

Vypocet inverznej matice pomocou determinantov je vhodny najméi pre malé
matice typu 2 x 2 a 3 X 3 a pre Specialne matice. Vo vSeobecnosti je pre
vicsie matice tato metoda pracnejsia nez Gauss-Jordanova metéda. Ak mame
maticu A typu n xn a jej determinant je rézny od nuly (|A| # 0), tak potom
jej inverzna matica bude mat tvar:

dll d21 d31 cee dnl
01 [ dy dy d ... dy o
A 1 @ 12 22 32 2 s kde dij = (—].) +J’A¢j|
dln d2n d3n v dnn

Maticu A;; dostaneme z pdvodnej matice A vynechanim i-teho riadku a
j-teho stipca.

III. Pomocou determinantov vypo¢éitajte inverznti maticu A~':

5 —4 14 15
a3 pan (0

3. A:< COS (v SlIlOé) 4 A:<COSOé SlIlOé)

—sina  cos o sino — CoSs «
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4. cvicenie — Vysledky

Determinant matice

I
1. |A| = -2 2. |A]=3 3. |A] = —58 4. Al =0
5. Al =1 6. |Al = -1 7. |Al=0 8. |A] = —54
9. |A| =33 10. |A| = -5 11. |A|=-13  12. |A|=-3
13. |A]=—-12  14. |A| =59 15. |A] =—63  16. |A| =52
17. |A] = -1 18. |A| = -1 19. |A| =10 20. |A| = 60
21. |A| =1 22. |A| = —216  23. |A| =48 24. |A| = 16
25. |A| = —3 2. |[A|=—16  27. |A| =0 28. |A| =92
29. |A| =—48  30. |A| =6 31. |A| = -9 32. |A| =0
33. |A| = —800 34. |A|=4 35. |A| =0 36. |A| = 100
37. |A] =394 38. |A| = 665 39. |A] =0 40. |A| = 360
41. |A| = -1 42. |A| = -1

Cramerovo pravidlo — ststavy linearnych rovnic

II.

L. (z1,32) = 15(—29,—16)

2.

3.

4.

ot

&

(z1,29) = %2(‘827 —31)

(x1,22) = (2cosa + 3sina, 2sina — 3 cos «)

(x1,22) = (2cosa + Tsina, 2sina — 7 cos «)

(1,29, x3) = (_%’ 3, %>

(1, 22, 23) = (

17 11 1
197 197 19
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_ (16 59 21
7. (21,2, 73) = (aaaaa)

10 ([E17.’,C2,x37x4) - (

NI
oolw
=
ot
~—

_ (35 53 263 7
11. (21, T2, w3, 74) = (mv 5 fwﬁ)

_ (67 7 169 4
12. (x17'r27x37x4) - (@’ 237 92 ﬁ)

Vypocet inverznej matice pomocou determinantu

III1.
1 4 —-30 15
-1 _ 1 -1 _ 1
cag( 28] aanog (R )
3 A-l_ [ cosa —sina 4 A-l_ [ cosa sin «v
' ~ \ sina  cosa ' ~ \ sina —cosa
4 7 —6 19 -8 18
5 ATt=5 -5 1 1 6. A7l = 9 —10 -7
-1 -5 8 -13 21 -3
13 -18 7 18 =36 9
7. ATt = 5% 13 -2 =5 8. Al = % -8 6 3
13 10 -1 12 0 -9
14 7 -7 5 41
9. At =4 | 8 -5 14 10. A~ =45 1 -3 4
=5 11 7 -12 -2 9
7 —6 11 -19 21 -10
1L A7T=410 10 5 12 A=1 10 =10 5
7 -1 —4 7 -8 5
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4 11 13 2 47 1271 54
5 20 60 15 50 100 25
1 _9 13 2 _2 1 _3
-1 __ 5 20 60 15 -1 _ 25 50 25
13. Al = R 14. A~ = Mo o
5 20 60 15 25 50 25
101 1 1 _4a 131 62 4
5 20 20 5 50 100 25
7 11 1 15
S46 92 4 m 3 0 9 -6
3 4 5
33 —a3 0 33 1 2 -5 0
15. Al — 23 23 23 16, A1 —1
5 25 1 9 :
6 2 i o L 6 0 -6 6
5 1 g _1 ~19 —4 25 —12
23 23 23
-2 -8 —-10 12 5 -3 —2 _9
-5 13 14 -15
11 L 0 -1 1 1
AT =5 o ¢ 12 —12| BAT=L] o 5 o g
-1 -7 -8 9 5 12 -2 —17
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Hodnost, regularita a singularita matic,
sustavy linearnych rovnic s parametrom

Hodnost, regularita a singularita matic

e Hodnost matice, je po¢et nenulovych riadkov po elimindcii tejto matice
na trojuholnikovy tvar. Ak sa na riadky matice pozerame ako na vek-
tory, tak hodnost matice udéva, kolko z tychto vektorov je linedrne
nezavislych.

e Stvorcova matica typu n x n je reguldrna prave vtedy, ked jej hodnost
je n. To znamena, Ze po eliminacii tejto matice na trojuholnikovy tvar,
su vSetky riadky nenulové. Alebo inak povedané, vsetky riadky tejto
matice su linedrne nezavislé vektory.

e Stvorcova matica typu n x n je singuldrna prave vtedy, ked nie je re-
gularna. To znamend, Ze po eliminécii tejto matice na trojuholnikovy
tvar, dostaneme aj nulové riadky. Alebo inak povedané, riadky tejto
matice su linedrne zavislé vektory.

Pre stvorcovii maticu A potom platia nasledujtce tvrdenia:

e Determinant matice A je nenulovy prave vtedy ked, je tdto matica
regularna.

e Ku matici A existuje inverzna matica prave vtedy, ked je tato matica
regularna.

e Ku matici A existuje inverzna matica prave vtedy, ked jej determinant
je nenulovy.
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1. Zistite, ¢i st dané vektory linearne zavislé alebo nezavislé:

1.

10.

11.

12.

13.

14.

3,—1,—1), (—=3,5,5), (1,—2,—2)
7,-2,3), (7,2,8), (7,—10, —8)
1,1,1), (8,1,8), (=3,2,—3)
1,-5,-2), (2,3,5), (3,6,4)
7,-2,3), (7,-1,5), (1,0,1)
7.2,1), (3,14,2), (1,2,3)

1,-2,3), (2,3,5), (4,2,-1), (5,3, —2)

® uc,o
)_\
ot

~o
w
N
w

~1,5,—1,5), (3,4,3,4), (4,13,4,13)

1,0,—2,1), (3,4,0,1), (—1,1,3,-1), (2,-2,0,3)

5,2,—1,3), (10,7, —4,3), (5, —1,—20, —2), (5,8, 16, 5)
1,2,3,4,5), (2,1,3,4,5), (2,3,1,4,5), (2,3,4,1,5), (2,3,4,5,1)

5 Yy 7 1)7 (10717_47_57_13)7 (67 _3a07 _97 _3)a

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(1,
E 4, ) (4,1,-2, -1, -5)

II. Vypoéitajte hodnost matice A a pri Stvorcovych maticiach uré-
te, ¢i je matica regularna, alebo singularna:

1 -2 1 -1 3 2
I.A=|12 13 2. A= 2 -1 4
3 2 2 3 —1
o —2 2 1 4 -3
3. A= -2 11 4. A=12 5 -1
4 -1 1 21 4
1 -1 1 11 -4 -3
5 A=13 2 0 6. A= 1 1 =3
2 3 —1 3 =2 1
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|
|

-3 —6
-3 8

0 -3
-3 -1

4
2
2
3

|
|

1
1

. 8. A

-2

-1
)
1
-7

2
-2
1
3

|
o

11.

A

7.

3 2
2 =8
2 -1

A:

10.

-3
—4
1

1
-2
-2

1
8
3

— M — AN

— — O —

A D —

— — O ™M

A:

16.

<t 10 AN ™M

M AN — A

M D~ —

O <t ™ —

15. A =

—
O <t oMM
[
_
\I/
O AN —H OO
Q_ulo\_u2 [
N 4 AN O <A
1124 [ _
_
<t O~ ™M
— — O _
_ _
— N <t O O
AN AN MmO —
I I
o ~
a a
—
\|/
—
O__K_u — - O
| _
— - O 10
| — AN O O AN
— ANy <f
— — A |
N~— ~N
I Il
o —
— (@]
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III. V nasledujiucich ulohach je p € R parameter. Zistite pre aka
hodnotu parametra p uvedené sustavy rovnic

a) maju prave jedno rieSenie,

b) maji nekonecéne vela riesenti,

c) nemaju rieSenie.
V pripadoch, ked stistava ma rieSenie, najdite toto rieSenie.

1. 5.
31 + Txs + 2pxr3s = 23 2r1 4+ x9 — x3 = —3—4p
—x1 + 2z — prs = 0 3r1 + 2x9 + 213 = 3 —6p
2x7 4+ bz + 3prs = 21 Ty + Tre — 4dxy3 = —2-—2p
2 6.
21 + 229 = 2 207, — pre + 3x3 = -—13
1+  pxo =1 r1 + 2pxs + Sx3 = —12
3r3 = 6 Txy — 4dprs — 223 = =9
3 7.
2px1 + 4dxs +  x3 = 8 z1 + (p+1lay + 223 = p+3
Tre + 223 = =3 221 + (p+3)ze + 4dx3 = 3p+5H
pri1 — 3x9 — bry = =2 1+ (1—p)a = p+1
4. 8
321 + 3x2 + 3z3 = 6 3z1 + (2+paz2 + 3z3 = 10
2pre  + 2x3 = 2p -1 + (1+4+2p)ze + 323 = 7
o + prs = 3 2y + (143p)zy + 4z = 13

IV. Pomocou inverznej matice vyrieSte sustavu linearnych rovnic:

1. 2.
31’1 + Ty = 5 31‘1 + 21‘2 =9
ry — X2 = 3 4(171 + 51‘2 =7

3 4.
r1 — 21’2 = 2 21’1 - To9 = 5

—2r1 + 6xy = 5 3r1 + bxy = 2



11.

13.

15.

17.
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6.
102 12005 = 60 31, —
205 = 60 2, —
20x1 +68x3 = 176 bry =
211 + 3r3 = 4 8
dres + a3 = 1 r1 + 2z — 3x3
3x1 + To 4+ 2x3 = T To + 213
Zs3
3x1 — 223 = 0
10.
r1 + 4dxs 4+ 223 = 2 6r1 + 32 — 213
51 + w2 + wx3 = 4 r1 — 3x12 + 213
21‘1 + i) + I3
X1 +563 = 3 12.
2z + zz = 4 —x1 + 3x2 — 2x3
Ty + ® + 3wz = 2 314 + 3z3
2%1 —+ i) —+ 2‘%3
3r1 + 4w = 7 201 + 3z + bzj
5r1 + 2w + w3 = 8 r1 — bmy — 213
3r1 + 6xy + 4dxs
16.
4(E1 + 10%3 = 1 r + 2%2 + &3
10(E2 = 2 2£E1 - 3(E2 + I3
10z, + S5r3 = 3 3r1 + To + 3x3
18.
3r1 — To + 2x3 — 4dxry = -2 21 + 229 + 3x3 —
—2I1 + X9 — 31‘3 + 21‘4 = ]. X1 —|— 3I2 —|— 2I3 +
41 — 2x9 + 3x3 — sy = -3 3r1 — ro + 23 —
—b5r1 4+ 3z — 223 + x4 = 4 4y + 3x9 — 2x3 —

T4
3564
2%4

Ty

= = N



64

Cvicenia z Matematiky 1 pre odbory APS a TMS

5. cvicenie — Vysledky

Hodnost, regularita a singularita matic

I

II1.

11.

13.

15.

17.

. zavislé (h = 2)
. nezavislé

. zavislé (h = 2)

nezavislé

. zavislé (h = 2)

nezavislé

zévislé (h = 3)

h(A) =3
matica je regularna
h(A) =3
matica je regularna
h(A) =2
matica je singularna
h(A) =3
h(A) =2
matica je singularna
h(A) =3
h(A) =3
h(A) =4

matica je regularna

h(A) =4

10.
11.
12.
13.
14.

10.

12.

14.

16.

18.

. nezavislé

. nezavislé

zéavislé (h = 3)
nezavislé
zavislé (h = 3)
nezavislé

zévislé (h = 3)

h(A) =3

matica je regularna

h(A) =3

matica je regularna

h(A) =2
matica je singularna

h(A) =3
h(A) = 2

matica je singularna

h(A) = 4

matica je regularna

h(A) =4
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19. h(A) =3 20. h(A) =3
matica je singularna matica je singularna
21. h(A) =14 22. h(A) =3
matica je singularna
I11.
1. e p = 0: nema riesenie
o p#0: (21,20, 73) = (1727 %)
2. [ ] p;fé 1: (33'1,1’2,]]3) = (1,0,2)
L 1: (%1,332,.2?3) = (1 — t,t,2)
3. e p = 0: nema riesenie
® D 7é 0: (x17x27x3) - (%7 _172)
4. e p = +1: nema riesenie
e p 7é +1: (QTl,ZEQ,ZUg) = (1;%7 Zij’, p22€1)

5. e (r1,x9,73) = (—1—2p,1,2), pre Vp € R

6. e p = 0: nema riesenie

o p#0: (w1,m9,25) = (—1,2,-3)
7. e p=1:(ry,m9,23) = (2,1 —t,1)

o p# 1 (21,29,23) = (2,—-1,p+ 1)
8. e p = 1: nema riesSenie

b1 (e ) = (1 2 2)

IV.
1. (21,22) = (2,-1) 2. (z1,72) = (%, -1)
5 (o) = (11.3) i (o) = ()

5. (5131, T, 33’3) = (2, 3, 2)

— (33 17 _3
7. (5E17$2;5E3) - (22a 299 11) 8. (Il,l’g,l‘g) _ (207 _77 4)
9. (w1, 2,73) = (.- %, 2) 10. (21,3, 73) = (1,2,5)
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11. (ZCl,.fCQ,CCg) = (5,3, —2) 12. (1'175172,373) = (2, 1, —3)
_ (35 _3

13. (w1, 29,25) = (3,5, -3) 14. (1,22, 23) = (1,—2,3)

15. (w1, 29, 73) = (%, 2, —4—10) 16. (1,79, 73) = (4,1, —3)

17. <1’1,$2,$37I’4) - (_%g) _%a é7 _%) 18. (1'171'2,373,1'4) = (1707070)



Funkcia jednej premennej
a jej zakladné vlastnosti

Upozornenie: informacie v nasledovnom texte obsahuji zjednodusenia po-
stacujuce k rieseniu tu uvedenych prikladov. Nejedna sa o matematicky ko-
rektné a uplné definicie. Naviac v tomto texte pod pojmom funkcia budeme
rozumiet len ¢iselné funkcie jednej premennej na realnych ¢islach.

e Pod pojmom funkcia budeme rozumiet priradenie, ktoré jednému re-
alnemu ¢islu priradi dalsie redlne ¢islo. Toto priradenie vS8ak musi byt
také, ze jednému cislu x priradi najviac jedno ¢islo .

e Funkcie budeme oznacovat malymi pismenami, t.j. napr. f, g, h, .... Po-
tom fakt, Ze funkcia f priradi ¢islu x ¢islo y zapisujeme ako: f(z) = y.

e Mnozinu tych redlnych ¢isel x, ktorym funkcia f priraduje nejaké hod-
noty, nazyvame definicny obor funkcie f a oznacujeme D(f).

e V pripade, ze v ulohach je funkcia dana nejakym predpisom a treba
najst jej definiény obor, musime najst vsetky redlne ¢isla x, pre ktoré
mé dany predpis zmysel. Napriklad pre funkciu f(z) = 2 bude jej
definiény obor mnozina D(f) = R\ {0}.

e Mnozina tych realnych ¢isel y, na ktoré funkcia f zobrazuje hodnoty,
t.j. pre ktoré existuje ¢islo x z jej definiéného oboru také, ze f(z) = v,
sa nazyva obor hodnot funkcie f a oznacuje sa H(f).

e Ak je obor hodnét funkcie ohrani¢end mnozina, napriklad interval, tak
potom hovorime, ze aj funkcia je ohranicend. Funkcia moéze byt ohra-
nicena zdola, ohranicena zhora, pripadne obojstranne ohranicena.

67
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Pre tispesné riesenie prikladov z tohto cvifenia (a samozrejme vSetkych na-
sledujtcich cvifeni) je nevyhnutné okrem tedrie poznat aj zakladné elemen-
tarne funkcie, ich defini¢né obory, vsetky ich dalsie vlastnosti a grafy. Tieto
zékladné elementarne funkcie st:

Zakladné elementarne funkcie

1. f(x)=azx+b 8. f(x) =cosx
kde a,b € R
9. f(z) =tgx
2 @) =l 10. f(x) = cotgzx
3. f(x)=az*+bx+c N
kde a,b,c € R, a#0 1. f(z) =e
— 12. f(z) =a”
L @)= v kdea >0, a#1
_ .3
5 fw) =z 13. f(z) =Inz
— 1
6 )= 14. f(x) =log, x
7. f(z) =sinx kdea >0, a#1

I. N4ajdite defini¢ény obor a obor hodn6t funkcie f:

1 fl)=v22—4 7. fx)=,/3—22)2 13. f(z) =3"

2. f(z) = = 8. f(z)=3" 14. f(z) =sinz + 2
3. f(x)=3—|z| 9. f(x) =2cosz—1  15. f(z) = —cotga
4. f(z) =3In2z 10. f(z) = —37° 16. f(z) =5 —tgx
5. f(z) = /= 11. f(x)=1+3" 17. f(z) = sin 2?

6. f(2) = s 12, flz) =32 18. f(z) =sin’x

II. Najdite defini¢ény obor, obor hodné6t a nacrtnite graf funkcie f:
1. f(x) = i—jrg 5. f(z) = lnf 9. f(z) ==

_ 3z+6
= s 6. f(x

2. f(z) () ()
3. f(z) =1Ina? 7. f(x)=-3" 11. f(x) =2cos
- f(2) () ()

T

z)=InR2-z) 8 fl2)=7 12. f(z) =2°
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ITI. Napiste zlozené funkcie f(g(x)) a g(f(z)) a najdite ich defini¢né
obory ak:

xr)=2%; g(x) = 7. f(z)=lnx; g(x) =3z —4
T) = %i ;g(x) =z 8. flx)=¢€";g(x) = ;212165

) =Vrig(@) =3=vVr 9 fu)=Va3; g(z) = |z

z) =(=1)"; g(z) =€ 11. f(z) =cosz ; g(x) = o —1

S
i
I
1
1
flx) =sinz;g(r) =20-3 12 f(a

(2)

flz) =5 9(z) =2 -2 10. f(z)=1—2%; g(z) = Vx
(2)
)

= ;3 g(z) =loggx

IV. Najdite defini¢ny obor zloZenej funkcie a rozlozte ju na zlozky
(elementarne funkcie alebo elementarne funkcie spojené aritmetic-
kymi operaciami):

1. f(z) = L2 7. f(x) = 1In ||
2. f(=) =i 8. f(z) =er
3. fla)=\/3-a 9. f(z) =In(2cosz — v/3)
4. f(z) =cos’x 10. f(x) = (sinz)e=*
5. f(e) = YT TT 11. f(z) =In%2
12. f(z) = §/vie

6. f(z) =/ (2x + 3)?

Intervaly monoténnosti funkcie st intervaly, na ktorych je funkcia klesa-
juca, nerastica, neklesajica alebo rastica. Tieto vlastnosti funkcie sa definuju
na intervale I nasledovne:

1. Funkcia f je na intervale I klesajica ak plati:

Vo, xg €1y < 29 = f(21) > f(22)

2. Funkcia f je na intervale I nerastica ak plati:

Vo, 29 €111 < 9 = f(ZEl) > f(l‘g)

3. Funkcia f je na intervale I neklesajica ak plati:

Vo, e €111 < 290 = f(21) < f(22)
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4. Funkcia f je na intervale I rastica ak plati:

Vo, xe € 111y < xg = f(21) < f(x2)

V prikladoch na tomto cviceni sa intervaly monoténnosti funkcie urcuju tak,
7e na zaklade poznatkov o elementarnych funkciach, nacrtneme graf danej
funkcie a z neho potom urc¢ime jej intervaly monoténnosti.

V. Najdite definiény obor a intervaly monoténnosti funkcie:

1. f(z)=2—"Tx 7. f(z) = 2=
2. f(z) =z — |z] 8. flz)=a%—2
3. flx) =2 -3z 9. f(z) =a*+2x
4 flo) = 2 10. f(z) =1-%
5. f(x) =a%+5z— 14 1. f(x) =93
6. f(z) =<2 12. f(z) =tg5 +1

Parita funkcie sa graficky da vyjadrit ako symetria jej grafu. Funkcia moze
byt pdrna, nepdrna alebo nemusi byt ani parna ani neparna. Analyticky sa
parita funkcia definuje nasledovne:

1. Funkcia f je pdrna ak: Vo € D(f): f(x) = f(—x)
2. Funkcia f je nepdrna ak: Vo € D(f): f(x) = —f(—x)

Graf parnej funkcie je symetricky podla osi o, a graf neparnej funkcie je
symetricky podla poé¢iatku stradnicového systému.

VI. Urcte defini¢ny obor a paritu funkcie:

L f(x) = 8. f(2) = &

2. f(z) =z 9. fla) =213

3. fx) = ¥z 10. f(2) = 150

4. f(r) =2 — 22 11. f(x):‘%

5. f(r) =2 -z 12. f(z) =2sinz +1
6. f(x) =sin(x + 5) 13. f(z) =tgx+1
7. f(x) =cosx —3 14. f(z) =z + |z]
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Funkcia f je prostd ak plati: Vay, 29 € D(f) @ 21 # 29 = f(21) # f(x2).
Volne povedané to znamend, Ze funkcia je prosta ak roznym hodnotam x
priraduje rozne hodnoty y. Pre potreby prikladov sa to da formulovat aj
opacne, t.j. ak sa rovnaju hodnoty y, musia byt rovnaké aj hodnoty x:
Yy, y2 € H(f) : f(71) =y = o = f(22) = 71 = 25

Pritom plati, ze ku funkcii f existuje inverzna funkcia f~! prave vtedy, ked
funkcia f je prosta.

VII. Najdite defini¢ny obor, zistite ¢i je funkcia f prosta a ak je,
tak k nej najdite inverzna funkciu:

L f(z) =3z 7. fz) = 2

2. f(@) =13 8. flx) = —4+3yz
3. (@) = 9. flz) =1 —1

4 f(x) = a 10. f(z) = z.|z|

5. f(z) =In(2 - 3x) 11. f(z) = 45ine

6. f(z)=2®-1 12. f(z) = 3.2t

VIII. Najdite defini¢ny obor, zistite ¢i je funkcia f periodicka a ak
je, tak urcte jej periodu p:

1. f(z) =sinZ 7. f(x) =sin

2. f(z) = 5cos 2mx 8. f(x) = arcsin(sin z)

3. f(z) = cos?x 9. f(z) = In(cos z + sin z)
4. f(z) = cosa? 10. f(z) = 3cosz — 5sinda
5. f(z) = wsinz 11. f(z) =sin2z + tg

6. f(z) = 2sin3z + 3sin 2z 12. f(z) = 2sin (32 + %)

IX. Specialne tlohy
1. Nech f,(x) = f(f(...f(x))). Najdite f,(x) ak f(z) = Wi
n-Krat

2. Najdite f(z) ak f(z +1) = 2* — 3z + 2.

3. Najdite f(x) ak f(x+%) =a?+ %, pre |z[ > 2.

4. Najdite f(z) akf(%) =x++V1+a22,prex>0.
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Vysledky

iIcenie —

6. cv

—~

3
)
1

—~

™
p
i1l

R\ {km, k € Z}

H(f)=R
16. D(f) =R\ {

15. D(f)

+kr, k€ 72}

s
2

=R

H(f)



73

6. CVICENIE — VYSLEDKY

II.
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R\ {-2,—-1}
R\ {0}

2. D(f)
H(f)
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7. D(f)
H(f)

R 10. D(f) = R
(—O0,0) H(f) = <071> )

8. D(f) =R\ {0} 11. D(f) =R
H(f) = R\ {0} H(f) = (-2,2)
il
et SEEas~ G
S A
9. D(f) =R\ {0} 12. D(f) =R
H(f) = {-1.1} H(f) = (0,00)
:;z |
" e
1o
[~ |
““““ e
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IV.

L. D(f) =(2,00) \ {3}
filz) =25
folz) =2 —2

2. D(f) = (—o0,—1)U(1,00)
fi(z) = Vx
faw) = 25

3. D(f)=(0,9)
filz) =z
folz) =3 -2
fa(z) =z

4. D(f) =R
fi(x) = a?
fa(x) = cosx

5. D(f) = (0,00)
fi(z) =z
fo(x)=2—Inx

6. D(f) =R
filz) =z
fo(x) = 2?
fs(x) =2z +3

V.1
1. D(f) =R

klesa pre x € D(f)

10.

11.

12.

D(f) =R\ {0}

fi(z) =Inzx

fo(x) = |z|

D(f) =R\ {2}

fi(z) = e

fo(x) = 522

D(f) = (~%,%)+2kn,kdek € Z
fl(.Q?) = ln

fo(x) = 2cosz — /3
D(f)=R

fi(z) =e”

fa(x) = cos x. In(sin x)
D(f) =(-2,2)

filz) =Inzx

fa(z) = 3%;

D(f) = R\ {-1}
filz) = \‘ﬁl

fz(x) =x 3

f3(r) = 4w + 1
D(f)=R

rastie pre x € (—o0,0)
konstantna pre z > 0

1V tychto a aj niektorych nasledujicich prikladoch budeme obéas pouzivat skrateny
zapis ,funkcia rastie (klesa) pre x € D(f)“. Bude to v pripadoch, ked funkcia je definovana
na intervaloch a na vSetkych tychto intervaloch sa bude spréavat rovnako. Napr. funkcia
f(@) =2 ma D(f) =R\ {0} = (—00,0) U (0,00). Pre intervaly monoténnosti by bola
formélne spréavna odpoved, ze funkcia klesa na intervaloch (—o0,0) a (0, 00). My namiesto
toho skratene napiseme, ze funkcia klesa pre x € D(f).
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VI

- D(f) = (-0,2) 8.

klesé pre x € D(f)

- D(f) = (0,0) 9.

rastie pre x € D(f)

. D(f)=R
klesa pre x € (—oo, —g) 10.
rastie pre x € (—%, oo)

- D(f) =R H

rastie pre x € D(f)

. D(f) =R\ {3} 12,

rastie pre x € D(f)

. D(f)=R 8.
funkcia je parna

. D(f)=(0,00) 9.
funkcia nema paritu

. D(f)=R 10.

funkcia je nepéarna

. D(f)=R 11.

funkcia nema paritu

. D(f) =R 12.

funkcia je neparna

. D(f) =R 13.

funkcia nema paritu

. D(f) =R 14.

funkcia je parna

D(f) =R
rastie pre x € D(f)

D(f) =R
klesa pre z € (—oo, —1)
rastie pre x € (—1, 00)

D(f) =R\ {1}
rastie pre x € D(f)
D(f) =R\ {3}

rastie pre x € D(f)

D(f) = R\ {(2k + ), k € Z}
rastie pre x € D(f)

D(f) =R\ {0}
funkcia je neparna
D(f) =R\ {2}
funkcia nema paritu
D(f) =R

funkcia je parna
D(f) =R\ {0}

funkcia je neparna

D(f) =R

funkcia nema paritu

D(f) =R\ {3 + km, k € Z}

funkcia nema paritu

D(f) =R

funkcia nema paritu
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VII.
D(f) = 7. D(f) =R\ {-1}
o) =3 i) = o=
D_(lf) = 1\7{—1} 8. D(f) = (0, 00)
[ () =173 F i) = (HH;)
- D(f) =R 9. D(f) = (1,00)
funkcia nie je prosta fHz) = Va2 +1
(dokaz cez definiciu)
10. D(f) =R
. D(f) = (0,00) 18 VT, prex >0
f~Yx) = 2%, pre x € (0, 00) 7@ = _Vz, prex<o0
. D(f) = (~o0.3) . D) =R
Flz) = % funkcia nie je prosta
12. D(f) =R
: D( ) = f(if(?%') — Inz—In3-1
[ @)= Ve +1 ’
VIII.
- D(f) =R 7. D(f) = R\ {0}
p=3r funkcia nie je periodicka
. D(f)=R 8. D(f)=R
p=1 p=m
D(f)=R 9. D(f) = (5, %) + 2k, kde k € Z
p=m p =27
. D(f)=R 10. D(f) =R
funkcia nie je periodicka p =27
. D(f)=R 11. D(f) =R\ {(2k + )7,k € Z}
funkcia nie je periodicka p =27
D(f)=R 12. D(f)=R
p=2r p=37
IX.
flx) =2 -5x+6 4. f(r) = Bzl



Limity postupnosti a funkcii

Vel’mi dolezité upozornenie: Pri vypocte limit z tohto cvi-
¢enia nesmiete pouzivat L’Hospitalovo pravidlo a to ani v pripade ak ho
poznate a ak ho viete pouzivat!!! Ak si nahlasite v domécich tlohach priklad,
ktory nebudete vediet vyriesit bez pouzitia L’Hospitalovho pravidla, bude sa
to povazovat za podvod!!!

Na tomto cviceni sa budia pocitat jednoduché limity postupnosti a fun-
kcii. Vsetky priklady st robené tak, aby sa dali vyriesit pomocou vedomosti
zo zékladnej a strednej Skoly (tprava algebraickych vyrazov, delenie polyné-
mov, suctové vzorce pre gioniometrické funkcie,...) a informécii obsiahnutych
na predniske a v skriptach. Ziaden tu uvedeny priklad nevyzaduje pouzitie
L’Hospitalovho pravidla, alebo komplikovanejsich nastrojov.

Limity postupnosti

Existencia limity postupnosti

e Kazda monotdénna a ohranicena postupnost mé limitu.

e Majme ¢iselné postupnosti {x,}, {y»} a {2} a nech pre Vn € N plati:
Yn < 2, < z,. Potom ak existuju limity postupnosti {y,} a {z,} a st
rovnaké, t.j. plati: lim,, . y, = lim,, . 2, = ¢, tak existuje aj limita
postupnosti {z,} a plati: lim, ,. z, = c.

e Cauchyho kritérium konvergencie (nutné a postacujica podmien-
ka existencie limity postupnosti): ¢iselnd postupnost {z,} ma limitu
prave vtedy, ked plati:

Ve>0 dngeN: |z, -z, <ec preVn>n, a VpeNlN
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Pravidla pre pocitanie limit

Ak existuja limity lim,,_,. x, a lim, , v, , tak plati:

1. Ak pre Vn € N: z, <uy,, tak lim,_,o z, < lim,_ o ¥,

2. limy, oo (2, £ yp) = limy, o0 2, £ limy, 00 Yy,

Dve dolezité limity postupnosti:

flfn) _ limp oo xpn

4. Ak lim, o0 yn # 0, tak plati: lim, e ( :

limy, o0 Yn

1. lim, 00 (1 + %)n = e = 2,718281828459045235360287471352...

2. limy o (14 2)" =€ kde a € R

Cislo e je Eulerovo ¢islo, t.j. zdklad prirodzeného logaritmu. Druh4 z uvede-
nych limit je len zovseobecnenie prvej, pre jednoduchsie riesenie niektorych

prikladov.

I. Vypocitajte limitu postupnosti:

L lim,, o = 102 12.
2. lim, oo (Vi +1— /00 13,

. /n2.sin(n!)
3. lim,, ++1 14.
4. lim,, o (_;;23% 15.

5. lim,, o0 (V2V2V2 .. V/2) 16.
6. lim, o (\/n2 +n— n) 17.

: n24+2n—1 18
7. lim,, T ey

: 2n2—3n+5
8. limy o S50 19.

3n3+2n24n—1

9. lim,, ot T 20.
10. limy, o0 3241 21
11, limy, o0 225 2.

Clim,, oo

: 1
hmn%oo on

T

lim,, oo % cos (n§)

lim,, o (n — (=1)")

n+1

lim,, 0 212

(="

lim,, 0 n

lim, ,on(1—(=1)")

1

- 1 2
limy, 00 (27 + 3n3—1)

lim,, oo ?%n sin n?

1+243+...4n
n2

: 2n n+1
limy, 0 (2n2—1 cos 2n—1>
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

n_ . n(—l)”)

limy, o0 (17271 nZil

n?4+n+1
(2n+3)2

lim,, oo

(n=1)(n+1)(n+2)

hmn—>oo n4+4+2n2+3

1+2+5+.+3m
14+3+5+.+3m

lim,, o0
. an

limy, 00 154n » Pre a >1

. an

lim, o 7557 » Pre la| <1
. n n

lim,, o0 (m)

n+4

lim,, oo (14 2)"
n(14d

limn—mol (1;—")

n

lim, oo n (In(n + 1) — lnn)
lim,, o ((—1)" 4 %)

limy, o In (525)

2—cos(nm)
2+cos(nm)

lim,, o0

limy, o0 (8 — %)’%

: n+1
limy o0 72555

lim,, oo (m —n— 1)

lim Vnitlty/n
Nn—r00 3/n3+n+n

limy, o0 3 (142 1)

. 942
lim,,_, n-t
n—oo 51 1
2—n n2""
limy, 00 (n+1 + n+2 )

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

20.

ol.

52.

33.

o4.

95.

96.

57.

38.

99.

60.

61.

62.

5
; n+3
hmn—)oo ( an)

: n+5)3—n(n+7)>2
lim,, o0 (n45) nz( )

. 2
hmn%oo o+l

: 142434..4n _ n
limy, 0 ( n+2 2)
. 2n+273n+3
hmn%oo on43n
an43-m
9—n_3n

lim,, o0

. 12— (n—1)4

(241)100 100 900,99

hmn—)oo n98—10n2+1

log? 10n
logZn

lim,, o

log(n?—n+1)
log(n10+4n+1)

2n—v4n?—1
vVn2+3—n

lim —Ynitlon
=0 /p31—ny/n

lim,, o0

lim,, o

: n+10\"
limy, o (2n—1)

: nlogn
hmn—>oo n2—1
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)

63. limnﬁoo(l +%+%+"'+n;1

n? n

64. lim, oo (5 + 2 + ...+ 230

n
. 1)(2n+1
Pomécka: 12+ 22 + ...+ n? = %
1+a+a?+...4a™
1 1 1
+i+5+.+(3)

65. lim,,_, oo =, pre |a] <1

: 1+a+a?+...+a™
66. llmn%wm, pre |a| < 1, ‘b| <1

67. lim,,_ o (\3/ n3 + 2n? — n)
Pomocka: (a® — b3) : (a — b) = a® + ab + b?

68. lim, .. ,\31%—1

-1
n

Pomocka: (a" —1): (a—1)=a"'+a" 2+ ... +a+1

Limity funkcii

Pravidla pre pocitanie limit

V pravidlach 8 az 14 symboly 0, a € R a co oznac¢uju len typy limit. To zna-
mena, ze zastupuju nejaku funkciu, ktorej limita v danom bode mé uvedent
hodnotu, t.j. im, ., f(z) = 0, lim, ., f(x) = a alebo lim,_,,, f(z) = .
Hodnota oo nie je realne ¢islo a v ziadnom pripade sa s 1iou nesmu robit
aritmetické operdcie tak, ako sa daju robif s realnymi ¢islami.

1. lim, - = = —o0 8. 0.a=0

2. limxﬁo+%:oo 9. co+ 00 =00

3. limx_&oo% =0 10. 00.00 = 0

4. lim, o2 =0,aka<0 11. 00.(—00) = —0

5. lim, oo 2* =00, ak a > 0 12. a.oo =00, ak a >0
6. lim, ,oa® =0, ak |a| <1 13. a.oo = —o00,ak a <0
7. lim, ,oa®* =o00,aka>1 14.i%.o:0
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Doélezité limity funkcii
lim, o 2t — L
prea > 0,a #1

1. lim, o222 =1 5.

2. lim, o+ zlog,x =0

2_4x+1
2z+1

: X
3. lim,_,9

4. lim,_,o x sin (1)

z2—1
x—1

5. lim,_,q
6. lim,, (571)°
7. lim, o YEF2=V2
8. limac_m\/"'“"i%_‘/5

V6+x—2
z+2

9. limx%,g

sin(z+1)
z+1

10. lim, ., ;

sin 4x
3x

11. lim, 4

sin 3x

12. hmx_m cos 3z sin Tx

22x+3 8

13. lim, o

tg2z

16. lim, 0 25

17. lim, , & g 1,kdem nelN

: cosr—sinx
18. hmx_% e
Inz—1

T—e

19. lim, ..

Vitr+a2—Va2—2z+7
221

Vata+az2-2
z+1

20. lim, .,

21. lim, , ;

22—16

23. lim, (2% —z — 2)

24. lim, o 24
25. lim, ., =%
26. lim,_,5 Vo5 —2/e=l

prea > 0,a # 1 6. lim, oo (1+%)$:e
3. lim, . 28t — : v
oo 7. lim, oo (1 4+ %) =€, prea e R
prea > 0,a # 1 - ( ’3) P
0= 8. 1i (Pl cR
4. lim, .0 *“— =1Ina, prea >0 - a0 =Pp,prep
Vlastna limita vo vlastnom bode
II. Vypocitajte limitu funkcie:
1. lim, ., 25522 14. lim, ,, 22
: 234222432 .
2. lim, 22t 5. i (e )
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Vlastna limita v nevlastnom bode

27.
28.
29.
30.

31.

32.

33.

lim, ,q z.cotg 5z

: sin ax
lim, o *5**

: arctgx
lim, o 22

: cos 3z—cos Tz
lim, o I E—

Pomécka: 3 =5—2,7=5+2

2T —g2

11m$~>2 T—2
: 2191 —-1012+100
lim, 2 —2z+1
23 —5224+3249

limg 3 555750, 18

I11.

—

10.

11.

Vypocéitajte limitu funkcie:

) 1imx_>oox( x2—|—9—x>

. lim, o xsin (i) 13.
. limg e (24’”_;5)3 H
Climy e #&_7 15.
clim, o §§§j 16.
. lim VoV i
T—00 Vo+1

. 1imac—>—oo % 18.
R 19.
. Timg e (m) 20.

lim,_,o \é;ﬁx 21.

limgc—wo sir;:c 22

Climy oo

: 3 1
tgdx
sinx

35.

lirnx—>0

36.

5
: r+32—2
lim, o 2=

arcsin 2z
T

37.

limxﬁo

logz—1
z—10

38.

lim, 10

10 -1
2 —1

39.

lirnz—>0

40. ,k,ne N

hmz—>1 {6/7

T2 422415
132246

10+x

lim, o . log2

lim, o @ (3% ~ 1)
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Nevlastna limita

IV. Vypocditajte limitu funkcie a pokial neexistuje, vypoéitajte jed-
nostranné limity v danom bode:

1. lim, .., (\/xZ 5 — a3 — 2) 4. lim, o (\/x2 19—z — 3)
2. lim,_, 3i=dot2 5. lim, s 2 rop

z3—1
241

5ad—Tx

3. lim,_,_ Py 6. lim, ,_
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7. cvicenie — Vysledky

I. Limity postupnosti

L limy e = 2022 =0 19, lim,, o (g + 525 ) = 2
2. lim,, (\/n +1—- \/ﬁ) =0 20. lim,, o i sinn? =0

: W sin(n!) 21. hmn—>oo 1+2+3;|—...+n =1
3. lim,,_, a1 =0 n 2
: 2n n+1 o
(—2)"+3" 1 22. hmn_>oo (2n271 COS 2n71) =0

4. lim,, o fiig T =3

5. lim, .. (\/iww 2{75) —2

23. lim,, . (L : "H)") —0

1-2n n2+1

24. lim,, oo 2otntl — 1
6. lim,_ . (\/m — n) = % =0 (2n+3)2 ~ 4
™m242n—1 _ 7 25. hmn%oo % =0

T limy oo 5B = 3

. I e !
8. lim,,_oo % =0 26. limyo 1+§+§+...+% ~3
. 3 on? 27. limy, oo 24— =1
9. lim,, 0 % = 00 T 1ta
. 28. lim,, ,oo %7 =0
3n+l __ 3 n—00 ] {qgn
10. limy, o0 57 = 5 71+
: n \" _ -1
11, Timy, o 2250 = -2 20. lim, oo (1) =
. . n+4
12. lim, o 2% =0 30. lim,,_, (1 + %) =e
: 1 T n 1
13. lim,, o - cos (ng) =0 31. lim,_, . ! (1;%) -1
14. lim, o (n — (—=1)") = 00 32. limyeon (In(n + 1) — Inn) = 1
15. lim,,_ oo :2112 =0 33. limita neexistuje
16. lim,, 0 E2° =0 34. lim, o0 In (725) = =3
17. limita neexistuje 35. limita neexistuje

18. 1imyy 00 =ty = 0 36. limy o0 (8 — &) * =1
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37. limy, o0 A= =1 50. Timy, o0 [ty =
38. limy oo (ViZ—1—n—1)=-1 51 lim, o (”")232:?;2212100”99 —=19800
39. Tim,, o YEY — 1 52. lim, o 10 — ]
40 limy, o 2 (Y142 1) =1 53 limy oo ol i) — 0
41, Ly, oo o j —5 54, lim,, o 20T — |
42. lim,, o0 (E;Tq i 7;3;;) — 1 55 limy e % — o0
43. lim, o, (%3)5 — 1 56. lim, o0 (222)" =0
4. lim,, ., (n+5)3;—g(n+7)2 —1 57. im0 2252 = 0
45. Timy, o 2t = 1 B8. limy e (251)" = Ve
46. limy, o % — 1 59. Timy, e (EE5)" = €
A7, Vi (22 g} =1 60 T ()" =
48. im0 2o 8 = o7 61. lim,, o (m22)"" = ¢t
49. lim, oo 2825 =0 62. limy oo (V2 -1 — V2 —n) =1
63. limp oo (2 + 2+ 5+ .+ 25 ) =1
64. lim, . (1% + 72% NI (";731)2) _1
65 limnooo Ly = 700
66. lim,, o Sroteteater — b1
67. Timy oo (V0% + 207 —n) = 2 68. lim, oo 5L =3
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I1. Vlastna limita vo vlastnom bode

1.

2.

3.

10.
11.

12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Limity funkcii

222432 5

lim, 2 Z7505 =3
: 223422243243 __ 5
limg, 34224zl T 2
: z?—4a+1 3
limg 5757 = —3

lim,_,g x sin (%) =0
2

. sin(x+1
lim,_; m(+1 ) =1

: sindxr __
lim, o T3z

(S PN

: sin 3x _
hmm_>0 cos3xsin7r

~|w

22‘L+3 8

=8In2

hmax—>0

z2—4 —4

hml‘—>2 r—2

: 1 2 _ 1
lim, (ﬁ - $4_1) =35

lim,_; :;:711 = %
i, 3 05550 = U5

Vitr+r2—Va2— 2247
221

lim,_,9

21.

22.

27.
28.
29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Vatz+z2-2

lim,,_y Y= = —

hmx%él

1
x+1 4

z2-16 _ 92

2 —4x

lim, (2% — 2 —2) = =2

limm—>2

lim,_,q

limx—>5

lim, ,ox.cotgbr =

limx—)O
hmazﬁo

limx—>0

. x
hma}—)Z =t

hmz—>1
hm:r;—)3

hmx—>1

x2—4 4

r2—x—2 3
N

Ve+1l-2y/x 3
T 22-25 80

1

5

sin ax
T

=

arctgxr __
=s==1

cos3z—cosTr __ 20

2

=22 — 4(In2 — 1)

r—2

2191 —10124100 = 5050

22 —2x+1

3 —5x24+3z+9  __ 4

3 —8x2421x—18

limg 0 577 =

limg 0 ="

hmaz—>0

lim, 10

hmz—>0

hmz—>1

arcsin 2:1: =9

logx—1 1
z—10 ~ 10In10

0 —1 _ Inl0
—1 = In2

V-1

Vz=l _k
Yar—1 n
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III. Vlastna limita v nevlastnom bode
Lolimg oor (VA2 9 —2) = § 12, lim, o 2530000 = T
2. lim, e wsin (1) =1 13. limy o (257 +27 ) = —4
3. Tim, o (2;_—5)3 S 14. Tim, o (252)" = €2
4 T, o 3= = 15, limy o0 (V22 + 1= V22 = 1) =0
5. lim, oo g}izﬁ = % 16. lim, .. (3;2%?)12 _ 2
6. lim, .. %ﬁf 1 17, lim, oo (2422 —2) = 3

7. lim, o

4 2
3r*+6x°—4 __ 3

(4x71)100(3z+1)200 1

S o TGS T 0 49 i, (VI Z— vE) =0

2

9. lim, oo (557) =0 20. lim, oo (525) =€
10. lim, o \éijﬁ‘” = -9 21. lim,_. z.log, 150%3 = %
11. lim, e S22 =0 22. lim, o @ (3% - 1) —1n3

IV. Nevlastna limita

1.

2.

lim, o (\/:r;2 15— a3 — 2) -

limita neexistuje

. 2_
lim, - 223242 — oo
. 2_
lim, g+ 23242 = o
lim ST _ g
. T—r—00 x2+m

Climy o (\/x2—|—9—\/x—3> =00

. limita neexistuje

23 —2x2 —
@+1) (@)
: 23222 _
lim, , o+ @i z=g = ®©

lim, ,_o- 00

z3—1

Climg o = —00

241

iS4+l 18. lim,_ oo (\/332 + \/m— \/%72> =3

1
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Asymptoty ku grafu funkcie

Na tomto cviceni sa budu hladat asymptoty ku grafu funkcie, ¢o je pre néas
hlavné vyuzitie limit. Asymptoty ku grafu funkcie potrebujeme poznat, ked
pri vySetrovani priebehu funkcie budeme chcief nakreslit graf funkcie. Ku za-
vedeniu pojmu asymptoty bez smernice budeme potrebovat aj pojem spoji-
tosti, takze to tu v struc¢nosti uvedieme:

e Funkcia f je spojitd v bode xy € D(f) prave vtedy, ak existuje limita
lim, ., f(x) aplati: lim, ., f(x) = f(xo).

e Funkcia f v bode xy nie je spojitd ak plati niektory z nasledujucich
pripadov:

a. To ¢D(f)

b. zg € D(f) a neexistuje limita lim, ., f(z)

c. xg € D(f), existuje limita lim, ., f(z) ale lim, ., f(z) # f(xo)

Asymptoty si, vo vSeobecnosti, priamky, ku ktorym sa graf funkcie (hod-
noty funkcie) blizi, ale nikdy ich nedosiahne. RozliSujeme ich na asymptoty
so smernicou a asymptoty bez smernice. Asymptoty so smernicou st priamky,
ktoré mozno zapisat v smernicovom tvare y = kx + ¢q. Asymptoty bez smer-
nice si kolmé na os o, a daju sa zapisat v tvare x = 7. Asymptoty bez
smernice moze mat funkcia len v bodoch, v ktorych nie je spojita alebo, po-
kial defini¢ny obor funkcie nie je R a obsahuje intervaly, tak este v krajnych
bodoch tychto intervalov. Plati:

e Funkcia f ma v bode zy € R asymptotu bez smernice prave vtedy, ak
plati: lim,_, - f(z) = £oo alebo lim, f(z) = £oo (mdzu nastat aj
oba pripady sucasne).
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e Funkcia f ma asymptotu so smernicou v tvare y = kx + ¢ ak existuje

limita: lim, 4o @ = k a existuje limita: lim, ., (f(z) — kx) = q.
Jedna sa vlastne o dva pripady: dve limity pre x — —oo a dve limity
pre r — o0.

I. Najdite rovnice asymptot ku grafu funkcie f:

1. f(z) = = 18. f(x) = 4zl

2. f(z) = L, 19. f(z) = VL=

3. f(z) =3z + 325 20. f(z) = =i

4 f@) =L+l L 21 fla) = 252

5. flx) = 552 22. f(x) = YAZEL

6. flz) =a+ 25 23. f(z) =32 — 1

7. f(z) = Va® + 4a? 24. f(z) = 1%

8. f(x) = 5t %. fa) =1+

9. f(w)ZQ.CU—“’ix 26. f(z)=1- L +-1

10- {w) = n 27. f(x) = /%3

11. f(z) =957 :

b 28. f(v) = i3

13. f(2) = ol (e + 1) - 40 =

14. f(z)=a+ 2 0T W
31. f(x) =0,1°

o ) = 5 32. fEm; =z

16. f(z) = /== 33. f(z) = a.sin?

(z)

17. f(x) =+vat -1 34. f(x) = x.arctgx
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8. cvicenie — Vysledky

Pouzité oznacenia:

e ABS: Asymptoty bez smernice

e ASS: Asymptoty so smernicou

I.
L. D(f) =R\ {1}
ABS:z=1
ASS:y=1

2. D(f) = R\ {#1}

ABS:z=-1,2=1

ASS: y =0

3. D(f) =R\ {2}
ABS: z =2
ASS: y =3z

4. D(f) =R\ {~1,0,1}

ABS:z=—-1,2=0,2z=1

ASS:y=0

5. D(f) = R\ {2}

ABS:z=-2,2=2

ASS:y ==

6. D(f) = R\ {1}

ABS:z=-1,2=1

ASS:y ==

7. D(f) =R
ABS: nema
ASS: y:x—i-g

8. D(f) =R\ {+
ABS: z = — 12,
ASS: y = —%,y

S

1
V2
X

)

1

N

1

S

11.

12.

13.

14.

15.

16.

D(f) =R\ {0}
ABS: x =0
ASS: y =2z

- D(f) = R\ {0}

ABS: nem4a
ASS: y =0

D(f)=R
ABS: nema
ASS:y=0

D(f) =R\ {0}
ABS: =0
ASS:y=1

D(f) = (~00,~1) U (0, )
ABS: z = —%

ASS:y=a+1

D(f) = (0,00)
ABS: =0
ASS:y ==

D(f)=(-1,1)
ABS:z=-1,2=1
ASS: nemé

D(f)=(0,1)
ABS: 2 =0
ASS: nemé
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

ABS: nema
ASS: nem4a

D(f)=R
ABS: nem4a
ASS: y =2

D(f) =R\ {0}
ABS: x =0
ASS:y=-1,y=1

D(f) =R\ {1}
ABS: z =1
ASS:y=x+3

D(f) =R\ {-3}
ABS: x = -3
ASS:y=x—-5

D(f) =R\ {0}
ABS: z=0
ASS: y=—2x,y =2z

ABS: nema
ASS: y = %x

D(f)=R
ABS: neméa
ASS:y=0

D(f) =R\ {0}
ABS: =0
ASS:y ==

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

ABS:z=-2,2=-1,2=0
ASS:y=0

ABS: z = -2
ASS:y=1

D(f)=R
ABS: neméa
ASS:y=—a2—-1,y=2—-1

D(f)=R
ABS: nem4a
ASS:y==x

D(f)=R
ABS: nem4a
ASS:y=a2+1

D(f)=R
ABS: nem4a
ASS: y =0

D(f) =R\ {0}
ABS: 2 =0
ASS: nemé

D(f) =R\ {0}
ABS: nemé
ASS:y=1

D(f)=R
ABS: nem4a

ASS:y=—-Fx—-1,y=go—1



Derivacie a ich geometrické aplikacie

Na tomto cviceni sa budu precvicovat derivécie funkcii a tllohy na ich geomet-
rické aplikéacie. Derivovanie je samo o sebe velmi jednoduché zalezitost. Staci
ovladat elementarne funkcie, ich vlastnosti, rozklad zloZenych funkcii na zloz-
ky a potom uz len zdkladné derivacné vzorce a pravidla. Vsetko ostatné st
uz len mechanické tpravy a dosadzovanie do vzorcov.

Derivacéné vzorce:

l.d=0,aeR 8. (am)’:azlna,a>0a7é1

2. (%) =az® ', a € R 9. (Inz) =

3. (sinx) = coszx 10. (log,z)' = ——, a>0 a#1

4. (coszx) = —sinzx 11. (arcsinz) = \/11?, r e (—1,1)
5. (tgr) = o 12. (arccoszx) = \/1— re(-1,1)
6. (cotgr) = — 13. (arctg®) = 1702

7. (e") =¢€" 14. (arccotgz) = — i

Derivacné pravidla:

a. (a.f(z)) =a.f'(z), a € R d. (%)/ = f/(z)'g(z)zza{)(w)'g/(x)
b. (f(z) £9(2)) = f'(x) £ ¢'(x) e. (f(9(x)) = f (9(x)).g'(x)
¢ ()o@ = @) o)+ 1@d @) £ (@) = sty

95
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I. Najdite derivaciu funkcie:

1.
2.
3.

10.

1.
2.
3.

10.

11.

f(x) =5zt — 223 4 322 — 2

f(z) = a/z

fz) = 2e

fl) =%

(&) = ey Je/e
f(z) = 245

flx) =2

f(z) = (@ +8)(z - 2)
flz) = 3.47 +logx
fla) = 5=

)
flz) ="
fla) = e
flz) =a2?(2® = 1)?
f(@) = /(2z + 3)?
flz) = 4%
f(x) =
f(z) =log(x + 22?)
f(x) = y/sin &
flo)=In(/53)
f(z) = (cos (Ver+1))

12.

13.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

. flx)=zhn(x) —x

f(l’) = lilclzloas:m

fo) = g2

flz) =S

f(z) =tgz — 3xlog, x
fla) = Vo
f(z) = e*(cosx + sin x)

f(x) =23 cosz + 35/55

f(z) =4.3%.27"
f(x) = cos 3z

f(z) = cos® z

f(z) =In(z — 2?)
f(z) = tg?(2?)
flw)=27"+In %
f(x) =logj e

f(x) = e

f@) = 5
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23.

24.

25.

26.

27.

f@) = (%)

fx) = (sinz)™*"
f(x) =tg(Inz)
f(z) = n (cotg §)
f(x) = arcsin (tg 2x)

28.

29.

30.

31.

32.

f(z) = xarcsin (In x)

III. Najdite dotyénicu a normalu ku grafu funkcie f v bode z(:

1.
2.
3.

10.

% X

f(z)=Vz, z9=5
flx)y=a’+22, 29=1
flx) =35, w0 =2
fx)=In(z+1), 29 =0
(z)

11.
12.
13.
14. f
15.
16. f

17.

18.

19.

20.

f(z) = Vloghx

f(z) = arccos /x

f(z) = (24 cosx)®

f(x) =In|sinz|

f(z) =log (z*), zo = 10

f(z) =3sinz +5, 10 =F

f(z) = 2sinz — 5cosz, 2o =0
x)=2tgr —1, 29 =

%

i

f(z) =cotgx, xog =
flx) =2*sinz, zo =0
flx)=Vze ™, x9g=1
f(z) = fzill y Lo
flx)=2*Inz, z90=1

fz) =

=0

ef—e” "

eT4e % Y

.I'Q:O

IV. Zistite pod akym uhlom pretina graf funkcie f os o0,:

1.
2.
3.

f(z) = cosx

fx)=lnz—1
f(z) = cotgx
flx)=2* -3z +2
flz)=e"—1
fl)=5+1+h

8.
9.
10.
11.
12.

13.

14.

flx)=2° -3z
o) =

1 1 1
fla) =5+ — o3
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V. Najdite doty¢nicu a normalu ku grafu funkcie f za danej pod-

mienky:

1. f(x

N
—

xT

had
—

T

()
()
()
4. fr) =
(z) =
(z) =
(z) =
(z) =

ot
—

x
6. f
7. f
8. f

T

T

X

10” a dotycnica je rovnobezné s priamkou y = 5x — 2.
= 1 —2x+3 a dotyc¢nica je rovnobezna s priamkou 3z —y+5 = 0.
= 2° — 3z + 2 a dotycnica je kolma na priamku x +y —1=20
V2z a doty¢nica zviera s priamkou z +y+7 =10 uhol
In z a normala je rovnobezna s priamkou x + 2y — 3 = 0.
< + 1 a normaéla je kolmé na priamku x — 2y + 1 = 0.

xInz a normala je kolma na priamku 3z — 3y + 7 = 0.

Tz a normala je rovnobezna s osou o,.
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e v [ ] 'd
9. cvicenie — Vysledky
I.
1. f'(x) =202 — 62® + 62 11. f'(x) =Inz
2. fl(z)=3x 12. f'(z) = 1
3. fl(z) =2¢€" 13. f'(z) = =%
4. fl(x) = —2¢/% 4. fl(z) = 3
5- f/(x) = 8\87/5 15' f/(x) = _Sin12:C
! __ 2e”
6. f'(z) = Gy 16. f'(@) = iy
7. f/(:L‘) - (xf1)2 17. fl(x) - COiQf —3log,z — ﬁ
8. f(r) =423 — 622+ 8 18. f/(x) = gVat
9. f'(x) =34".In4+ - 19. f'(z) = 2% cosx
10. f'(z) = 61*2671 20. f'(=) :x2(3cosx—xsin$)+%
II.
1. f'(z) =51(2 + 3z)'® 10. f'(z) = =7
2. f'(z) = —na— D) 1. f'(2) = 5755 -te (Ver +1)
3. f'(x) = 3e™ 12. f(z) =4(3) In?
4. f(z) = 2(2* —1)(4a" — ) 13. f'(z) = —3sin3x
_ 4
5. f'(2) = 5900 14. f'(z) = —3sinz.cos’x
! _ T .
7. f'(x) =2"(Inz + 1) 16. f'(z) = 62:(2):;2?3
l _ 4x+1
8. f'(z) = (z+222)1In 10 17. f'(x) _29;12“_21 — i
9. f'(x) = +\/cotg 2E. cos % 18. f'(z) = &
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19.

20.

21.

25.

26.

27.

28.

I11.

f'(x) = 622.sin 23 cos a3 50" =

7@ = SR fe
fi@) =3 (Vo) (nyz +1)
(@) = ——

-1
f/(l‘) = 3sin%.cos§

/ o 2
f (1‘) " cos2zv/cosdx

f/(z) = arcsin (Inx) + - 11 —

A=1[55]
d:y=3%+%
n:y:—Z\/gx+11\/5

2. A=11,3]
d:y=>5r—2
U 16
n.y——%m—{—g
3. A=12,2]
d:y=—x+4
n:y==x
4. A=10,0]
d:-y=ux
n:y=-—x
5. A=11,1]
| 8
d'y_gl:a_gm
n: :—ﬁ.’L'—i‘ﬁ
6. A=[-1,-1]
d:y=—6x—17
n:y:%x—%

22.

23.

24.

29.

30.

31.

32.

f(x) =(nz)”* (ln(lnac) + ﬁ)
F@ = (%) (mer+ )

f(x) = (sinx)“** (% — sinz. In(sin x))

_ 1
f'(@) = 221n10.v/log 57

F'@) = s/

f'(x) = (24 cosz)* <ln(2 + cosz) —

zsinz )
2+4cosx

In(sinz),
In(—sinz),

x € (0,m)+ 2km

fla) = { x € (m,2m) + 2k7

x € (0,m) + 2km
x € (m,2m) + 2k

cotgx,
—cotgx,

ra={

A=10,-16]
d:y=8xr—16
n:y:—%a:—16

[_371]
=z +4
—x—2
1
75]
In3
3

3
e <
I

I
r
—_

1-In3
+ 3

" In3 3In3

3 o n
RS
I

10.

[1,0]
y=—x+1
y=x—1

3

11. [10,3]

3x 3In10-3
10In10 + In10

_101; 10, 4 9+10g1n 10

}

3 o h
e <

12.

oo

Y

S
5 o< |l
| e

oy ©
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IV.

10.

. f(z) pretina o, v bode x = e. S 0, tam zviera uhol a = arctg (

. f(z) pretina o, v bode x = § + k7. S 0, tam zviera uhol o = —7.

. f(z) pretina o, v bode x = 0. S 0, v tomto bode zviera uhol oo =

. f(x) pretina o, v bode x = 0. S 0, v tomto bode zviera uhol o =

. f(x) pretina o, v bode x = 1. S 0, v tomto bode zviera uhol & = Z

13. A=10,—5] 17. A= |1,1]
d y:2x1—55 d y——;;+%
n:y=—x—
4 2 n y:26m+1_6262
14. 21‘: &“4 ]+1— 18. A=10,1]
Y= T d:y=z+1
n:y:—ix—i—w;g” n:y=—x+1
15. A=[-7,-1] 19. A=[1,0]
d:y=-2r—-1-7 d:y=xz—1
niy =Ty - niy=-—v+1
16. A=10,0] 20. A=10,0]
d:y=0 d:y==x
n:xr=>0 n-.y=-r
. f(x) pretina o, v bodoch z; = § 4 2k a xy = 37“+2k7r.\/prvom

_

4

™

pripade zviera s o, uhol oy = a v druhom uhol ap = 7.

1
e

N—

FNE]

. f(x) pretina o, v bodoch x; =1 a x5 = 2. V prvom pripade zviera s o,

™

uhol a; = —% a v druhom uhol ay = 7.

B

. f(z) pretina o, v bodoch x5 = :I:%. V oboch pripadoch zviera s o,

uhol o = arctg (—9).

s
1

. f(z) pretina o, v bodoch x; = 0 a x5 3 = £1. S 0, v prvom bode zviera

_

uhol oy = —7

a vo zvysnych dvoch bodoch uhol ay 3 = arctg 2.

™
1

f(z) pretina o, v bodoch z; = —1 — /2 a 25 = —1 + v/2. Graf funkcie
f(z) v tychto dvoch bodoch zviera s o, uhol a; = arctg (3\/_ — 4) a
Qo = arctg (—4 — 3\/5) = —arctg (4 + 3\/5)



102 Cvicenia z Matematiky 1 pre odbory APS a TMS

11. f(z) pretina o, v bodoch z1 = 2km a x9 = (2k+ 1)7. V prvom pripade

zviera s o, uhol @y = 7 a v druhom uhol ap = —7.

12. f(z) pretina o, v bode x = 0. S 0, v tomto bode zviera uhol o = 0°.

13. f(x) pretina o, v bode x = —1. S 0, tam zviera uhol a = arctg (%)
14. f(z) pretina o, v bode x = —3. S 0, v tomto bode zviera uhol o = 0°.
V.
1. A= [log 155, 155 | 5. A= [}, —In2]
Ca 5 5 =9 — 1 —
| 1
n:y=—tr+5+:log g n:y=-—3r+;—1n2
z.A:[g,lﬂ 6.A:[1,g+1]
d:y=3z—1 diy=go+
ny:—%gj{-% nyz—?x—l—%—i—?)
3. A=[2,0] 7. A=[1,0]
d:y=x-—2 d:y=xz-1
n:y=—x+2 n:y=-xr+1
4. A=[3,V3] 8. A=[1,3],B=]-1,-1]
d:yz%—i—? da y:%,nA r=1
n:y:—\/g.x—i—g 3 dp yz—%,nB:x:—l
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L’Hospitalovo pravidlo, diferencial funkcie,
Taylorov polynom

Na tomto cviceni si ukdzeme vyuzitie derivacii pri rieSeni tloh. Najskor to
bude vypocet $pecialnych typov limit s pouzitim L’Hospitalovho pravidla a
potom priblizny vypocet hodndt funkcii pomocou diferencialu funkcie, resp.
pomocou Taylorovho polynému.

L’Hospitalovo pravidlo

Veta: Nech:

a. limity oboch funkcii f a g st v bode z( stcasne rovné 0, alebo sticasne
rovné 4oo,

b. funkcie f a g majua derivaciu v okoli bodu zg, pricom v samotnom bode
2o derivacia nemusi existovat,

c. existuje vlastna, alebo nevlastna limita: lim,_,,, ! :g; )

Potom existuje aj limita lim,_,,, % a plati rovnost:

lim M = lim fz)

T—T0 g(x) Tr—xQ g/(x) ’

L’Hospitalovo pravidlo hovori o tom, ako sa daji pomocou derivacie funkcii
vypocitat limity typov % alebo £22 (pomocou drobnych tprav aj typov: 0.0,
0.00,...). Ak ale pouzivame L’Hospitalovo pravidlo, vzdy je nutné si najskor
overit, ¢i st splnené vSetky predpoklady uvedené vo vete!

103
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I. Vypocitajte limitu:

1. lim, ;551 16. lim,_,, eosaz

2. lim, o %gtgx 17. lim,_,, 22:22 , kdea >0,a #1
3. lim, o 1% 18. lim,_,, ﬁi:gz , kde a >0

4. lim,, o Sne-pcose 19. lim, 0 (2 — 5kis)

5. lim,_,; £ =0et 20. lim, ,; =1

6. lim, .o+ xlnx 21. lim, ,x Clgttiggza;

7. lim, o+ 2°

22. lim, g (i ~ e;_l)

: Insinz
8. lim, = BS2L
T3 cotgx 23 hm 11
) =0 \ sinz T
/2
9. lim,_, ln(ﬁl o) . 210-102+9
no 24. lim,_, &¥—F——5
(z—1)
1
10. lim,_,o (x + Va2 + 1) e 95 lim 250 —502-+49
: z—1 3100 -1002+99
: 324427
11. hmx—)l 2124+31r—5 26. llm$_>0 (z% - sinlzx)
: In cos z
12. 11Inz—>0 In cos 3z 27. lim 204 4323 — 422 —9x—4
: t——1 3y 531302 30 +2
. ln(x278) z
13. lim, 3 55 —=—>% 28. lim, .o W . kde a >0
: 2+4-2x+sin 2z : 220—22+1
14. hmffﬁoo (2z+sin 2x)esin® 29. hmxﬁl 230 —2x+1
. z*—1 : 2 *
15. lim, 1 25—, kde 3 # 0 30. lim, o0 (; . arctga:)

Diferencial funkcie

Nech funkcia f ma v bode x( derivaciu. Potom diferencial funkcie f v bode
xo oznacujeme df(xg) a plati:

df(wo) = f'(zo)(x — x0) -

Pomocou diferencialu mozme vypocitat priblizni hodnotu funkcie f v okoli
bodu zy nasledovne:

f(@) = f(xo) +df(wo) = fwo) + f'(w0)(x — 20) -
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II. Najdite diferencial funkcie f v bode z:

flx) =2 —32%, 2y =2 6. f(x)=va?+1,20=
2. fla)=2?+22—-3,20=1 7. f(z) =In(l — %), 2o =2
3. f(x) =sin2x, 20 =7 8. f(z)=2% zp=1
4. f(z) =€, 20=0 9. f(z) = arctgx, xg =3
5. f(z) =Insinz, zo = } 10. f(z) =logx, o = 55

v/ 64 — 22 4+64. arcsin g

1. f(z) = z.e" 6. f(z) =

2. f(z) = cotg 3z 7. f(z) = sz

3. flz) =1 8. f(x): e~ +Inx

4. f(z) =sinz — zcosz 9. f(z) = arccos e”

5. f(7) = 7 10. f(z) = vz +2/z+z

IV. Pomocou diferencialu funkcie vypocitajte priblizni hodnotu:

1. ¥/1,02 6. /65

2. sin 29° 7. tg44°50'
3. cos 151° 8. 215

4. log11 9. Intg47°15’
5. arctg 1,05 10. /1000

Taylorov polynom

Taylorov polyném je zovseobecnenie diferencidlu. Pomocou Taylorovho po-
lynému mézme s Tubovolnou, vopred stanovenou, presnostou v okoli bodu
xo aproximovat akukolvek funkciu, ktord je v okoli tohto bodu n-krat dife-

rencovatelna. Vseobecny tvar Taylorovho polynému n-tého stupia funkcie f
v bode x je nasledovny:

(o) f" (o)

() (5
To(f x0) = f(wo) + 1 (x —x0) + o (x—:co)2+...+f (o)

n!

(l‘ - xO)n + Rnt1
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Odhad chyby

Clen R, .1, uvedeny na konci predoslého vyrazu, predstavuje chybu vipoctu.
Jej odhad sa robi podla nasledovného vzroca:

SO (w0 + 0z — x0))
(n+1)!

Ry = (= xe)"Y . 0<9 <1

pricom premennd ¥ sa voli tak, aby chyba R, vysla ¢o najvicsia. Cize berie
sa najhorsi mozny pripad a realny vysledok moze byt potom uz len lepsi.
Taylorov polyném v bode xy = 0 sa nazyva Maclaurinov polyném.

V. Napiste Taylorov polyném n-tého stupna pre funkciu f v danom
bode z; a pre dané n:

1. f(x)=¢€",20=0,n€eN 8. f(z)=In(l—x),20=0,neN
2. f(r) =sinzr,20=0,n€N 9. f(x)zln(lf—;),xozo,neﬂ\l
3. f(z)=cosxz,zp=0,n€N 10. f(z)=e3*2, 20=0,neN
4. f(z)=In(w+1),5=0,n €N 1. f(z) = tgz, 5= 0,1 <5

5. f(x) =z, zo=1,n€N 12. f(x) =arcsinz, 2o =0,n <5
6. f()=5,20=0,n€eN 13. f(x)=a2",20=1,n<3

7. f(z) =arctgr, 20 =0,n <5 14. f(z) =Incosz, g =0,n <4

VI. Vypocitajte priblizni hodnotu s uvedenou presnostou aspori ¢ :

1. V1010, e =103 8. sin49°, ¢ = 10~*
2. Jm,e=10"2 9. /121, e =10"*
3. (1,2, e =10"* 10. In2, e = 1072

4. sin85°, e =107° 11. ¢/15,e=10"2

5. v/2400, ¢ = 10710 12. e, e =103

6. arctg1,07, e =104 13. V121, =102

7. cosh®, e =107° 14. n1,3, e =103
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15

16.
17.
18.
19.
20.

21.

. V/83,e=10"
sin1°, e = 107°
cos9°, e =107
V5,e=10"°
logll, =107

arctg0,8, e = 1073

Ye,e=10""°

22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.

cos72°, e =10"*

0,98%% &£ =10°

V127, =103
sin92°, e = 107°
/250, e =107°
arctgl,1, e =10
27012 o =107
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10. cvicenie — Vysledky

10.

11.

12.

13.

15.

16.

20.

II.

5
: z°—1 _
lim, 41 55— =1
: z—arctgx __ 1
lim, o 225t = 1

: Inz __
hmx_mo W =0

sing—xcosx __ 1

3

: 1
hmI*}O sin® x 3

; 2010249 _ 9
lima 1 55051 = 2

lim, o+ xlnx =0

lim, o+ 2" =1

: Insinx __
hmx%% cotgxr 0

. ln(x+\/:r2+1)

lim, o (2 + V2% F1)77

3x2 447 10

lim, 1 525,75 = 7

s Incosx __
hmxﬁo Incos3x

=

. ln(acz—S) 6
lim, 3 525,75 = 7

z4—1

hm:p%lm:%a B#O

Incosax _ a®

hmx—>0 22 2

s z¥—1 __
lim, ,; 5— =1

S df(2) = 11z + 22

df(l) =4z —4

df (5) =0

14. a) Na tato limitu sa nedd pouzit
L’Hospitalovo pravidlo, pretoze nie st
splnené potrebné podmienky!

b) Tato limita neexistuje!

a_ g2

17. lim,_,, &=a =1=lna " 50 ¢ £1

a®—a® Ina

zv—

18. lim,,q =% 1 —Ina, a >0

19. lim, ¢ (l _ 1 ) -0

T arcsin x

21. lim, - B8z — 7

22. lim, .o (% - ezl_l) =1

23. hmH)( 1 1) =0

24. lim, 3 “29%89 — 45

2%0—50z4+49 49

25. lima 1 210000, 105 — 108

26. lim, .0 (5 _ L )Z -1

sin“ x

: 2044323 422 —92—4
21. hmmﬁfl 3r44523 4322 43x+2

D=

(atz)”—a® _ 1
2 T a

28. lim, o >0

S|

I

20
: Y —2x+1 9
29. lim,_; el = 14

3 o

30. lim,_ oo (% -arctg x)x =e"

4. df(0) =e.x
5. df () =a—

6. df(1) = J5(z - 1)

NE]
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7. df(2) = o -8 9.
8. df(1)==z—1

I11.
1.

2.

IV.

CTu(f0) =2 — 5+
CT(f,0) =12 4 .

CTu(f0) =2 — % 4.

df(z) =e™(zo+ 1)(x —z9) 6.

arctg 1,05 = 0,2587 = 46,44°

2

10.

df(3) = ;5(z —3)

df (ﬁ) =7~ &

df(x) = 21/64 — 23 (x — x0), |0 <8

df(z) = ﬁn;gzo (x—x0), xo # %” 7. df(x) = Zocosto—sinTo COS?{““ID (x —x0), 0 #0
df(x) = =3z (¥ = 20), 70 # 0 8. df(z) = (;ﬂ‘ﬁ) (x —20), 20 #0
df(z) = zosinzo(x — x0) 9. df(z) = \/i% ;(fc—xo)a zo 7 0
_ (z—x0) _142y/To+4/T0++/T0
df(fﬂ) = W 5 |.’L'0| <1 10 df(l’) = 2\/R\/x0+\/% (I*IO) , Lo > 0
@) = Y, m =1 6. f(x) = ¥z, w0 = 64
/1,02 = 1,0066 V65 = 4,0208
f(z) =sinx, zg = § 7. f(x) =tgw, xo = 7§
sin 29° = 0,4849 tg 44°50" = 0,9942
f(ZB):COS[E,QZOZ%W 8. flz)=/35%,20=0,2=0,15
cos 151° = —0,8748 % = 0,925
f(z) :.logx,x():lo 9. f(z) =Intgz, z0 =73
log11 =1,0434 Intg47°15 = 0,0785
. flx) =arctge, xo =1 10. f(z) = Yz, xo = 1024

V1000 = 1,9953

CTu(f0) =1da+ 8+ T

-1

+ (=) ey
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5 T,0) = (- 1) 5 4 (s g

n

6. T(f,0) =1 —xln242W22 4 (qyneln®2

n!

2n—1

0. g0 =2(o+ 2+ 5+ £ 0.

€2$ 625(;2 6227”
10. T (f,0) = € + 5 + Gogree + oy + oo
11 T5(£,0) = 2+ £ + 249
12. T5(f, 0) =x + %13 + %$5
13. Ty(f,0) = 14 (x — 1) + (¢ — 1)2 + &2

VI.

ol

sinz, xg =7, n=3,sin49° = (,754749

9. f(z) = ¥, 1o =5 =125, n =2, /121 = 4,94609
10. f(z) =Inz,zo=e,n=3,1n2 = 0,695

11. f(z) =z, 20=1,n=3, 1,5 =1,086
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12. f(x)
13. f(x)
14. f(z) =
15. f(z) =
16. f(x) =
17. f(z) =
18. f(z)
19. f(z) =
20. f(x)
21. f(x)
22. f(z)
23. f(z)
24. f(x)
25. f(z)
2. f(z) =
27. f(z) =
(x)

28. f

flx
flx

flx

T

flx
flx

flx

X

X

flx

X

flx

T

flx

flx

X

— e 29g=0,n=0,¢=2718
— Yz, my=3"=81,n=3, V121 = 3,3215

Inz,zo0=1,n=4,In1,3 =0,2619
Vr,xo=3"=81,n=2,v/83 = 3,018347

sinz, xg=0,n=2,sin1° = 0,017453
cosz, xg=0,n=3, cos9° = 0,98766
VT, o = 2,252 = 50625, n =3, /5 = 2,236067

logx, g =10, n =3, log1l = 1,0414

arctgr, rg =1, n =2, arctg(0,8 = 0,6753

, 20 =0,n=5, Je=1,39561

cosz, rg =5, n =3, cos72° = 0,30898 = 00,3090
=a2%, 190=1,n=2,0,98%% = 0,9804
Vo, zg =121, n =2, /127 = 11,26935

=sinx, rg = 5, n =3, sin92° = 0,999391
Jr, mg=3%=243,n =2, v/250 = 3,017084
arctgx, xrg =1, n =2, arctg1l,1 = 0,83289

=2° 1o=0,n=3,2%2=0,920185



112 Cvicenia z Matematiky 1 pre odbory APS a TMS




11

Monotdnnost, extrémy, konvexnost
a konkavnost funkcie

Na tomto cviceni si ukdzeme pouzitie derivacii pri vySetrovani priebehu fun-
kcie. Derivécia funkcie sa vyuZiva pri zistovani intervalov monoténnosti fun-
kcie, pri hladani lokalnych, aj globalnych, extrémov a pri zistovani intervalov,
na ktorych je funkcia konvexné, resp. konkavna.

Intervaly monotonnosti funkcie

Intervaly monotonnosti funkcie f st intervaly, na ktorych je tato funkcia ras-
tica, neklesajica, nerastica, alebo klesajica. Formélne sa to definuje takto:
Nech (a,b) € D(f). Potom hovorime, 7Ze funkcia f je na intervale (a, b):

e rastica ak pre Vry, s € (a,b),x1 < xo plati: f(z1) < f(z2),
e neklesajica ak pre Vry, xe € (a,b),x1 < x9 plati: f(z1) < f(xq),
e nerastica ak pre Vo, xo € (a,b), 1 < x9 plati: f(z1) > f(x2),

e klesajica ak pre Vry, xs € (a,b),x1 < xg plati: f(x1) > f(x2).
Ak funkcia len klesa alebo rastie, hovorime ze je rydzomonotonna. To, ¢i
funkcia f na intervale (a,b) € D(f) rastie alebo klesa zistujeme pomocou jej
prvej derivacie. Plati:
e Ak pre Va € (a,b) plati f'(x) > 0, tak funkcia f na intervale (a,b)
rastie.

e Ak pre Vx € (a,b) plati f'(z) < 0, tak funkcia f na intervale (a,b)
klesa.

Body D(f), v ktorych je prva derivicie funkcie nulové, sa nazyvaju staci-
ondrne body a v tychto bodoch funkcia moéze (ale nemusi) mat extrém.

113



114

Cvicenia z Matematiky 1 pre odbory APS a TMS

Extrémy funkcie

Extrémy funkcie f st jej minima a maximé a tieto mozu byt bud lokélne,
alebo globalne. Lokélne extrémy funkcie st extrémy len v okoli nejakého
bodu. Globalne extrémy funkcie st extrémy na celom D(f).

Funkcia moze mat extrémy len v stacionarnych bodoch, v takych bodoch
D(f), v ktorych nema derivaciu, alebo pokial jej definiény obor pozostéva
z intervalov, tak v krajnych bodoch tychto intervalov.

Na urcovanie toho, ¢i funkcia méa v niektorom bode extrém a pripadne aky,
sa pouzivajui druhé, pripadne vyssie, derivacie funkcie (vid prednasky). Toto
je ale zbyto¢ny a prilis komplikovany postup! Jednoduchsie je hladat lokélne
extrémy pomocou intervalov monoténnosti funkcie:

1. Najdeme vsetky intervaly, na ktorych je funkcia rydzomonoténna.

2. Ak na intervale (a,z() funkcia rastie a na intervale (xo,b) klesa, tak
v bode ry ma maximum.

3. Ak na intervale (a,z() funkcia klesd a na intervale (xg,b) rastie, tak
v bode ry mé minimum.

I. Najdite defini¢ny obor, intervaly monotonnosti a vSetky lokalne
extrémy funkcie f:

1.
2.
3.

10.
11.

f(z) =23 —12x + 16

flx) =23 — 32

fz) = (2* = 1)°

f(z) = 22° + 16

f(x) =a% — 1523+ 3

flo) =13z

fl@) =3+

flx) = 23

flx)=—a*—222+3

f(z) = 22° + 322 — 122 — 12
(z)

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

f(z) =2t — 423 + 2
fz) =21 — 2)®
flz) = 2% — 9

f(z) =% — 42 + 4z
f(x) =2 — 122 — 6
flx) =a% -3z +2
f(x) = cos z?

flz) =215
f@)=z—

fz) = 222

f(z) = sinz + cosx
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23. f(2) = 555 30. f(z) = vI—2z
24. f(2) = (T 3L f(z) = 1

2. f(a) = {(1—a)(x—2) 32 f(#) =152

2. f(x) =32+ 20— 1 3. f(a) = VO + st

27, f(z) = 2o 34. f(z) =2 —2Inz

28. f(z) = 2 35. f(z) =zl

29. f(x) = cos2z 36. f(z) =2z +3Inzx

Konvexnost a konkavnost funkcie

Konvexnost a konkavnost funkcie f sa nejjednoduchsie definuje ako geomet-
ricka vlastnost grafu tejto funkcie. Pokial je na intervale (a,b) € D(f) graf
funkcie f ,vypukly smerom nadol“, tak je tato funkcia na intervale (a,b)
konvexnd. Ak je jej graf ,vypukly smerom nahor“ tak je tato funkcia na in-
tervale (a,b) konkdvna. Formélne to definujeme takto: Nech (a,b) € D(f).

Potom hovorime, ze funkcia f je na intervale (a,b):

e konvernd ak pre Vry,x9,x3 € (a,b),11 < 1o < x3 leZi bod [zg, f(x2)]
pod alebo na priamke spajajicej body [z1, f(x1)] a [z3, f(23)],

e konkdvna ak pre Vay,x9,x3 € (a,b),x1 < x93 < x3 lezi bod [zy, f(2)]
nad alebo na priamke spajajtcej body [xy, f(z1)] a [z3, f(x3)],

Pokial je funkcia f na intervale (a,b) € D(f) spojitd a mé tam druha de-
rivaciu, tak to ¢i je funkcia f na intervale (a,b) konvexna alebo konkavna,
zistujeme pomocou jej druhej derivacie. Plati:

e Ak pre Vz € (a,b) plati f”(z) > 0, tak funkcia f je na intervale (a,b)
konvexna.

e Ak pre Vz € (a,b) plati f”(z) < 0, tak funkcia f je na intervale (a,b)
konkavna.

Body D(f), v ktorych sa funkcia meni z konvexnej na konkévnu, alebo na-
opak, sa nazyvaju inflexné body funkcie.
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II. Najdite inflexné body a intervaly, na ktorych je funkcia kon-
vexna alebo konkavna:

1 flx)=e" 19. f(z) = V/a*
2. f(z) =25 — 52% + 4z 20. f(z) = —2+ 3z — 22
3. f(z) =+ Vab 21. f(x) =16 —z — 2?|
4. f(z) =a® — 323 +3 22. f(z) = |In5z|
5. f(x) =22 — 922 + 120 — 3 23. f(z) = In|3z|
6. f(r) =z +sinz 24. f(x) =3"
7. f(x) =xlnx 25. f(z) =522 +20z + 7
8. f(x) = a*+223—1222—5z+2  26. f(x) ==x(1 —x)?
9. f(z) =sinx 27. flz) =2+ %
10. f(z) = cosz 28. f(z) = 1%
1. fla) =e™ + 20 29. f(z) =3 — {/(x+2)
12. f(z) = 2* + 82° 4 62° — 7z 30. f(x) =z — cosx
13. f(z) =2 — 3z 31 J(2) = o
4. f(x) = [a® + 2 — 20| 32. f(z) = 3a° — bzt +4
15. f(x) =5 33. f(z) =2— |22 — 2|
16. f(z) =3+ 47 34. f(x) =z + 2,
17, f(x) = &5 35. f(z) =1—In(z2 — 9)
18. f(z) =Inv1+ 22 36. flx)=2—%

III. Vyrieste slovné ulohy:

1. Dany je obdlznik s obvodom 20 cm. Aké musi maf tento obdlznik dizky
stran, aby jeho plocha bola maximéalna?

2. Aké rozmery musi maf hranol s objemom 27 cm?, aby jeho povrch bol
minimalny?
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10.

. Na hyperbole

. N4jdite rozmery valca s maximéalnym objemom, ktory sa d& vpisat

do gule s polomerom R.

. Spomedzi vietkych obdlznikov s plochou P najdite ten, ktorj ma naj-

mensi obvod.

. Akt maximélnu plochu méze mat obdlznik vpisany do kruznice s po-

lomerom R?

. Ktory bod paraboly y = 22 je najblizsie ku bodu A = [2 1} ?

12

% — 3?2 = 1 najdite bod, ktory je najblizsie ku bodu

A=13,0].

. Akt najvicsiu plochu méze mat obdlznik, ktorého dva vrcholy lezia

na kladnych poloosiach o a o, treti vrchol lezi v bode [0,0] a Stvrty
vrchol na parabole y = 3 — 227

. Prierez tunelom ma tvar obdlZnika s polkruhom na vrchnej strane.

Zistite pri akom polomere tohto polkruhu, bude maf prierez tunelom
najvicsiu plochu, ak jeho obvod je o.

Aky najvicsi objem moze maft valec s povrchom P ?
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11. cvicenie — Vysledky

Poznamka: Vo vSetkych vysledkoch tejto a aj nasledujtcej kapitoly uva-
dzame intervaly monoténnosti, konvexnosti a konkavnosti ako otvorené. Je
to z toho dovodu, ze v krajnych bodoch tychto intervalov funkcia bud nie
je definovand, alebo mé prvia alebo druht derivaciu nulovi. Pokial by ste
vo vysledku uviedli tieto intervaly ako uzavreté a prislusné body by boli
z definicného oboru, tak sa to nepovazuje za chybu.

I

1. Defini¢ny obor: D(f) =R
Funkcia klesa: x € (—2,2)
Funkcia rastie: € (—o0, —2) U (2, 00)
Lokalne minimé: z = 2
Lokalne maximé: x = —2

2. Defini¢ny obor: D(f) =R
Funkcia klesa: x € (—1,1)
Funkcia rastie: © € (—oo, —1) U (1, 00)
Lokalne minima: x =1
Lokalne maxima: x = —1

3. Defini¢ny obor: D(f) = R
Funkcia klesa: x € (—o0, —1) U (—1,0)
Funkcia rastie: = € (0,1) U (1, 00)
Lokalne minima: z = 0
Lokalne maxima: nema

4. Defini¢ény obor: D(f) =R
Funkcia rastie: x € D(f)
Lokalne extrémy: nema

5. Defini¢ny obor: D(f) = R
Funkcia klesa: x € (—3,0) U (0, 3)
Funkcia rastie: z € (—oo0, —3) U (3, 00)
Lokélne minimé: x = 3
Lokalne maxima: z = —3

6. Defini¢ény obor: D(f) = R

Funkcia klesa: z € (—%, %)



11. cVICENIE — VYSLEDKY

119

10.

11.

12.

13.

Funkcia rastie: x € (—oo, —%) U (%,oo)
Lokéalne minimé: x = %

, A
Lokalne maxima: x = 7

. Defini¢ny obor: D(f) =R\ {0,1}

Funkcia klesé: x € (—o00,0) U (0, %) U (2, 00)
Funkcia rastie: = € (%, 1) U (1,2)

Lokalne minimé: z = %
Lokalne maxima: x = 2

. Defini¢ny obor: D(f) =R\ {g + /{37'('}

Funkcia rastie: x € D(f)
Lokéalne extrémy: neméa

. Defini¢ény obor: D(f) =R

Funkcia klesa: x € (—1,0) U (1, 00)
Funkcia rastie: z € (—oo,—1) U (0, 1)
Lokalne minima: x = 0

Lokalne maxima: 1 = —1, 2o =1

Defini¢ny obor: D(f) =R

Funkcia klesa: x € (—2,1)

Funkcia rastie: € (—o0, —2) U (1, 00)
Lokéalne minimé: x =1

Lokalne maxima: z = —2

Defini¢ny obor: D(f) = R\ {kn}
Funkcia klesa: = € D(f)
Lokalne extrémy: nema

Defini¢ny obor: D(f) = R
Funkcia klesa: z € (—o0,0) U (0, 3)
Funkcia rastie: = € (3, 00)

Lokalne minima: z = 3

Definiény obor: D(f) =R
Funkcia klesa: © € (—00,0

Funkcia rastie: x € (0, %) U (
Lokéalne minima: z; = 0
Lokéalne maxima: x =
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Defini¢ny obor: D(f) =
Funkcia klesé: x € ( \/_ )
Funkcia rastie: x € ( 00, \/3) U (\/37 oo)

Lokdlne minimé: z = v/3
Lokalne maximé: z = —/3

Defini¢ny obor: D(f) = R

Funkcia klesa: x € (— 2, —\/%) U (%, \/5)

Funkcia rastie: « € ( 00, —2 ) U (

Lokdlne minimé: z; = — %=, x5 = /2
2

Lokéalne maximéa: x5 = \/5 , Ty = —=—

Defini¢ny obor: D(f) = R

Funkcia klesa: x € (—2,2)

Funkcia rastie: € (—o0, —2) U (2, 00)
Lokalne minima: z = 2

Lokalne maximé: x = —2

Defini¢ny obor: D(f) = R

Funkcia klesa: x € (—1,1)

Funkcia rastie: € (—oo, —1) U (1, 00)
Lokalne minima: z =1

Lokalne maxima: z = —1

Defini¢ny obor: D(f) = R

Funkcia klesa: = € ( V2km, —\/(2k + 1)7r> (\/Qkﬂ', (2k +1)
Funkcia rastie: z € ( (2k + 1)m, — 2k7r) ( (2k+ 1w, v )

Lokalne minimé: z = /(2k + 1)«

Lokalne maxima: x = v/ 2km

Defini¢ny obor: D(f) = R

Funkcia klesa: x € (—oo, _3_2‘ﬁ) U (_3+2m, oo)

Funkcia rastie: « € (_3_2m, _3+2m)

Lokalne minimé: z = ’3’2V 10
Lokalne maxima: ¢ = _3? 10

Defini¢ny obor: D(f) = R\ {0}
Funkcia rastie: x € D(f)
Lokalne extrémy: nema

3
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Definiény obor: D(f) =R

Funkcia klesa: x € (—o0,0) U (2, 00)
Funkcia rastie: = € (0,2

Lokalne minima: z = 0

Lokéalne maxima: x = 2

Defini¢ny obor: D(f) =
Funkecia klesé: x € ,% + 2k

Funkcia rastie: = € (—%, %) + 2km
Lokalne minimé: z = %W + 2km
1

Lokalne maxima: x = 3T+ 2k

f)
(3

Definiény obor: D(f) =R\ {1}

Funkcia klesa: © € (—3,—1)

Funkcia rastie: = € (—oo, —3) U (—1,0) U (0, c0)
Lokalne minima: nema

Lokéalne maxima: x = —3

Definiény obor: D(f) =R\ {1}

Funkcia klesa: z € (—1, 3)

Funkcia rastie: x € (—o0, —3) U (—3,—1) U (3, 00)
Lokalne minima: z = 3

Lokalne maxima: nema

Definiény obor: D(f) =R

Funkcia klesa: z € (—o0,1) U (1, %) U (2, 00)
Funkcia rastie: x € (%, 2)

Lokalne miniméa: x =
Lokalne maxima: z = 2

Ol

Defini¢ny obor: D(f) =R
Funkcia klesa: x € ( é)
Funkcia rastie: x € ( 3 oo)
Lokalne minima: x = —%

Lokalne maxima: neméa

Definiény obor: D(f) = R\ {—3}
Funkcia klesa: € D(f)
Lokalne extrémy: nema
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Defini¢ny obor: D(f) =R\ {%}
Funkcia klesa: x € D(f)
Lokalne extrémy: nema

Defini¢ny obor: D(f) = R
Funkcia klesa: x € (0, %) + km
Funkcia rastie: x € (g, 7T) + km
Lokalne minima: = € {g + kﬁ}
Lokalne maximé: = € {kn}

Defini¢ny obor: D(f) = <—OO> %>
Funkcia klesa: x € D(f)
1

Lokalne minimé: z = 3

Lokalne maximé: nema

Defini¢ny obor: D(f) =R\ {1}
Funkcia rastie: © € D(f)
Lokalne extrémy: neméa

Defini¢ny obor: D(f) =R\ {—1}
Funkcia klesa: x € D(f)
Lokalne extrémy: nema

Defini¢ny obor: D(f) = R
Funkcia klesa: x € (—o0,0)
Funkcia rastie: z € (0, 00)
Lokalne minimé: x = 0
Lokalne maxima: nema

Defini¢ny obor: D(f) = (0, c0)
Funkcia klesa: x € (0,2)
Funkcia rastie: z € (2, 00)
Lokalne miniméa: x = 2
Lokalne maximéa: nema

Defini¢ny obor: D(f) = (0, c0)
Funkcia klesa: x € (0, ¢)
Funkcia rastie: 2 € (e, 00)
Lokélne minimé: x = e
Lokélne maximéa: nema
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36.

II1.

Definiény obor: D(f) = (0, 00)
Funkcia rastie: x € D(f)
Lokalne extrémy: neméa

. Defini¢ény obor: D(f) =R

Funkcia je konkdvna: x € (—%, %)

Funkcia je konvexna: x € (—oo _ﬁ> U (ﬁ’ oo)
Inflexné body: # = £

. Defini¢ny obor: D(f) =R

Funkcia je konkdvna: x € (—oo, - §) U (0, \/g)

—
B
jmmn)
@]
i
B
[ON
o
(@}
o,

<
=
5
Il
|
=9
=
[\
I
(@]
=
w

. Defini¢ény obor: D(f) =R

Funkcia je konkavna: z € (0, 00)
Funkcia je konvexna: z € (—o0,0)
Inflexné body: x =0

. Defini¢ény obor: D(f) =R

Funkcia je konkdvna: x € (—OO7 —\/%) U (07 %)
0) U )

Funkcia je konvexné: x € (—\/%, (\/ifoﬂ
; e __3 _ o3
Inflexné body: z; = — g T2 = 0, 253 = N

. Defini¢ny obor: D(f) =R

Funkcia je konkavna: z € (—oo,%

Funkcia je konvexna: x € (%, oo)

Inflexné body: x = %

. Defini¢ny obor: D(f) = R

Funkcia je konkavna: x € (m, 27) + 2k
Funkcia je konvexné: = € (0, 7) + 2k
Inflexné body: z € {k7}

. Defini¢ny obor: D(f) = (0, c0)

Funkcia je konvexna: x € D(f)
Inflexné body: nem4
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Defini¢ny obor: D(f) = R

Funkcia je konkdvna: z € (—2,1)

Funkcia je konvexna: z € (—oo, —2) U (1, 00)
Inflexné body: 1 = -2, x5 =1

Defini¢ny obor: D(f) = R

Funkcia je konkdvna: x € (0, 7) + 2k
Funkcia je konvexnd: x € (7, 2m) + 2k7
Inflexné body: = € {kn}

Defini¢ny obor: D(f) =R
Funkcia je konkadvna: x € (— .
Funkcia je konvexna: = € (g, 7”) + 2km
Inflexné body: x € {g + k‘ﬂ'}

Defini¢ny obor: D(f) = R

Funkcia je konkavna: x € (_ﬁ7 ﬁ)

Funkcia je konvexna: x € (—oo, _ﬁ) U (ﬁ? oo)
Inflexné body: z = i%

Defini¢ny obor: D(f) = R
Funkcia je konkdvna: z € (

2-V3,-2+/3)

Funkcia je konvexna: = € (—o0, —2 — \/g) U (—2 + /3, oo)

Inflexné body: x = —2 + V3

Defini¢ny obor: D(f) = R
Funkcia je konkévna: x € (—o0,0)
Funkcia je konvexné: z € (0, 00)
Inflexné body: z =0

Defini¢ny obor: D(f) =R

Funkcia je konkavna: z € (—5,4)

Funkcia je konvexna: z € (—oo, —5) U (4, 00)
Inflexné body: 1 = =5, x5 =4

Defini¢ny obor: D(f) =R\ {0}
Funkcia je konkdvna: = € (—o0,0)
Funkcia je konvexné: z € (0, 00)
Inflexné body: nema
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Defini¢ny obor: D(f) =R\ {—1,0}

Funkcia je konkévna: x € (—oo, —1) U (—%, O)
Funkcia je konvexnd: = € (—1, —%) U (0, 00)
Inflexné body: = = —%

Defini¢ny obor: D(f { %}

Funkcia je konvexna xr € D(f)
Inflexné body: nemé

Defini¢ny obor: D(f) =R

Funkcia je konkdvna: z € (—oo, —1) U (1, 00)
Funkcia je konvexné: z € (—1,1)

Inflexné body: x = +1

Definiény obor: D(f) =R
Funkcia je konkdvna: z € D(f)
Inflexné body: nema

Definiény obor: D(f) =R
Funkcia je konkavna: z € D(f)
Inflexné body: neméa

Defini¢ny obor: D(f) =R

Funkcia je konkdvna: 2 € (—3,2)

Funkcia je konvexna: x € (—oo, —3) U (2,00)
Inflexné body: x1 = =3, x5 =2

Defini¢ny obor: D(f) = (0, )

Funkcia je konkévna: z € (%, o0

Funkcia je konvexna: x € (0, %)
1

Inflexné body: = = £

Definiény obor: D(f) = R\ {0}
Funkcia je konkévna: x € D(f)
Inflexné body: nema

Defini¢ny obor: D(f) =R
Funkcia je konvexna: x € D(f)
Inflexné body: nema

Definiény obor: D(f) =R
Funkcia je konvexna: x € D(f)
Inflexné body: nem4
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Defini¢ny obor: D(f) = R
Funkcia je konkavna: x € (%, 00

Funkcia je konvexna: x € (—oo, %)

Inflexné body: x = %

Defini¢ny obor: D(f) = R\ {0}
Funkcia je konvexna: z € D(f)
Inflexné body: neméa

Defini¢ny obor: D(f) = R

Funkcia je konkavna: = € (—oo, —\/§) U (0, \/5)
Funkcia je konvexna: x € (—\/g, O) U (\/g, oo)
Inflexné body: 1 = —V3, 20 =0, x3 = V3

Defini¢ny obor: D(f) = R

Funkcia je konkavna: x € (-2, 00)
Funkcia je konvexné: x € (—oo0, —2)
Inflexné body: z = —2

Defini¢ny obor: D(f) = R
Funkcia je konkévna: z € (%, 37“) + 2km
Funkcia je konvexna: x € (—g, g) + 2km

Inflexné body: = € {g + /{W}

Defini¢ny obor: D(f) =R

Funkcia je konkavna: x € (—oo, —\/§> U (O, \/§)
Funkcia je konvexna: x € (—\/g, O) U (\/g, oo)
Inflexné body: 21 =0, z23 = +3

Defini¢ny obor: D(f) = R

Funkcia je konkévna: x € (0, 1)

Funkcia je konvexna: z € (—o0,0) U (1, 00)
Inflexné body: 1 =0, 25 =1

Defini¢ny obor: D(f) =R

Funkcia je konkavna: x € (—oo, —\/§) U <\/§, oo)
Funkcia je konvexna: x € (—\/5, V2 )

Inflexné body: = = /2
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34.

35.

36.

I1I.

10.

Definiény obor: D(f) = R\ {£1}

Funkcia je konkévna: x € (—oo,—1) U (0,1)
Funkcia je konvexna: x € (—1,0) U (1, 00)
Inflexné body: x =0

Defini¢ny obor: D(f) = (—o0, —3) U (3, 00)
Funkcia je konvexna: x € D(f)
Inflexné body: nema

Definiény obor: D(f) =R\ {0}
Funkcia je konkdvna: x € D(f)
Inflexné body: nemé

a=5,b=5
a=3, h=3
r=R./2 h=2
a=0b=+P

P =2R?

X =1[1,1]




128 Cvicenia z Matematiky 1 pre odbory APS a TMS




12

Vysetrovanie priebehu funkcie

Na tomto cviceni si zhrnieme a zopakujeme veci, ktoré sme preberali na pred-
chadzajucich siestich cvi¢eniach zaoberajicich sa matematickou analyzou re-
alnej funkcie jednej premennej. Budeme vySetrovat priebeh funkcie. VySet-
rovanie priebehu funkcie f(z) zahfna:

1. Najdenie definiéného oboru D(f).

2. Néjdenie nulovych bodov funkcie f.

3. Néjdenie intervalov monoténnosti funkcie f.

4. Néajdenie lokalnych extrémov funkcie f.

5. Najdenie intervalov, na ktorych je funkcia f konvexna, resp. konkévna.

6. Najdenie asymptot bez smernice aj so smernicou ku grafu funkcie f.

7. Nacrtnutie grafu funkcie f.
Niekedy sa explicitne pozaduje aj urcenie oboru hodnot H(f) a néajdenie
inflexnych bodov funkcie f. Oboje samozrejme musime poznat ak chceme

nacrtnut graf funkcie f, rovnako ako potrebujeme poznat aj hodnoty funkcie
f v jej kritickych bodoch ako st extrémy, prienik s osou o, a inflexné body.

129
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I. Vysetrite priebeh funkcie f a nacrtnite jej graf:

1.

2.

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.

17.

18.

19.

fla) ==
f(z) = x(z —1)°
flx) =2+ 2%
fx)=z.Inz

f(z) =In(4z — 2% — 3)
flz) =1

f(z) =z — 2arctgz
()

()

f(@) =% (2®+ 322 — 92+ 5)

f(@) = 555

f(@) = aifa+ 1)
OENE =

_5

fla) ==t ems

d.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.
29.

30.

f(z) = (z+1) ()
flo)=e —
flz)=e"
fl@)=lnz—z+1
fla) =t
f@) = 2

flz) = 3222 (% — 1)°
f(x) = cosx + 5 sin 2z

f(z)=2*—2nx
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12. cvicenie — Vysledky

Na tomto cviceni si zhrnieme a zopakujeme veci, ktoré sme preberali
na predchadzajuicich Siestich cvi¢eniach zaoberajicich sa matematickou ana-
Iyzou realnej funkcie jednej premennej. Budeme vySetrovat priebeh funkcie.
Vysetrovanie priebehu funkcie f(x) zahfna:

1.
2.

6.
7.

Néjdenie definiéného oboru D(f).

Néajdenie nulovych bodov funkcie f.

. Najdenie intervalov monoténnosti funkcie f.
. Néjdenie lokalnych extrémov funkcie f.

. Néajdenie intervalov, na ktorych je funkcia f konvexna, resp. konkavna.

Néjdenie asymptot bez smernice aj so smernicou ku grafu funkcie f.

Nacrtnutie grafu funkcie f.

Niekedy sa explicitne pozaduje aj uréenie oboru hodnot H(f) a néajdenie
inflexnych bodov funkcie f. Oboje samozrejme musime poznat ak chceme
nacrtnat graf funkcie f, rovnako ako potrebujeme poznat aj hodnoty funkcie
f v jej kritickych bodoch ako st extrémy, prienik s osou o, a inflexné body.

I. VysSetrite priebeh funkcie f a nacrtnite jej graf:
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L flz) =24

r—1
e Defini¢ény obor: D(f) =R\ {1}.

Nulové body funkcie: nema.

Intervaly monoténnosti:

x2—2z—1
(z—1)2 >

— stacionarne body: s;9 =1+ V2,
— funkcia klesa na: = € (1 — V2, 1) U (1, 1+ \/5) ,
— funkcia rastie na: x € (—oo,l — \/5) U (1 + \/5, oo) )

Lokéalne extrémy:

— prva derivacia funkcie: f'(z) =

— minimum: x =1 + \/5
— maximum: z = 1 — /2

e Konvexnoxt, konkavnost:

— druh4 derivacia funkcie: f”(z) = ﬁ )
— nulové body 2. derivacie: nema,

— inflexné body funkcie: nema,

— funkcia je konkévna na: = € (—o0, 1),

— funkcia je konvexnd na: x € (1,00).

Asymptoty:

— asymptota bez smernice: x =1,

— asymptota so smernicou: y =x + 1.
Graf funkcie:
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Defini¢ny obor: D(f) =R\ {—1}.

Nulové body funkcie: nema.

2. flx) = gfill
[ ]
.
.

Intervaly monotdénnosti:

— prva derivacia funkcie: f'(z) =

2 42x—1
(z+1)2

— stacionarne body: s;9 = —1 & V2,
— funkcia klesa na: x € (—1 — V2, —1) U (—1, -1+ \/5) ,
— funkcia rastie na: x € (—oo, —-1- \/5) U (—1 + \/§, oo) .

Lokéalne extrémy:

— minimum: r = —1 + \/5,
— maximum: z = —1 — /2.

Konvexnoxt,

konkavnost:

4

— druh4 derivacia funkcie: f"(z) = —

— nulové body 2. derivacie: nem3,

— inflexné body funkcie: nema,

(z+1)3 >

— funkcia je konkavna na: z € (—oo, —1),

— funkcia je konvexna na: x € (—1, 00) .

Asymptoty:

— asymptota bez smernice: x = —1,

— asymptota so smernicou: y = x — 1.

Graf funkcie:

—10t
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3. flo) =x(x — 1) =a* — 323 +32° — x

Defini¢ny obor: D(f) = R.
Nulové body funkcie: n; =0 ngs4 =1.
Intervaly monoténnosti:
— prva derivacia funkcie: f'(x) = (z — 1)(42? — 5z + 1),

— stacionarne body: s12 =1, s3 = i.

— funkcia klesa na: = € (—oo, i) ,

— funkcia rastie na: z € (i, 1) U (1, 00).
Lokéalne extrémy:

— minimum: r = 7,

PN,

— maxima: nema

Konvexnoxt, konkavnost:
— druhd derivacia funkcie: f”(z) = 6(22% — 3z + 1),
— nulové body 2. derivacie: d; =1, dy = %,

N[ =

— inflexné body funkcie: iy =1, iy =

— funkcia je konkavna na: x € (%, 1) ,

— funkcia je konvexnd na: x € (—oo, %) U (1,00).
Asymptoty:

— asymptoty bez smernice: nema,

— asymptoty so smernicou: nema.

Graf funkcie:

15-
10r

05
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4. flz) =+ F%5
e Defini¢ny obor: D(f) =R\ {£1}.

e Nulové body funkcie: n; =0.

Intervaly monoténnosti:

, . . . 2
— prva derivacia funkcie: f'(z) =1 — (ig_ﬁz ;

— stacionarne body: 519 = £1/2 + \/5,
— funkcia klesa na: z € (—\/2 + /5, —1) u(-1,1)U (1, V2 + \/5) ,

— funkcia rastie na: = € (foo, V2 + \/5) u <\/2 + /5, oo) )

Lokalne extrémy:

— minimum: = = /2 4+ V5,
— maximum: r = —\/2 V5.

Konvexnoxt, konkavnost:

— druhé derivacia funkcie: f”(z) = 4(1(2:0,2;3?;;) ;

— nulové body 2. derivacie: d; =0,
— inflexné body funkcie: i1 =0,
— funkcia je konkévna na: z € (—oo, —1) U (0,1),

— funkcia je konvexné na: x € (—1,0) U (1,00).

Asymptoty:
— asymptoty bez smernice: x = -1, x =1,
— asymptota so smernicou: y = x .

Graf funkcie:
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e Defini¢ny obor: D(f) =R.
Nulové body funkcie: ny = 0.

Intervaly monoténnosti:

222 (2% +3)

— prvé derivicia funkcie: f'(z) = 503"

— stacionarne body: s; =0,
— funkcia klesd na: 0,
— funkcia rastie na: x € D(f).

Lokalne extrémy:

— minima: nema,

— maxima: nema.
e Konvexnoxt, konkavnost:

— druhd derivacia funkcie: f”(z) = 4(2(23;1”323) :

— nulové body 2. derivacie: dy =0, do3 = +/3.
— inflexné body funkcie: i1 =0, iz3 = +V3.
— funkcia je konkavna na: x € (—\/5, O) U (\/g, oo) ,
— funkcia je konvexna na: x € (—oo, —\/§> U (O, \/g) .

e Asymptoty:

— asymptoty bez smernice: nema,

— asymptota so smernicou: y = 2x.

e Graf funkcie:

2L
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6. f(z)=e"
e Defini¢ny obor: D(f) = R.

Nulové body funkcie: nema.

Intervaly monotdénnosti:
— prvéa derivacia funkcie: f'(z) = —2ze ",
— stacionarne body: s; =0,
— funkcia kles4 na: x € (0,00),
— funkcia rastie na: r € (—00,0) .

Lokéalne extrémy:
— minima: nema,

— maximé: x = 0.

Konvexnoxt, konkavnost:
— druhé derivécia funkcie: f”(x) = 2e~*" (222 — 1),
— nulové body 2. derivacie: d; 2 = j:% ,

— inflexné body funkcie: 7; o = i% ,

2

— funkcia je konkévna na: x € (—%, L) ;
—00, _% U (%,oo) .

— funkcia je konvexna na: x € (

e Asymptoty:
— asymptoty bez smernice: nema,
— asymptota so smernicou: y = 0.

e Graf funkcie:
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»

x

7. f(z)=xe 7

e Defini¢ny obor: D(f) =R.
Nulové body funkcie: n; = 0.

Intervaly monoténnosti:

N

— prvé derivacia funkcie: f/(z) = e~ 7 (1 — 2?),
— stacionarne body: s;0 = +1,

— funkcia klesd na: « € (—oo, —1) U (1, 00),

— funkcia rastie na: = € (—1,1).

Lokéalne extrémy:
— minimum: x = —1,
— maximum: v = 1.
e Konvexnoxt, konkévnost:
— druhd derivacia funkcie: f”(z) = xe’é(ﬁ —3),
— nulové body 2. derivacie: d; =0, do3 = +/3.
— inflexné body funkcie: i1 =0, iy3 = +/3.
— funkcia je konkavna na: x € (—oo, —\/g) U (0, \/3) ,
— funkcia je konvexna na: x € (—\/3, 0) U (\/5, oo) )
Asymptoty:

— asymptoty bez smernice: nema,

— asymptota so smernicou: y = 0.

Graf funkcie:
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8. flz)=x+e"
e Definiény obor: D(f) = R.

Nulové body funkcie: nema.

Intervaly monotdénnosti:

— prva derivacia funkcie: f'(z) =1—e",

— stacionarne body: s; =0,
— funkcia klesd na: x € (—o00,0),
— funkcia rastie na: z € (0,00).

Lokalne extrémy:
— minimum: x = 0,

— maxima: nema.

Konvexnoxt, konkavnost:

— druhd derivacia funkcie: f”(z) =e 7,

— nulové body 2. derivacie: nem4,
— inflexné body funkcie: nema,
— funkcia je konkdvna na: (),

— funkcia je konvexnd na: x € D(f).

e Asymptoty:
— asymptoty bez smernice: nema,
— asymptoty so smernicou: y = x pre x — 00 .
Pre x — —oo0 ASS nema.
e Graf funkcie:
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9. f(x) =x.Inx

e Defini¢ny obor: D(f) = (0,00).
Nulové body funkcie: n; = 1.

Intervaly monoténnosti:

— prva derivacia funkcie: f'(z) =lnx +1,

e),
).

— stacionarne body: s; =

Q= -

— funkcia klesa na: = € (O,

@ =

— funkcia rastie na: x € (

Lokéalne extrémy:
— minimé: r = é,
— maxima: nema
e Konvexnoxt, konkavnost:
— druhé derivécia funkcie: f”(z) = 1,
— nulové body 2. derivacie: nem4,
— inflexné body funkcie: nem3,
— funkcia je konkévna na: (),

— funkcia je konvexna na: x € D(f).

Asymptoty:
— asymptoty bez smernice: nema,
— asymptoty so smernicou: nema.

Graf funkcie:

10

05

05
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10. f(z) =In (4z — 2? — 3)

e Defini¢ny obor: D(f) = (1,3).

Nulové body funkcie: ny = 2.

Intervaly monotdénnosti:

— prva derivacia funkcie: f'(z) = 41{;22:”_3 ,
— stacionarne body: s; = 2,
— funkcia klesa na: x € (2,3),

— funkcia rastie na: z € (1,2).

Lokalne extrémy:
— minima: nema,

— maximum: r = 2.

Konvexnoxt, konkavnost:

—2224-8z—10

— druhd derivacia funkcie: f"(z) = Tir 232

— nulové body 2. derivacie: nema,
— inflexné body funkcie: nema,
— funkcia je konkavna na: = € D(f),

— funkcia je konvexné na: ().

Asymptoty:
— asymptoty bez smernice: z =1, x =3
— asymptoty so smernicou: nema.

Graf funkcie:
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11. f(z) =In=

Defini¢ny obor: D(f) = (—1,1).
Nulové body funkcie: ny = 0.

Intervaly monoténnosti:

— prvé derivacia funkcie: f/(z) = 25,
— stacionarne body: nema,
— funkcia klesa na: ),

— funkcia rastie na: x € D(f).
Lokalne extrémy:

— minima: nema,

— maxima: nema.
Konvexnoxt, konkavnost:

— druhd derivacia funkcie: f"(z) = (1_4%)2 ,

— nulové body 2. derivacie: d; =0,

— inflexné body funkcie: i; =0,

— funkcia je konkdvna na: = € (—1,0),

— funkcia je konvexné na: x € (0,1).
Asymptoty:

— asymptoty bez smernice: xt = -1, x =1,

— asymptoty so smernicou: nema.

Graf funkcie:

05

10
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12.

f(z) =x —2arctgx

e Definiény obor: D(f) = R.
Nulové body funkcie: n; =0, ng3 = +2,3312 (delenim intervalu).

Intervaly monotdénnosti:

— prvéa derivacia funkcie: f'(z)
— stacionarne body: 519 = £1,

-1 2
=1 1422

— funkcia klesd na: = € (—1,1),

— funkcia rastie na: z € (—oo,—1) U (1,00).

Lokalne extrémy:

— minimum: xr = 1,

— maximum: xr = —1.

Konvexnoxt, konkavnost:

— druh4 derivacia funkcie: f"(z) =

4x
(1+x2)2 )

— nulové body 2. derivacie: d; =0,

— inflexné body funkcie: i1 =0,

— funkcia je konkavna na: z € (—00,0),

— funkcia je konvexnd na: x € (0,00).

Asymptoty:

— asymptoty bez smernice: nema,

— asymptoty so smernicou: y = x + 7 pre £ — —00,

Y= — T prex — 00.

Graf funkcie:

10f
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13. f(z) = v.arctga

e Defini¢ny obor: D(f) =R.
Nulové body funkcie: n; = 0.

Intervaly monoténnosti:

x
14a2

— prva derivacia funkcie: f'(z) = arctga +
— stacionarne body: s; =0,

— funkcia klesd na: z € (—00,0),

— funkcia rastie na: z € (0,00).

Lokéalne extrémy:
— minimum: z = 0,
— maximéa: nema.
e Konvexnoxt, konkavnost:
— druhd derivacia funkcie: f"(z) = ﬁ :
— nulové body 2. derivacie: nem4,
— inflexné body funkcie: nema,
— funkcia je konkévna na: (),

— funkcia je konvexna na: x € D(f).

Asymptoty:
— asymptoty bez smernice: nema,
— asymptoty so smernicou: y = —Jx — 1 pre v — —00
y=45x—1prex—o00.
Graf funkcie:
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14. f(x) =sinz 4+ v/3cosw

e Defini¢ny obor: D(f) =R.
Nulové body funkcie: ny = —% + k7.

Intervaly monotdénnosti:
— prvé derivécia funkcie: f/(z) = cosz — v/3sinz,
— stacionarne body: s; = ¢ + k7,
— funkcia klesa na: x € (%7?, %ﬂ') + 2km,

— funkcia rastie na: x € (%W, %W) + 2k .

Lokalne extrémy:

— minimé: xr = %71’ + 2k,
— maxima: r = %7‘(‘ + 2k .
e Konvexnoxt, konkdvnost:

— druh4 derivacia funkcie: f”(x) = —sinz — v/3cosz,
— nulové body 2. derivécie: d; = —% + km,
— inflexné body funkcie: iy = —% + k7,

— funkcia je konkavna na: x € (—%W, %71’) + 2k,

— funkcia je konvexna na: x € (%7?, gw) + 2km.

Asymptoty:
— asymptoty bez smernice: nema,

— asymptoty so smernicou: nema.

Graf funkcie:
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(23 + 32% — 92 + 5)

e Defini¢ny obor: D(f) =R.

146
15. f(z)

Intervaly monoténnosti:

— prva derivacia funkcie: f'(x)

Lokalne extrémy:
— minimum: x =1,
— maximum: r = —3.

Konvexnoxt, konkavnost:

Asymptoty:

Nulové body funkcie: n; = =5, x93 =1..

= %(m—i—?))(x— 1),

— stacionarne body: s; = =3, 5o =1,
— funkcia klesd na: z € (=3,1),

— funkcia rastie na: € (—o0, —3) U (1,00).

— druh4 derivécia funkcie: f”(z) = 2(2z + 2),
— nulové body 2. derivacie: d; = —1,

— inflexné body funkcie: iy = —1,

— funkcia je konkdvna na: z € (—oo, —1),

— funkcia je konvexnd na: x € (—1,00).

— asymptoty bez smernice: nema,

— asymptoty so smernicou: nema.

Graf funkcie:
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16.

f(x):z;(xzjﬁ

e Definiény obor: D(f) = R\ {2}.
Nulové body funkcie: ny = 0.

3

Intervaly monoténnosti:

— prva derivacia funkcie: f'(z) =

3 —622
T 4(x—2)30

— stacionarne body: s;2 =0, s3 =6,
— funkcia klesd na: = € (2,6),

— funkcia rastie na: x € (—00,0) U (0,2) U (6,00) .

Lokalne extrémy:
— minimum: x = 6,

— maxima: nema.

Konvexnoxt, konkavnost:

— druh4 derivacia funkcie: f”(z) =

24x
4(xz—2)4>

— nulové body 2. derivacie: d; =0,

— inflexné body funkcie: i1 =0,

— funkcia je konkavna na: z € (—00,0),

— funkcia je konvexnd na: x € (0,2) U (2,00).

Asymptoty:

— asymptota bez smernice: x = 2,

— asymptota so smernicou: y = 7 + 1.
Graf funkcie:

10
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17. f(z) =z ¥ (x + 1)?
Defini¢ny obor: D(f) = R.

Nulové body funkcie: ny = =1, ny =0..

Intervaly monotonnosti:

- L s N w43
prvéa derivicia funkcie: f'(z) = 3 T
_3
5

— stacionarne body: s; =

I

— funkcia klesa na: = € (—17 —g> ,
(_

00, —1) U <—§ oo) .

— funkcia rastie na: x € E

e Lokalne extrémy:
— minimum: x = —% ,
— maximum: r = —1.

e Konvexnoxt, konkavnost:

— druh4 derivacia funkcie: f”(z) = —29zt12_

93/(z+1)1”’

— nulové body 2. derivacie: dy = —g,
— inflexné body funkcie: i, = —g ,
— funkcia je konkavna na: x € (—oo, —g) ,
— funkcia je konvexna na: x € (—g, oo) .
e Asymptoty:

— asymptoty bez smernice: nema,

— asymptoty so smernicou: nema.

e Graf funkcie:
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18. f(x) = /222

r—3
Defini¢ny obor: D(f) = (—o0,2) U (3,00).
Nulové body funkcie: ny =0, no = 2.

Intervaly monotonnosti:

-3 z(2?—11z+12)
2:p2 (z—3)2 )

783:47

— prvé derivacia funkcie: f/(z) = 3,/
— stacionarne body: s; =0, so = %

— funkcia klesd na: z € (—o0,0) U (% > U (3,4),
(4,

00).

— funkcia rastie na: x € ( )
Lokéalne extrémy:

— minimé: x =0, =2, 2 =4,

— maximum: r = %

Konvexnoxt, konkdvnost:
x—2 11x—24 T

— druhé derivacia funkcie: f”(z) = /7= - o237 T

— nulové body 2. derivacie: dy = 2, dy = %,

— inflexné body funkcie: i1 =0,

— funkcia je konkévna na: = € (0,2),

— funkcia je konvexnd na: x € (—o0,0) U (3, 00) .
Asymptoty:

— asymptota bez smernice: z = 3,

— asymptoty so smernicou: y = —x — 3 pre T — —00,

y:x+%prex—>oo.

Graf funkcie:

14+
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19. f(z) =22 e a

Defini¢ny obor: D(f) =R\ {0}.
Nulové body funkcie: ny o = £2.
Intervaly monoténnosti:

oy . 5 (a—1)(322+8z+20
— prva derivécia funkcie: f/(z) = ¢ 3 - E=1 et 3

— stacionarne body: s; =1,
— funkcia klesd na: = € (0,1),
— funkcia rastie na: z € (—00,0) U (1,00).
Lokalne extrémy:
— minimum: r =1,
— maximéa: nema.
Konvexnoxt, konkavnost:
— druhd derivacia funkcie: f"(z) = —e - Ww ,
— nulové body 2. derivacie: d; 2 = % (12 + \/W) ,
— inflexné body funkcie: 71 5 = }1—(7’ (12 + \/W) ,
— funkcia je konkdvna na: x € (07 1—2 (12 — \/ﬁ)) U (% (12 + \/Eﬁ) ,oo) ,
— funkcia je konvexnd na: x € (—o0,0) U (39 (12 — /97), 12 (12 +V/97)) .

Asymptoty:

— asymptota bez smernice: z = 0,

— asymptota so smernicou: y = r — g .
Graf funkcie:

1o}

—2 r 2 4
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20. f(x) =a%—32%+4

e Definiény obor: D(f) = R.

Nulové body funkcie: n;y = —1, ny = 2.

Intervaly monoténnosti:
— prva derivacia funkcie: f'(x) = 3z(x —2),
— stacionarne body: s; =0, s = 2,
— funkcia klesd na: = € (0,2),

— funkcia rastie na: x € (—00,0) U (2,00).

Lokalne extrémy:
— minimum: z = 2,
— maximum: x = 0.

Konvexnoxt, konkavnost:

— druhd derivacia funkcie: f”(z) =6z — 6,
— nulové body 2. derivacie: d; =1,

— inflexné body funkcie: i1 =1,

— funkcia je konkévna na: z € (—o0, 1),

— funkcia je konvexna na: x € (1,00).

Asymptoty:
— asymptoty bez smernice: nema,

— asymptoty so smernicou: nema.

Graf funkcie:

-5+
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21 f(z) = (¢ +1) (22)°
e Defini¢ny obor: D(f) =R\ {2}.

e Nulové body funkcie: ny o = £1.
e Intervaly monoténnosti:
— prva derivacia funkcie: f'(z) = W ,

— stacionarne body: s; =0, s =1, s3 =05,
— funkcia klesd na: z € (0,1) U (2,5),
— funkcia rastie na: € (—o0,0) U (1,2) U (5,0).

Lokéalne extrémy:
— minimé&: xr =1,z =05,
— maximum: z = 0.

e Konvexnoxt, konkavnost:

— druhé derivacia funkcie: f”(x) = 1(56__2)14? )

— nulové body 2. derivécie: d; = 2,
— inflexné body funkcie: i; = % ,
— funkcia je konkavna na: x € (—oo, 7) ,

— funkcia je konvexna na: z € (g, 2) U (2,00).

e Asymptoty:
— asymptota bez smernice: x = 2,
— asymptota so smernicou: y = x + 3.
e Graf funkcie:
B
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22. f(x)=¢€"—2

e Defini¢ny obor: D(f) = R.

Nulové body funkcie: nema.

Intervaly monoténnosti:
— prva derivacia funkcie: f'(z) =" — 1,
— stacionarne body: s; =0,
— funkcia klesd na: x € (—o00,0),

— funkcia rastie na: x € (0, 00).

Lokalne extrémy:
— minimum: x =0

— maximé: nema

Konvexnoxt, konkévnost:
— druhd derivacia funkcie: f”(z) = e,
— nulové body 2. derivacie: nema,
— inflexné body funkcie: nem4,
— funkcia je konkdvna na: (),

— funkcia je konvexna na: x € D(f).

Asymptoty:

— asymptoty bez smernice: nema,

— asymptota so smernicou: y = —x pre r — —oQ.
Graf funkcie:

-2 -1 0 1 2
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23. f(z) =e"
e Defini¢ny obor: D(f) =R.

Nulové body funkcie: nema.

Intervaly monoténnosti:
— prva derivacia funkcie: f/(z) = —2ze' ™",
— stacionarne body: s; =0,
— funkcia klesd na: = € (0, 00),

— funkcia rastie na: z € (—o0,0).

Lokéalne extrémy:
— minima: nema,
— maximum: z = 0.
e Konvexnoxt, konkavnost:
— druhé derivécia funkcie: f”(z) = 2e'**(222 — 1),
— nulové body 2. derivéacie: d; 2 = :I:% ,
— inflexné body funkcie: ;5 = :I:% ,
— funkcia je konkavna na: x € (—%, 1 ) ,
— funkcia je konvexna na: z € (—oo, . ) U (%, oo) .
e Asymptoty:
— asymptoty bez smernice: nema,

— asymptota so smernicou: y = 0.

e Graf funkcie:
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24. f(x)=lnzx—z+1

e Definiény obor: D(f) = (0,00).

Nulové body funkcie: ny = 1.

Intervaly monotdénnosti:

— prvé derivacia funkcie: f/(z) =1 —1,

— stacionarne body: s; =1,
— funkcia klesa na: z € (1,00),

— funkcia rastie na: = € (0,1).

Lokalne extrémy:
— minima: nema,

— maximum: r = 1.

Konvexnoxt, konkavnost:
— druhd derivacia funkcie: f"(z) = —=5,
— nulové body 2. derivacie: nema,
— inflexné body funkcie: nem4,
— funkcia je konkavna na: = € D(f),

— funkcia je konvexné na: ().

e Asymptoty:
— asymptota bez smernice: z =0,
— asymptoty so smernicou: nema.
e Graf funkcie:
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25. f(x) =Mz

e Defini¢ny obor: D(f) = (0,00).

e Nulové body funkcie: n; = 1.

e Intervaly monoténnosti:
— prvé derivacia funkcie: f'(z) = =22
— stacionarne body: s; = e,
— funkcia klesd na: z € (e, 0),
— funkcia rastie na: z € (0,¢).

e Lokalne extrémy:
— miniméa: nema,
— maximum: z = e.

e Konvexnoxt, konkavnost:
— druhd derivécia funkcie: f”(z) = 224=3

Njw

— nulové body 2. derivacie: d; = ez,

: , . 3
— inflexné body funkcie: i1 = e

|

)
— funkcia je konkavna na: x € (0, ez,
— funkcia je konvexna na: x € (e%, ) :
e Asymptoty:
— asymptota bez smernice: x = 0,

— asymptota so smernicou: y = 0 pre x — o0.

e Graf funkcie:
03
02}

01r
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e Defini¢ny obor: D(f) =R\ {—1}.
Nulové body funkcie: ny = 0.

Intervaly monotdénnosti:

. - . _ 243
— prva derivacia funkcie: f/(z) = 52—,
33/ (z+1)%

— staciondrne body: s; = —3

bl

— funkcia klesa na: = € ( 00, —%> ,

— funkcia rastie na: x € (—%, - ) U (—1,00).

Lokalne extrémy:

(N3N

— minimum: £ = —

— maximé: nema.

Konvexnoxt, konkavnost:

_ £ fird S e 1 _ _—2x2—6
druhé derivacia funkcie: f”(x) = /i

— nulové body 2. derivacie: dy = —3,

— inflexné body funkcie: i1 = —3,

— funkcia je konkavna na: z € (—oo0, —3) U (—1,00),

— funkcia je konvexnd na: x € (—3,—1).

Asymptoty:
— asymptota bez smernice: x = —1,

— asymptoty so smernicou: nema.

Graf funkcie:
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27.

fla)=1+1-5%

Defini¢ny obor: D(f) =R\ {0}.
Nulové body funkcie: ny = =8, ny = 1.

Intervaly monoténnosti:

— prvé derivécia funkcie: f'(z) = 57
s c e _ 16
— stacionarne body: s; = 3,

— funkcia klesa na: z € (—o00,0) U (%, oo) ,

— funkcia rastie na: x € (O, 1—76) )
Lokéalne extrémy:

— minima: nema,

— maximi: r = 1—76.

Konvexnoxt, konkdvnost:

— druh4 derivacia funkcie: f"(z) = % ;

— nulové body 2. derivacie: d; = 2—74 ,
— inflexné body funkcie: 7; = 2—74 ,
— funkcia je konkdvna na: = € (—o00,0) U (07 %) ,

— funkcia je konvexna na: x € (

2% o)
Asymptoty:
— asymptota bez smernice: x = 0,
— asymptota so smernicou: y = 1.
Graf funkcie:

2+
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28. f(z) = 3222 (2% — 1)

e Defini¢ny obor: D(f) =R.
Nulové body funkcie: n; =0, nog = £1.

Intervaly monotdénnosti:
— prva derivacia funkcie: f'(x) = 64x(z+1)(z—1)(4z*—522+1),
— stacionarne body: s; =0, sg3 = £1, 545 = :I:%,
— funkcia klesd na: € (—oo, —1) U (—1,-1) U (0, 1),
— funkcia rastie na: z € (—1,0) U (1,1) U (1,00).

Lokalne extrémy:
— minima: xr = :I:% ,
— maximum: z = 0.
e Konvexnoxt, konkavnost:
— druhé derivacia funkcie: f”(z) = 64(z+1)(x — 1)(282* — 1722 + 1),

— nulové body 2. derivécie: dip = 1, d3a56 = 2/ T2
— inflexné body funkcie: 415 = +1, i3456 = + 17i56177 ,

— funkcia je konkévna na:
174+ V177 17-VI77 | [17-/177 17+ V177
x€<1’ % )U<\/ 56 7\/ 56 >U< e 1>’
— funkcia je konvexna na: z € (—oo, —1)U
17+ V177 17— V177 17-VITT [ 174177
U<\/ e 7*\/ 56 ) U <\/ 56 ’\/ 5 )U(l,oo

e Asymptoty:

~—~

— asymptoty bez smernice: nem4,
— asymptoty so smernicou: nema.

e Graf funkcie:

10
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29. f(z) = cosx + 3 sin2z = cosz(1 + sinx)

e Defini¢ny obor: D(f) =R.
e Nulové body funkcie: n = 7 + k.
e Intervaly monoténnosti:
— prva derivécia funkcie: f/(r) = —(2sin®z +sinz — 1),
— stacionarne body: s; = %7? + 2k, s9 = %’/T + 2k,
53 = %7‘(’ + 2k,
— funkcia klesa na: = € (%, %71’) + 2k,
— funkcia rastie na: x € (%W, %ﬂ) + 2km.
e Lokélne extrémy:
— minima: r = %W + 2k,
— maxima: r = %71’ + 2km.
e Konvexnoxt, konkdvnost:
— druhd derivacia funkcie: f”(z) = —cosz(4sinz + 1),
— nulové body 2. derivacie: dy = § + kr, da,3 = arcsin (—3) + 2km,
— inflexné body funkcie: iy = § + kr, ip,3 = arcsin (—3) + 2k~
19 = 14,5°, i3 = 165°.
— funkcia je konkavna na: x € (—g, iQ) + 2k,
— funkcia je konvexnd na: x € (is,i3) + 2k7 .
e Asymptoty:
— asymptoty bez smernice: nema,
— asymptoty so smernicou: nema.

e Graf funkcie:

I L A N P P
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30. f(z)=2%—-2Inx
e Defini¢ny obor: D(f) = (0, 00).

Nulové body funkcie: nema.

Intervaly monotdénnosti:

— prvé derivacia funkcie: f/(z) =2z — 2,
— stacionarne body: s;9 = %1,
— funkcia klesé na: z € (0,1),

— funkcia rastie na: z € (1,00).

Lokéalne extrémy:
— minimum: z =1,

— maximé: nema.

Konvexnoxt, konkévnost:
— drubd derivécia funkcie: f"(z) =2+ %,
— nulové body 2. derivacie: nem4,
— inflexné body funkcie: nema,
— funkcia je konkdvna na: ),
— funkcia je konvexnd na: x € D(f).

e Asymptoty:
— asymptota bez smernice: z =0,
— asymptoty so smernicou: nema.
[

Graf funkcie:

20,
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