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Uvod

Text ucebnice Matematika vznikol na zaklade prednasok predmetov Matematika 1 a Mate-
matika 2 pre studijné programy InZinierske konstrukcie a dopravné stavby, InZinierstvo
Zivotného prostredia a Vodné stavby a vodné hospoddrstvo. UrCeny je najméa Studentom

tychto programov.

Je to elektronickd ucebnica. Text, vyznaceny cervenou farbou, predstavuje ,aktivne
linky". Po kliknuti mySou text prejde na citovanu cast’ (definiciu, formulu. .. ). Kvalitne-
jSie programy na prezeranie pdf-siborov obsahuji aj ikonu pre navrat spit’ z takéhoto
wodskoku".

Na konci ucebnice je uvedenéd zakladna slovenska a ceska literattira vratane zbierok
iloh, kde si ¢itatel’ moze hlbsie nastudovat’ preberant problematiku. Okrem toho st v za-

vere kazdej kapitoly uvedené tlohy, ktoré pomozu lepsie pochopit’ latku.

Zéverom by som sa chcel pod’akovat’ doc. RNDr. Jane Dobrakovovej, CSc. a doc. RNDr.
Vladimirovi Janisovi, CSc., za podnetné pripomienky, ktoré pomohli skvalitnit’ text.






Kapitola 1

Linearna algebra

1.1 Zakladné pojmy

1.1.1 Matice a vektory

Vol'ne povedané, matica rozmeru n X m je tabulka ¢isel alebo funkcii (pripadne aj inych
veli¢in), ktora ma n riadkov a m stipcov. Maticu davame do okriihlych zatvoriek. Matice,
ktorych rozmery st n x 1, resp. 1 X n, nazyvame aj n-rozmerné (stfpcové, resp. riadkové)
vektory. Matice zvy¢ajne oznacujeme vel’kymi pismenami A, B, C' ...

Priklad 1.1

9
9

9 3 10 1 0
A= . B= ,02(2310), D=1 31
1 -1 0 3 1 -1 ;

0 3

A, B, C, D st matice, ktorych rozmery st postupne 2 x 4, 4 x 2, 1 x 4, 3 x 1. Matica C'
je Stvorrozmerny riadkovy vektor, matica D je trojrozmerny stlpcovy vektor. Ked’ potre-
bujeme zdoraznit’ rozmer matice, zapiSeme ho do indexu, teda mozeme pisat’ Asyy, Baxo,
Cl><47 D3><1-

Na oznacenie prvkov matice pouzivame dvojité indexy, kde prva hodnota oznacuje po-
radové Gislo stipca a druh& hodnota poradové &islo riadku, v ktorom sa dany prvok
nachadza. Ked si vezmeme nejakt maticu X, ., s prvkami z;;, kde ¢ € {1,2,...,n}

11



12 KAPITOLA 1. LINEARNA ALGEBRA

ajeq{l,2,...,m}, tak plati

5(7171 T12 - T1,m
To1 T22 ... T2m

X=1 7 . A (1.1)
Tn1l Tn2 --- Tpm

Strucnejsie mozeme vyraz (1.1) zapisat’ v tvare X = ||z; ;||

e Maticu X nazveme Stvorcovou, ak n = m. Ak n # m, hovorime o obdlznikovej
matici.
e Maticu X nazveme hornou trojuholnikovou, ak x; ; = 0 pre i > j.

Maticu X nazveme dolnou trojuholnikovou, ak z; ; = 0 pre ¢ < j.

Prvky x;; nazveme diagondlnym:.

Prvok x;; nazveme pivotom i-teho riadku, ak xz;;, = 0 pre k < j (teda ak z;; je

prvym nenulovym prvkom v i-tom riadku).

V niektorych pripadoch nie je dolezité, ¢i je matica X horné alebo dolna trojuholnikova.
Potom hovorime len o trojuholnikovej matici. Pocet pivotov matice moze byt’ mensi, ako

je pocet jej riadkov.

1.1.2 Gaussov tvar a hodnost matice

Prv nez sa dostaneme ku Gaussovmu tvaru matice a jej hodnosti, zavedieme si riadkovo

ekvivalentné operdcie.

Definicia 1.1 Nech X a Y siu matice rovnakého rozmeru. Nazveme ich riadkovo ekui-
valentné, ak maticu Y dostaneme z matice X pomocou jednej z nasledujicich operdcii

(alebo kombindciou niekolkyjch operdcii):

1. Zdmena poradia riadkov matice X.
2. Prendsobenie riadku matice X nenulovou konstantou.

3. K niektorému riadku matice X pripocitame ndsobok iného riadku.

Tieto operdcie nazveme riadkovo ekvivalentné.
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Definicia 1.2 Hovorime, Ze matica Y je Gaussov tvar matice X, ak si tieto matice

riadkovo ekvivaleniné a plati

1. 'Y je hornd trojuholnikovd matica,
2. kazZdy pivot matice Y sa rovnd 1,

3. ak y;; je pwwot i-teho riadku a yi; je pwot k-teho riadku matice Y pre ¢ < k, tak
g <L

Navyse, ak pre kazdy pivot y j, (i = 1,2,...,7") plati, Ze y,;, = 0 pre r # i, tak hovorime,
zZe 'Y je v redukovanom Gaussovom tvare.

Kazda matica sa pomocou riadkovych operécii da upravit’ na Gaussov tvar, aj redukovany
Gaussov tvar. Redukovany Gaussov tvar matice X je dany jednoznacne.

Definicia 1.3 Nech X je dand matica. Pocet nenulovijch riadkov jej Gaussovho tvaru
nazveme hodnost'ou matice X a oznacime h(X).

Nech md matica X n riadkov a m stlpcov. Hovorime, e X md plnd hodnost’, ak plati
h(X) = min{n, m}.

Priklad 1.2 Majme matice

1 2 0 4 1 20 4 1 2 3 4
A= 2 4 15 Ay =10 0 5 5 As=10 0 1 1
-1 -2 2 0 00 2 4 001 2
1 20 4 1 200
Ay=1 00 11 As=10 0 1 0
0001 0 0 01

Matice A; az As su riadkovo ekvivalentné. Napr. maticu A, sme z A; dostali operaciou
(r1, 792 + 213,71 + 7r3)%. Akou operéaciou dostaneme maticu Az z Ay?

Matice As az As st horné trojuholnikové. A3 az As maju pivoty rovné 1. Matice A4 a As
si v Gaussovom tvare a matica As je v redukovanom Gaussovom tvare. Pre hodnosti
matic Ay az As plati h(A;)) =3,i=1,2,...,5.

17 < n je pocet nenulovych riadkov Gaussovho tvaru. Tento pocet je dany jednoznacne.
2r; oznacuje i-ty riadok matice A; a j-ta stradnica vektora (ry,r2 + 273,71 + 73) 0zZnacuje opericiu,
ktoru sme spravili s j-tym riadkom matice A;.
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1.2 Sustavy lineadrnych rovnic,

(Gaussova eliminac¢na metoda

Majme stustavu linedrnych rovnic

2 + 3y — 2z =0
r + 2y + 2z = 2 (1.2)
y + 62z =1
Oznacme
2 3 -1 0 2 3 —-110
A=112 21|, b= 21, B=|12 2| 2
01 6 1 01 6|1
Potom:

1. A nazveme maticou ststavy (1.2),
2. vektor b nazveme vektorom pravych stran ststavy (1.2),

3. maticu B nazveme rozsirenou maticou sustavy (1.2).
O riesitel'nosti a o pocte rieseni ststavy hovor{ Frobeniova veta:

Veta 1.1 (Frobeniova). Majme sistavu linedrnych rovnic o n nezndmych. A nech je

matica sustavy a B rozsirend matica tejto sustavy. Potom

e sustava md jednoznacné riesenie, ak h(A) = h(B) = n,
e sistava md nekonecne vel'a riesent, ak h(A) = h(B) < n,

o sistava nemd rieSenie, ak h(A) # h(B).

Teraz vyrieSime stustavu (1.2). NapiSeme roz$irena maticu sustavy B a budeme ju upra-
vovat’ riadkovo ekvivalentnymi upravami na Gaussov tvar. Na znak toho, Ze jednotlivé
matice budd riadkovo ekvivalentné, budeme pisat’ znak ,~'". Ako pomocku za kazdou
maticou napiSeme operacie, ktoré budeme robit’ s jednotlivymi riadkami matice (znakom
r; budeme oznacovat’ i-ty riadok aktualnej matice). Ked’ budeme mat’ Gaussov tvar matice
B, tato maticu prepiSeme do tvaru sistavy rovnic a vypocitame jej korene.

23 -1/ 0 - 12 2|2\ n
12 2|2 ro~ 23 =110 | rp—2r ~
01 61 - 01 6|1/ r
1 2 2| 2 - 12 2
~|l0 -1 —5| —4 —ry, o~ | 01 4
0 1 6] 1 o + 73 00 1| -3
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Vidime, ze h(A) = h(B) = 3, teda sustava (1.2) ma jednoznaéné rieSenie. Prepisom
poslednej matice dostaneme stistavu

r + 2y + 2z = 2 r=2-2-19—-2(-3) = —30,
y 4+ 5z = 4 $={ y=4-5-3)=19,
z = =3 z = —3.

Maticu B sme mohli upravovat’ az na redukovany Gaussov tvar. Potom by sme nemuseli
spatne prepisovat’ vyslednii maticu do ststavy rovnic, ale hned’ by sme dostali rieSenie.
UkaZeme si to na nasledujiucom priklade.

Priklad 1.3 Je dana nasledujtca ststava rovnic

r — 3y + 2z = 3
2 — =1
r + Sy z 0 (1.3)
3z + 2y + 2z = 13
y — 2z = 0

Sustava (1.3) ma 4 rovnice, ale len 3 nezname. Stustavy, ktoré maja viac rovnic ako ne-
zndmych sa volaju preurcené. NapiSeme teraz rozSirend maticu sistavy a upravime ju do

redukovaného Gaussovho tvaru.

I -3 27 3 r 1 -3 2] 3\ 43
2 5 —1] 10 ry — 21 0 11 —5| 4 | r
3 2 11 13 r3 — 3ry 0 11 -5 | 4 T3
0 1 -1] 0 Ty 0 1 =1|0/ ro—rs
1 0 -1/ 3 1 10 =13\ n
0 1 —-1]0 To 01 =110 T
011 =5 | 4 r3 — 11ry 00 6|4 %7’3
0 0 0]0 Ty 00 0|0/ ry
10 -1} 3 T+ T3 1 oo 4
01 —-1]0 ro + 73 010 %
00 132 T3 00 1] 2
00 0] 0 Ty 000 O
Rieenie sustavy (1.3) je (z,y,2) = (§,2,2).

Ukazeme si eSte stustavy rovnic, ktoré maji nekonec¢ne vel'a rieSeni, resp. nemaji ziadne

rieSenie.

Priklad 1.4 VyrieSte stistavu rovnic

2 + y + 22 = 3
St + by — =z = 10 (1.4)
de + Ty — 8 = 11
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Riesenie: NapiSeme roz§irentt maticu sustavy a upravime ju na (redukovany) Gaussov

tvar.

21 3\ n 2 1 2 3\ 7

—1 10 To — T3 ~ 1 -2 7 —1 T1—2T2 ~
4 7 -8 11 7”3—27”1 0 5 —12 ) T3

1 -2 71 -1 1 1 -2 71 —-12\ n

~|1 0 5 —12| 5 Ty ~ 0 5 —12 5 irp ~

0 —12 5 rs — T2 0 0 0 0 T3
1 -2 71 -1 r1+ 21y 1o 2|1
~10 1 -2 1 9 ~ 01 —2 |1
0 0 0 0 T3 0 0 00

Posledné uprava uz nebola nutna, ale zjednodusi ndm zapisanie vysledku. Mame v sku-
toc¢nosti len dve rovnice s tromi nezndmymi. Jedna nezndma bude mat’ ilohu parametra.
Graficky pocitame prienik dvoch rovin, teda, ak nie sii rovnobezné, ich prienikom je priam-
ka a analytické rieSenie je parametrické vyjadrenie tejto priamky. Toto vyjadrenie nie je
dané jednoznacne. Ked’ si za parameter zvolime premenni z, dostaneme v nasom pripade
zapis rieSenia v tvare (z,y,z) = (1 — 15—125, 1+ %t, t), t eR. O

Priklad 1.5 Vyrieste stustavu rovnic

ry — 31’2 + 41’3 + Ty = 3
r1 — 1229 + 1423 + Ty = 1

Riesenie: Sustava (1.5) ma Styri nezname, ale len tri rovnice. Takato sistava rovnic sa
vola nedourcend.

NapiSeme rozsirenti maticu sistavy a upravime ju na (redukovany) Gaussov tvar.

1 -3 4 1 3 T 1 -3 4 11 3 T

3 0 2 -3 10 ro —3ryp ~ 0 9 —-10 -6 1 T2 ~

1 =12 14 7 T3 — T 0 -9 10 6| 1 r3 + 1o

1 -3 4 1
~10 9 —-10 —6

0 O 0 0

D = W =

Maticu sme neupravili na Gaussov tvar, lebo pivoty sa nerovnajt 1 (s vynimkou prvého
riadku). V tomto pripade nie je nutné dostat’ Gaussov tvar matice, lebo h(A) = 2
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a h(B) = 3, kde A je matica stustavy a B je rozsirend matica ststavy. Podla Frobeniovej

vety stistava (1.5) nema4 rieSenie. O

V prikladoch 1.3, 1.4, 1.5 sme videli, Ze samotny rozmer ststavy rovnic (teda pocet
rovnic X pocet neznamych) nesuvisi s rieSitelnost'ou ststavy. Samozrejme, nedourcené

stustavy nikdy nemaji jednoznacné rieSenie.

1.3 Determinanty matic

1.3.1 Pojem determinatu

Determinant sa zavadza len pre Stvorcové matice. Uvedieme rekurentnt definiciu determi-
nantu. Nech A je dana Stvorcova matica. Potom jej determinant oznac¢ime det(A) alebo
|A|. Pre maticu A = (ay,) rozmeru 1 x 1 plati det(A) = ay;. Teraz nech A je mati-
ca rozmeru n X n (pre n > 1). Ozna¢me A;; maticu, ktord vznikne z matice A tak,
7e vynechame i-ty riadok a j-ty stipec. Potom determinat matice A budeme definovat’

vzt'ahom

n

det(A) = > (=1)Ma; 4| A; ], (1.6)

i=1

kde a;; je prvok matice A, ktory je v i-tom riadku a j-tom stlpei.

Poznamka 1.1 Vzt'ahom (1.6) sme zadefinovali determinat matice A pomocou tzv. roz-
voja podla j-teho stipca. D4 sa ukazat, Ze determinant mézeme poéitat’ pomocou rozvoja
podla Pubovolného stlpca, pripadne riadku.

Pre maticu A rozmeru 2 x 2 dostaneme

a1 Aa12

det(A) =

= Q1,122 — 1202 1. (1.7)

Q21 Q22

Pre maticu rozmeru 3 x 3 moézeme na vypocet determinantu pouzit’ tzv. Sarrusovo
pravidlo, ktoré hovori, Ze za maticu pripiSeme prvé dva stlpce (pripadne podpiseme pod

fiu prvé dva riadky) a nasobime vzdy trojice hodnot — ked’ ideme v smere vyzna¢enom



18 KAPITOLA 1. LINEARNA ALGEBRA

., suciny s¢itavame, ked’ ideme v opa¢nom smere, sic¢iny odcéitavame:

1,1 1,2 1.3 1,1 1,2
11 412 Aa13
det G21 Q22 23 = | Q21 a2 2,3 a1 ag2 =
aszi azz2 d4asgs
as 1 as 2 as;s as 1 as 2

(1.8)

= 11022033 + 4120230371 + (13021032 — (A12021033 + Q11023032 + A1 302203.1).

Toto Sarrusovo pravidlo sa neda zovseobecnit’ pre matice vi¢sieho rozmeru ako 3 x 3.

Priklad 1.6 Vypocitajte determinanty matic A, B, C":

1 02 4
2 1 bz3 2 3 0 -1
= 5 = —2 0 5 C:
3 5 1 02 3
-1 5 7
1 -3 2 4

RieSenie: Pre vypocet det(A) mozeme pouzit’ vzt'ah (1.7) a dostaneme

2 1
3 5

=2-5—-1-3=T.

Pre vypocet det(B) mozeme pouzit’ vzt'ah (1.8) (Sarrusovo pravidlo) a dostaneme

1 23] 12
2 04| =20 = 1-0:7+2-4-(=1)+3-(=2)-5—
-1 57| -15 —(2-(=2)-T+1-4-54+3-0-(=1)) = —30.

Determinant matice C' musime poéitat’ rozvojom podla niektorého riadku alebo stipca.
Najvyhodnejsie je zvolit’ si taky riadok alebo stlpec, ktory ma najviac nil. Preto si zvolime
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rozvoj podla 2. stipca.

2
5 30 i 2 0 —1 1 2 4
B STl =0(=D"2 1 2 3 |4+3(=1)*2|1 2 3
L 02 3 (—1) +3(-1) +
1 2 4 1 2 4
1 -3 2 4
12 4 1 2 4
+0(=1)**2] =2 0 —1 [+ (=3)(-D)*"*| —2 0 -1 |=
12 4 12 3
1 2 4 1 2 4
=0 + 3 |1 ) 3] + 0 — 3 | =2 0 1| =
1 2 4 1 2 3
1 2 4 1 2 4
1 2 3 9 0 1
=3(1-2-441-2-441-2-3—(4-2-143-2-1+4-2-1)) —

Vv
=0

—3(1-0-3+4+(-2)-24+1-2-(=1)—(4-0-14(=1)-2-1+3-2-(=2))) =

J

~~

=—4
=12.

Na zaver tohto odseku uvedieme eSte dolezité vlastnosti determinantov.

Lema 1.1 Nech A je matica rozmeru n X n. Potom det(A) = 0 prdve vtedy, ked’ plati
h(A) < n, teda ked’ matica A nemd plni hodnost.

Lema 1.2 Nech A = ||la, ||, pre i,k € {1,2,...,n}, je trojuholnikovd matica rozmeru
n X n. Potom® det(A) = [] ai,-

i=1
1.3.2 Determinanty a riadkovo (stipcovo) ekvivalentné operacie

V priklade 1.6 sme videli, Ze vypocet determinantu rozvojom podla niektorého riadku
alebo stlpca nie je velmi efektivna metoda. Uvedieme teraz int moznost’, ako poditat

n
3Symbol [T a:.i oznacuje sucin hodnodt aq.1,az2.2,. .., an.n-
i=1
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determinanty. Naprv si ukdZeme, ako jednotlivé riadkové (stlpcové) operacie ovplyviiuju

hodnotu determinantu. Oznacéme A dana §tvorcovd maticu.

e Nech maticu B dostaneme z matice A vymenou dvoch riadkov (alebo stipcov).
Potom det(B) = — det(A).

e Nech maticu C' dostaneme z matice A prenasobenim i-teho riadku (alebo i-teho
stlpca) kongtantou c. Potom det(C) = c - det(A).

e Nech maticu D dostaneme z matice A tak, Ze k i-temu riadku (stipcu) pripocitame
c-nasobok j-teho riadku (stlpca). Potom det(D) = det(A).

Tieto tri vlastnosti nAm umoziuju upravit’ maticu A pomocou riadkovo ekvivalentnych

operacii na trojuholnikovii a potom na vypocet determinantu vyuzit’ lemu 1.2.

Priklad 1.7 Opit’ vypocitame determinant matice C' z prikladu 1.6. Teraz maticu C
upravime najprv na trojuholnikovi. Poznac¢ime si vzdy, aki operaciu sme spravili. Z toho

potom odvodime, ako sa bude menit’ hodnota determinantu.

1 02 4\ n 1 02 4\ n
2 30 -1 Ty + 214 0 34 7| rotry
1 02 3| m-nrn 0o 00 =1]n -
1 -3 2 4 Ty — T 0 -3 0 O T4
. ~ ,
1 02 4\ n 1 02 4\ n 1 02 4
0 04 7| m 0 04 7| r 0 =30 0
“ 1o o0 -1 |wn o330 0of|mn |o 4 7
0 =30 0/ r 0 00 -1/ r 0 00 —1
h =5 i ) =5, ’ ) e }

Matica C; vznikla pri¢itanim vhodného nasobku prvého riadku ku zvy$nym riadkom.
V skutoc¢nosti sme spravili 3 riadkovo ekvivalentné operacie odrazu. Tieto nemenia hod-
notu determinantu. Z rovnakého dévodu aj pri matici Cs sa hodnota determinantu nezme-
nila. Pri matici C3 sa zmenilo znamienko determinantu (vymena 3. a 4. riadku) a pri matici

C}y sa tiez zmenila hodnota determinantu (vymena 2. a 3. riadku). Z toho dostaneme

det(C) = det(C) = det(Cy) = —det C3 = —(—1)det(Cy) =1-(=3) - 4-(—1) = 12.
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1.3.3 Cramerovo pravidlo

UkaZeme si teraz suvis medzi determinantami a rieSenim ststavy linedrnych rovnic. Majme

stistavu linearnych rovnic

a1 + aipere = by

(1.9)

2171 + 22Ty = by

Potom, za podmienky ay jas9 — az1a12 # 0, ma ststava (1.9) jednozna¢né riesenie, ktoré
mozeme vyjadrit’ v tvare
b1a2,2 - bQCL1,2 a1,1b2 - a2,1bl

Ty = ) Ty =
a11G22 — 421012

Q1,122 — A21012

Oznacme D maticu tejto sustavy. Dy nech oznacuje maticu, ktora vznikne z D tak, Ze prvy
stIpec nahradime vektorom pravych stran. D, nech oznauje maticu, ktora vznikne z D
tak, Ze druhy stipec nahradime vektorom pravych stran. Potom rieSenie ststavy rovnic
(1.9) mozeme vyjadrit’ v tvare

 det(Dy)  det(Dy)

=D " daD (1.10)

X1

Tento vysledok mozeme zovseobecnit’:

Veta 1.2 (Cramerovo pravidlo). Majme sistavu n linedrnych rovnic s n nezndmymi

1,171 + Q122 + ...+ A1 nTn = b1
211 + A2 2X2 4+ ... + agynZEn = bg

_ (1.11)
Apn1T1 + GpaTe + ... + AunZ, = b,

Oznacme D maticu sustavy a D; maticu, ktord vznikne s D nahradenim jej j-teho stlpca
vektorom pravijch stran (pre j € {1,2,...,n}). Potom md sistava rovnic (1.11) jediné
riesenie prdave vtedy, ked’ det(D) # 0 a toto rieSenie sa dd vyjadrit’ v tvare x; = ie;t((%j))

pre j € {1,2,...,n}.

Priklad 1.8 Vyrieste nasledujicu sustavu linearnych rovnic pomocou Cramerovho pra-

vidla:

2$1 + o — 3.1‘3 =0
3r1 — 219 + X3

I
—

.CL’1+$2—133:2
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Riesenie: Oznacime

2 1 -3 0 1 -3 2 0 -3
D= 3 -2 11, D= 1 -2 11, D=1 3 1 11,
1 1 -1 2 1 -1 1 2 —1
2 10
Ds=13 -2 1
1 1 2
Potom
2 1 -3
det(D) = 3 =2 1 = 2(-2)(-1)+1-1-1-3-3-1-
1 1 —1 —(=3(-2)1+1-1-2—-1-1-3) = -9
2 1 -3
3 =2 1

Podrobny vypocet det(D;), det(Ds) a det(D3) prenechdame na ¢itatel'a. Vysledky st
det(D1> = —].2, det(Dg) = —2]., det(Dg) = —15.
Pouzitim Cramerovho pravidla dostaneme rieSenie siistavy rovnic

12 4 21 7 ~15 5
xr = ——-== To == ——— = — Ta = —
T 9 T3 T g9 T3

-9 3

1.4 Aritmetické operacie s maticami

1.4.1 Stucet, nasobenie matic konStantou a transponovanie matic
Nech A = ||a; ||, B = ||b;;|| st matice rozmeru n x m a c € R je I'ubovol'nd konstanta.

e Potom sucet A + B definujeme vzt'ahom
A+ B =|la;; + bl (1.12)
Sc¢itovat’ vieme len matice rovnakych rozmerov.
e Nasobenie matice konstantou, teda c- A, definujeme
c-A=|c-a;,l.

Teda konstantu mozeme podla potreby vynat’ pred maticu alebo nou prenasobit’
kazdy prvok tejto matice.
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e Transponovanie matice znamend ,vymenu riadkov za stlpce a naopak". Maticu,
transponovant k A budeme oznacovat’ AT. V literatiire sa pouZziva aj oznacenie A’.
Ked” A ma rozmer n x m, tak AT ma rozmer m x n a plati

A=lai;| = A" =|laj,

Definicia 1.4 Maticu A nazveme symetrickou, ak plati AT = A.

So symetrickymi maticami sa eSte stretneme neskor.

Priklad 1.9 Majme danu konStantu ¢ = % a matice

01 2 3 2 3 1 5
A= -2 30 41, B= 1 4 -2 0
31 2 =2 -1 -2 -3 0
Potom
0+2 143 2+1 3+5 2 4 3 8
A+B = —2+1 34+4 0—-2 440 | = —1 7T -2 4 |,
3—-1 1-2 2—3 =240 2 -1 -1 =2
2 4 6
01 2 3 S : =
_ _ 6 8
6 2 4 4
312 -2 5 5 5 5
0 -2 3
AT — 1 3
2 0 2
3 4 =2

1.4.2  Sacin matic
Dolezitym pojmom pri zavedeni sicinu matic je skalarny sicin vektorov.

Definicia 1.5 Nech u = (uy,us,...,u,) a v = (v1,09,...,0,) $i n-rozmerné vektory.

Potom ich skaldrny sicin oznacime u - v a zadefinujeme vzt'ahom
n
u-v= E 'LL]"U]'.
Jj=1

Poznamka 1.2 Skaladrny sucin sme prave zaviedli pre riadkové vektory. Rovnakym vzta-
hom sa tento stu¢in d& zaviest’ aj pre stipcové vektory i v pripade, ked je jeden vektor
riadkovy a druhy stipcovy. Podstatné je, Ze oba vektory musia mat’ rovnaky rozmer.
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Definicia 1.6 Nech A = ||a; ;|| je matica rozmeru m x n a B = ||by,|| je matica rozmeru
n X s. Oznaéme a;, by i-ty riadok matice A, resp. l-ty stlpec matice B*. Potom sicin

matic A a B oznacime A - B a definujeme vzt'ahom

ap.-by ayp by - ap by
as. -by as -bs -+ ag by

C=A-B=| = "1 7 2 (1.13)
am.'b.l am"b.Q aml"b.s

Rozmer matice C = A- B jem X s.

Napriklad prvok ¢, 5 (teda prvok z druhého riadku a tretieho stipca matice C) je skalarnym
stucinom vektora, ktory vznikne z druhého riadku matice A a vektorom, vzniknutym z tre-

tieho stipca matice B:

Co3 = A21b13 + agobog + -+ + a2, nby, 3.

Vlastnosti sti¢inu matic Nech X je matica rozmeru ¢ X 5 a Y matica rozmeru k x m.
Potom plati:

1. Sac¢in X - Y existuje prave vtedy, ked’ j = k.

2. Ak j =k ai=m, potom existuji suc¢iny X -Y aj Y - X. Ale tieto suciny sa nemusia
rovnat’, teda vo vSeobecnosti X - Y # Y - X. (To znamené, Ze nisobenie matic nie

je komutativne.)
Niektoré d’alsie dolezité vlastnosti sti¢inu matic uvadzame v nasledujtcej leme.

Lema 1.3 Nech A, B, C si matice rozmerov postupne © X j, j X k a k x m. Potom platia
vzt’ahy

(a) (A-B)-C=A-(B-C) (asociativnost’ sacinu).

(b) (A-B)T =BT . AT.

(c) Nech D je matica rozmeru j X k. Potom

(B+D)-C=B-C+D-C. (distributivnost’ su¢tu vzhladom k stcinu).

Priklad 1.10 Majme dané matice A a B, obe rozmeru 3 x 3

01 2 2 31
A= -2 3 0|, B=|4 -2 0
3 1 2 0 -1 2

‘Poznamenajme, ze a; aj b, (prei € {1,2,...,m} al € {1,2,...,s}) st n-rozmerné vektory.
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Vypocitame A - B aj B - A. Oba stué¢iny buda mat’ rozmer 3 x 3. (Preco?)

01 2 2 31
A-B = -2 30114 -20]=
31 2 0 -1 2

0-24+1-44+2-0 0-3+1-(-2)+2-(-1) 0-141-0+2-2
= —2:243:-440-0 —2-34+3-(-2)+0-(-1) —2-1+3-0+0-2 | =
3:241-442-0 3-3+1-(=2)+2-(=1) 3-14+1-0+2-2

4 -4 4
= 8 —12 -2 |,
10 5 7
2 31 01 2
B-A = |4 =20 —2 30 | =
0 -1 2 31 2
2.043-(—=2)+1-3 2-14+3-341-1 2-243-0+1-2
- [ 4.0-2-(-2)+0-3 4.1-2.340-1 4-2—-2.0+40-2 | =
0-0—1-(-=2)+2-3 0-1—-1-3+2-1 0:-2—1-0+2-2
~3 12 6
= 4 -2 8
8 —1 4

Vidime, 7e A- B # B - A.

Priklad 1.11 Majme dant maticu A rozmeru 3 X 2 a B rozmeru 2 X 4

Vypoc¢itame A - B. Tento sucin bude mat’ rozmer 3 x 4. Sucin B - A pre dané matice
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neexistuje (Preco?).

01
4 =2 0 -1
4 2
0-2+1-4 0-34+1-(=2) 0-1+1-0 0-0+1-(-1)
= 2-2+3-4 2:3+3-(=2) 2-1+3-0 2:0+3-(—1) | =
42424 4-3+2-(-2) 4-142-0 4-04+2-(-1)
4 -2 0 -1
= 16 02 -3
16 8 4 —2

Dolezitt dlohu pri sicine matic mé tzv. jednotkovd matica, ozn. I, ktord je Stvorcova

rozmeru n X n. Pre konkrétne n mé matica I tvar

0

0o1 ... 0
=, . (1.14)

0 0 . 1

Lema 1.4 Pre lubovolné m,n nech A, B, C' si matice, ktorgjch rozmery su postupne

mXmn,nxXnan X m. Dalej nech 1 je jednotkovd matica rozmeru n x n. Potom plati

A1=A, B-1=1-B=B, 1.C=C.

Teda matica I hra pri ndsobeni matic rovnaka dlohu ako 1 pri ndsobeni redlnych cisel.

1.4.3 Inverzné matice

Nech matica A je rozmeru n x n. Potom existuje inverznd matica k A, ozn. A~!, prave
vtedy, ked’ plati

A- A=A A=1 (1.15)

Vzt'ah (1.15) hovori, Ze matice A a A™! si si navzajom inverzné, to znamen4, ze plati
(A71)~! = A. Matica A~! ma takisto rozmer n x n.

Lema 1.5 Nech A je matica rozmeru n x n. Inverznd matica A~ existuje prdve vtedy,
ked’ det(A) # 0.
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Podl'a lemy 1.1 inverzna matica A~! existuje prave vtedy, ked” A ma plnt hodnost’. Na,
vypocet matice A~! mozeme pouzit’ rovnicu A - A~ = I, ktora sa da vyjadrit’ ako sis-

2

tava n? linedrnych rovnic s n? neznamymi. Této ststava sa viak bude dat’ dost’ vyrazne

zjednodusit’. Ilustrujeme si to na nasledujicom priklade.

Priklad 1.12 Najdite inverzntd maticu k A, ked’

2 0 3
A= 4 =2
0 2 1

Riesenie: Riesime rovnicu A-A~! = L. Prvky matice A~ si oznac¢ime x; ;. Potom prepisom
uvedeného sacinu matic dostaneme sistavu 9 rovnic, ktord v skuto¢nosti predstavuje tri
samostatné sustavy rovnic, z ktorych kazda ma 3 rovnice a 3 nezname. Tieto tri ststavy
dostaneme tak, ked’ budeme postupne nasobit’ maticu A jednotlivymi stipcami hl'adanej

inverznej matice

233'1’1 + 01’2,1 + 331'371 =1
15[’171 + 45(]271 - 21’371 =0 (116)
0.1'1,1 + 21’271 + 11’371 =0
QI‘LQ + 01’272 + 31’372 = )

x1,2 + 45[}272 — 21}372 =1 (117)
OZL’LQ + 21’2,2 + 11’3,2 =0 )
21‘1’3 + 0513'2,3 + 3513'373 = 0 )
]-xl,S + 45(]273 — 21’373 = (118)
0.1'173 + 21’273 -+ 11’373 =1

Matica A je maticou vSetkych troch stistav rovnic. Na rieSenie tychto sistav mozeme

pouzit’ Gaussovu elimina¢ntt metodu alebo Cramerovo pravidlo.

(a) Riesenie pomocou Gaussovej elimina¢nej metody Tieto tri sustavy budeme riesit’
odrazu. Jednotlivé nezname ststav (1.16), (1.17), (1.18) predstavujii postupne stipce ma-
tice A~'. To znamen4, Ze ked’ upravime rozsirenti maticu tychto ststav na redukovany

Gaussov tvar, na pravej strane (,za ¢iarou") budeme mat’ maticu A~

31100 T 14 -2]1010 T
-2 010 rn~|1 20 3| 100 rg —2r; o~
11001 r3 02 1,001 T3
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1 4 =210 10\ rn—2r3 10 —4|0 1 =2\ n
~ 0 -8 7|1 =2 0| ro+4dr3 ~| 00 11| 1 =2 4| rg ~
0 2 110 01/ r 02 1[0 0 1/ r
10 —4]0 1 -2\ n 1 0 —4| 0 1 =2\ 7 +4rg
~ 0 2 1 0 0 1 g o 0 1 0 0 1 g — T3 ~
00 11|]1 -2 4/ = 00 1| F —-& &/ s
100 L2 5\ 100 £ & -2
1 2 7 T 1 2 7
~ 1020 - g w3 ~0L0] -5 5 %
1 2 4 1 2 4
Riesenie je:
4 3 _6
. 111 121 171
A= - n  »
1 _2 4
11 11 11

Schématicky mozeme vypocet inverznej matice pomocou Gaussovej elimina¢nej metody

zapisat’ takto:

Ak A mé rozmer n x n a h(A) = n, tak plati (A[l) ~ (I|A7"). (1.19)

(b) Riesenie pomocou Cramerovho pravidla Vektory pravych stran ststav rovnic (1.16),
(1.17) a (1.18) st postupne stlpcové vektory b7 = (1,0,0), b2 = (0,1,0) a bl = (0,0,1).
To znamen4, Ze ked’ poc¢itame neznamu z; ;, tak vektor pravych stran prislusnej ststavy
roviic je b;. Ked' v matici A nahradime i-ty stipec vektorom b;, determinant tejto matice
mozeme poditat’ rozvojom podla i-teho stipca. Ozna¢me A; ; maticu, ktord vznikne z A
vynechanim i-teho riadku a j-teho stlpca. Potom z Cramerovho pravidla dostaneme vzt'ah

zi; = (—1)"" Tot () (1.20)

Napriklad prvok x3; poc¢itame zo sustavy rovnic (1.16), pri¢om vektor pravych stran je

b1. Z toho dostaneme

et {1 40|y 1|t
" det(A) det(A) 0 2 det(A)
020
det(A) = 22
det(ALl) =38 det(Al,Q) =1 det<A1,3> =2
det(AgJ) =—6 det(AQ,Q) = det(A273) =4
det(Asy) = —12 det(Ass) = —7 det(As3) =8



1.4. ARITMETICKE OPERACIE S MATICAMI 20

Dosadenim vypocitanych hodnot do vzorca (1.20) dostaneme inverznt maticu A~

) 8 6 —12
Al = % -1 2 7
2 —4 8

Zo vzt'ahu (1.20) dostaneme nasledujtice tvrdenie.

Veta 1.3 Nech A je matica rozmeru n X n a predpokladajme, Ze md plni hodnost’. Potom

inverznd matica A~ existuje a plati

(0™ Get (CDMRG e (DT

(_1)2+1 det(A12) (_1>2+2 det(Az2) . (_1)2+n det(An 2)

A_l _ det(A) det(A) det(A)
i1 det(Ar ) 42 dei(As ) et det(An.n)

(=1)"* det(i&) (=1)"* det(z24) e (=T det(A)

kde A;; oznacuje maticu, ktord vznikne z A vynechanim i-teho riadku a j-teho stlpea.

Specidlne, ked’ A = lla; ;|l, pre i, j € {1,2}, je matica s plnou hodnost’ou, tak dostaneme
vzt’ah

a2 2 a2
-1 __ det(A) det(A)
A - a1 ai 1 :

det(A) det(A)

1.4.4 Maticové operacie a determinanty

Dame si do stvisu niektoré maticové operacie a vypocet determinantov. Budeme pred-
pokladat’, ze A, B su Stvorcové matice rovnakého rozmeru n x n. Potom plati

det(A - B) = det(A) - det(B). (1.21)

Bezprostredne zo vzt'ahu (1.21) dostaneme, ze ak mé& matica A plnd hodnost’, tak plati
1

det (A7) = : 1.22

(A7) = Ga (1.22)
Nech ¢ € R je I'ubovol'na konstanta. Potom plati

det (cA) = " det(A). (1.23)

Ako dostaneme vzt'ah (1.23)? Ked’ nasobime riadok matice konstantou ¢, vieme, ze rov-
nako sa zmeni aj determinant. Hodnota cA znamend, 7e kazdy riadok ndsobime konstantou

¢ a riadkov je n. Z toho vyplyva (1.23).
det(A) = det(AT). (1.24)

Posledny vzt’ah hovori, ze pri vypocte determinantu mézeme pouzivat’ riadkové a stlpcové

operacie ekvivalentne.
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1.4.5 Maticové rovnice

Maticové rovnice maji bezprostrednii geometrickd interpretaciu. Tito interpreticiu si

ukazeme neskor. Zakladny tvar maticovej rovnice je
A-X =B alebo X-A=B,

kde A, B st zname a X je neznama matica. Nech A je §tvorcova matica s plnou hodnost’ou

a rozmerom n X n.

e Predpokladajme, Ze rozmer matice B je n xm (m moze byt’ l'ubovolné &islo). Potom

plati
A-X=B & A" A X=A"-B
Z toho dostaneme riesenie
X=A"1.B. (1.25)
e Predpokladajme, 7Ze rozmer matice B je m x n. Potom plati
X -A=B & X -A-A'=pB.A1

7 toho dostaneme rieSenie

X=B-A" (1.26)

1.5 Analytickd geometria

Analytickd geometria je rozsiahla disciplina. Ciel'om tejto ¢asti je spravit’ stru¢ny prehl’ad
vzt'ahov medzi bodom, priamkou a rovinou. Najprv zavedieme operacie s vektormi.
1.5.1 Zaklady vektorového poctu

Ako sme uz uviedli v ¢asti Matice a vektory, vektory st Specidlne matice. Z toho vyplyvaja

aj niektoré operacie s vektormi. Majme dané n-rozmerné vektory v = (uy, ug,...,u,)

av=(vy,Va...,0,).

o Sucet vektorov (ako Specidlnych pripadov matic) je dany vzt'ahom (1.12).
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Obr. 1.1. Grafické vyjadrenie sactu vektorov

Graficky (v dvojrozmernom pripade) vektory s¢itame tak, Ze ich doplnime na rovno-
beznik a ich stc¢tom je uhlopriecka, ktora zac¢ina v rovnakom vrchole, ako vektory
u a v (pozri obr. 1.1).

o Dizka vektora u, ozn. ||ul|, je definovana vzt'ahom

lull = \fu? 42+ + a2,

o Skaldrny sucin vektorov sme uz zaviedli v definicii 1.5. Ked” ozna¢ime « uhol, ktory
zvieraju vektory u, v, tak dostaneme d’alsi dolezity vzt’ah pre skaldrny suc¢in tychto

vektorov
w-v = ||ul|||v] cos a. (1.27)

Z rovnice (1.27) vyplyva, Ze nenulové vektory u a v st na seba kolmé prave vtedy,
ked’ u-v = 0. V pripade dvojrozmerného vektora v = (uy, us) z toho dostaneme, ze
vektor u je kolmy na vektor (ug, —up) (a jeho 'ubovolny nenulovy nésobok).

o Vektorovy siucin je, na rozdiel od skalarneho sicinu, vektor. Tento typ siacinu exis-
tuje len v trojrozmernom priestore. Oznac¢me 7, J, k jednotkové vektory v smere osi
z,y, z, teda ¥ = (1,0,0), 7= (0, 1,0),]2 = (0,0,1). Potom vektorovy su¢in u a v

oznac¢ime u X v a definujeme vzt'ahom

—

r7 K
uxv = det U1 U Us = (128)
V1 Uy U3

—

= T(UQU?) — U3’02) + j(u:ﬂ)l — U1U3) + k(uwz — u21)1).

Geometricky vektor u x v predstavuje vektor, ktory je kolmy na u aj v a orientovany
v kladnom zmysle, teda ked’ prsty pravej ruky ukazuja smer od vektora u k v, tak
palec ukazuje smer (orientaciu) vektorového siuc¢inu. Hovorime, Ze systém vektorov

(u,v,u X v) je prvoto¢ivy. To znamena u X v = —v X u.
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Obr. 1.2, Vektorovy sucin u X v. Sipky vyjadruju jeho pravotocivy charakter.

Pre dlzku vektorového sucinu plati vyjadrenie
Jux vl = Jull[[v]| sina, (1.29)

kde « je mensi z uhlov, ktoré zvieraju vektory u a v, teda « € [0, 7.

Definicia 1.7 Nech vy, vs, ..., v, su dané vektory. Hovorime, Ze tieto vektory si linedrne
zavislé ak, existuji ¢isla ay,as, . .., a,, z ktoryjch aspon jedno je rozne od nuly, také Ze plati
n
Z a;v; =0, kde 0 je nulovy vektor.

=1

V opacnom pripade hovorime, Ze vy, vq, ..., v, su linedrne nezdvislé.
Lema 1.6 Majme vektory vy, ve,...,v,. Z tijchto vektorov zostavime maticu X (vektory
v; budd tvorit’ riadky, resp. stlpce matice X ). Potom wvektory vy, vs, ..., v, st linedrne

nezdvislé prave vtedy, ked’ pre hodnost’ matice X plati h(X) = n.

1.5.2 Analytickd geometria v rovine

Ukazeme rozne moznosti vyjadrenia priamky v rovine, popiSeme vzt’ahy medzi bodom

a priamkou a medzi dvoma priamkami.

Vyjadrenie priamky v rovine

Majme dany bod A = (zo,y0) (leziaci na priamke p) a smerovy vektor u = (uy,uy)
priamky p. Potom priamku p moézeme vyjadrit’ nasledujticimi spésobmi:
e Parametrické rovnice Jej parametrické vyjadrenie je

pP: T= Xg+S-U
Y= yo+5-u

s € R.
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e VSeobecna rovnica Normélovy vektor (ozn. n) je kolmy na smerovy, teda da sa
vyjadrit’ v tvare n = (uy,, —u,). Z tohto vyjadrenia dostaneme vseobecnii rovnicu
priamky p. Jej tvar je

a-r+b-y+c=0, kde n = (a, b)
Koeficient ¢ vypocitame tak, ze bod A dosadime do rovnice priamKky.

e Smernicovy tvar rovnice priamky p dostaneme zo vSeobecnej rovnice vyjadrenim

premennej y (ak b # 0):

a c Uy c
D y=——xr—- teda y=—o+ —
b b Uy Ug

Oznacenie: k = =%, ¢ = . Alternativne
T

y—yozk($—$0>

— Cislo k sa vola smernica priamky p a rovna sa k = tga, kde a je uhol, ktory
zviera priamka p s kladnou poloosou o, merany v kladnom zmysle (proti smeru
hodinovych rudi¢iek).

— Cislo q sa vola disek priamky p a rovné sa y-ovej stradnici prieniku priamky

S 0SOU 0y.

Parametrickymi rovnicami a vSeobecnou rovnicou mozeme vyjadrit’ l'ubovolnt priamku.

V smernicovom tvare mozeme vyjadrit’ priamku, ktora nie je kolma na os o,.

Priklad 1.13 Majme bod A = (1, 3) a smerovy vektor u = (—2,5). Potom parametrické
vyjadrenie priamky p je

p: x= 1-—2s,
y= 3+ 95s,

s € R.

Normaélovy vektor k priamke p je n = (5, 2). Z toho dostaneme v8eobecnt rovnicu priamky
p:5x+2y+c = 0. Vyuzijeme, Ze A € p a vypocitame hodnotu ¢ : 5+2-3 = —c. Dosadenim

do rovnice dostaneme
p: dx+2y—11=0.

V smernicovom tvare sa priamka p da vyjadrit’

5. 10 5 11
=——zx+— albo y=—=(z——|.
Y= 75775 Y= 7% 5
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Vzdialenost’ bodu od priamky

Priklad 1.14 Dana je priamka p : 5z + 2y — 11 = 0 a bod B = (4,2). Vypocitajte
vzdialenost’ bodu B od priamky p, ozn. || Bp|.

Obr. 1.3. Priamka p, priamka n, komé na p a bod B

Riesenie: Zvolime si bod, leziaci na priamke p, napr. A = (1,3). Pozname normélovy
vektor n = (5,2). Potom AB = B — A = (3, —1). Pre vzdialenost’ || Bp|| plati

. . |AB-n|  |AB-n
|Bpll = [[AB| cosy = [|[AB|| —= = = (1.30)
|AB]| - [|n]] Il

3-5-2 13
V25+4 /29

Vzt’ah (1.30) mozeme zovSeobecnit’ do nasledujucej lemy.

Lema 1.7 Majme dani priamku p : ax+by+c =0 a bod B = (xp,yp). Potom vzdialenost’

bodu B od priamky p sa rovnd

la-xy,+b-yp+ |

1Bpll =

1.5.3 Analytickd geometria v trojrozmernom priestore
Priamka a bod

Priamka v priestore mé len parametrické vyjadrenie.” Ked’ je priamka p zadana bodom A
a smerovym vektorom v, tak vzdialenost’ bodu B od priamky p vypocéitame ako || Bp| =

5V niektorych uéebniciach sa zavadza aj vieobecné vyjadrenie priamky ako prienik dvoch rovin. V sku-
to¢nosti, v tomto pripade ide o nedourcent ststavu linedrnych rovnic a jej riesenie (pokial’ existuje) je

opat’ parametrické vyjadrenie priamky.
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= ||AB|| sin @, kde @ je uhol medzi smerovym vektorom v a vektorom AB (pozri obr. 1.4).
Zo vzt'ahu (1.29) dostaneme

Obr. 1.4. Vzdialenost’ bodu od priamky

lvx AB|| _|jvx AB|
ol AB ]

1Bp]| = 14B] (1.31)

Priklad 1.15 Priamka p je dand bodom A = (1,2,3) € p a jej smerovy, vektorom
v = (—1,0,—3). Uréte vzdialenost’ priamky p a bod B = (2, —3,4).

Riesenie: Priamka p mé parametrické vyjadrenie
p:x=1—-2s, y=2, z=3-3s, selR.

Dalej AB = (1,—5,1). Vyuzijuc vektorovy sucin, dostaneme

T7 k

vXx AB = det| -1 0 -3 | =(=15,-2,5),
1 -5 1

o x AB|| = ||(=15,=2,5)| = V152 + 22 + 5% = /254,

lo| = [I(=1,0,—3)] = vV1+ 32 = 10.
Potom z vyrazu (1.31) vyplyva || Bp|| = /%‘ .

Rovina a bod

Majme rovinu p, dant bodom A = (a,, a,, a,) a smerovymi vektormi v, u, ktoré st linearne

nezavislé. Rovina p mé dva zakladné sposoby vyjadrenia.
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e Parametrické vyjadrenie je dané rovnicami

P: T = G+ Uy S+ uy-t,
y= ay,+v,-s+u,-t, stek
Z= a,+v,-s+u,-t,

e Vseobecna rovnica je dana normalovym vektorom n = u x v = (a,b,¢) a bodom
A € p. Potom analogicky ako pri vieobecnej rovnici priamky v rovine (teda v dvoj-

rozmernom priestore), dostaneme

p: ar+by+cz+d =0, aztoho,7e A€ p, dostaneme d = —a-a,—b-a,—c-a,.

Priklad 1.16 Nech A = (1,-2,0), v =(2,—1,4), u = (0,3, —2). Potom

p: x= 1+42s,
y= —-2-—s+3t, s,tekR.
z= 4s — 2t,

7
vXu=det]| 2 -1
0
Teda

p: —10z + 4y + 62 +d =0,
Aep = —-10—-2-44+0+d=0.
P —10z + 4y + 62 + 18 = 0.

Vzorec pre vzdialenost’ bodu od roviny mézme odvodit’ podobne ako sme odvodili pre
vzdialenost’ bodu od priamky v dvojrozmernom priestore (vzorec (1.30)).

Nech st dané bod B = (b,, by, b,) a rovina p : ax + by + cz + d = 0. Potom

la-by+b-by+c-b.+d

Boll =
1Bl e

(1.32)

Priklad 1.17 Nech B = (3,3,—1) arovina p: x — 2y + 5z + 4 = 0. Potom vzdialenost’
1Bpl Je

3-2-3-5+4] 4

Bp| = -
1Bl == A% ~ /%
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Dve priamky
Pre urcenie vzt’ahu (vzajomnej polohy) dvoch priamok je najzaujimavejsia ich vzdialenost’.

Definicia 1.8 Nech p a q su priamky trojrozmernom priestore. Potom p a q wvoldme

mimobezZkama, ak nie su rovnobezné ani nemagji spolocny bod.

Na priklade si ilustrujeme, ako zistime, ze dané priamky st mimobezky a vypocitame ich

vzdialenost’.

Priklad 1.18 Nech p a ¢ su priamky, ktorych parametrické vyjadrenia s
p: x=3t+1 q: v=25+2
y=t—2 y=s—23 s,t € R.
z2=t+3 z= -5
Overime, Ze p a ¢ s mimobezky a vypocitame ich vzdialenost’. Vzdialenost’ priamok p, q
budeme oznacovat’ ||pql||.
(a) Zistime prienik p N ¢, teda najdeme riesenie stustavy rovnic

JHt+1=2s4+2, t—2=5—-3, t+3=—s.

3 -2 1 1 1| =3 1 1] -3

1 -1 -1 |~1 =1 -1 ]~ 0 =2 2

1 1| -3 3 =2 1 0 =5| 10
Vidime, Ze ststava rovnic nema rieSenie, lebo z druhej rovnice dostaneme s = —1 a z tretej
s = —2. E8te potrebujeme overit’, Ze priamky p a ¢ nie st rovnobezné. Pre rovnobezné

priamky plati, ze smerové vektory su linearne zavislé (inymi slovami, smerovy vektor
jednej z priamok je nasobkom smerového vektora druhej priamky). Vytvorime maticu,
ktorej riadky budu tvorit’ smerové vektory priamok p a q. Potom dostaneme

h311:2.
21 -1

To znamen4, Ze p a ¢ si momobezné priamky. Vypocitame ich vzdialenost’.
(b) Urcenie vzdialenosti mimobeZiek

1. NapiSeme rovnicu takej roviny p, pre ktora plati p € pa ¢ || p.

2. Vezmeme I'ubovolny bod B € ¢ a vypoc¢itame vzdialenost’ ||Bpl| = ||pq||-

Rovina p méa smerové vektory u = (3,1,1), v = (2,1, —1) a z toho, Ze p € p, dostaneme
A= (1,-2,3) € p. Uréime normalovy vektor n k rovine p:
77Tk
n=uxv=det| 3 1 1 |=(=2,51).
2 1 -1
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Pre vSeobecnii rovnicu roviny p dostaneme vzt'ah —2z 4+ 5y + z + d = 0 a dosadenim
stradnic bodu A dostaneme d = 9 (overte). Zvolime bod B € ¢, napr. B = (2,-3,0). Pre
vzdialenost’ || Bp|| plati

|—2-2+45-(=3)+1-0+9] 10 /10 /30
V3o o3

Bp|| = =
5 VP D V30

1.5.4 Obsahy rovnobeznikov a objemy rovnobeznostenov
Tieto typy tloh si ilustrujeme na prikladoch.
Priklad 1.19 Majme rovnobeznik ABC' D dany vrcholmi A = (1,2), B = (4,0), D = (0,4).

Vypocéitajte jeho obsah Pspecp a siradnicu vrchola C'.
Riesenie: 7 rovnobeznosti protilahlych stran dostaneme C' — D = B — A. Z toho

C=B—-A+D=(32).

Obr. 1.5. RovnobeZznik ABC D

Rovnobeznik mé7zeme vnorit’ do trojrozmerného priestoru (pridanim tretej siradnice rovnej
0). Potom

Pagep = |AB||-||AD| -sina,
. |AB x AD||
smo = T
|AB| - [[AD]]

a z toho dostaneme vysledny vzorec
Papep = ||AB x AD|. (1.33)
AB=B—A=(3,-2,0), AD=D— A= (—1,2,0), teda

E-det( 3 _2>H:8.
-1 2

o7
|AB x AD|| = ||det | 3 -2
-1 2

o O I
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Vgimnime si, Ze obsah rovnobeznika ABCD sme vypocitali ako absolutnu hodnotu de-
terminantu matice (rozmeru 2 X 2), kde v 1. riadku je vektor AB a v 2. riadku vektor
AD.

Priklad 1.20 Vypocitajte jeho objem V rovnobeznostena ABCDEFGH, ktory je dany

vrcholmi A = (1,1,1), B = (2,1,4), D = (0,3,2), E = (1,5,5).

Riesenie: 7 prikladu 1.19 uz vieme, 7e obsah podstavy, Pagcp, vypocitame ako velkost’
vektorového sicéinu AB x AD. Potom V = ||AB x AD|| - v, kde v je telesova vyska.
Ozna¢me AB x AD = fi.

E E
D P
A B A
Obr. 1.6. Vektory AB, AD, AE a vektory AE a i

. . |AE - |
v=[|AE[| - |cose| = | AE] - —————
IAE]] - 1]
— — — A_E * 7! -
v =4 x AD|| - B - AE g
1AZ] - 7]

—

AB =(1,0,3), AD = (—=1,2,1), AE = (0,4,4).

T 7k 0 4 4
= V=044 -det| 1 0 3 ||=|det| 1 0 3 ||l=]-8=8
~1 21 -1 2 1

Pri upravach prave odvodeného vzt'ahu sme vyuzili definiciu skalarneho sucinu. To zna-
mené, ze objem rovnobeznostena mozeme taktiez pocitat’ ako absolitnu hodnotu deter-
minantu matice 3 x 3, kde po riadkoch st zapisané stradnice vektorov AB, AD, AE.

1.6 Linearne transformacie

V tejto ¢asti budeme pracovat’ so stlpcovymi vektormi. Nech T je dani matica rozmeru
n X m a v je m-rozmerny stipcovy vektor. Potom

T-v=w, kdew jen-rozmerny vektor.



40 KAPITOLA 1. LINEARNA ALGEBRA

To znamend, ze vektor v sa transformoval na w. Ked’ si premyslime, ako je definovany
stucin matic, dostaneme doélezita vlastnost’ tejto transformacie:

Pre I'ubovol'né vektory ui, us a 'ubovolné ¢isla ¢y, co € R plati:

T(cruy + cous) = c1Tuy + coTusy (1.34)

Definicia 1.9 Transformdcia T vektorového priestoru W do vektorového priestoru W sa
vold linedrna, ak pre lubovolné vektory ui,us € W a lubovolné ¢isla c1,co € R plati vzt'ah

(1.34) a navyse ak pre kazZdy vektor w € W jeho transformdcia Tu je z priestoru w.

Kazda matica reprezentuje nejaka linearnu transforméciu.

1 2 2
Priklad 1.21 Majme maticu A = < 1 3 > a vektor v = ( ) > Potom

Obr. 1.7. Vektory va A-v

1.6.1 Linearne transforméacie a maticové operacie
Linearne transformécie a sti¢in matic

Nech A je dana matica rozmeru k X m, B matica rozmeru n X k a v nech je m-rozmerny

vektor. Potom

B-( =B-w=(B-Av=u

A-v)
~ —

=w =u

To znamen4, Ze sicin matic predstavuje skladanie transformécii.
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Priklad 1.22 Majme matice A, B a vektor v dané nasledovne

(e )

Inverzné matice a inverzné transformacie

Majme transforméaciu, dant maticou A, ku ktorej existuje inverzna matica A~ Ked’

zlozime transformaciu A s A, dostaneme

At (A=A w=A" A - v=1-v=n.

=w

To znamend, 7e inverzné matica predstavuje inverznu transformaciu.

1 3 -1 -3
Priklad 1.23 Majme maticu A = ( A ) Potom A~ = 1 ( L ) Majme
1 .
vektor v = 5 a transformujme postupne
1
Av=w= ’ AT w = .
-3 2

4

Priklad 1.24 Nech A = ( 5

2
) ) Potom A~! neexistuje, lebo h(A) = 1. Transformuj-

1 0 . :
me vektory u = ( 0 > av= < . ) Vektory v a v s linearne nezavislé.

au=(3) 2= (1)

Transformované vektory su linearne zavislé.
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Obr. 1.8. Transformované vektory A-ua A-v

Lema 1.8 Nech A je matica rozmeru n X m s hodnost'ou h(A) = k. Nech uy,us, ..., u;
st m-rozmerné vektory a nech j > k. Potom vektory A -uy,a-uy, ..., A-u; si linedrne
zavislé.

1.6.2 Linearne transformacie a maticové rovnice

Ukazeme si geometrickd interpretéciu maticovych rovnic. Majme dané matice A, B a X,
ktorych rozmery s také, ze rovnica A- X = B, resp. X - A = B ma zmysel (to znamena,

ze su¢in A - X, resp. X - A sa da vypocitat’ a rozmer sucinu je zhodny s rozmerom matice
B).

e Nech A predstavuje maticu lineadrnej transformacie a nech wuq,...,u, st nezname
vektory, ktoré mame transformovat’ pomocou A. Oznatme A - u; = v; (pre i =
=1,2,...,n). Predpokladajme, 7e pozname vektory v; a tieto tvoria postupne stlpce

matice B. Potom rovnica
A-X=B

je maticovym vyjadrenim tejto transformacie. Hladané vektory wq,...,u, tvoria

stipce matice X.

e Predpokladajme, Ze pozndme vektory uq, ..., u,, ktoré mame transformovat’, ako aj
vektory vy, ..., v,, ktoré predstavuja vysledok transformacie, ale nepozndme maticu

tejto transformécie. Potom z maticovej rovnice
X-A=18B

mozeme urcéit’ hladand maticu transformacie X.

1.6.3 Niektoré Specidlne transformacie

Budeme sa zaoberat’ len transformaciami dvojrozmerného priestoru do dvojrozmerného,

teda transforméaciami, ktoré sa daju reprezentovat’ maticami rozmeru 2 X 2. Pre maticu
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A= 1 a1 plati
az1 G232
A. 1 _ 1,1 A 0 _ 1,2 ‘
0 a,271 1 a2,2
Preto, ked’ potrebujeme najst’ maticu nejakej transformacie, sta¢i nam zistit’, ako sa trans-

0

formuju vektor a
) y 0 1

Matica otocenia o uhol «

Obr. 1.9. Otocenie o uhol «

Pod otocenim o uhol o budeme rozumiet’ otoc¢enie v kladnom zmysle, teda proti smeru

1
hodinovych rucic¢iek. Ked otoc¢ime vektory ( 0 ) a ( )

1 CoS (v 0 —sina
> , — :
0 sin o 1 Cos Qv
Z toho, ked hl'adant maticu otocenia oznacime O,, tak dostaneme

Oa _ ( COst —SsIno ) ‘ (135)

0 ) o uhol «a, dostaneme

sin « COS (v

a c
Vlastnosti matice otoc¢enia O, = < b d ):

(01) vektor ( Z ) je kolmy na vektor ( ccl ),
b d

(03) 0,7 # O,, teda matica O, nie je symetricka.

(02)
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Lema 1.9 Nech A je matica rozmeru 2 x 2. Potom A predstavuje maticu otocenia prdve
vtedy, ked’ spliia vlastnosti (01)-(03).

Ked’ oto¢ime vektory o uhol «, tak inverzna transformacia je otocenie o uhol —«. Z for-

muly (1.35) dostaneme O_, = O, T. Z toho dostéavame nasledujice tvrdenie.

Lema 1.10 Nech O, je matica otocenia o uhol a. Potom

O,'=0_,=0,".
Priklad 1.25 Napiste maticu otoc¢enia o uhol %ﬂ' a otocte vektory

SRR

Riesenze:

\/Tg Z toho dostaneme maticu otocenia Oz :
3

CoS (%77) = —%, sin (—7r)

Ked potrebujeme transformovat’ vektory uy, ug, us, staci ich usporiadat’ do matice A (ako
stipce matice A) a prenasobit’

1 V3 2+v3 1-v3
Ova_ [ 2 =5\ (2 TO)_[-% 52 V3
3T V3 1 -1 2 2\/;& Vil g

Transformované vektory si potom postupne stipce sudinu matic OgWA, teda

243 _1-v3 -3
O%ﬂ’ul = ( 2\/32_1 > ) O%ﬂ'”? = ( \/§2+1 ) ) O%ﬂu?) = ( 1 ) .
2 2

Matica osovej siimernosti

Budeme uvazovat’ len tie osové simernosti, ked’ os (pramka p) prechadza zaciatkom surad-
nicovej stustavy. Predpokladajme, Ze os simernosti zviera s kladnou z-ovou osou uhol .
Rovnako ako pri oto¢eni o uhol «, aj teraz uhol 5 meriame v kladnom zmysle. Aby sme

nasli maticu osovej sumernosti (ozn. Sg), potrebujeme zistit’, ako sa transformuju vek-

1 0
tory a = ( 0 ) ab= < ) ) (pozri obr. 1.10). Ked’ transformujeme vektor a osovou
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stmernost'ou S, tak ho otdfame u uhol 23. Ked’ transformujeme vektor b osovou stmer-
nost'ou Sg, tak ho otadcame o uhol 2 (g — B), ale v zapornom zmysle, teda uhol otocenia
je (28 — 7). To znamena, Ze Sz - a = Ogpa a Sg - b = Op_r - b. Aplikiciou prislusnych

matic O, dostaneme

Obr. 1.10. Osova samernost’

O - — cos(28) —sin(28) | (1 _ cos(2p)
() sin(28)  cos(28) 0 sin(28) )’
0ot = 0= (a0 e ) (1)
—sin(25 — ) _ sin(20)
cos(26 — ) —cos(28) |
Matica osovej simernosti Sg je
S5 = ( cos(2)  sin(25) ) (1.36)

sin(28) — cos(25)

b d

(S1) vektor ( Z ) je kolmy na vektor ( ; ),
b d

(S3) SpT = S5, teda matica S je symetricka.

. . . . a c
Vlastnosti matice osovej simernosti Sg = ( ):

(S2)
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Lema 1.11 Nech A je matica rozmeru 2 X 2. Potom A predstavuje maticu osovej sumer-

nosti prdave vtedy, ked’ spliia vlastnosti (S1)-(S3).

Ked’ transformujeme vektory pomocou osovej simernosti Sg, tak inverzna transformacia

je opét’ osova sumernost’ Sz. Z toho dostavame nasledujice tvrdenie.

Lema 1.12 Nech Sz je matica osovej sumernosti, definovand vzt'ahom (1.36). Potom

Sgl = Sﬁ = Sﬁ T
Lemy 1.9 a 1.11 maju nasledujuci dosledok.

Dosledok 1.1 Nech A je matica rozmeru 2 X 2, ktorej stlpce si vektory kolmé na seba
a ich dizky si rovné 1. Potom:

(a) ak A je nesymetrickd matica, tak eristuje uhol « tak, Ze A = O,,

(b) ak A je symetrickd matica, tak existuje uhol B tak, Ze A = Sg.

Priklad 1.26 NapiSte maticu osovej simernosti S%W a transformujte vektory
1 1
U = , Uy = .
! 1) ~1

Riesenze:

cos (3m) = —3, sin (37) = —*. Z toho dostaneme maticu osovej simernosti Sz,
3

Usporiadame vektory u;, us do matice A ako stlpce tejto matice a vypoc¢itame hladané

transformaécie

_1 3 1 1 _14v3 143
37 _v3 1 1 —1 V31 VB4l
2 2 2 2

Transformované vektory su

_1+v3 _1+v3
— 2 — 2
S%ﬂ.ul - _\/52_1 y S%WUQ - _\/§+ .

[y
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1.7 Vlastné ¢isla a vlastné vektory matice,

kvadratické formy

V predchadzajtcej casti sme sa zaoberali linedrnymi transformaciami. Ked’ transformu-
jeme nejaky vektor u maticou A, moze sa stat’, ze vysledok transformaécie je nasobok
vektora u. To znamend, 7e potom vektor u aj jeho obraz si smerové vektory rovnakej
priamky. Napr., ked” A = S=, tak pre l'ubovolny vektor u = (c, c)T plati Sz -u =u
a pre lubovol'ny vektor v = (¢, —c)” plati Sg -v = —v. (Preco potrebujeme mat’ stlpcové
vektory u a v7) Vektor v meni svoju orientaciu, ale ostava smerovym vektorom rovnakej
priamky. Pre dané transformacie A budeme hl'adat’ vektory v s vlastnost’ou, Ze ich obraz
je A-wv, kde A je konStanta.

1.7.1 Vlastné ¢isla a vlastné vektory matice
Definicia 1.10 Nech A je dand Stvorcovd matica. Nech existuje vektor v # 0 a konstanta
A € R, pre ktoré plati

A-v=X\-v. (1.37)
Potom wvektor v nazveme vlastnym vektorom matice A a konStantu A vlastngm cislom,

prisluchajicim k vekloru v.

Poznamka 1.3 L'ahko sa mézZeme presvedcit’, Ze ked existuje vlastng vektor v matice A,

tak jeho lubovolnyj nenulovy ndsobok je takisto vlastnym vektorom matice A.

Upravime rovnicu (1.37)
A v=Xv=Av—-X-T-v=(A-X-1I)-v=0.

Vsunutie jednotkovej matice I nemeni hodnotu, ale umoznuje vynat’ vektor v pre zatvorku.
Nech

aip Q2 -+ Qip T
A— Q21 Q22 - A2p 7 v — T2
An1 Ap2 - Ann Tn
Potom
ap; — A 12 Q1n T
(A=A-T).w=| ™ ™7 A o 2o (1.38)
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e Vlastnych vektorov (rieseni rovnice (1.38) je nekone¢ne vela (ak existuji), to zna-
mené det(A—X-1) = 0. Rovnica det(A— A-I) = 0 je polyném n-tého stupna. Jeho

korene st vlastné cisla Ay, ..., Ay (m < n) matice A.

e Pre kazdé vlastné cislo \; budeme hladat’ vlastné vektory. Uz vieme, Ze ich je
nekone¢ne vela. Hodnost’ h(A — \; - I) nam prezradi, kol'ko linedrne nezavislych
vlastnych vektorov existuje k vlastnému ¢islu ;. Vlastny vektor, prislichajici k A,
je 'ubovol’'né nenulové rieSenie rovnice (1.38).

Veta 1.4 Nech A je matica rozmeru nxn a nech Ay, ..., Ay, (m < n) si jej vlastné éisla.
Potom

(a) Pre kazdé vlastné éislo \; existuje aspon jeden vlastny vektor.

(b) Nech pre vlastné cislo A\; plati h(A — \; - I) = k. Potom md matica A prive n — k
linedrne nezduvislijch vlastngch vektorov, prislichajicich k vlastnému cislu \;.

V nasich neskorsich iivahach budua dolezité symetrické matice. Pre symetrické matice plati:

Veta 1.5 Ak A,x, je symetrickd matica, tak vidy existuje n vlastngch éisel (vrdtane
ndsobnosti). Pre k-ndsobné vlastné cislo existuje k linedrne nezdvislijch vlastnijch vektorov.
L'ubovolné dva vlastné vektory, ktoré prislichaji réznym vlastnym cislam, si na seba
kolmeé.

Veta 1.4 ma dolezity dosledok:

Dosledok 1.2 Nech A je symetrickd matica rozmeru nxn. Potom z jej vlastngch vektorov

moézeme vytvorit’ takd maticu V., Ze VT = V=1, Stlpcové vektory matice V magii vlastnosti:

1. Kazdgj stlpcovy vektor v; matice V' je vlastny vektor matice A dizky |vi|| = 1;

2. Stlpcové vektory v;, vj pre i # j su na seba kolmé.
Matica V' z dosledku 1.2 sa da pouzit’ na rozklad symetrickej matice:

Veta 1.6 (Choleského rozklad) Nech A je symetrickd matica rozmeru n x n. Oz
nacme A1, \a, . .., A\, vlatné éisla matice A. Predpokladajme, Ze V je matica, ktorej stlpce
tvoria vlastné vektory vi,ve, ..., v, matice A, prislichajice postupne vlastngm cislam
M, Ay ..oy . Dalej nech loi| =1 prei=1,2,...;,nav;-v; =0prel <i<j<nb

6Ide o maticu V z dosledku 1.2.
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Potom plati

MO L0
0 A ... 0
viav = | T | (1.39)
0 0 A
MO .. 0
0 X ... 0
A=v. | v (1.40)
0 0 A

2 1
Priklad 1.27 Najdite vlastné ¢isla a vlastné vektory matice A = ( 1 3 )

Riesenie: 1. krok — vypocet vlastnych é&isel: det(A — A - 1) =0, z toho

2-A 1

=2-NB-N—-1=X—-5\+5=0.
N ECRRVCERY

Vlastné ¢isla st \; = 5+2‘/5, Ay = %5
2. krok — vypodet vlastnych vektorov: Riesime rovnicu (A — A - I)v = 0. Za A
dosadime postupne A\; a As.

o Viastné vektory pre \i:

H\[l‘l—i‘yl =0

:1:1+1_2*/5y1 =0

2
Zvolime hodnotu x, = 2 (l'ubovolne, ale nie 0) a dostaneme vy =
1+V5
o Viastné vektory pre Asg:

2 -5 g 2\ [0
1 3-55 v ) \ 0

1 f

x2+y2 =0

$2+1+2\/§y2 =0
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1-+5

2
Zvolime hodnotu xo = 2 ((l'ubovol’ne, ale nie 0) a dostaneme vy = ( )

Lubovol'ny nenulovy nasobok vy je vlastny vektor pre vlastné ¢islo A\; a podobne 'ubovol'ny
nenulovy nasobok vy je vlastny vektor pre vlastné ¢islo Ay. Vlastné vektory v; a v sii na

seba kolmé. O

Vlastné vektory vy a vy, ktoré sme nasli pre maticu A z prikladu 1.27, generuji vsetky
vlastné vektory. Pri hl'adani vlastnych vektorov nam staci pre kazdé vlastné ¢islo najst’
maximalny systém linedrne nezavislych vlastnych vektorov. O ich pocte hovori veta 1.4.

2 1
Priklad 1.28 Najdite vlastné ¢isla a vlastné vektory matice A = ( 03 )
Riesenie: 1. krok — vypocet vlastnych é&isel: det(A — A - 1) =0, z toho vyplyva

2—-A 1
0 3—A

A =

=2-NE-N=0 = 77

2. krok — vypocet vlastnych vektorov:

(A=X-I)-v=0

o Viastné vektory pre A\;:

(%075) (0)-0)

0} = 1z je l'ubovol'né
Y1 =

1
Zvolime hodnotu x; = 1 a dostaneme v, = ( 0 >

o Viastné vektory pre Ao:

(%075 ) (2)-0)

—T9 + = 0
2T = Y2 = T2
0-294+0-y = 0

1
Zvolime hodnotu x5 = 1 a dostaneme vy = ( ) >
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1 1
Terazv1:(0>niejekolménav2:(1>. O

1 0 0
Priklad 1.29 Najdite vlastné ¢isla a vlastné vektory matice A= | 0 % —%

12 9

0 —% =

Riesenie: 1. krok — vypocet vlastnych ¢isel:

I-Xx 0 0
2
A= 0 L-x -2 |=x-(A-1*=0.
12 9

Z toho A\ = 0, A\g3 = 1. Teda mame dve vlastné ¢isla, z toho A\g3 = 1 je dvojnésobné
vlastné ¢islo.

2. krok — vypocet vlastnych vektorov:

o Vliastné vektory pre A\;:

1-0 0 0 T 0
_ 16 12 _
12 9
0 Y 2% Z1 0
T = 0
= 4
21 =3 "Y1
_;_g -1 + % 21 = 0
0
Zvolime (napriklad) y; = 3 a dostaneme v; = | 3
4

o Vliastné vektory pre Ay 3:

1-1 0 0 1 0
0 —% %— 21 0

% gea = . ,
25 2 2.3 je Iubovolné

3
223 = —7°Y23
_% . yl _ % -2 — 0 4
] 0 1 0
X g _—
Mozme zvolit’ napriklad 2 W2 . Potomwvy =1 0 |, v3= 4

D :0 D :4
x3 y Y3 0 _3
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Zaver:
1. Ak u je vlastny vektor, prislichajici k vlastnému ¢islu Ay 3 = 1, tak sa d& vyjadrit’

v tvare
U:k1'02+/{32'1}3.

2. Vektory vy, vg, vs st navzajom kolmé. a

2 1
Priklad 1.30 Najdite vlastné ¢isla a vlastné vektory matice A = ( 0 9 )

Riesenie: 1. krok — vypocet vlastnych ¢isel:

2—-A 1

0 9 =2-A)’=0 = No=2

2. krok — vypocet vlastnych vektorov: Viastné vektory pre A o:

2-2 1 n) [0
0 2—-2 U1 o 0
y1 =0, w1 je 'ubovolné

1
Zvolime hodnotu xy, napriklad x; = 1 a dostaneme v; = ( 0 ) a kazdy vlastny vektor

je nasobkom vektora v;. O

4
5

Priklad 1.31 Najdite vlastné ¢isla a vlastné vektory matice A = (

(SN Y [OV]
v

Ul

Riesenie: 1. krok — vypocet vlastnych ¢isel:

4

4_ 3
> > A+1=0.
g—)\ 5 25 3 *

(S [VY)

Rovnica nemé reélne korene, ¢o znamend, 7e neexistuju (redlne) vlastné ¢isla a teda ani

vlastné vektory. a

Poznamka 1.4 Matica A z prikladu 1.31 je maticou otocenia. Ked” ota¢ame vektory
o iny uhol ako 7, tak ziaden nenulovy vektor sa nezobrazi na svoj nasobok. To je dovod,
pre ktory matica A nema vlastné ¢isla ani vlastné vektory.
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1.7.2 Kvadratické formy

Kvadraticka forma je vyraz tvaru
2 2 _
ay - x4+ 2a0 - Ty +as -y =c,

kde ¢ je 'ubovol'na konstanta. Tento vyraz mozeme zapisat’ v maticovom tvare pomocou

symetrickej matice

(mﬂ-(al a2>~<x>=a (1.41)
Gz ag Y

My sa budeme zaoberat’ len pripadmi, ked’ ¢ = 1. Zvys$né pripady prenechdme na cCitatela.

a; Qg

OznaCme A = . Matica A je symetricka, teda podla vety 1.5 ma dve vlastné

as ag

¢isla A1, A2 (A1 a Ay sa mozu zhodovat)) a vlastné vektory vy, vo”, ktoré si na seba kolmé.

Vlastné vektory v; a v, mozeme volit’ tak, aby sa ich dlzky rovnali 1 a aby vytvorili maticu

otocenia O,% pre nejaky uhol «, kde prvy stipec matice O, je vektor vy a druhy stlpec je
COS (v —sina

vy. To znamené v, = ) , Uy = . Mame rovnicu
sin o Cos (v

(z,y) - A- < v > ~ 1. (1.42)
y

Pouzijeme Choleského rozklad matice A. Z tohto rozkladu dostaneme

O AO.=v.av=|™ ")
0 A

To znamen4, 7e kvadratickd forma az? + 2bxy + cy? = 1 sa otocenim zmenila na formu
M2 4+ Xoy? = 1, pricom vlastny vektor v, je smerovy vektor natocenej osi 7 a vlastny

vektor v, je smerovy vektor natocenej osi ¥.

Nech A\; > ). Potom kvadraticka forma A\ 7%+ \y% = 1 (a teda aj povodna kvadraticka
forma a; - 2% + 2ay - zy + az - y* = 1) predstavuje:

o clipsu, ak Xy > 0,

e hyperbolu, ak Ay > 0, Ay <0,

e dve rovnobeiné priamky, ak \;y > 0, Ay = 0,

e prdazdnu mnozZinu vo zvySnych pripadoch.

"v1 je vlastny vektor pre A\, a vy vlastny vektor pre \o.
8Podla dosledku 1.2 je O, = V.
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Priklad 1.32 Vysetrite kvadraticka formu 3 x — V3 zy + y2 =1.

Riesenie:

Kvadraticka formu zapiSeme v maticovom tvare:

5 _\5 .
o (4 7) ()

(a) Vlastné ¢isla matice A = s A\ =3, Ay =1 (overte).

)apre)\gjevgz< )

(c) Obe vlastné ¢isla su kladné, teda kvadratickd forma 322 — V3-ay + 3y? =1 je elipsa.

(b) Vlastny vektor pre A\; je vy =

/\Mlﬁww‘
-l

[\
no N |
[t

Dlzky poloosi st \/1)71 = \/?g a \/% = 1. Vlastné vektory v, a v, predstavuji smerové vektory

otocenych siradnych osi ¥ a y, v ktorych ma elipsa rovnicu ‘f 72 + % = 1, pricom na osi
T sa dlzka polosi elipsy rovna ‘/?5

(d) Konstrukcia elipsy:

bo
1
=

- 0T~ 2 -2 J E/i“ 2
f' ..:.-'-- ’ ‘x“‘-‘
kg X r
.l' —2—— ,' _2__
Sond (o 7oA 7 : 5.2 3,2 _
Obr. 1.11. Otocené osi x a y Obr. 1.12. Elipsa g2° — V3 zy + SY° = 1D.

Priklad 1.33 VysSetrite kvadratickd formu —2zy = 1.
Riesenie Kvadraticku formu zapiSeme v maticovom tvare:
0 -1 x
(2,y) - : =1
-1 0 Y

0 -1
(a) Vlastné ¢isla matice A = ( Lo ) si A =1, Ay =—

ol
N————

(b) Vlastny vektor pre vlastné ¢islo A\; (smerovy vektor otocenej osi z) je vy = (

NG
a pre vlastné &islo Ay (smerovy vektor otocenej osi 4) je vy = ( \35 )
2
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Obr. 1.13. Otocené osi  a y

(c) M > 0, X2 <0, teda kvadraticka forma —2zy = 1 je hyperbola. Dlzky polosi st

1 1 _ <1z B _ . . . _ .
ol 1a T 1. Kvadratickd forma —2xy = 1 mé v oto¢enych osiach z a y rovnicu
=2

72 — ? = 1, pricom na osi Z sa dlzka jej polosi rovna 1.

(d) Obrazok a konstrukcia hyperboly: Pomocny obdlznik m4 osi pritilahlych stran zhodné
s otoCenymi osami Z a §. Priamky, v ktorych lezia uhloprie¢ky pomocného obdlznika, si
asymptoty hyperboly 72 — 32 = 1.

Obr. 1.14. Pomocny obdlznik Obr. 1.15. Hyperbola —2xy = 1.
([

Priklad 1.34 Vysetrite kvadratickt formu 42% + 4zy + y? = 1.

Riesenie: Kvadraticka formu zapiSeme v maticovom tvare:

4 2 x
. . -1
(3 3)(7)
: 4 2
(a) Vlastné ¢isla matlceA:<2 1)sﬂ A =05, A\ =0.

(b) Vlastny vektor pre vlastné ¢islo \; (smerovy vektor otocenej osi Z) je v; =

[\
ol
N——

_5
a pre vlastné &islo Ay (smerovy vektor otocenej osi g) je vy = ( 2\/55 )
5

(c) A1 > 0, Xy = 0, teda kvadraticka forma 42*+4zy+y* = 1 predstavuje dve rovnobezné
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V5
=

priamky. V otofenych osiach Z a § maja rovnicu 5z° = 1 alebo |z| =
(d) Obrazok:

Y
|

sl

Obr. 1.16. Otocené osi T a y Obr. 1.17. Rovnobezky 422 + 4zy + 9% =1

Vzdialenost’ rovnobeznych priamok je ||pip2|| = %\/5 (Overte to — pomocka: 4x? +
dxy + y* = (22 + y)?, teda rovnobezky maju rovnice |2z + y| = 1.) 0

1.8 Cvicenia

CviCenie 1.1 Najdite vSetky rieSenia ststavy rovnic (ak existuju):

(@) 22 + y + 3z =1 (b) 22 + y + 3z = 18
r + 4y =9 r + 4y = 3
v + 2y + 2z = 6 v + 2y + 2z = 13

() 22 + y + 32z = 1 d) 22 + y + 3z =
+ 4y + 2z = 0 + 4y + 22 = 0
+ 1y + 3z = -1 r + y + 3z = 3
e) = — 2y + 22 = -9 (f) 2z + 3y = 7
3r + dy + 4z = 10 x + 2z = —6
or + 12y + 6z = 29 r + 6y — 32z = 0
(g) 2vx — y + =z = 4 (h) 22 — y + =z = 4
r + 3y — 2z = 2 r + 3y — 2z =7
3r — by + 4z = 6 3r — by + 4z = 6
i) 2z — y + =z 2 G) 2z — y + =z 0
r + 4y =1 r + 4y — z = 1
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Cvicenie 1.2 Vypocitajte determinant matice:
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Cvicenie 1.4 Najdite maticu X, pre ktora plati:

d) X-
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2 0 1 43 3
# | -13 of|-x=[-42 1],
02 —1 31 1
120 4 3 3
@ |234]| x=| -4 -1 1|,
11 3 3 0 1
() (3 1>.X:<5 17 1>’
2 0 2 8 3
- X'(:’) 1)_(5 17)
2 0 2 8 )
. 5 3 9 11
4 X 12>:<18 22 |’
5 3 9 11
(k) 12>'X:<1822’
2 0 1 43 3
M x| 120 ]|=-44 -1}
03 1 39 1

0
8 4 0
-5 14 -1 )

(p) Existuje matica X, ktora je rieSenim rovnice
5 9
1 2
X=11 3|7
3 4
1 -1
Cvicenie 1.5 Dany je bod A = [2,1, 3] a rovina p:

p: x = 25+ 3t—6,
y = 3s—2t+1, s,teR
z = —s+3t,

Napiste vSeobecni rovnicu roviny p a vypocitajte vzdialenost’ | Ap||.

Cvicenie 1.6 Dané st roviny p: z+2y—z+1=0ar7: 2x —y+ 3z = 0. Urcte ich
vzajomnu polohu (teda prienik a uhol, pod ktorym sa prenikaji).



1.8. CVICENIA 59
Cvicenie 1.7 Dané st roviny p: x+2y—z+1=0arT,

T: x = 25+ 3t—6,
y = 3s—2t+1, s, teR.
z = —s+3t,

Urcte ich vzajomnta polohu.

Cvicenie 1.8 Zistite vzajomni polohu priamky p a roviny p:

p: x = 1 + 3t p: T 4 + u — v,
= - t, teR, y = 3 + 2u — v, uvelk
z = 1 + 4t z 2 — 3u,

Cvicenie 1.9 Dané su priamky p, q. Vypocitajte ich vzdialenost’, ak plati

p: xr = s + 2 q: v = t — 4,
= 3s + 1, seR, y = =2t + 3, telk
z = s — 2 z = t,

Cvicenie 1.10 Zistite vzajomna polohu priamok

= 1 3t : = 2 -
+ " teR, q: ¢ 5

p: T
y:2—t, y:37

Cvi€enie 1.11 Zistite vzajomnt polohu priamok (ak sa nepretinaji, vypocitajte ich

vzdialenost))
p: T 1 + 3t q: = 4,
y = — t, teR, y = 3 + s, seR
z 1 + 4t, Z 2 — 3s,

Cvicenie 1.12 Dany je bod A = [2,0, —1] a priamka p:

p: x = 1 + A4,
= 2 — t tek
z = 2t,

Vypocitajte ich vzdialenost’.
Cvicenie 1.13 Dany je rovnobeznosten ABCDEFGH s podstavou ABC'D. Vypocditajte

jeho objem ak poznate sturadnice vrcholov A = (1;0;1), B = (2;1;3), C = (1;3;4)
aE=(2;3—-1).
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Cvicenie 1.14 Vypocitajte objem Stvorbokého ihlana s rovnobeznikovou podstavou, ak
poznate vrcholy A = (1,1,1), B =(2,1,4), C = (3,2,5) z podstavy a vrchol E = (4,5, 5),
spajajuci bo¢né steny ihlana.

Cvicenie 1.15 Vypocitajte obsah rovnobeznika ABCD, ak poznate vrcholy
A=(1,3,—-1), B=(2,1,4), C =(3,2,5).

Cvicenie 1.16 Vypocitajte objem rovnobeznostena ABCDEFGH, ak poznate vrcholy
A=(1,2,1), B=(2,3,0), D= (3,4,2), leziace v dolnej stene rovnobeznostena a vrchol
E = (5,5,6) z hornej steny.

CviCenie 1.17 Zistite vzajomni polohu priamok (ak sa nepretinajt, vypocitajte ich
vzdialenost’)

p: xz = 1 + A4, qg: r = 2 — s,
y = 2 - t, t eR, y = 3 — s, s eR.
z = 2t, z = 1 + 3s,

Cvicenie 1.18 Vypocitajte objem rovnobeznostena ABCDEFGH, ak poznate vrcholy
A=(1,2,1), B=(2,-1,2), D = (3,3,2), leziace v dolnej stene rovnobeznostena a vrchol
E = (6,4,6) z hornej steny.

CvicCenie 1.19 Najdite vlastné ¢isla a vlastné vektory matic:
A 0 3 | B 0 3 o= 4 =2 | D— 2 1 7
30 3 2 -2 1 1 2
5 -2 1 - -2 3 7 G 2 2 7 - -1 3 .
1 -2 3 0 21 3 -9

Cvicenie 1.20 Zistite, aké geometrické utvary predstavuju kvadratické formy. Napiste
ich rovnice v natoc¢enych osiach ¥ a y a smerové vektory tychto natocenych osf:

(a) 522 + 8xy + 5y? =1, (b) 322 +6zy +3y> =1, (c) Ta? — 4oy + 4y* =1,
(d) 1022 + 122y + 5y =1, () 722 — 12y + 22 =1, (f) 222 — 8xy + 8y* = 1,
(g) 322 + dzy = 1, (h) 922 —4ay + 69> =1, (i) 22° —day —y?> = 1.



Kapitola 2

Diferencialny pocet funkcie jednej

premenne;j

2.1 Uvod do funkcii jednej premennej

V tejto Casti si zopakujeme dolezité pojmy pre funkcie jednej premennej a spravime
prehlad tzv. elementarnych funkcii. Najprv si vSak pripomenieme zdkladné oznacenia

a niektoré vlastnosti realnych c¢isel:

e N je mnozina vsetkych prirodzenych ¢isel, teda N = {1,2,...},
e 7 je mnozina vsetkych celych ¢isel,
e Q je mnozina vSetkych racionalnych ¢isel,

e R je mnozina vSetkych redlnych ¢isel.
Nech a,b € R, a < b. Potom oznac¢ime

[,0] = {reRa<z<b}, (a,0)={reRa<z<y},

(a,b) = {zreRa<z<y}, [a,b)={rceRa<z<y}
a nazveme postupne uzavretym, otvorengm a polootvorengm intervalom (niekedy hovorime
presnejsie o zl'ava otvorenom, resp. sprava otvorenom intervale).

Hovorime, ze M € X am € X je najvdcsim, resp. najmensim prvkom mnoziny X, ak

pre kazdé x € X plati + < M (ozn. M = max X), resp. m < z (ozn. m = min X).

Nech X C R. Hovorime, ze £ € R, resp. n € R, je horngm, resp. dolngm ohranicenim
mnoziny X, ak plati

(Ve e X)(z <¢), resp. (Vre X)(n<ux).

61
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Definicia 2.1 Nech X C R. Hovorime, Ze S € R je suprémum mnoZiny X, ak S je
najmensie horné ohranicenie mnoZiny X. Ozn. S = sup X.

Hovorime, Ze s € R je ifimum mnoziny X, ak s je najvicsie dolné ohranicenie mnoziny
X. Ozn. s =inf X.

Lema 2.1 Nech ) # X C R je zhora (resp. zdola) ohranicend mnoZina. Potom existuje
sup X (resp. erxistuje inf X ).

Poznamka 2.1 Nech X C R. Potom max X (ak existuje) aj sup X su najmensum
hornym ohrani¢enim mnoziny X a plati sup X = max X. Hlavny rozdiel medzi sup X
a max X je ten, ze max X existuje len vtedy, ak je najmensie horné ohrani¢enie mnoziny

X prvkom tejto mnoziny. sup X nie je nutne prvkom mnoziny X.

Priklad 2.1 Interval [2,3] mé najviacsi prvok 3 a najmensi prvok 2. Cislo 3 je st¢asne
najmensie horné ohranicenie intervalu [2, 3], teda sup [2, 3] = 3 a ¢islo 2 je najvicsie dolné
ohrani¢enie intervalu [2, 3], teda inf [2, 3] = 2.

Interval (2,3) nema najvacsi prvok ani najmensi prvok. Ale plati, ze ¢islo 3 je najmensie
horné ohranicenie intervalu (2, 3), teda sup (2,3) = 3 a ¢islo 2 je najvicsie dolné ohranice-
nie intervalu (2, 3), teda inf (2, 3) = 2.

Intervaly nemusia byt’ sprava, resp. zl'ava ohranicené. Takéto (otvorené) intervaly ozna-
c¢ujeme

(a,00) ={r € Rja <z}, (—00,b)={x € R,z <b}.

Podobné oznacenie mozeme zaviest’ aj pre polootvorené intervaly.

2.1.1 Zakladné pojmy

Funkcia f : X — Y je zobrazenie mnoziny X do mnoziny Y. Presnejsie, kazdému prvku
x € X vieme jednozna¢ne priradit’ prvok y € Y tak, 7e plati f(x) = y. My sa budeme
zaoberat’ najmé redlnymi funkciami redlnej premennej, to znamend, ze budeme predpo-
kladat’ X C R aj Y C R. Pre funkcie zavadzame:

e definicng obor, D(f) ={x € X; 3y € Y)(f(z) =)},

o obor hodnot, H(f) ={y e Y;(3r € X)(f(z) =y)}.



2.1. UVOD DO FUNKCII JEDNE.J PREMENNE.J 63

Defini¢ny obor, resp. obor hodnot funkcie f niekedy oznacujeme Dy, Hy.

Hi /
V
7w

Obr. 2.1. Funkcia f, jej definiény obor a obor hodnoét

Rovnost’ funkeii

Funkcie f a g sa rovnaju, ak plati

1. D; = D,,

2. Vx € Dy plati f(z) = g(x).

2

Priklad 2.2 f(z) ==z, g(x) =&

x

%2, ak = #£ 0,
0, ak r = 0.

Porovnanim dostaneme f # g, lebo D(f) # D(g).
Funkcie f a h sa rovnajud, lebo maji rovnaké defini¢né obory a plati f(x) = h(x) pre
vietky = € D(f).

Symetria a periodicita funkcii

Nech f: X — R (X C R) je dana funkcia.

e Funkcia f sa nazyva pdrna, ak pre kazdé x € X plati f(z) = f(—x).
e Funkcia f sa nazyva nepdrna, ak pre kazdé = € X plati — f(z) = f(—=z).

e Funkcia f sa nazyva periodickd, ak I\ > 0 take, ze f(z) = f(x+\) pre kazdé x € X.
Najmengie ¢islo A > 0 s vlastnostou f(z) = f(x + \) pre kazdé x € X sa nazyva
peridda funkcie f.
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Obr. 2.2. Parna funkcia Obr. 2.3. Neparna funkcia

JVIVY

Obr. 2.4. Periodicka funkeia

Ak je funkcia f parna (alebo nepéarna), tak D(f) je symetrickd mnoZina okolo bodu 0.
NavySe, ak f je neparna, tak f(0) =0 alebo 0 ¢ D(f).

Priklad 2.3 Funkcia f(z) = 22 je parna, funkcia g(x) = z® je neparna. h(z) = sinz je
periodicks funkcia s periédu A = 2.

Konstantné funkcia, napr. fz(x) = 5, je periodicka, lebo pre kazdé A\ > 0 plati ;L(l’) =
= iL(Z‘ + ), ale funkcia h nema periodu, lebo interval (0, 00) nem4 najmensi prvok.

Prosté (jedno-jednoznac¢né) a inverzné funkcie

Definicia 2.2 Funkcia f je prostd, ok pre kazdé y € H(f) existuje prave jedno x € D(f)
také, zZe f(x) =y.

Lema 2.2 Funkcia f je prostd prdave vtedy, ked’ pre lubovol'né xq,xo € D(f) plati
f(z1) # f(xe) <& a1 # 9.

Definicia 2.3 Nech f je prostd funkcia s D(f) = X a H(f) = Y. Potom oznacime
1Y = X funkciu, definovani predpisom

Ty =z & f[fl@)=y

Funkciv f~! nazveme inverznou k f.

Bezprostredne z definicie inverznej funkcie vyplyva:
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Tvrdenie 2.1 Nech f je prostd funkcia s D(f) = X a H(f) =Y. Potom plati:

D(fy=H(f"), D(f)=H(/)
(Vo € X)(f(f(2)) = x).

Ak existuje inverzna funkcia k f, tak grafy funkcii f a f=1 su simerné podla osi prvého

kvadrantu, teda podl’a priamky y = x.

Priklad 2.4 Zistite, ¢ je funkcia f(z) = ;‘i;;” prosta a ak je, najdite k nej inverzna.

Riesenie:
1. Overime, ¢ je f prosta. Podla lemy 2.2 vezmeme I'ubovolné z1,xs € D(f) a predpo-
kladame f(x1) = f(x2). Z toho dostaneme

-3 a3 —3
2+ a3 2+ 3
(x:{’—3)-(2+x§’) = (x§—3)-(2+x?)
208 + 2373 — 6 — 313 = 225+ 2xd — 6 — 327
5r5 = bl

Posledn4 rovnica m4 jediné rieSenie x; = x5, z ¢oho vyplyva, ze f je prosta funkcia.

2. Najdeme inverzni funkciu.

r = E = x-(2+y3):y3—3,
2+y3
vyt =y = —3-2
-3 -2
3
v r—1

y o= )=

Uré¢ime definiéné obory a obory hodnét funkcii f a f~!.
Pre funkciu f dostaneme podmienku 2 + z® # 0, teda D(f) = R\ { ¥/=2} = H(f™).
Pre funkciu f~! dostaneme podmienku 1 —z # 0, teda D(f~1) =R\ {1} = H(f).

1j - P

Obr. 2.5. Graf funkcie f ay =z Obr. 2.6. Graf funkcie f~tay ==
O
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Priklad 2.5 Zistite, ¢ je funkcia f(x) = |2 4 42| prosta a ak je, najdite k nej inverznu.

Riesenie:
Overime, ¢ je f prosta funkcia. Podl'a lemy 2.2 vezmeme 'ubovolné x1, zo € D(f) a pred-
pokladame f(x1) = f(x2). Z toho

2+4
2+4[L‘1 = + 2
-2 — 45(]2
Dostaneme dve rieSenia: x; = { 1$2 . Funkcia f nie je prosté, teda neexistuje in-

verzna funkcia.

Monoténnost’ funkceii

Definicia 2.4 Funkcia f sa nazgjva ryjdzo rastica na mnozine M C D(f), ak pre vietky
x1,T9 € M také, Ze x1 < x4, plati f(x1) < f(xq).

Funkcia f sa nazgva rastica na mnoZine M C D(f), ak pre vSetky x1,xo € M také, Ze
xy < g, plati f(z1) < f(x2).

Presné znenie definicie rydzo klesajicej (klesajucej) funkcie prenechame na ¢itatela.
Definicia 2.5 Funkcia f sa nazjva rijdzo monotdnna na mnozine M C D(f), ak je rydzo
rastica alebo ryjdzo klesajica na mnoZine M.

Funkcia f sa nazijva monotonna na mnozine M C D(f), ak je rastica alebo klesajica na
mnozine M.

Veta 2.1 Ak je funkcie f na mnoZine D(f) monotdnna, tak je prostd.
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Poznamka 2.2 Ak je funkcia f rastica (klesajuca) na mnozine M; C D(f) aj na
mnozine My C D(f) takej, ze M; N My = (), tak z toho nevyplyva, Zze [ je rastica
(klesajuca) na mnozine M; U M.

Priklad 2.6 Majme funkciu f(x) = % Potom f je rydzo klesajica na intervale (—oo,0)
aj na intervale (0, 00), ale nie je rydzo klesajtca (ani klesajica) na mnozine (0, 00)U(0, 00),
lebo, napriklad, f(—1) = —1 < f(1) = 1, teda f nie je monotonna (pozri obr. 2.9). Uahko

sa mozeme presvedcit’, Ze je prosta. O

Lokalne extrémy

Definicia 2.6 Nech f : X — Y je lubovolnd funkcia. Hovorime, Ze (zr, f(zrr)) Je
lokdlne mazimum funkcie f, ak existuje € > 0 také, Ze pre vietky x € (xpy—e,xp+€)NX
plat? f(xy) > f(z). (Alternativne, f méa lokalne maximalnu hodnotu f(z,,) € Y, ktora
sa nadobuda v z; € X.)

Hovorime, Ze (T, f(xm)) je lokdlne minimum funkcie f, ak existuje € > 0 také, Ze pre
viethy x € (v —e, Tp+e)NX plati f(x,,) < f(z). (Alternativne, f ma lokalne minimalnu
hodnotu f(x,,) €Y vz, € X.)

Funkcia f moZe mat’ niekol’ko (aj nekone¢ne vela) lokalnych minim a maxim. Lokalne
minimum a maximum st lokdlne vlastnosti" funkcie f. To znamend, napriklad, ak f(xy)
je lokdlne maximalna hodnota funkcia f, tak to nemusi byt najvic¢sia hodnota, ktora
funkcia f dosahuje. Dokonca, ak f(x,,) je jej lokdlne minimélne hodnota, tak mozeme

mat’ f(zy) < f(2,,) (pozri obr. 2.8).
1/

_1 L

Obr. 2.8. Graf funkcie f

2.1.2 Elementarne funkcie
Mocninové funkcie

St to funkcie typu fi(x) = 2!, kde t € R je dand konstanta. Pre ich defini¢ny obor plati
(0,00) C D(f;). Pre t € Z dostaneme:
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e ak t € N, tak D(f;) =R,

e akt € Z\ N, tak D(f;) = (—00,0) U (0, 00).
Poznamenajme, ze ak je t = % a s €N, tak ' = 3/z. Odmocnina péarneho stupia je
definované na intervale [0, 00), odmocnina nepéarneho stupia je definivana pre 'ubovolné

realne ¢islo.

Pre t # 0 je funkcia f; rydzo monotoénna na intervale (0,00) a ak (—o0,0) C D(f),
tak je rydzo monotonna aj na intervale (—oo,0). Ako ilustrujeme na obrazkoch 2.9, 2.10,
2.11, 2.12, 2.13 a 2.14, nie vSetky funkcie f;, pre t # 0, st rydzo monoténne na svojom

definicnom obore.
Poznamka 2.3 Funkcia fo(z) = 2° ma definiény obor D(fy) = (—00,0) U (0,00). Jej

obor hodnot je H(fy) = {1} (pozri obr. 2.15). V aplikiciach sa ¢asto definuje aj hodnota
0° = 1. Ked’ tito hodnotu pouzijeme, vidy na to upozornime.

107 A

Obr. 2.9. Funkcia f; = 1 Obr. 2.10. Funkcia f1 = N
j._
; ;
0 I5 1I|:|
Obr. 2.11. Funkcia f% = 3/x Obr. 2.12. Funkcia f_% = \/LE
1000 4000

20001 /
S00T , ;
4 0 5

~2000

=5 0 5 =400

Obr. 2.13. Funkcia f, = 2* Obr. 2.14. Funkcia f5 = 2°
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-10 0 10

Obr. 2.15. Funkcia fy = 2°

Polynémy a racionalne (lomené) funkcie

Definicia 2.7 Funkcia

P(z) = ap2™ + ap12™ '+ -+ ax +ag = Zaixi, a; € R (2.1)
i=0

pre a, # 0, sa nazjva polyném n-tého stupria. Vo vzorci (2.1) pouZivame dohodu 0° = 1.

Definicia 2.8 Nech P, a Py si polyndmy stupnia ny, resp. no. Potom funkciu

_ Py(x)

R(x) Pr(0)

(2.2)

nazveme raciondlnou (alebo lomenou).

Nech P je polyném n-tého stupiia. Hodnotu xy nazveme koreriom polynému P,, ak
P(z9) = 0. Ak z¢ je korenom polynému P, tak vyraz (r — zy) nazveme korefiovim
cinitel’om.

Lema 2.3 Nech P je polynom n-tého stupria. Potom P md najviac n redlnych korenov.

Ak n je nepdrne cislo, tak P md aspon jeden redlny koren.

Veta 2.2 Nech P je polynom n-tého stupna, kde n > 3. Potom sa dd zapisat’ v tvare
P(x) = Py(z) (), (2.3)

kde P, a P, su polynomy mensieho stupna ako n.

Veta 2.2 ma nasledujuci dolezity dosledok:
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Doésledok 2.1 Nech P(x) = apx™ + ap12™ ' + -+ + a1 + ag, kde a,, # 0, je lubovolny
polynom stupria n > 1. Nech 1,2, ...,2, (Mm < n) si vsetky (navzdjom rézne) korene
polynomu P. Nech existuji c¢isla ki, ko, ...k, € N také, Ze plati

P(x) = an(z — 21)" (2 — 22)" . (2 = 20)" - Q2) = Q(2) - an H(w — )",

kde Q(z) = 1, aka —naaka < n, tak Q je polynom stupiia r (2 < r <n), ktory

= =1
nemd redlne korene V takom pripade existuji navzdjom rézne polynomy Q1,Qs, . .., Qy,

kaZdy stupnia 2,
Qi(z) =2+ b1z +by preie{l,2,...,1},

tak, Ze
m l
P(z) = ay H x — )k HQ;J (2.4)
i=1 j=1

pricom n = E ki +2 Z r;. Rozklad (2.4) je dany jednoznacne.
=1 7j=1

Exponenty k; zo vzorca (2.4), pre i = 1,2,...,m, sa volaju ndsobnosti koreriov x;. Rozklad

70 vzorca (2.4) sa vola rozklad na koreriové cinitele.

Veta 2.3 Nech Py a P s l'ubovol'né polynomy, ktorijch stuprie si postupne ny a ns. ﬁalej

nech
m l
Py(z) = Al [(x =)™ 1] @) (2)
i=1 j=1
je rozklad polyndomu Py na koreriové cinitele. Potom raciondlna funkcia R(z) = % sa dd
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vyjadrit’ v tvare

Cia Cip Ch
R = P ’ . L
(z) s(z )+A(m—x1+(:v—x1)2+ +(x—x1)k1
Ca, Con Co iy
* x—w2+(93—x2)2+ (x—a:Q)k2+
Cm,l Cm,Q Cm,km
* x—a:m+(:v—xm)2+ +(x—:vm)km>+
n l (Dl,ﬂ? +Ei1 Digr+ Eip Cinx+ By,
A Q1(z) (Q1(x))? (Q1(x))"
n Dojx+ FEoy  Dosx+ Epp Dyt + Eo g,
Qa(z) (Q2(2))? (Q2())
n DM{L‘ + El,l Dl72$ + El,2 Dl,mx + El,n) -
Qi() (Qu(x))? (Qu(x))"

ki

i=1 j=1

1 & C;
= B+ oyt

(2.5)

iz DIJQ?-I—J)E?]IJ7
1J=1

kde Ps je polynom stupnia (ne —nq), ak je ng > ny a P3(z) =0, ak jeny <ny a C;j € R,

D;; eR, Er ;€ R st vhodné konstanty.

Navyse, vyjadrenie raciondlnej funkcie R v tvare (2.5) je dané jednoznacne.

Vyjadrenie racionélnej funkcie R v tvare (2.5) sa vola rozklad na parcidlne zlomky. Tento

rozklad na parcidlne zlomky bude doélezity pri integrovani racionalnych funkcii.

UZitocné rovnosti pre n € N, n > 1:

(a+b)" =

a"—b" = (a—b)(a" " +a

kde (Z) = omanl=1-2-3.

In! sa &ita n-faktorial.

(2.7)

-n'. Hodnota 0! je definovana rovnost'ou 0! = 1.
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Exponenciilne a logaritmické funkcie

Ezponencidlna funkcia je funkcia f(x) = a*, kde a > 0 je dana konstanta. Cislo a sa vola
zdklad exponencidlnej funkcie. Defini¢ny obor exponencialnej funkcie je D(a”) = R a obor

hodnét je

H(a®) = (0, 00), ak a # 1,
1, ak a = 1.

Pre a > 1 je f(x) = a” rydzo rastuca funkcia, pre a € (0,1) je f(z) = a® rydzo klesajuca.
V oboch pripadoch existuje inverzna funkcia, ktorou je logaritmus pri zdklade a, f~'(z) =

= log, x. Teda
log, x = z préave vtedy, ked =z =a".
Z toho dostaneme délezity vzt’ah pre a > 0, a # 1

a® =z prex>0a log,(a”)=x prexcR. (2.8)

Defini¢ny obor logaritmu je D(log,) = (0,00) a obor hodnét je H(log,) = R.

O<a<1
Obr. 2.16. Exponencidlne funkcie Obr. 2.17. Logaritmické funkcie
Zdkladné pravidld pre prdacu s exponencidlnymi funkciama:
a/l’1+x2 — azl . axg’ aa: . bx — (a . b)x, (ax)z — ax.z ?é aa:z — a(arz)
Zikladné pravidla pre pracu s logaritmickymi funkciama:
1
log,(x - z) =log, x +log, z, log,x* =z log,x, log,z= 6y
log, a
Ziklad prirodzeného logaritmu (oznalenie log,x = Inx) e = 2,718.... Exponencialnu

funkciu so zakladom e oznacujeme e* = exp(z). Presni definiciu ¢isla e dame v ¢asti
2.2.4.
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Dekadicky logaritmus (logaritmus pri zaklade 10) oznacujeme log,,z = log x.
Zékladné hodnoty exponencialnych a logaritmickych funkcif:

a®=1 log,1=0
a'=a log,a=1

log,a" =n (2.9)

Goniometrické a cyklometrické funkcie

Hodnoty goniometrickych funkcii na intervale (O, %) st dané pomerom dlzok dvojice stran

pravouhlého trojuholnika. Takychto (usporiadanych) dvojic moézeme vybrat’ 6, teda aj

goniometrickych funkcii je 6. Konkrétne, ked’ mame pravouhly trojuholnik ABC' s pravym
uhlom pri vrchole C' a so Standardnym oznacenim stran a, b, ¢, tak

. a c b c a

sina = —, c¢sca=-—, cosa=-, seca=-, tga=—,

c a c b b

Funkcie sa volaju postupne sinus, kosekans, kosinus, sekans, tangens, kotangens.

cotgox = —

Zidkladné vlastnosti goniometrickyjch funkcii:

e D(sin) = D(cos) =R, H(sin) = H(cos) = [—1, 1],
tg) = D(sec) = R\ {n/2+ k- -m;k € Z},
tg) = R, H(sec) = (—oo, —1] U[1, c0)

otg) = D(csc) = R\{k-m; k € Z}, H(cotg) =R, H(csc) = (—oo, —1]U[1, 00).

meD

(
(
(
(

e Vsetkych 6 funkcii je periodickych, peridda funkcii tg a cotg je m, peridda zvysnych

funkcif je 2.

e Funkcie cos a sec st parne, zvy$né funkcie st neparne.

Goniometrické funkcie nie st prosté, teda neexistuji k nim inverzné funkcie. Napriek
tomu, niekedy potrebujeme zistit’, akému uhlu (argumentu funkcie) zodpoveda konkrétna
hodnota funkcie. Postupuje sa tak, ze defini¢ny obor prislusnej funkcie ztizime na oblast’,
v ktorej je tato funkcia prosta. Zvycajne sa ako tieto zizené defini¢né obory beri nasle-

dujtce oblasti:
[—g, g pre funkciu sin,
[—Z, 0) U (O, T pre funkciu csc,
2 2
T

] pre funkciu cos,

pre funciu sec,

T
(—g, g) pre funkciu tg,
(

0,7)  pre funkciu cotg.
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U

I —

1

P
£ = 5
. u

Obr. 2.18. Grafy funkcii sin a csc a ich ztzené defini¢né obory

ar 5
t —=——
a = 1] 3
- sl

Obr. 2.19. Grafy funkcii cos a sec a ich zuzené defini¢né obory

Obr. 2.20. Grafy funkcii tg a cotg a ich ztzené defini¢né obory

Ked’ takymto sposobom zizime defini¢né obory goniometrickych funkcii, mozeme za-
viest’ k nim inverzné funkcie (v tejto stvislosti budeme hovorit’ o ziZengjch goniometrickijch

funkcidch). Tieto sa volaju cyklometrické.

Definicia 2.9 Inverznd funkcia k ziZenému sinusu sa vold arkus sinus, ozn. arcsin.
D(arcsin) = [—1,1], H(arcsin) = [-Z, Z].

Inverznd funkcia k ziZenému kosekansu sa vold arkus kosekans, ozn. arccsc.
D(arcesc) = (—oo, —1] U [1,00), H(arcese) = [—5,0) U (0, 2].

Inverznd funkcia k ziZenému kosinusu sa vold arkus kosinus, ozn. arccos.

D(arccos) = [—1, 1], H(arccos) = [0, 7].

Inverznd funkcia k ziZenému sekansu sa vold arkus sekans, ozn. arcsec.
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D(arcsec) = (—oo,—1] U [1,00), H(arcesc) = [0,Z) U (Z,7].

Inverznd funkcia k ziZenému tangensu sa vold arkus tangens, ozn. arctg.
D(arctg) =R, H(arctg) = (—Z,2).

Inverznd funkcia k ziZenému kotangensu sa vold arkus kotangens, ozn. arccotg.
D(arccotg) = R, H(arccotg) = (0, 7).

Obr. 2.21. Funkcia arcsin Obr. 2.22. Funkcia arccsc

Obr. 2.25. Funkcia arctg

Obr. 2.26. Funkcia arccotg

Uzitocné vzt'ahy:
1. sin?x +cos®>z =1 pre vietky z € R,

2. sin(xy &+ z9) = sin(xq) cos(xg) £ cos(zq) sin(zy)  pre vietky zq, 29 € R,

I6)
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3. cos(xy & z9) = cos(xy) cos(xg) F sin(xy) sin(zy)  pre vietky zq, 29 € R,

4. sin (ac + g) =Ccosx, COS (x — g) =sinx pre vSetky x € R.

Hyperbolické funkcie

Definicia 2.10 Hyperbolicky sinus (ozn. sinh) je definovanyg pre vietky x € R predpisom

x —x

e’ —e
sinhz =
2
Hyperbolicky kosinus (ozn. cosh) je definovany pre vSetky x € R predpisom
2
Hyperbolicky tangens (ozn. tanh) je definovany pre vietky x € R predpisom
inh
sinhx = S x.
cosh x

Hyperbolicky kotangens (ozn. coth) je definovany pre vSetky x € R\ {0} predpisom

coshzx

cothx = .
sinh z

Zakladny vzt'ah medzi hyperbolickym sinusom a hyperbolickym kosinusom je nasledujtci:

(coshz)® — (sinhz)* = (#)2 — <$>2 = 1. (2.10)

Tento vzt'ah hovori, 7Ze body (cosh x,sinh x) lezia na hyperbole (teda tvoria hyperbolicka
krivku).

Zdkladné vlastnosti hypebolickgch funkcii (ich overenie prenechame na Citatel'a)

1. cosh je parna funkcia, sinh, tanh, coth st neparne funkcie,

2. coshx > sinh z pre kazdé r € R,

3. H(cosh) = [1,00), H(sinh) = R, H(tanh) C (—1,1), H(coth) C (—o0,1) U (1, c0).
ar

A S

_g__ o 1] 5

Obr. 2.27. Hyperbolicky sinus Obr. 2.28. Hyperbolicky kosinus
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= 0 3 -5 w 0 5

Obr. 2.29. Hyperbolicky tangens Obr. 2.30. Hyperbolicky kotangens

Veta 2.4 Funkcie sinh, tanh, coth si prosté.
Inverznd funkcia k sinh je fi(z) = In <:1: +v (1 4+ .:1:2)>, D(fi)=R
inverznd funkcia k tanh je fo(z) = $In £, D(fy) = (—1,1)

1—x’

inverznd funkcia k coth je f3(x) = 1 lln2 D(fs) = (=00, —1) U (1, 00).

r—1’
Dokaz: Ukazeme, ze sinh je prosta funkcia. Nech x1, 2o € R st 'ubovolné ¢isla, pre ktoré

plati sinhx; = sinhx,, teda

T _ o et2 _ o~ T2

= (2.11)

e

Oznacme e = z; a €*2 = zy. To znamena, Ze z1, 2o > 0. Potom moéZzeme rovnicu (2.11)

prepisat’ do tvaru

1 1
21— — = 22— —,
21 22

a d’alej upravovat’

1 1
21— Ry —= — — —
21 )
21222 - 22221 = 22—z
2’122(21 — 2’2) = —(Zl — 22).

Preto, 7e z1,25 > 0, je posledné rovnica splnena prave vtedy, ked’ z; = 2o, teda sinh je
prosta funkcia.

Ukazeme, 7e tanh je prosta funkcia. Nech 1,25 € R st I'ubovol'né ¢isla, pre ktoré plati

sinhxz; __ sinhxzo
teda coshzy =~ coshxs”

tanh x; = tanh x, Z rovnice (2.10) vyplyva

coshz = V1 + sinh® z.

Potom, ak plati

sinh x4 sinh x

= , (2.12)
\/1 + sinh? 24 \/1 + sinh? x5
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tak nastava prave jeden z dvoch pripadov:

(1) sinhz; > 0 a sucasne sinhzy > 0,

(2) sinhz; < 0 a stcasne sinh zy < 0.

Rovnicu (2.12) mézeme (v oboch uvedenych pripadoch) ekvivalentne vyjadrit’ v tvare

sinh? z; sinh? 25
1+ sinh? z; 1 + sinh? 2,

a d’alej upravit’

sinh2x1—|—1—1_1 1 sinh2x2—|—1—1_1 1

1 + sinh? 2, T + sinh? z; B 1 + sinh? x T + sinh? 2

1+ sinh®x; = 1 + sinh? To,

¢o, za predpokladu, Ze plati prave jeden z pripadov (1) alebo (2) (teda ked’ sinh x;
a sinh xo maji ,rovnaké znamienko"), vedie k jedinému rieSeniu x; = x5 a to znamena, ze

tanh je prosta funkcia. Overenie faktu, zZe coth je prosta funkcia, prenechame na citatel’a.
Néajdeme inverznid funkciu k sinh. To znamena, ze rieSime rovnicu

ey — e_y
sinhy =z, teda — =% (2.13)

Ozna¢me e¥ = z. Potom z > 0. Spravime substiticiu vo vyraze (2.13). Dostaneme

z—— =2
z

a d’alej upravime

— V2 + 1
2> —2x2—1=0, ztoho {Zl THve Tt ’}.

Z=x—Var+1

vVrz+1 > x, teda z; > 0, 20 < 0 a to znamend, Ze nam vyhovuje len korenn z;. Spétne

dostaneme
e=r+Vvret+1l <& y:1n<x+\/:v1+1>.

Na zaver, inverznd funkcia k sinh je fi(z) =In (z + Va' + 1) a D(f1) = R.

Néajdeme inverznid funkciu k tanh. RieS§ime rovnicu

tanhy = x, teda

Vyuzijeme vzt'ah (2.10) a dostaneme

sinh y

V1 +sinh?y

= . (2.14)
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Oznactme z = sinhy. Potom =z
obor hodnot tanh plati H(tanh)
prepisat’ do tvaru

0 prave vtedy, ked’ x > 0. Stucasne vieme, Ze pre

>
C (—1,1), teda aj x € (—1,1). Rovnicu (2.14) mdzeme

Z24+1-1
—:1’
1+ 22

a d’alej upravit’

1—2%= ! = 22 = 1 —1= z*
1422 =~ ] — g2 1= a2
ze(—1,1)

Teraz opat’ vyuzijeme fakt, ze z > 0 prave vtedy, ked’ x > 0 a dostaneme

x
sinhy = 2= —— aztoho y= fi(z),

Vi

1 LA
= In
Y V1— 22 1 —a? ’

W r+1 1 1+
’ VA +z)(1-2) l—z )

7 toho dostaneme fo(z) = 1n(1££). £ > 0 préve vtedy, ked' z € (—1,1). Z toho
dostaneme D(fs) = (—1,1).
Odvodenie inverznej funkcie ku coth prenechdme na citetel’a. O

Dosledok vety 2.4 je H(tanh) = (—1,1) a H(coth) = (—o0,—1) U (1, c0).

Funkcia cosh nie je prosta a teda nemé inverznu. Napriek tomu, v istom zmysle mozeme

inverzna funkciu skonStruovat’.

e Ked obmedzime defini¢ny obor cosh na interval [0, 00), tak cosh je prosta. Potom
wverznd funkcia ku cosh je

fa(z) =In (x + Va2 — 1) . D(fs) = H(cosh) = [1, 00).

e Ked obmedzime defini¢ny obor cosh na interval (—oo, 0], tak cosh je opét’ prosta.
Potom inverznd funkcia ku cosh je

fs(z) =In (x /- 1) . D(fs) = H(cosh) = [1,0).
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_j__

Obr. 2.31. Grafy funkcii f; a f5

Absoliatna hodnota a funkcia signum

Absolatna hodnota je funkcia |- | : R — [0, 00), definovana vzt'ahom
2] x, ak x > 0,
€Tl =
—, ak x < 0.

Signum (z latin¢iny znamienko), ozn. sign, je funkcia sign : R — {—1,0, 1}. Nadobuda

len 3 hodnoty a je definovana vzt'ahom

-1, ak xr <0,
signz = ¢ 0, ak z =0, (2.15)
1, ak x > 0.
—
4._
I & |
= -10 0 1
5 0 5 D ;
Obr. 2.32. Absolutna hodnota Obr. 2.33. Signum

Definicia 2.11 FElementdrnymi funkciami budeme nazijvat’ mocninové, exponencidlne,
logaritmické, goniometrické, cyklometrické, absolitnu hodnotu a signum, ako aj vsetky

funkcie, ktoré z tijchto vznikni ich sictom, siucinom, rozdielom, podielom a zloZenim.
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2.2 Limity a spojitost funkcii

2.2.1 Postupnosti a ich limity

Postupnost’ je funkcia z mnoziny prirodzenych ¢isel N (obvykle) do mnoziny realnych

(e o]

¢isel R. Postupnosti oznacujeme (a,),_ ;.

Definicia 2.12 Hovorime, Ze postupnost’ (a,). -, md limitu L, ak pre kazdé € > 0 existuje
n. € N tak, Ze pre vsetky n > n. plati

la, — L| < e.

Limitu postupnosti (ay,).~, oznacujeme lim a, = L.
n—oo

a; 15T
sen
L
L*‘E— - " ,
0.5 S*= gt S A
L= &

-0.5

Obr. 2.34. Limita postupnosti

Lema 2.4 (Existencia limity postupnosti). Nech (b,),—, je dand postupnost’. Pos-
tupnost’ (b,),—, md lim b, prdve vtedy, ked pre kazdé ¢ > 0 existuje ¢islo n. € N take,
n—oo

Ze pre lubovolné m,n > n. plati

by — b < €. (2.16)

[e.9]

Lema 2.5 (Posta¢ujica podmienka existencie limity postupnosti). Nech (b,),_,

je dand postupnost’. Ak je postupnost’ (by,).—, monoténna a ohranicend, tak md limitu.

Priklad 2.7 Majme dant postupnost’ (a,), ., predpisom

()
a, =sin|—|.
2
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—y sl
|

Obr. 2.35. Postupnost’ (a,),

Téato postupnost’ nemd limitu, lebo pre kazdé n € N plati |as,_1 — a9ny1]| = 2, teda nie

je splneny vzt'ah (2.16).

Zidkladné pravidld pre vypocel limit postupnosti:

Nech (a,),~; a (bn),—, su dané postupnosti, ktoré maju limity lim a, = A a lim b, = B.
n—oo

Potom

1. lim (a, +b,) =A+B

n—o0

2. lim(a,-b,)=A-B

n—o0

3. ak B # 0, tak lim % = 4

“yoo b

n—oo

4. pre 'ubovolné ¢ € R plati lim ¢-a, =c- A

n—o0

5. pre l'ubovolné ¢ € R (pripustné) plati lim af = A°

6. lim £ =0

n—o0

n—o0

Priklad 2.8 Vypocitajme limitu postupnosti (a,), -, kde a,, = 32”:’3;”12.
Riesene:
ottt (3-4)
im ——— = lim ——2~.
Aplikovanim pravidiel 5 a 6 dostaneme lim n—lg = 0. Z tohto vysledku a pravidla 1

n—oo

dostaneme lim (2 + #) = 0. Pomocou pravidla 3 a nasledne pravidiel 5 a 6

n—oo

_1 lim(3-%)  lim3

n n—r00 _ m—oo

lim T =
n—o0 n—oo

lim (2+%) " Tim 2

3

5"



2.2. LIMITY A SPOJITOST FUNKCII 83

2.2.2 Spojitost funkcii

Definicia 2.13 Nech f je dand funkcia. Potom hovorime, Ze je spojitd v bode xo € D(f),
ak pre kazdé € > 0 existuje § > 0 tak, Ze pre vietky x € D(f) plati

ak |r— x| <6, tak |f(x)— f(zo)| <e.
Vol'ne povedané, funkcia f je spojita v bode xg € D(f), ak pre vSetky hodnoty = € D(f),

ktoré st v ,, dostato¢ne malom okoli" bodu xy, st funkéné hodnoty f(z) , 'ubovolne blizke"
hodnote f(xo).

Obr. 2.36. Spojitost’ funkcie

Ak funkcia f nie je spojitd v bode x¢ € D(f), tak hovorime, ze je nespojitd.

Definicia 2.14 Nech f je dand funkcia. Potom hovorime, Ze f je spojitd na mnoZine
M C D(f), ak je spojitd v kazdom bode x € M.

Poznamka 2.4 Ak je funkcia f spojitd na mnozine M = D(f), tak hovorime strucne,
7e je spojité.
Vgetky funkcie z ¢asti 2.1.2, okrem funkcii, vytvorenych pomocou funkcie sign, st spojité.

Priklad 2.9 Nech je funkcia f : R — [0,00) dané predpisom
1
exp (), pre x # 0
@) - { )

0, pre x =0
Potom f je nespojita funkcia v bode xo = 0 (pozri obr. 2.37).

o

Tty W 4

0 3 0 5

Obr. 2.37. Nespojita funkcia f
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Zikladné pravidld:
Nech f, g st spojité funkcie na mnozine M a k € R. Potom
e f+g, f-g, k- [ st spojité funkcie,
° % je spojita funkcia pre x € M také, ze g(z) # 0, teda na mnozine M N D (5)
e ak pre kazdé © € M je g(x) € D(f), tak zlozena funkcia f(g(z)) je spojitad na

mnozine M.

2.2.3 Limity funkcii
Vlastné limity vo vlastnych bodoch

Definicia 2.15 Howorime, Ze funkcia f md v bode xo limitu L, ok pre kaZdé ¢ > 0 existuje
d > 0 také, Ze pre vetky x € D(f), © # o, plati
ak |x—x| <6, tak |f(x)—L|<e.

Limitu funkcie f oznacujeme lim f(x) = L.
T—T0

K tomu, aby limita funkcie f mohla existovat’ v bode xy, nie je nutné, aby bola v bode

2o definovana.

A -

xwit),x

Obr. 2.38. Limita funkcie

Poznamka 2.5 Na prvy pohlad sa moze zdat’, ze st definicie 2.13 a 2.15 identické.
Rozdiel je v tom, ze ked’ vySetrujeme spojitost’, musi byt funkcia f definovand v bode x.

Lema 2.6 Nech f je spojitd funkcia v bode xo. Potom existuje lim f(z) a tdto limita sa
Tr—xQ

rovnd hodnote f(xg).

Zdkladné pravidld na vipocet limity funkcie:

Majme funkcie f a g také, ze v bode xy maja limity lim f(x) = Ly, lim g(x) = Ls.
T—x0 T—T0

Potom plati
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(L1) lim (f(x) +g(x)) = L1 + Lo

T—TQ

(L2) lim (f(x)- g(x)) = L - Ly

Tr—xQ

(L3) ak Ly # 0, tak lim £&) — L

T—T0 9(z) Lo

(L4) pre l'ubovolné ¢ € R plati lim c¢- f(z) =c- L4

Tr—xTQ

(L5) ak g je spojita v bode L, tak

i g(/(2)) = g (Jim 7)) = o(20)

T—x0 T—T0

(L6) ak f je spojita v bode z( a navyse

(Fe>0)(Vz € D)0 < |z —m| <e = f(z)# flx0)), (2.17)
tak lim g(f(z)) = lim g(t).

Pravidla (L5) a (L6) hovoria o tom, ako sa da robit’ substiticia pri vypocte limit. Dolezi-
tost’ podmienky (2.17) si ilustrujeme na nasledujicom priklade.

Priklad 2.10 Majme funkciu f(z) = 3 pre vetky x € R a funkciu g : R — R, dant
predpisom

(z) = D, ak x = 3,
T=Y 1, ake#£3.

Potom pre vsetky € R plati g(f(z)) = ¢g(3) = 5, ale linég(t) = 1, lebo g(t) = 1 pre
4>

vietky € R, z # 3. Teda vidime, 7Ze ak nie je splnend podmienka (2.17), tak mozeme

dostat’

lim g(f(x)) # lim g(2),

T—T0 t—1Ly

kde f(xg) = L; a funkcia f je spojita v . O

Priklad 2.11 Vypotitajte lim =2,
z—3 7z

Riesenie: Vyraz 2% — 9 rozlozime a po vykrateni dostaneme funkciu, ktora je definovana
a spojitd v 3, teda z lemy 2.6 dostaneme vysledok

lim (x —3)(x +3)
z—3 x—3

= lim(z +3) = 6.
T—3
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Priklad 2.12 Vypotitajte lim ,/ e
z—

RieSenie: Funkcia f(z) = /2 je spojita na D(f). To znamend, ze mozeme pouzit’ pravidlo
(L5) a dostaneme

Teraz pouzijeme vzt'ah (2.7) a po vykrateni dostaneme funkciu, ktora je definované a spo-
jita v 2 teda z lemy 2.6 dostaneme vysledok

3 _ _ 2
\/limx 28:\/lim (x —2)(zx —|—2x—|—4):\/ﬁ.

z—2 T — T—2 r—92

Nevlastné a jednostranné limity

Definicia 2.16 Hovorime, Ze funkcia f md v bode xo nevlastni limitu rovnajicu sa oo
(resp. —o0), ak pre kazdé K € R ezistuje 6 > 0 tak, Ze pre vsetky x € D(f), © # xq, plati

ak |x—xz| <6, tak f(x)>K (resp. f(x) < K).

Definicia 2.17 Hovorime, Ze funkcia f md v bode xo limitu sprava (resp. zlava) rov-
najicu sa L € R, ak pre kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze pre vSetky x € D(f),
xo < x <o+ (resp. xg > x > x9 —0) plati |f(x) — L| < e. Limitu sprava oznacujeme
lim f(z) =L a limitu zlava lim f(z) = L.

T—=x0, T—X0_

O vzt’ahu jednostrannych limit a obojstrannej limity hovori nasledujica lema.

Lema 2.7 Dand je funkcia f a g € R. Nech existuje & > 0 tak, Ze pre definicny obor f
plati (xg — & 20+ &) \{xo} C D(f). Potom existuje limita funkcie f v bode xo a rovnd sa

L prdve vtedy, ked’ existuju limity sprava a zlava funkcie f v xo a obe sa rovnaji L.

Pre jednostranné limity mozeme pouzivat’ rovnaké pravidla ako pre obojstranné. Pre ne-

vlastné limity navyse platia pravidla

(P1) lim % = oc;
I—)0+ z

(P2) lim %= —o0c.
z—0_ T

Pravidlo (P1) mozeme upravit’ do tvaru:
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Lema 2.8 Nech xg € R a & > 0. Nech f, g su funkcie, ktoré si definované na intervale
(z0, To + &) a spliiaji podmienky

(a1) xlg?og(x) =0 a sucasne g(x) > 0 pre vSetky © € (xo,zo + &),

(a2) existuje cislo 0 < K € R tak, Ze pre vietky x € (xo,z9 + &) plati f(x) > K.

Potom

lim M:

w0, g(x)
Ak pre funkciu f plati podmienka:
(a2’) ezistuje ¢islo 0 > K € R tak, Ze pre vietky x € (xg,xo + &) plati f(z) < K,
potom,

f(z)

lim —F = —o0.
w0, g(x)

Myslienka dékazu spociva v tom, ze ak f(x) > K > 0 pre vSetky = € (zg, xo + ), potom

plati
g9(x) ~ g(z)
Aplikaciou pravidla (P1) dostaneme lim % = oo a vzhladom na prave uvedeni
I—):I:0+

nerovnost’ z toho vyplyva

o flx)
xgg‘i— m_oo

O

Poznamka 2.6 (1) Podmienka (a2), resp. (a2’) z lemy 2.8 je splnend vidy, ked’ plati

lim f(x)=L#0.

x—>x0+

(2) Lema 2.8 sa da naformulovat’ aj pre limity zl'ava a obojstranné limity. Tieto formulécie
prenechame na ¢itatel'a. Rovnako prenechame na ¢itatela apravu pravidla (P2).

Priklad 2.13 Vypoéitajte lim <2
T—rTT

|lz—m|*

Riesenie: Pre vyraz | — 7| platia tieto vzt'ahy:

lim |z —7|=0a |z —m| >0 pre z # .
T—>T .
Navys$e lim cosz = —1,

T—T

teda podla lemy 2.8 (zmodifikovanej pre obojstranna limitu) plati

] CcoS X
lim = —00
zon |z — T
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Priklad 2.14 Vypoditajte lim 2L 4 Jip e

TG,

Riesenie: Pretoze plati lim sinxz = 1, lim cosz = 0 a cosx < 0 pre & € (g, 3’7”), z lemy
=z =%
2 2

2.8 dostaneme

sinx

lim
v—%, COST

= —OQ.

Pre x € (—g, g) je cosx > 0, teda z lemy 2.8 dostaneme

sinx

lim

a—T_ COSXT

= OQ.

Limity v nevlastnych bodoch

Ide o limity v bodoch ,00" a ,—00". Zavedieme limitu v bode co. Presni definiciu limity
v bode —oo i definicie nevlastnych limit v tychto bodoch prenechame na citatela.

Definicia 2.18 Hovorime, Ze funkcia f md v bode oo limitu rovnajicu sa L, ak pre kaZdé
e > 0 existuje K € N tak, Ze pre vsetky x € D(f), x > K, plati |f(x) — L| < e. Oznacenie:
lim f(x) = L.

T—>00

Pre vypocet limit v nevlastnych bodoch mozeme pouzivat’ pravidla (L1)—(L5) a navyse
pravidlo

(NL) lim = lim %1 =0.

Z—00 r——o00 ¥

Pouzitim vzt'ahu (L5) moézeme pravidlo (NL) zov8eobecnit’ do tvaru

I8
T—r00
1

r <0, tak aj lim - =0.

T—r—00

(NL’) lim xi = 0, kde » > 0 je T'ubovol'na konstanta. Ak je vyraz x" definovany aj pre

Priklad 2.15 (Typ ,polyném/polyném" v nevlastnom bode) Vypocitajte

22 =3z+5
5x24x °

lim
T—>00
Riesenie: 7 Citatela aj menovatela vyberieme vyraz x™, resp. ™ pred zatvorku, kde n je
najvacsi exponent z ¢itatel'a a m je najvicsi exponent z menovatela:

2 -3z+5  2*(1-3%+35) 1-040 1

lim T T0 _ _!
e ba?ta asx a2 (54 &) 5+0 5

pri¢om sme vyuzili pravidlo (NL’). O
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Priklad 2.16 Vypotitajte lim Y222,
T—00

polynom,,
polynom
pred limitu. V8imnime si, Ze menovatel je pre dostato¢ne vel’ké x (presnejsie pre x > 1)

Riesenie: Dany priklad mézeme previest’ na typ ,, , ked’ ,vyberieme" odmocninu

kladny, teda moézeme ho prepisat’ do tvaru
r—1=+/(x—1)2

a potom na vypocet limity pouzit’ pravidlo (L5) a d’alej postupovat’ ako v priklade 2.15:

. Va® =5 . a?=5 . 22 (1- ) 10
Iim ———— =4/ lim ——— =4/ lim L = =1
s 31 oo (2 =12 Yeme 2 (1-2F+ )  V1-0+0

Priklad 2.17 Vypocitajte lim g‘fi_5.

T—r—00 1

Riesenie: Rozdiel oproti prikladu 2.16 je ten, Ze menovatel je zaporny pre vSetky = < 0.

Preto ho musime upravit’ nasledujico:

—(z—=1)=+(xz—-1)2 = z-1=—/(xz—1)>2

Teraz moézeme postupovat’ podobne ako v priklade 2.16.

. 22 =5 . a?2-5 _ 22 (1— %)
lm — = — lim —— = — lim z —
oo 1 =1 w0 (2 —1)? eooo 02 (1 - 25 + )

B [ 1-0 )
- 1—-0+0

2.2.4 Cislo e

Veta 2.5 Funkcia f(z) = (1+ 1)* je pre x > 0 rastica a ohranicend.

Ako dosledok lemy 2.5 a vety 2.5 dostaneme, 7e existuje lim (1 + %)m a tato limitu

o T—00
oznacime e.

W=

Lema 2.9 lim (1+1)" =lim(1+2): =e.

T—00 z—0

l AV z M M M M e v
Limitu hr% (14 z)* moZeme rozpisat’ na limitu zl'ava a limitu sprava. To znamena, ze
g

lema 2.9 mé nasledujici doésledok:
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w =

Dosledok 2.2 lim (14 2)* = lim (1 + 2)

z—04 z—0_

= €.

Pridame este jedno pravidlo na vypocet limit:

(E) Nech lim f(z) = Ly, lim g(x) = Lo, pri¢om Ly, Ly € Raa € R alebo a € {co0, —o0}.
Tr—a Tr—a
Potom, ak existuje hodnota L', tak
lim f(z)9@®) = L2,

Tr—ra

oot

Z lemy 2.9, dosledku 2.2 a pravidla (E) dostaneme navod ako pocitat’ limity typu ,(1 + 0)
Tustrujeme si to na prikladoch.

Priklad 2.18 Vypocitajte lim (1+ 2)°.
Tr—r00
Riesenie: Oznacime t = % Potom dostaneme

5 x 1 5t
lim <1 + —) = lim (1 + —)
T—00 X t—o0 t

Pouzijeme pravidlo (I.5) a dostaneme

1\1!5 1\! 5
lim <1+—) = (hm <1+—)> = e,
t—00 t t—00 t

Priklad 2.19 Vypocitajte lim (l—l— )%
Tr——00

Riesenie Oznacéime t = % Potom dostaneme

lim <1 + §) lim (1+ t)
x

T—r—00 t—0_

Pouzijeme pravidlo (L5) a ddsledok 2.2 a dostaneme

3
2

lim (1+41¢)2 = (1331(1“) )Q:e“.

t—0_

o=

njw
O

7 prave vypocitaného prikladu mozeme urobit’ zaver:

1 xX
lim (1 + —) —e. (2.18)
x

T—r—00
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Priklad 2.20 Vypocitajte lim (?””’5)%.
T—00

3x+4
Riesenie:
. [3z—5\* . [3x+4 9 \?
lim = lim —
z—oo \ 3x + 4 =0 \3x +4 3x+4
Oznac¢ime t = —32 Potom = = —3t — £ a z toho

9 3

4

li se 1 ) ’ li 1+1 T
11m — = 11m —

i —2. Zo vztahu (2.18) a pravidla (E) dostaneme

N8

_3¢—4

1 t 2t 3
lim (1 + —) e 2.
t——o00 t

N

2.2.5 Asymptoty

Asymptopty so smernicou

91

Definicia 2.19 Howvorime, Ze priamka p : y = kx+q je asymptotou so smernicou funkcie

f voo (resp. v —00), ak plati

lim (f(z) —kx—q) =0 (resp. lim (f(z)—kx—q)=0.)

T—00 T—r—00

Upravou vyrazu (2.19) pre pripad asymptoty v oo dostaneme:

0= fim LB =R ma (@—k—g).

T—00 x T—00 X X

Kedze lim 2 =0 (pravidlo (NL)), dostaneme smernicu asymptoty:

T—r 00
k= lim 1@
T—00 X

a zo vzt'ahov (2.19) a (2.20) tsek asymptoty:

g = lim (f(x) — kx).

T—00

Asymptota so smernicou existuje, ak obe limity existuju a si konec¢né.

(2.19)

(2.20)

(2.21)

Poznamka 2.7 Ak existuje limita lim f(z) = ¢ € R, tak priamka p : y = ¢ je asympto-

. T—00
tou funkcie f v oo.
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z?—3x

Priklad 2.21 Najdite asymptoty so smernicou funkcie f(z) = *—*.

Riesenie D(f) = R\ {—1}. Zistime asymptotu so smernicou v +o00. Pre jej smernicu
dostaneme (vzt'ah (2.20))
z2—3z 2 1
T W bk SN C )

T—00 T 500 241 T oo T2 (1 + _2)

_ r? — 3 2? =3z —x(z+1)
qg = 1l —x ) = lim =
. —4x
= lim = —

Asymptota so smernicou v +00 ma rovnicu p : y = = — 4. Podobne mozeme vypocitat’

asymptotu so smernicou v —oo. Overte, Ze jej rovnica je tieZ p: y =z — 4.

=

Obr. 2.39. Asymptoty funkcie f = "i%‘fx

Priklad 2.22 N3jdite asymptoty so smernicou hyperboly 42?2 — y? = 1.

Riesenie: Dana hyperbola sa da vyjadrit’ pomocou dvoch 2 funkcii (pre y > 0 a pre y < 0)
fi(z) = Vdx? =1, fo(x) = —v/42? — 1. Definiéné obory tychto funkeii sa D(f;) =
= D(f2) =R\ (—%, %) Asymptoty budeme hl'adat’ len pre funkciu fi. Vypocet asymptot
pre funkciu f, prenechame na citatel’a.

Na urcenie smernice asymptoty v ,+oo" pre funkciu f; aplikujeme vzt'ah (2.20) a dos-

taneme

k?l = lim
T—00

Vaz? — 1 42?2 — 1
Y lim = Vi=2
X T—00 X

Pre tsek tejto asymptoty (vzt'ah (2.21)) plati

¢1 = lim (\/4x27——2x).

T—00
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Vyraz rozsirime tak, aby sme dostali rozdiel $tvorcov:
" (\/4x2 —-1- Qx) (\/ 472 — 1+ 2x)
= 11m =
b z—00 Vdz? — 1+ 2x
I 42% — 1 — 42° i —1 0
= lim = lim = 0.
r—=00 /42 — 1 4+ 2x x—)oox< /4_3%2_'_2)
Rovnica asymptoty so smernicou v oo pre funkciu f; je p; : y = 2.
Vypoditame asymptotu so smernicou pre f; v —oo. Pre jej smernicu plati
42 — 1
ky = lim Y~
T—r—00 T
Hodnoty x ,v okoli" —oco st zaporné, teda z = —v 2. Z toho dostaneme
o 4x?—1
kp=—) lim ——— = —V4=-2.
T—r—00 €T
Pre tisek asymptoty dostaneme
go = lim (\/4x2 -1+ 2x> i
Tr——00
Vyraz rozsirime tak, aby sme dostali rozdiel $tvorcov. Potom
. (VAz? — 1+ 2z) (V422 — 1 — 22)
= 1m =
& T——00 VAdz? —1—2x
. 472 — 1 — 42° I —1 0
= lim = lim =0.
Too A2 1 - /
T— 4dx 1 21 T— OO—[L'( 4_x_12+2>
Rovnica asymptoty so smernicou v —oo pre funkciu f; je po 1 y = —2x.
Ukéazte, ze pre funkciu fo mé asymptota v 400 rovnicu y = —2z a v —o0 rovnicu y = 2.

Obr. 2.40. Hyperboly 422 — y?> = 1 a jej asymptoty
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Asymptoty bez smernice

Funkcia f ma v bode xqg asymptotu bez smernice, ak aspon jedna z jednostrannych limit

funkcie f v zy je nevlastna. Asymptota bez smernice mé v tomto pripade rovnicu

T = Xo. (2.22)

Poznamka 2.8 Ako dosledok lemy 2.6 dostaneme, Ze ak je funkcia f spojita v bode xg,
tak v x¢p nema asymptotu bez smernice.
Priklad 2.23 Najdite asymptoty bez smernice funkcie f(z) = ﬁ—fg

Riesenie: Jediny bod, v ktorom funkcia f modze mat’ asymptotu bez smernice, je zo = 5.
Zistime limitu sprava a zl'ava v tomto bode. Z lemy 2.8 dostaneme
r+3 . +3

lim =00 lim
:cﬁ\5+{L‘—5 x~>5_$—5

Teda asymptota bez smernice mé rovnicu x = 5. Na samotné overenie faktu, ¢i priamka
r = 5 je asymptotou bez smernice funkcie f, staci, ze limita sprava je nevlastna. Teda
limitu zl'ava sme pocitat’ nemuseli. Napriek tomu, lepSie je vypocitat’ obe jednostranné
limity, aby sme si mohli vytvorit’ lepsiu predstavu o tom ako graf funkcie vyzera. O

Priklad 2.24 Nijdite asymptoty (so smernicou aj bez smernice) funkcie f(x) = —%'

Riesenie: Pre defini¢ny obor funkcie f plati D(f) = R\ {2}. Najprv zistime asymptoty
SO smernicou.

Pre smernicu asymptoty v +oo dostaneme

VAz2+4 /422 1 4272 +4
k= lim —=2— = lim =
T—00 T T—00 {L‘z — 21‘ x%oo — 21‘)
22 (44 &
= lim ( ’”2)2 =0,

pricom pri poslednej tprave sme pouzili pravidlo (NL’). Pre tusek asymptoty v —+oo

dostaneme
422 + 4 472 + 4 22 (4+ 4
oo T — 2 z—oo (x — 21)? 2500 72 (1 . g)

(opét’ sme vyuzili pravidlo (NL’)). Asymptota so smernicou v oo ma rovnicu p; : y; = 2.
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Vypocet asymptoty so smernicou v —oo prenechame na citatel’a. Jej rovnica je
p2iY2 = —2.
Ur¢ime asymptoty bez smernice. Funkcia f je spojita v kazdom bode D(f), teda 2 je

jediny bod, v ktorom moze existovat’ asymptota bez smernice danej funkcie f. Vypocitame

limitu sprava a zl'ava pre zg = 2:

42 +4 ) 472 + 4
lim — = lim — = oo,
CEA)2+ xr — 2 CEA)2+ (l‘ — 2)2

42 +4 o 4z 44
lim = lim = —00
r—2_ €T — 2 r—2_ (I — 2)2

Na vypocet oboch jednostrannych limit sme pouzili lemu 2.8.

_2':'__

Obr. 2.41. Asymptoty funkcie f(z) = Yi2Hd

z—2

2.3 Derivacie

2.3.1 Geometricka interpretacia a definicia

Mame dantd funkciu f a potrebujeme najst’ jej dotycnicu, ked’ dotykovy bod T ma surad-
nice 7' = (¢, f(x0)). Doty¢nicu si vyjadrime v smernicovom tvare. Smernicu k, priamky p
si moézeme vyjadrit’ vzt'ahom k, = %ﬁéx@) kde A = (21, f(z1)) je bod na grafe funkcie,

ktory sme si zvolili lubovolne (pozri orazok 2.42). Potom smernicu k; hl'adanej doty¢nice

vypocitame ako limitu

k; = lim @) = J(xo) (2.23)

T—x0 r — Xy
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Obr. 2.42. Funkcia f, jej secnica p a dotycnica ¢

Definicia 2.20 Hovorime, Ze funkcia f md v xy € D(f) derivdciu rovni k;, ak je limita

(2.23) vlastnd. Derivdciu v bode xo oznacujeme f'(zq) alebo %(xo).

e Funkcie, ktoré maju derivaciu pre vietky z € M C R, kde M # (), sa volaja hladké

na mnozine M.

Bezprostredne z definicie derivicie vyplyva nasledujica lema

Lema 2.10 Nech f je lubovol'nd funkcia, ktord md pre xo € R derivdciu. Potom je
funkcia f spojitd v xg.

Priklad 2.25 Né4jdite rovnicu doty¢nice k funkcii f(x) = 22, ak dotykovy bod T m4

r-ovi suradnicu zo = 2.

Riesenie: Najprv vypocitame y-ova stradnicu bodu 7™

yo=f(2) =4

Dotykovy bod ma suradnice T' = (2,4).
Vypocitame smernicu dotycnice k;:

r? — 22 (x —2)(z+2)

j— / j— 3 j— 3 J—
A L R I - s R
Doty¢nica ¢ ma rovnicu t: y — 4 = 4(x — 2). O

Namiesto dotyc¢nice mozeme niekedy potrebovat’ rovnicu normdly. Odvodime si ako
mozeme z rovnice dotyc¢nice urcit’ rovnicu norméaly. Norméala n je kolmé na dotyc¢nicu ¢
a prechadza dotykovym bodom T'. Z toho dostaneme (pozri odsek o skalarnom sucine
vektorov), Zze ked’ je vSeobecna rovnica doty¢nice t : 0 = kax — y + ¢, tak vSeobecna

rovhica norméaly méa tvar

n: 0=—x—ky+qp.
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Z toho d’alej dostaneme (za predpokladu, Ze k; # 0)

Odvodili sme dolezity vzt'ah medzi smernicou doty¢nice (k) a smernicou normaly (k,):
k- kep = —1. (2.24)

Tento vzt'ah sa da naformulovat’ vseobecnejsie:

Lema 2.11 Nech p a q su priamky, ktorych smernice si k, a k,. Potom priamky p a q

st na seba kolmé prave vtedy, ked k), - ky = —1.

Priklad 2.26 Néajdite rovnicu doty¢nice a normaly k funkcii f(z) = 23, ak dotykovy bod

T mé z-ova suradnicu xy = 1.

RieSenie: Vypocitame y-ovi suradnicu T yo = f(1) =1, teda T' = [1, 1].
Vypocitame smernicu dotyc¢nice ky:

by = (1) = lim &y EZ D@ D)

(Pri uprave sme pouzili vzorec pre rozdiel n-tych mocnin.) Doty¢nica ¢t méa rovnicu
try—1=3(x—1).

Vypocitame rovnicu normély. V smernicovom tvare je rovnica normaly

n: y—yozkn(x—xg):—k—(:c—xo)
t

Teda hl'adana rovnica normaly jen: y—1= —3(z — 1) |

Priklad 2.27 Najdite rovnicu dotyé¢nice k funkcii f(x) = |z|, ak dotykovy bod ma st-
radnice T = (0, 0).

Riesenie: Potrebujeme vypocitat’ deriaciu funkcie f pre zo = 0, teda limitu (2.23). Zv1ast’

vypocitame limitu sprava a limitu zlava.

) x| —0 .
lim 2] = lim — =1,
z—=0r . —0 z—=04 I

. z|—0 . —x

lim || = lim — = —1.
x—0_ 1 — O x—0_

To znamend, ze |z| nema pre x = 0 derivaciu, teda neexistuje ani doty¢nica v bode 7.
(Graf funkcie f(z) = |z| je v bode (0,0) ,zlomeny" teda funkcia f tam nie je hladka.) O
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Priklad 2.28 Najdite rovnicu doty¢nice k funkcii f(z) = 2 — 2z, ktora je rovnobeZna
s priamkou p: y = x.

L
Obr. 2.43. Graf funkie f, priamka p a hl'adana doty¢nica t||p.

Riesenie: Rovnobezné priamky maju rovnaké smernice, teda
kft - kp - ]_

Pozname smernicu dotyc¢nice, ale nepozname dotykovy bod T'. Ozna¢me sturadnice dotykového
bodu T' = (z9,yo). To znamena, ze hl'adame x, v ktorom f'(zq) = 1.

r? — 2z — (23 — 2x0) (22 — x3) — 2(z — o)

T—T0 T — Xy T—TQ T — Xy
- 9
N G D] G ) NN (2 + 20 — 2) = 220 — 2.
T—T0 T — :[/'0 T—T0

Dostali sme rovnicu 2xg — 2 =1 a z toho zg = %

Dosadime xg do funkcie f a dostaneme yq:

3 3\* .3 3
yo:f(§>:(§) IR

Dotykovy bod ma stradnice T' = %, —%).

Rovnica dotycnice je t: y + % = — % O
2.3.2 Zakladné vzorce na derivovanie

Zakladné pravidla

Bezprostredne z pravidiel pre vypocet limity (I.1) a (I.4) vyplyva

Lema 2.12 Nech f, g si funkcie, ktoré maji vy € R derivdiciu a nech ¢ € R je lubovolnd
konstanta. Potom plati

(f +9)(z0) = [f(z0) + g (w0), (2.25)
(cf) (zo) = c- f'(zo0). (2.26)
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Priklad 2.29 Zderivujte funkciu f(z) = 2™ (n € N, n > 2) v bode z € R.

RieSenie: Potrebujeme vypocitat’ limitu lim Ix_fg. Pouzijeme vztah (2.7):
0

Tr—xQ
_ _ —1 n—1
. —ap _(z =) (2" 2 + 2" 2wy + - 4 2l ) i
lim = lim = g Ty T,
1=
a z toho f'(x¢) = nal~'. Pri vypocte sme vyuzili spojitost’ funkcie 2™ v . a

Dostali sme jednoduchy vzorec (ktory plati vSeobecnejsie). Podobné vzorce sa daju
odvodit’ aj pre iné elementarne funkcie. Uvedieme tabulku s derivaciami elementirnych

funkcii. Niektoré vzorce neskdér odvodime.

Tabulka 2.1. Derivacie elementarnych funkecii

!/ / /
S f f f S S
c 0 e’ e’ Inx %
2", neR|n-2" || a® a>0 a®-Ina | log, 1

rina
sinz cosz | arcsinz, x € (—1,1) 11_962 sinhz | coshz
cos T —sinz || arccosz, x € (—1,1) | — 11_12 coshz | sinhz
1 1

tgx v arctg x a2

1 1
cotgx ey arccotg x T

Lema 2.13 Nech f, g su funkcie, ktoré maji v xg € R derivdciu. Potom plati

(f-9)(z0) = f(z0)g(zo)+ f(z0)g'(wo), (2.27)
Y ) — f'(z0)g(w0) — f(x0)g'(w0)
<g> () = 9%(xo) ' (2:28)

Dokaz: Odvodime si vzt'ah (2.27). Vyuzijeme vzt'ahy (L1)-(L4) na vypocet limit a lemu
2.10:

(f-9)(z) = lim f@)g(x) = flwo)g(zo) _

_ iy J@)9(@) + (= f(@0)g(x) + f(20)g(x)) — flz0)g(20) _

i J@9@) = F@0)g@) | Fanlgla) = flrog(an)

T—x0 T — Iy T— T — T
= lim g(z) - lim flo) = flao) f(x0) lim 9(@) = g(xo) _

T—x0 T—T0 T — X T—x0 T — TIg

= f(wo)g(x0) + f(20)g (o).
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Vzt’ah pre derivaciu podielu (2.28) odvodzovat’ nebudeme. Chybaji ndm k tomu technické
prostriedky. O

Priklad 2.30 Ukazte, ze plati (tgz) =

cos?z”

sin x
cos

RieSenie: tgx = . M6Zeme pouzit’ vzt'ah (2.28) a vzorce na derivaciu funkcii sin a cos

z tabulky 2.1 a dostaneme

. / . .
Sma:> sin x - cosx — sinx - cos’

(o) = (

COS T cos? x
-1
A\
7 . . N
cosx - cos T — sinz(—sinx) 1 -
cos? x cos?x’

Priklad 2.31 Zderivujte fi(z) = Inz + 32°, fo(z) = Inz - arccosx — 2%, f3(x) = 23 + 3°.

Riesenie:
tabulka 2.1
(filz)) = (Inz + 32°) =In'z +3(2°) = — +3-52% = — + 152%,
~—_——— €T T
vztiahy (2.25) a (2.26)
vzt'ah (2.27)
(fo(z)) = (Inz - arccosz — 29”): = Elrm - arccos :v)7— (27) =
vzt'ahy (2.25) a (2.26)
. _ o iopy _ Arccosr  Inz
= 1n X - arccos T + lnjc arccos’ x — (2 ), i N 2% In2
tabulka 2.1
vzt'ah (2.25)
———
(fs(z)) = (2°+ 31)/ = (%) + (3*) = 32 + 3" In 3.
~——

tabulka 2.1

Priklad 2.32 Zderivujte g(z) = arctg(2x — ).

L L » -, d arctg(2a—
Riesenie: Deriviciu ozna¢ime % (z) (definicia 2.20). Potom dostaneme 2 (z) = W

Povazujme na chvil'u tento vyraz za zlomok. Potom ho mozeme rozsirit’ a dostaneme

d arctg(2z —m) d arctg(2x —m)  d(2x —m) darctg(z) d2z —m)
dx B d(2x — ) de dz de
N D) —— —

substiticia z = 2z — =2
— 9 [ 2
Tl 1+ (-
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Dostali sme vysledok fl—i(x) = —1+(2§77r)2' -

Tento vysledok sa da takto zovSeobecnit’.

Lema 2.14 Nech g(x) = kx 4+ q, k # 0 a f nech je funkcia, ktord je hladkd na intervale

a,b). Potom md funkeia h(z) = f(g(z)) derivdciu na intervale (%2, =2) o platf
k0 k

(h(z))" = k- ['(kz + q).
Tato ¢ast’ zakonc¢ime dolezitou vlastnost’'ou hladkych funkcii.

Lema 2.15 Nech f je hladkd funkcia na intervale (a,b). Potom f'(xo) = 0 pre kaZdé
zo € (a,b) prdave vtedy, ked’ f je konstanind funkcia na (a,b).

Dosledok 2.3 Nech f, g su hladké funkcie na intervale (a,b). Potom f'(xo) — ¢'(z9) =0
pre kaZdé xo € (a,b) prave vtedy, ked existuje ¢ € R také, Ze f(xo) — g(xo) = ¢ pre kazZdé
zo € (a,b).

Podstatnym predpokladom v dosledku 2.3 je, 7e existuju derivacie funkcii f a g v kazdom
bode intervalu (a, b), ako to ilustruje nasledujuci priklad.

Priklad 2.33 Nech f(z) = sign(z) (pozri vzt'ah (2.15)). Potom ma funkcia f derivaciu
na intervaloch (—o0,0) a (0,00) a plati

f'(x) =0 prexz e (—o0,0)U(0,0),

ale funkcia f nie je konStantna.

Derivacia zloZenej a inverznej funkcie

O derivacii zlozenej funkcie, ked’ vnutorna zlozka je 'ubovolna hladka funkcia, hovori tzv.

ret’azové pravidlo.

Veta 2.6 (Ret’azové pravidlo). Nech f, g si hladké funkcie na svojich definicngjch obo-
roch a nech D(f) 2 H(g). Potom md funkcia h(z) = f(g(x)) deriviciu v kaZdom bode
z € D(g) a plati

(h(z))" = (9(=))"- f'(9(2)).

2Vyrazom (f(g(z)))" oznacujeme derivaciu vyrazu f(g(x)) podla premennej z. Vyrazom f’(kx + q)

budeme oznacovat’ funkciu, ktord vznikne tak, Ze formalne pouZijeme funkciu f’ z tabulky 2.1 a za

argument dosadime g(x). Napriklad, (arctg(2z — 7)) = m, zatialto arctg’(2z — ) = m
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Priklad 2.34 Pomocou ret’azového pravidla zderivujte, pre pripustné hodnoty premenne;j
z, funkcie fi(z) = Vsinz, fo(z) = cotg?(z), f3(x) = sin (arcsinz?), f4(z) = In (%ﬁ?),
fs(x) = e 4 logs (tgh (£57)).

Riesenie: Ked’ derivujeme zlozent funkciu, potrebujeme si ju najprv rozlozit’ na jednotlivé

zlozky. Potom budeme mat’ istotu, Ze ret’azové pravidlo pouzijeme korektne.

1. Funkcia fi: vnatorna zlozka je z(x) = sinz, vonkajsia je u(z) = /z = 2. Preto
plati

(Fi(@)) = (sina) - () = cosar (%z_ ) - %COS@“ !
N

[NIES

Vsinz
z=sinzx
2. Funkcia fo: vntitorna zlozka je z(x) = cotg x, vonkajSia u(z) = 22. Z toho dostaneme

-1 _ —2cotgx

(fQ(x))/ = (COtg :E)/ ' (ZQ)/ - sin® 1:22 B sin? x

3. Funkcia f3 sa skladd z troch zloziek: prva (vnatorna) je z(z) = z*, druhd u(z) =
= arcsin z a tretia (vonkajsia) je v(u) = sinu. Ret’azové pravidlo prisposobime:

1
(f3(x)) = (2(x)) -arcsin’ 2 - sin’ u = 42® - Vierh cosu =
3 1 .4 43 .4
= 4ax°———cos(arcsinz”) = cos(arcsin x”).

1— (x4)2 v1— 28

cos(z?)

4. Funkcia f; sa skladd z vonkajSej zlozky v = Inw a vnutornej zlozky u = ~——5—,

pricom citatel’ aj menovatel su zloZené funkcie. Zderivujeme funkciu g;(z) = cos(z?)
a go(r) = cos® z. Funkcia ¢, ma vonkajsiu zlozku h;(z) = cos(z) a vnttorni zlozku

2

z(z) = 2% Funkcia go ma vonkajsiu zlozku hy(w) = w? a vnitornt zlozku w(z) =

= cos x. Aplikaciou ret’azového pravidla dostaneme

(91(2))" = (2(x))'hy(2) =22 - (—sin(2?)) = —2wsin(z?),

(g2(2)) = (w(z))'hy(w) = —sinz-2cosx = —2sinz cosz = — sin(2x).

Teraz mame vSetko pripravené na derivovanie funkcie f:

(falz)) = (u(x)) -In'(u) = (gl(x))/gz(ﬂcg)]%zgl(x)(gQ(I))/
_ —2wsin(a?) cos’ x — cos(a?)(—sin(2z)) cos’x

(cos? x)” " cos(z?)

—2z sin(2?) cos? x + cos(z?) sin(2x) 1

1_
= =

cos? " cos(a?)
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5. Funkcia f5 je st¢tom dvoch funkcii, obe st zloZené. Funkcia si(x) = €™ m4

vnitorni zlozku z(z) = sinhz a vonkajsiu zlozku funkciu t(z) = e®. Vnitorna
zlozka funkcie sy(z) = log; (tgh (%)) je w(z) = £, dalsia (druha) zlozka je
a vonkajsiu zlozku ma v(u) = logs u. Z toho dostaneme

sinh w
cosh w

u(w) = tghw =

(fs(@) = (51(@) + (s2(2)) = sink'z- 25 (x ; 1) - tgh "w - logs u =

dz r+5
I(x+5)—(x—1)-1 (sinhw) 1
p— h . z . p—
coshr-e (x +5)? coshw/ wulnb
= coshz - P 4
=1 vztah (2.10)
n 6 cosh w - cosh w — sinh w sinh w coshw B
(x +5)? cosh? w In5sinhw
) 6 1
— hr- sinh x . —
oSt e * (x +5)? coshwsinhwlnb
) 6 1
= coshz - P 4

(z+5)? cosh (%) sinh (22 ) In5’

O

Poznamka 2.9 Pozorny citatel si isto v8imol, ze pri derivovani funkcie f5; sme odvodili
vzorec pre derivaciu tgh

1

teh x) = )
(tghz) cosh? z

(2.29)

Priklad 2.35 Overte, 7e plati (Inz)’ = 2

T

Riesenie: Na odvodenie derivacie funkcie f(x) = Inz pouzijeme vzt'ah (2.8), teda z =

= exp(Ilnx). Obe strany rovnice zderivujeme a dostaneme

/

exp(lnz) =z = (exp(lnz)) =2

Pouzitim ret’azového pravidla dostaneme

(Inz) - (exp(lnzx)) = 1
N———
=exp(Inz)

1
(lnz)) = ——— == podla vzt'ahu (2.8).

Postup z prikladu 2.35 mozeme zovseobecnit’ do tvaru
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Veta 2.7 Nech je funkcia [ hladkd na D(f). Dalej nech existuje k nej inverznd funkcia
7Y, ktord je tieZ hladkd na D(f1). Potom plati

—1\/ o 1
U @)= Fmy

Priklad 2.36 Overte vzorec arccos’ x = ﬁ pre z € (—1,1).

Riesenie: Inverzna funkcia k arccos je cos, ked zuzime defini¢ny obor funkcie cos na
interval [0, 7]. Pouzijeme vetu 2.7 a dostaneme
1 1

! = .
(arccos )’ = cos'(arccosz)  — sin(arccos z)

Obor hodnét H (arccos) = [0, 7], z toho vyplyva sin(arccosxz) > 0 a pre x € (—1,1) je
sin(arccos x) > 0. Potom sin(arccosz) = 4/sin®(arccosz) a d'alsou tpravou dostaneme
(pozri vzt'ahy pre goniometrické funkcie)
, 1 1 -1
arccos’ r = — = = —

sin(arccosz) /1 — cos?(arccos r) V1—a?

2.3.3 Logaritmické derivovanie

Priklad 2.37 Zderivujte funkciu f(z) = 2® pre z > 0.

Riesenie: Aby sme mohli funkciu f zderivovat, musime si ju upravit’ (neméme vytvoreny
aparat na derivovanie funkcii, ktoré maja premennu v zaklade aj v exponente). Cely vyraz

zlogaritmujeme
In(f(x)) =In(z*) =xlnz

a rovnicu zderivujeme a upravime

(In(f(z))’ = (zlnz)
~—
ret’azové pravidlo
1 1
f(z)— = 1-lno+x-—=lhzs+1
“ 5@ :
—
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Postup, popisany v priklade 2.37, sa vola logaritmické derivovanie. VSeobecnejsi tvar
logaritmického derivovania je vyjadreny nasledujicimi vzt'ahmi (predpokladame, ze f(x) > 0
pre x € D(f))

hz) = (f(@)*@ = In(h(z)) = g(z) - In(f(x))

(f@)?@) = (f(@)"@ (g(x) - n(f(2))) . (2.30)

Priklad 2.38 Zderivujte fi(z) = %% pre x > 0, fo(x) = (sinz)"® pre z € (0,7),
fs(x) = (V&) """ pre x> 0.

Riesenie: Zlogaritmujeme f;

In(fi(z)) = tgz-Inz = fi(x) = (tgz-lnz)".

1
fi(z)

Z toho vyjde

1 1 | t
fi(z) = x'&" Inx+ — tga | = x'* neo, 18T
cos? x T cos? x T

Pre funkciu f5 dostaneme

In(fz(z)) =Inzln(sinz) = fi(z) = (sinz)™* (InzIn(sinz))’.

—
logaritmické derivovanie

1

sinx

DalSou apravou ((In(sinz))’ = cosz——) dostaneme

1 1 In(si
fi(x) = (sinz)™® <—ln(sin z) + Inxcosz— ) = (sinz)™” < n(sinz) + Inz cotg a:) :
T sinx T

Zderivujeme f3:

vzt'ah (2.26)

A

1 rl arc X -
In(f3(x)) = arctgzIn (\/E) =3 arctgzlnz = fi(x) = 3 (\/E) & (arctgzlnzx) .
7 toho
1 arctgx 1 1 1 arctgz ( Inx arctg x
i) = 5 (V) (1+x21nx+5amgx)=§<ﬁ> (Hmﬁ ),

a
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Y 2

2.3.4 Derivacie vyssich radov

Derivacia funkcie f je funkcia, definovana pre tie x € D(f), v ktorych ma f deriva-
ciu. Takto vzniknuta funkcia f’ sa da znovu (aspon v niektorych pripadoch) derivovat’.
Dostaneme derivaciu druhého radu (alebo druhu derivaciu). V tomto procese mozeme,

podl’a potreby, pokracovat’. Vo vSeobecnosti takto dostaneme n-ta derivaciu.

Oznacenie:

e Druhi derivaciu funkcie f v bode xy oznacujeme f”(xy) alebo 327{(51:0), pripadne

f(2)(x0),

e Tretiu derivaciu funkcie f v bode xy oznacujeme f"”(zq) alebo %(xg), pripadne
F® (o).
dnf

e Vieobecne, n-ti deriviciu funkcie f v bode x oznacujeme 7 (o), pripadne f ") (z0).

Priklad 2.39 Vypocitajte prvé tri derivacie funkcie f(z) = tgx.

Riesenie: f'(z) = = cos~ 2 z. Pomocou ret’azového pravidla dostaneme

cos?x
17 -2 !/ -3 . Slnl’
= = —2 - — = 2 - s
f(z) (cos™*x) cos "z - (—sinx) p—g
iy = (2 sinz \’ _ geos - cos®x —sinx - (—sinx) - (3cos? ) _
cos3 x cosb
B 20032 x + 3sin® x
B cost x
O
Priklad 2.40 Vypocitajte prvé tri derivacie funkcie f(z) = arctgx.
Riesenie: f'(r) = = = (1 4+ 2%)~". Dostali sme zlozena funkciu
—2x
" o 2\—1\/ __ 2\—2
i) = (o " /:_2(14—:162)2—:15-2(1—1—3:2)23: _
(1+ 22)? (1+ 22)*
2 _ 402 2\3
_ _21—|—x 4:1:(1+x). -

(1+22)°
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2.3.5 Aplikacie

Priklad 2.41 Néjdite doty¢nicu k funkcii f(z) = 2% ked je doty¢nica rovnobezna
s priamkou p : y = 0.

Riesenie: Potrebujeme najst’ dotykovy bod T' = (¢, yo). Vieme, Ze priamka p ma smernicu
k, = 0. Z toho dostaneme, ze ky = 0 = f'(x¢). Zderivujeme f:

(Inz)z—2'lnz  sz—Inz 1-Inz

F'(x) = - -

2 2 2

Néjdeme hodnotu z, tak, aby platilo f'(x¢) = 0. Dostaneme rovnicu

1-1
#:0 aztoho Inzy=1.
o

RieSenie je ¢y = e. Vypocitame yg:

Ine 1
Yo = f(ro) = — = -
e e
Rovnica doty¢nice je t : y — 1 = 0. O

Priklad 2.42 Najdite doty¢nicu a norméalu k funkcii f(z) = = - Inz v bode, v ktorom je

normala rovnobezna s priamkou p : y = —%ZB + 3.

Riesenie: Vieme, ze k, = k, = —3. Zo vzt'ahu (2.24) dostaneme k, = 2. Potrebujeme
najst’ bod T = (zo,y0) tak, aby platilo f'(zq) = 2. Zderivujeme f

f(x) = (m-lnm)'zlnx—l—x-izlnxqtl
a dostaneme rovnicu

f'(rg) =2=Inzg+1 aztoho Inzy=1.
Riesenie je ¢y = e. Vypocitame yq:

Yo = f(zg) =e-lne=e

Dotykovy bod je T' = (e, ). Rovnice doty¢nice t a normaly n st

t: y—e = 2(x—e),

1
n:y—e = —§(x—e).
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Priklad 2.43 Su dané funkcie f(z) = e*sinx a g(z) = —e”sinz. Zistite, aky uhol zvie-
raju grafy tychto funkcii® v bode A = (0, ?).
Riesenie: Najprv overime, ze f(0) = g(0).

f(0) = e%sin (0) = 0, g(0) = —’sin (0) = 0.

Sucasne sme zistili y-ovi stradnicu bodu A = (0,0). Vypoé&itame doty¢nice k funkciam f

a g v bode A. Smernice tychto doty¢nic si

(f(x)) =e"sinx + e” cos z, z toho f(0) =1,
(9(z)) = —€"sinz — e" cosz, z toho f(0)=-1.

Rovnice doty¢nic:

Z rovnic doty¢nic dostaneme normalové vektory ny = (1, —1), n, = (1,1). Tieto vektory
st na seba kolmé (overte), teda aj doty¢nice ¢; a t, st na seba kolmé.

Zaver: Grafy funkcii f a g st v bode A na seba kolmé. a

7 fyzikdlneho hl'adiska, ked’ S(ty) predstavuje drahu, ktora prejde teleso do ¢asu t, tak

v(tg) = S'(to) predstavuje rychlost’ telesa v case to,
a(ty) = v'(ty) = S"(to)  predstavuje zrychlenie telesa v Case to.

Vseobecnejsie, ked’ f () predstavuje hodnotu fyzikalnej velic¢iny v ¢ase g, tak f’(to) pred-

stavuje rychlost’, akou sa tato veli¢ina v case ty meni.

Priklad 2.44 Pohyb telesa je dany funkciou S(t) = 6t* — ¢* [km]. V ¢ase to = 0 |h] sa
teleso nachddza v bode A. Zistite, v ktorych okamihoch teleso zastane a kedy bude mat’
nulové zrychlenie. Pre tieto okamihy vypocitajte vzdialenost’ telesa od bodu A.

Riesenie: Potrebujeme urcit’ prvé dve derivacie funkcie S.

S'(t) = 12t —3t* kmh™'],
S"(t) = 12— 6t [kmh™?).

3Uhol medzi grafmi funkcii je definovany ako uhol medzi ich doty¢énicami.
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Teleso zastane v v ¢asoch t( takych, ze S’(ty) = 0 a nulové zrychlenie bude mat’ v okami-
hoch t; takych ze S”(t;) = 0.

0 = 12t,—3t5, ztohoty, =0h, to, =4h,
0 = 12—-6t;, =ztohot; =2h.

Vypocitame vzdialenosti od bodu A v ¢asoch tp, =4h at; =2h
S(4) = (64> — 4°) km = 32km, S(2) = (6-2*—2*)km = 16 km
Teleso stoji v ¢ase tg = 0h a v Case tg = 4 h a nachadza sa vo vzdialenosti 32 km od bodu

A. Nulové zrychlenie mé v ¢ase t; = 2h a nachédza sa vo vzdialenosti 16 km od bodu A.

O

Priklad 2.45 7Z bodu A $tartuja naraz cyklista a motorkar. Cyklista sa pohybuje na se-
ver, motorkar na zapad. Funkcie S¢ a Sy, predstavuji polohu cyklistu a motorkara v case
t|s| (pre ¢ > 0). Napiste funkciu, vyjadrujicu rychlost’, akou sa cyklista a motorkar od
seba vzd’aluju, ak

Sc(t) = t(1+ arctgt)[m],
Sy(t) = (1 +1In(t+1))[m].

Riesenie: Drahy cyklistu a motorkéra st na seba kolmé. Z toho dostaneme funkciu, vy-
jadrujtcu ich vzdialenost’ v case t

S(t) = \/SA(t) + 5%, (t) = /(1 + arctg )2 + £1(1 + It + 1))? [m].

Rychlost’, akou sa od seba vzd’al'uji, je dand derivaciou funkcie s, teda

(t2(1 + arctgt)? + t*(1 + In(t + 1))?)
V(1 + arctgt)? + ¢4(1 4+ In(t + 1))

1
S = 3 e
1 2t(1 + arctgt)® +¢* - 2(1 + arctgt) -
2
E

V(L + arctg £)? + 11+ In(t + 1))?)

A3 (1+In(t +1))2 +¢*2(1 +In(t + 1)) - 75 -

2 /(1 + arctgt)? + t4(1 + In(t + 1))?)
(

L+ arctgt)? + tE5EL 4+ 262(1 + In(t + 1)) 4 3 fms~]
- ms .

V(1 + arctgt)? + ¢2(1 + In(t + 1))2




110 KAPITOLA 2. DIFERENCIALNY POCET

Priklad 2.46 Majme radioaktivnu latku, ktorda v case ty = 0s pozostava z ¢ atéomov.
Funkcia, ktora popisuje pocet atémov tejto latky v case t, je f(t) = q - e %%l Najdite
rychlost’ rozpadu latky v c¢ase t a okamih %y, v ktorom sa pocet atéomov zredukuje na

polovicu (pol¢as rozpadu).

Riesenie: Oznacme rychlost’ rozpadu atomov v. Potom
v(t) = f(t) = —0,001ge” "M [s71].

Zaporna hodnota funkcie v znamené, Ze rychlost’ rozpadu sa znizuje. Najdime polcas

rozpadu tejto latky. Potrebujeme vyriesit’ rovnicu

1
g - e~000o0 — 0 (2.31)

Bezprostredne z tejto rovnice dostaneme, Zze polc¢as rozpadu nezavisi od poctu atémov,
ktoré boli v latke v ¢ase t = 0s. Rovnicu (2.31) zlogaritmujeme a dostaneme

1
—0,001t, = In (5)

a z toho ty = 553 = 693,15s. O

2.4 Extrémy, konvexnost a konkavnost

2.4.1 Monoténnost a lokalne extrémy

Bezprostredne z definicie derivacie vyplyva nasledujica veta.

Veta 2.8 Nech f je hladkd funkcia na intervale (a,b). Potom plati:

(a) Ak pre kazdé x € (a,b) je f'(x) >0, tak f je na (a,b) rydzo rastica.

(b) Ak pre kazdé x € (a,b) je f'(x) <O, tak f je na (a,b) rydzo klesajica.

Ako dosledok tejto vety dostaneme:

Dosledok 2.4 Nech funkcia f je hladkd na intervale (a,b). Potom, ak f md lokdlny
extrém v bode (xq, f(xg)) pre xo € (a,b), tak f'(zo) = 0.

Z tohto dosledku vyplyva, Ze ked’ potrebujeme najst’ lokdlne extrémy, tak musime néajst’
hodnoty xzo € D(f), v ktorych bud’ f'(xzy) = 0 alebo derivacia f’(xy) neexistuje. Preto

zavedieme nasledujici pojem.



2.4. EXTREMY, KONVEXNOST A KONKAVNOST 111

Definicia 2.21 Nech f je dand funkcia. Potom (xq, f(x0))) je staciondrny bod funkcie f,
kde xo € D(f), ak f'(xo) = 0 alebo derivdcia f'(xg) neexistuje.

Na nasledujicich obrazkoch st znazornené rozne pripady funkcii, ich derivacii a stacio-

narnych bodov.

g

£ oA 7
- ]

d_f' dx

i et

SE.j {1y}

*ee

Obr. 2.44. Grafy funkcii f a g, ich derivacii a stacionarne body

E-'ll- =
=

SB;

Obr. 2.45. Graf funkcie h, graf jej derivacie a stacionarny bod

Na obrézkoch 2.44 st funkcie f a g, ktoré maju v stacionarnych bodoch lokélne extrémy.
Funkcia f je hladka, funkcia g neméa derivacie v staciondrnych bodoch. Na obrazku 2.45
je hladka funkcia h, ktord ma jeden stacionarny bod, ale nema v nom lokalny extrém.

Kritérium 2.1 (na overovanie extrémov). Nech xq je staciondrny bod funkcie f
a nech existuje & > 0 tak, Ze, f md deriviciu na mnozine (xg — &, x0) U (29, zo + &).

Potom plati

o Ak pre x € (xg — &, xg) je f'(x) <0 a pre x € (xg,x0 + &) je f'(x) >0, tak funkcia

f md lokdlne minimum v (xq, f(z0)).

o Ak pre x € (xg — &, xg) je f'(x) >0 a pre x € (g, x0+ &) je f'(x) <0, tak funkcia

f md lokdlne mazimum v (xq, f(xg)).

o Ak pre vSetky x € (xg — &, 2o + &), x # x0, je f'(x) > 0 alebo pre vietky x # xo,
x € (xg— & xo+ &), je f'(x) <0, tak funkcia f nemd v (zo, f(x0)) lokdlny extrém.
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Pre hl'adanie intervalov monoténnosti budeme potrebovat’ nasledujice tvrdenie.

Lema 2.16 Nech f je funkcia, ktord je spojitd na intervale (a,b) a nech neexistuje hod-
nota x*, pre ktori plati f(z*) = 0. Potom, ak pre lubovolne zvolené x, € (a,b) plati
f(z1) >0 (resp. f(x1) <0), tak pre kazdé x € (a,b) plati f(x) >0 (resp. f(x) <0).

Priklad 2.47 N4jdite intervaly monoténnosti a stacionarne body funkcii fi(z) = 23,

w2
fo(z) = - In(3z), f3(x) = x - e 2. Zistite, v ktorych stacionarnych bodoch maji dané

funkcie lokdlne minimé a lokalne maxima.

Riesenie: Najprv potrebujeme najst’ definiéné obory vySetrovanych funkci. Potom najdeme
ich stacionarne body a zistime intervaly, na ktorych maja tieto funkcie kladné derivacie
a na ktorych zaporné (aplikujeme lemu 2.16) a nasledne z vety 2.8 dostaneme intervaly
monotonnosti. Pomocou kritéria 2.1 zistime lokélne extrémy funkcii.
e D(f1) =R. (fi(z)) = 322 Néjdeme stacionarne body.
320 =0, ztoho m=0.

fi(xo) = 0. Funkcia f; ma jediny stacionarny bod D = (0,0). VySetrime dva inter-

valy,
(—00,0) a (0,00).
Z kazdého intervalu vyberieme jeden bod a zistime hodnotu f] v tomto bode.

r1=-1, f{(-1)=3(-1)?=3>0, tedana (—o0,0) je fi rydzo rastica,
T =1, f4(1)=3>0, teda na (0,00) je f1 rydzo rastica.

Podl’a kritéria 2.1 funkcia f; nemé lokdlne extrémy. Mozeme spravit’ zéver, ze f; je

rastiica na celom defini¢nom obore.
L D(f?) = (0,00)

1
(fo(z)) = In(3z) + T 3=1In(3z) + 1.
x
N&jdeme stacionarne body
In(3z9) +1 =0, ztoho 3xg=¢e".
—_——
preco?
To = 35, fo(20) = 5= Ing = _ln:(ie). Funkcia f, méa jediny stacionarny bod

3
C = <L —InB9)) Podla lemy 2.16 vygetrime dva intervaly,

pd) + ()
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Zvolime z; € (0, ) a x3 € (55, 00), zistime hodnoty f(z1) a fj(z2) a nasledne

37

dostaneme intervaly monoténnosti.

1
= fs (Gie) =In 2—16 +1<0, ztoho f;jena (O, 31—6) rijdzo klesajica,
xo=1, fi(1)=In3+4+1>0, ztohofgjena(1

30 oo) rydzo rastica.

Z kritéria 2.1 dostaneme, ze funkcia fo ma v bode C' lokdlne minimum.

e D(f;) =R,

12 T x

(s@)) =% 45 (-a) =5 (1-2%).

M)
N

Najdeme stacionarne body, teda rieSime rovnicu

T

e ® (1—a3) =0.

Z toho 1 — 23 = 0, teda |xo| = 1. Rovnica méa dva korene o1 = —1 a 295 = 1.

Funkéné hodnoty st f3(xo1) = f3(x02) = e"7 = L

body A = (—1, L@) a B= (1, L)

. Funkcia f3 mé dva stacionarne

D

/e
Podl'a lemy 2.16 budeme vySetrovat’ tri intervaly,

(—OO,—l), (_171)’ (1,00),
na ktorych mozeme aplikovat’ vetu 2.8. Zvolime z; < —1, x5 € (—1,1), x3>1
a zistime hodnoty fi(x1), fi(xe), f13'(x3).

vy =2, fi(-=2)=e2(1—-4)<0, tedana (—oo,—1) je f3 rgdzo klesajica,

Ty = Ov f?/,(o)
r3=2, fi(2)=e2(1—-4) <0, ztohona (1,00)je f3 rydzo klesajica.

e =1>0, z toho na (—1,1) je f3 rydzo rastica,

Podl’a kritéria 2.1 mé funkcia f3 lokalne minimum v bode A a lokdlne maximum
v bode B.

2F

-3 0 3

2 2

Obr. 2.46. Graf funkcie fi(z) = 2® Obr. 2.47. Graf funkcie fo(x) =z -In3z
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~

Obr. 2.48. Graf funkcie f3(z) =z -e =

Dalsia moznost’ ako najst’ lokdlne extrémy funkcie f, je zaloZzena na druhej derivécii

tejto funkcie. Ilustrujeme si to na obrazku.

1t
10y
fix) ﬁ
d L
S 1 =gl 7
dx
& ; : ;
s 2
‘s S5
L T Y] =
I, IB; 7
x XX
il

Obr. 2.49. Grafy funkcii, ich prvych a druhych derivacii, stacionarne body a body, kde je

druhé derivacia nulova

Kritérium 2.2 (na overovanie extrémov). Nech (zo, f(x¢)) je staciondrny bod funkcie
f. Predpokladajme, Ze funkcia f je hladkd a rovnako f' je hladkd.

o Ak plati f"(zo) <0, tak funkcia f md v (xo, f(x0)) lokdlne mazimum.

o Ak plati f"(x¢) > 0, tak funkcia f md v (xg, f(x0)) lokdlne minimum.

VysSetrovanie stacionarnych bodov pomocou kritéria 2.2 spojime s vySetrovanim kon-
vexnosti a konkavnosti. Poznamenajme len, Ze v kritériu 2.2 st dva pripady: f”(z¢) > 0
a f"(xg) < 0. Existuje, samozrejme, aj tretia moznost’, ze f”(xy) = 0. V tomto pripade,
ako je to ilustrované na obrazku 2.49, nevieme spravit’ zaver pomocou kritéria 2.2 ohl'adne

existencie lokalnych extrémov.
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2.4.2 Konvexnost a konkavnost

Obr. 2.50. Konvexnd funkcia f Obr. 2.51. Konkévna funkcia f

Definicia 2.22 Majme dani funkciu f a interval [a,b] C D(f). Potom

e ak pre vSetky t € [0,1] a vsetky x1, x5 € [a,b] plati
t-fle)+ (=1 fla2) 2 f(t-214+(1—1) 22),
tak funkcia f je na intervale (a,b) konvernd'.
e ok pre vSetky t € [0,1] a vietky x1, 29 € [a,b] plati
teflay) + (L —t) flae) S f(E-a+ (1 —1) 22),

tak funkcia f je na intervale (a,b) konkdvna®.

Definicia 2.23 Majme dani funkciu f. Nech pre xo € D(f) existuje & > 0, pre ktoré je
funkcia f na intervale (xg — &, x0) konvernd a na intervale (xg,xo + &) konkdvna (alebo
na intervale (xg — &, xo) konkdvna a na intervale (zo, o + &) konvexnd). Potom sa bod
(o, f(x0)) vold inflexny.

Veta 2.9 Nech [ je dand funkcia, ktord md druhi derivdiciu na intervale (a,b). Potom

o Ak pre vSetky x € (a,b) je f"(x) > 0, tak f je konvernd na intervale (a,b).

o Ak pre vsetky x € (a,b) je f"(x) <0, tak f je konkdvna na intervale (a,b).
Priamym dosledkom vety 2.9 je kritérium na hl'adanie inflexnych bodov.

Kritérium 2.3 (na hladanie inflexnych bodov). Nech f je dand funkcia, ktord md
na intervale (a,b) spojiti druhid derivdciu. Nech xo € (a,b) je jeding bod, pre ktory je
f"(x9) = 0. Potom, ak existuji x, xo € (a,b) pre ktoré je f"(x1) > 0 a f"(x2) <0, tak
(o, f(x0)) je inflexny bod funkcie f.

4Usecka z obrazku 2.50 lezi nad grafom funkcie f.
®Usecka z obrazku 2.51 lezi pod grafom funkcie f.
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Poznamka 2.10 MozZe sa stat’, ze f”(x) = 0 pre vSetky = € (a,b). V tomto pripade
kritérium 2.3 nemozeme pouzit’. Tento pripad nastane len ak f(x) = kx+q pre x € (a,b).

Takato funkcia je konvexna aj konkavna zaroven.

Priklad 2.48 Najdite lokalne extrémy, intervaly monoténnosti, inflexné body a intervaly

1
x3—x°

konvexnosti a konkdvnosti funkcie f(x) =

RieSenie: Defini¢ny obor funkcie f je D(f) =R\ {-1,0,1}.
3z% — 1
!/ _ =
f (]7) - (I3 . l’>2’

y 6z(x® — ) — (322 —1)-2- (2® —2)(32? = 1) 1224 + 2
/ (JJ) = - (:ES — :E)4 = :ES(:EQ _ 1)3'

Uréime stacionarne body funkcie f a hodnoty x1, o € D(f) také, ze f”(zy) = 0. Budeme

riesit’ rovnice

3z —1

- =0 2.32
ey = O (232
122* + 2
— = 0. 2.33
x3(a? —1)3 (2.33)
; 5 — 1 _ _ V3 — V3 : 5
Rovnica (2.32) ma korene z1; = 5 = —% a = %, roviica (2.33) nema korene.

To znamenad, ze funkcia f ma dva stacionarne body a nemaé ziadne inflexné body. Zistime
hodnoty f v x11 a x19:

1 3v3 1 3v3

_<%§>3+%§: 5 f(iflz):(\/?g)g_?sz— 5

Na urcenie lokdlnych extrémov pouzijeme kritérium 2.2:

f(ifll) =

122 +2 122 +2
f(zn) = T ;>0 fllan)=—m—g
—2(3-1) L (3-1)

Bod A — (=, %47) je lokalnym minimom funkcie f a bod B = (2, ~23%) je lokdl-
nym maximom funkcie f.
Na urlenie intervalov monoténnosti potrebujeme vySetrit’ 6 intervalov (veta 2.8 a lema

2.16):

et () (50). (0 B) (£ oo
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Postupne prejdeme jednotlivé intervaly.

(—o0, —1): f(=2) = —% f je rydzo klesajica,
3
(—1, —\/?_ - f1(=0,7) = —#ﬂog f je rydzo klesajica,
3
<_§’ 0]: f(=0,5) =2 f je rydzo rastica,

f'(0,5) = -1 f je rydzo klesagiica,

3 1]:  f(0,7) = % f je rydzo rastica,
(1,00) : 2 =% f je rydzo rastica.

Na urcenie intervalov konvexnosti a konkadvnosti potrebujeme vySetrit’ 4 intervaly:
(_007_1)7 (_17 0)7 (07 1)7 (1700)
Postupne prejdeme jednotlivé intervaly.

(—oo, =1):  f"(=2)= =325 f je konkduna,
(=1,0): f"(—0,5) = 82 [ je konveznd,
(0,1): f"(0, ) —% f je konkdvna,
(L,oo):  f"(2) =+ [ je konveznd.

Funkcia f meni konvexnost’ na konkavnost’ v pre x € {—1,0,1}. Tieto tri hodnoty lezia
mimo defini¢ného oboru. Preto f nema ziadne inflexné body.

L
T

Obr. 2.52. Graf funkcie f a jej stacionarne body

|

Priklad 2.49 Najdite lokdlne extrémy, intervaly monoténnosti, inflexné body a intervaly
konvexnosti a konkavnosti funkcie f(z) = 5(z® — z%).

Riesenie: D(f) = R. Vypocitame prvii a druht derivéiciu:
f'(z) = 302° — 202°,  f"(zx) = 1502* — 602>
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Uré¢ime hodnoty x1, 29 € D(f) také, ze f'(x1) =0 a f’(x2) = 0. Budeme riesit’ rovnice

3009 — 2027 = 102%(32% —2) =
15023 — 6025 = 30x5(5x3 —2) =

: (2.34)
(2.35)

Rovnica (2.34) ma korene z1; = —\/g, 219 = 0, 113 = \/g Rovnica (2.35) ma korene
Top = —V 2D, Too = 0, x93 = v/25. Funkcia f mé tri stacionarne body. Zistime funkéné

hodnoty v x11, 12, 213:

400 400

flzn) = ~759” flx=13) =0, f(z3) = 70"

Pouzijeme kritérium 2.2 na overenie lokalnych extrémov:

80 80

ff(x1) == >0, f'(z12) =0, f(213) = 27

> > 0.

Zistili sme, 7ze bod A = (—\/g, —%) a bod C' = <\/g, —%) st lokélne minimé funkcie

f. Pre bod B = (0,0) nemézeme pouzit’ kritérium 2.2. VySetrime intervaly monoténnosti.
Mame tri staciondrne body, funkcia f je definovani na celej redlnej osi, teda musime

preverit’ 4 intervaly

(=) () () ()

Postupne dosadime do f’ z kazdého intervalu:

2
<—oo, — §> . f'(=1) = =10 funkcia f je rgdzo klesajica,

2
(_\/;7 0) . f'(—=0,5) = 22 funkcia f je rydzo rastica,
2
(O, —) : f(0,5) = —%  funkcia f je rydzo klesajiica,

2
( - oo) . f/(1) =10  funkcia f je rgdzo rastica.

Zistili sme stcasne, ze bod B = (0,0) je lokdlnym maximom funkcie f.
VysSetrime intervaly konvexnosti a konkavnosti. Opét’ budeme vySetrovat’ 4 intervaly:

(oo =y/3). (+v3:9) (0 v3) (V3 =0).
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Postupnym dosadenim do f” z kazdého intervalu dostaneme:

2
(—oo, —/=|: f'(=1)=90 funkcia f je konvernd,

2
<_\/;7 0]: f"(-0,5)= —% funkcia f je konkduna,

(0, Ak f7(0,5) = =2 funkcia f je konkduna,

2
(\/;, oo | : (1) =90 funkcia f je konveznd.

Funkcia je konkavna v intervaloch (— %, 0) aj (0, \/%> To znamené, Ze bod (0,0) nie
je inflexnym bodom funkcie f. Funkcia f mé dva inflexné body. Zistime eSte hodnoty

funkcie pre a1 a 2o3. Dostaneme f(xg1) = —52, f(223) = —32.
107
5__
—tr
- 0 3
_j__

Obr. 2.53. Graf funkcie f, jej stacionarne a inflexné body

Kritérium 2.3 je obdobou kritéria 2.1. Ked’ si tieto dve kritéria zhrnieme, z prvej de-
rivacie zistime intervaly monotonnosti (a z nich dostaneme lokilne extrémy) a z druhej
derivacie zistime intervaly konvexnosti a konkavnosti (a z nich dostaneme inflexné body).
Existuje eSte jeden sposob, ako mozeme urcit’, ¢i v staciondrnom bode, kde sa aj druha
derivacia rovna nule, ma funkcia lokalny extrém, alebo je to inflexny bod. Tento sposob

je zalozeny na pocitani vyssich derivacii a je opisany v nasledujicom kritériu.

Kritérium 2.4 (na hladanie lokadlnych extrémov a inflexnych bodov). Nech f je
dand funkcia a nech pre xq € D(f) plati

0= f/(xo) _ f”(ﬂfo) _ fm(ﬂfo) — .= f(rhl)(xo)
a f™(zy) # 0. Potom
o Ak n je pdrne cislo, tak bod (xo, f(xg)) je lokdlnym extrémom funkcie f:

ak ™ (x0) > 0, tak v 29 md funkcia f lokdlne minimum,

ak f™(z¢) <0, tak v xg md funkcia f lokdlne mazimum.
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o Ak n > 1 je nepdrne ¢islo, tak (xg, f(z0)) je inflexny bod funkcie f.

Priklad 2.50 Najdite lokalne extrémy a inflexné body funkcif fi(z) = 2,
fo(z) = In(a? 4 2z + 2), f3(x) = 5x® — 5.

Riesenze:

e D(f1) =R, f{(z) = 52*. Z toho dostaneme, 7e jediny stacionarny bod funkcie f;
je A = (0,0). Pouzijeme kritérium 2.4 na overenie, ¢i ma funkcia lokalny extrém
v tomto bode.

//( ) — 20‘%3 f//(o) —

" _ 60 / 0
(4) 1 () = 602 )( ) =0, Podl'a kritéria 2.4 je A inflexnym bodom f;. Lokalne
1 (z) = 12093 f1 (0) =
) = 120, £70) >0

extrémy tato funkcia nemé. Stucasne xy = 0 je jediné rieSenie rovnice f](z¢) = 0.
Z toho vyplyva, ze A je jediny stacionarny bod funkcie f;.

e Ked chceme zistit’ defini¢ny obor fs, potrebujeme vyriesit’ nerovnicu
420 +2=(z+1)*+1>0.

Vidime, 7e riesenim je cela redlna os, teda D(fy) = R. Najdeme stacionarne body:

20 + 2
/ —
falw) = 242 +2
Rovnica I(Q)Qfg;;iz = 0 m4 jediné riesenie o = —1. f(—1) = In(1) = 0. Jedinym

stacionarnym bodom funkcie fy je B = (—1,0). Overime, ¢ ma funkcia v tomto
bode lokalny extrém.
" 2(2? 4+ 22 +2) — (22 + 2)(22 + 2) —22% — 4x
2 () = 2 2 — (2 2"
(2% 4 2z + 2) (2 422+ 2)
f"(=1) =2 > 0. Podl'a kritéria 2.2 m4 funkcia fo v bode B lokdlne minimum.
Najdeme inflexné body. Potrebujeme nulové body druhej derivacie:

(3422, +2)2
z toho 17, = —2, x1o = 0. Podl'a kritéria 2.3 vySetrime tri intervaly:

(—o0,—-2), (—=2,0), (0,00).
Vyberieme z kazdého intervalu jednu hodnotu a dosadime do f5. (Interval (—2,0)
sme uz vySetrili pri hl'adani lokalnych extrémov.)
(—00,—2): fJ(=3) =3 <0 funkcia f; je konkdvna,
(—=2,0): fY(=1)=2>0 funkcia fy je konveznd,
(0,00):  fJ(1)=32 <0 funkcia fo je konkduna.
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Potrebujeme este funkéné hodnoty pre x5 a xq9:
fo(=2)=In2, f5(0) =In2.
Funkcia f; mé dva inflexné body (—2,1n2) a (0,1n2).
D(f3) = R. Zistime stacionérne body:
fi(x) = 252* — 152* = 52%(52% — 3).

Rovnica 5z3(5xf — 3) = 0 ma tri korene zg1 = —y/2, 202 = 0, 213 = \/g Funké¢né

hodnoty st f3(xg) = %, fs(zo2) = 0, f3(ze3) = —%. Stacionarne body funkcie

fast C = <—\/§ %) D= (0,0), E = <\/§ —%> Pouzijeme kritérium 2.2.
¥(z) =100z® — 30x = 10x(1022 — 3).

3
5 (1) = —30\/; <0 v C ma f3 lokdlne mazimum,

5(0) =0  nevieme rozhodnut’¢i je v D lokalny extrém,
5 (zo3) = 30\/? <0 v Ema f; lokdlne minimum.
Na bod D pouzijeme kritérium 2.4:
7'(x) = 3002% — 30, f5'(0) = =30 <0, D je inflexny bod funkcie fs.
Zistime, ¢i existuju d’al§ie inflexné body. RieSime rovnicu
107, (1027 — 3) = 0.
Rovnica ma tri korene: 1, = _\/1%7 19 =0, T3 = \/%. Zistime funkéné hodnoty:
3 21/3 3 21/3
Is (_ E) T 20/10° f3< 1_0> ~ 20/10°
Podl'a kritéria 2.3 vySetrime Styri intervaly:
3 3 3 3
(=) (Vi) (i) (o)

Z kazdého intervalu vyberieme jednu hodnotuu a dosadime do f7.

3
(—oo, 1 Y(—1) = =70, funkcia f3 je konkdvna,

3
(— 0 0]: f{(=0,5)=2>0, funkcia f3 je konveznd,

3
<(), ME : f4(0,5) = =2 <0, funkcia f; je konkduna,

3
(\ / 0 ) {(1) =70, funkcia f3 je konvernd.
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Funkcia f3 ma tri inflexné body: <—@/%, —2201\/‘/1%>, (0,0), (,/1%, 2201\/‘/1%>.

5 osl )

1t

Obr. 2.54. Graf funkcie f Obr. 2.55. Graf funkcie f3
Graf funkcie f; je na obr. 2.14. O

2.4.3 Globalne extrémy

Globélne extrémy funkcii sa v praktickych aplikacidch spajaja s rieSenim optimaliza¢nej
tlohy (teda ked’ potrebujeme bud’ maximalizovat’ zisk, alebo minimalizovat’ stratu).

Veta 2.10 Nech [a,b] je dang interval a nech f : |a,b] — R je spojitd funkcia. Potom f

nadobida najvicsiv aj najmensiu hodnotu.

Poznamka 2.11 Ak navySe f : [a,b] — R je hladki na intervale (a,b), tak najvicsia
a najmensia hodnota, ktort na intervale [a, b] funkcia nadobudne, sa dosahuje bud’ v sta-
cionarnych bodoch, alebo v krajnych bodoch intervalu [a, b]. Z toho dostaneme postup pri
hl'adani globalnych extrémov.

Postup pri hl'adant globdlnych extrémov na intervale [a, b):

1. Najdeme stacionarne body (z1, f(z1)), ..., (s, f(x,)) funkcie f, pre ktoré je
Ti,..., %, € (a,b)

2. Vypocitame hodnoty f(a) a f(b).

3. Porovname f(xy), f(z2),..., f(zn), f(a), f(b).

Priklad 2.51 N4jdite najvi¢§iu a najmensiu hodnotu funkcie f(z) = 22% — 322 na inter-
vale [—2,2].

Riegenie: Najdeme stacionarne body. f'(z) = 6z* — 6z, z toho rovnica 6(x3 — z) = 0 ma
korene zg; = 0, zg2 = 1. 0,1 € [—2,2]. Potrebujeme hodnoty f(zo1) a f(xe2):

f(xo1) =0,  f(zo2) = —1.
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Zistime hodnoty f(—2) a f(2):

f(-2) =28, f(2)=4

Najvicsia hodnota je 4 a dosahuje sa v x = 2, najmensia hodnota je —28, dosahuje sa
v bode x = —2. O

Priklad 2.52 Najdite najviicsiu a najmengiu hodnotu funkcie f(z) = 2? — 4z + 1 na
intervale [0, 3].

Riesenie: Najdeme stacionarne body. f'(z) = 2z —4, z toho rovnica 2xy—4 = 0 ma jediny
korenn xy =2 € [0,3]. f(2) = =3, f(0) =1, f(3) = —2. Najvii¢sia hodnota je 1 a dosahuje
sa pre x = 0, najmensia hodnota je —3, dosahuje sa v bode z = 2. O

Veta 2.11 Nech [ je hladkd funkcia na intervale (a,b) a nech md jeding staciondrny bod

A. Potom ak mad lokdlny extrém v bode A, tak tam md aj globdlny extrém.

Priklad 2.53 Kruhovy valec mé objem 167 cm?. Aké musi mat’ rozmery, aby mal mini-
malny povrch?

Riesenie: Potrebujeme néjst’ polomer r a vysku v valca. Povrch valca je: S = 2712 +27rv.

Pozname

16
V = 1641 = mr’v, ztoho v = —-
r
Potrebujeme zistit’, pre aki hodnotu r nadobtida funkcia
16 327
S(r) = 2mr? + 2mr— = 2mr? 4+ —
r r
svoje minimum, pri¢com r € (0,00) (polomer valca je kladny, iné obmedzenie nemame).

N4jdeme stacionirne body.

327 rd—8
S'(r) = 4nr — = = 47 o
Rovnica 47rr8;§8 = 0 ma jediny koreit 7y = 2cm. S(2) = 247w cm?. Funkcia S m4 jediny
0

stacionarny bod. Overime, ¢i m& v tomto bode lokdlne minimum.

322 — 20 (S — 8 3416
., 4T<T ):47TTJ; . S"(rg) = 127 > 0.
T r

S"(r) =4n

Bod (2,247) je lokdlnym minimom, teda podla vety 2.11 ma funkcia S v tomto bode
globalne minimum. Vyska valca: je vg = 4 cm.

Zaver: optimalne rozmery valca si: vyska 4 cm a polomer 2 cm. O
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Priklad 2.54 Skladové priestory maji tvar kvadra s objemom 500m?. Dlzka ma byt’

2

dvojnasobkom girky, 1 m? strechy je 3 x drah&i ako 1m? bocnej steny. Aké musia byt

rozmery skladu, aby bola stavba najlacnejsia?

Riesenie: Oznac¢me x dlzku, y $irku a z vysku skladu. Potom cena stavby je:
C(x,y,z) = 3zy + 2(zz + yz).

Vieme, Ze x = 2y a pozname objem
V =500 = zyz = 2°2.

7 toho z = 2%. Dostaneme optimaliza¢nu funkciu

Cly) = 67 + 1500 _ 6y* + 1500
Yy Yy ’

pricom y € (0,00). Najdeme stacionarne body funkcie C:

18y3 — (6y> + 1500) 12y% — 1500
y? N y?
1242 — 1 312
0 — Y ! 50():12y0 i 5.
Yo Yo

C'ly) =

Y

Rovnica méa jediné riesenie yop = 5m. Overime, ze C' ma v bode (5, C'(5)) lokdlne minimum:

3yt — 2y(y® — 125 3 4250
) = 12 y(i/ ) _19Y +3 7
y y
125 + 250
C"(yo) = 122220 350

125

Sirka 5m je optimalna. Uréime eSte zvy$né rozmery. Optimalna dlzka je zy = 2y, teda
10m a vyska je zgz%:lom. a
0

2.5 Diferencialy a Taylorov polyném

Taylorov polyném slazi na priblizny vypocet hodnot funkcii. M4 aplikicie, napr. pri pri-
bliznom vypocte integralov, diferencidlnych rovnic a pod.

2.5.1 Diferencialy funkcie

Predpokladajme, 7Ze mame dani funkciu f, ktord ma na intervale (a, b) n derivacii a nech
xy € (a,b) je dany bod. NaSou tlohou bude aproximovat’ (teda priblizne uréit’) hodnoty
funkcie f pomocou polynému n-tého stupna.
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e Polynoém prvého stupiia, ktory v okoli bodu A = (g, f(x0)) najlepsie vystihuje

funkciu f, je doty¢nica s dotykovym bodom A. Doty¢nica aproximuje v malom

okoli bodu A dostato¢ne presne funkciu f, teda mozeme pisat’

(@) & (o) (x = o) + f(x0)-

Vyraz

df (zo, ) = f'(20)(x — o)

nazveme progm diferencidlom funkcie f v xg.

Obr. 2.56. Graf funkcie f a jej doty¢nica v bode A

(2.36)

e Doty¢nica ma s funkciou spolo¢ny bod A a smer" (k = f'(x)). Budeme hl'adat’

polyném druhého stupiia Py(x) = ca(z — x9)* + c1(z — xo) + f(x0), ktory ma

s funkciou f spolo¢ny bod A a hodnoty prvych dvoch derivacii f'(zo), f"(zo).

LA R

Obr. 2.57. Aproximéacia parabolou P

Postupnym derivovanim dostaneme

f'(x) = 2c(x —x)+c1, ztoho ¢ = f'(x),

"
f"(x) = 2c¢y, 1z toho C2:f (2:[0).

Hl'adany polyném druhého stupna mé tvar

Py(z) = @(m —20)? + f'(w0)(x — 20) + f(20).
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Vyraz
d* f(zo,x) = f"(x0) (2 — 20)”
nazveme druhym diferencidlom funkcie f v xg.

e Hladame polynom tretieho stupiia Ps(x) = c3(z — 10)% + co(x — x0)? + ¢1(x — o)+
+f(z0), ktory ma s funkciou f spoloény bod A a hodnoty prvych troch derivacii

f'(xo), f"(z0), f"(x0).

Obr. 2.58. Aproximéacia polynémom 3. stuphia P

Postupnym derivovanim dostaneme

fl(x) = 3es(w —x0)* + 2co(w — 20) +¢1, ztoho ¢ = f'(w0),

"
f'(x) = 3-2-c3(x — ) +2co, ztoho ¢y = / <2x0),
"
f"(x) = 3-2-¢3, ztoho c3= M.
3-2
Vysledny polyném ma tvar
" T 1 T
Pue) = a0+ e o+ e = an) + o) =
[ (@ [ [ f (o)
= Z§| 0)(1:_:130)3_'_ 2!0>(‘T—x0)2+TO)(I_:EO)+()—!O( _fEO)O'
Vyraz
B f (o, 2) = f3)(x0)(z — 0)*
nazveme tretim diferencidlom funkcie f v xg.
Vseobecne, vyraz
d™ f(xg, ) = f™ (20)(x — x0)" (2.37)

nazveme diferencidlom n-tého rdadu funkcie f v xy (alebo n-tym diferencidlom funkcie f

v o).
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Derivdcia nultého rddu funkcie f v zy sa oznacuje f©(zq) a definuje f©(zo) = f(x0).
Nulty diferencial je potom

dO f (o, z) = fO(wo)(wo — )° = f(x0).

2.5.2 Lagrangeova veta o strednej hodnote a Taylorov rozvoj

Definicia 2.24 (Taylorov rozvoj). Nech f je funkcia, ktord md na intervale (a,b) n de-

rivdcii. Nech xo € (a,b) je pevne zvolenyj bod. Potom oznacime
— [ (x0) i
Ty an) = 3 L0 gy 2.38)
=0

a polynom T,(f, xo, ) nazveme Taylorovym polyndmom (rozvojom) n-tého stupria funkcie
f okolo zq. (Stru¢nejsie hovorime, ze T, (f, zo, x) je n-ty Taylorov polynom.)

Taylorov polyném n-tého stupna funkcie f moézeme vyjadrit’ pomocou diferencialov

To(f, 0, %) = i w

=0

7!

Veta 2.12 (Lagrangeova o strednej hodnote). Nech f je hladkd funkcia na intervale
(a,b) a spojitd na [a,b]. Potom existuje také & € (a,b), pre ktoré plati

Fb) = fla)

1 = =5

Obr. 2.59. Funkcia f a jej doty¢nica v bode T' = (&, f(&))

Nasledujtca veta je zovSeobecnenim predchidzajicej Lagrangeovej vety o strednej hod-
note a hovori o tom, akej chyby sa dopustime, ked’ hodnotu f(x) aproximujeme hodnotou
T.(f, o, z). S Lagrangeovou vetou o strednej hodnote sa stretneme este v kapitole o in-
tegraloch.
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Veta 2.13 Nech f je funkcia, ktord md na intervale (a,b) vsetky derivacie aZ po rad n+1.
Nech xg € (a,b) je pevne zvoleny bod. Potom pre lubovol'né x € (a,b) existuje &, € (o, x)
(resp. & € (x,10)) tak, Ze

Fr (&)

CES 7).

f(l’) - Tn(fv xo,ZL‘) =

Hodnotu € = |f(x) — T,,(f, o, )| nazveme chybou odhadu pri aproximécii f(x) hodnotou
T.(f, xo, x).

Priklad 2.55 Potrebujeme odhadniat’ hodnotu cos(0, 25), pricom chyba odhadu méa byt’
£ < 0,01. Funkciu rozvinieme v bode 2o = 0.° Pomocou vety 2.13 treba zistit’ minimalny
potrebny stupen Taylorovho rozvoja. Ked spravime niekol’ko derivacii, dostaneme

cos'(0) = 0, cos”(0) = —1, cos™(0) =0, cos®(0)=1...

Ozna¢me ¢ absolutnu hodnotu chyby. Potom na odhad chyby ¢ potrebujeme odhadnit’
| fHD(€)]. Musime si uvedomit’, Ze & nepozname, ale vieme, 7e £ € (0;0,25).

| cos™(£)| = | sin(¢)] ak n + 1 je nepérne cislo,
| cos(§)] ak n 4 1 je pérne ¢islo,

teda |cos™ D (€)] < 1. Dostavame £ < 221 < 0,01 Polozme n = 2. Potom 0, 253 = L

(n+1)! 647
3
| 0,25 1 1
3! =6, z toho = = a1 S oo

Na dosiahnutie potrebnej presnosti sta¢i Taylorov polyném 2. stupiia Th(cos;0;x) =

=1- %xQ. Ked’ za z dosadime 0, 25, dostaneme

1 31
295) =1 — — — 2= = .
cos(0, 25) 35 = 33 0,97

Priklad 2.56 Néijdite piaty Taylorov polynéom funkcie f(z) = e” v bode xy = 0. Odhad-
nite chybu, ktorej sa dopustite, ak ¢islo e = f(1) odhadnete hodnotou T5(e*,0,1).
Riesenie: Vypocitame derivacie

(@) = (@) = ()" = () = () = "

e’ = 1. Z toho dostaneme

N 1 1 1 1
T5(e”,0,7) = 1+x+§x2+§$3+ﬂx4+5x5.

620 volime vzdy tak, aby sme vedeli vypocitat’ prislusnt funkéni hodnotu aj hodnotu prvych n de-

rivacii.
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Dosadime z = 1 a dostaneme

1 1 1 1 326
=1l4+14+-4+-4+—+-—=—=2,7167.
TS T T T 10
Odhadneme chybu . Vieme, 7e ¢ = 6“""2&(1 - 0)¢ = 66—51, kde ¢ € (0,1). Hodnotu &
nepozname, ale vieme, Ze exp je rastica funkcia. To znamena 1 < e¢ < e. Cislo e odhadu-
jeme (teda ho nepozname), ale mozeme spravit’ horny odhad e < 3. Z toho dostaneme

odhad chyby

3
<2~ 20.0042.
=61 240 O

Priklad 2.57 Rozvojom funkcie In v bode xqg = 1 odhadnite hodnotu In 5, pricom pre
chybu odhadu € ma platit’ ¢ < 0, 02.

Riesenie: Najdeme formulu pre Taylorov rozvoj n-tého stupna funkcie In.

In'z = i =z
In"z = —x72,
"z = 2273,
mWe = —2.327%= -3z,

"Wz = (=1)"(n— 1)z

7 toho In™(1) = (=1)"*'(n —1)! a In®1 = In1 = 0. Dosadenim do vzt'ahu (2.38)

dostaneme
T,(In, 1,z) = Z(—mﬂu(:ﬁ —1) = Z(—wﬂu. (2.39)
i=1 i=1
Dosadime z =5

n A 41
To(In,1,5) =Y (=1)"'—

; 7
=1
a chybu moézeme odhadnit’ hodnotou

n'(f _ 1)n+1 _ (5 _ 1)n+1
= (n+1)!  n+l
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Obr. 2.60. Funkcia In a jej 8. Taylorov polyném

kde ¢ € (1;5). Nevieme najst’ n tak, aby sme mohli zarucit’, ze ¢ < 0,01. Ulohu musime

riesit’ inak. Vieme, Ze pre I'ubovolné x > 0 plati Inx = — In ( ) Namiesto toho, aby sme

odhadli priamo hodnotu In 5, budeme odhadovat In (1). Dosadenim do (2.39) dostaneme

n

T, (m, 1, %) = Z(—l)i+1(_+@i = —zn: 0.8

=1

1
i=1
Odhad chyby je

n—i—l
(n+1)

Pren =7jeé < 0,021 > 0,02, pre n = 8 je € < 0,021 > 0,015 < 0,02. Na odhad
hodnoty In (%) s presnost’ou 0,02 potrebujeme Taylorov rozvoj aspon 8. stupna. Z toho
dostaneme

8
1 08’
Inb=—1In (5) = E

- )
=1

Pre Taylorov rozvoj funkcii plati nasledujici uzitoény vzt'ah, ktory vyplyva bezpros-
tredne zo vzorcov (2.25) a (2.26).
Veta 2.14 Nech T, (f,xo,z) a T,(g,20,x) si Taylorove rovoje n-tého stupria funkcii f

a g v xg. Oznacme €5 a €, absolitne hodnoty chyb, ktorjych sa dopustame, ked odhadu-
. )

jeme hodnotu f(x), respektive g(x) pomocou n-tgch Taylorovych polyndémov. Potom pre
[ubovolné cy, ca € R plati

(clf + C29, Xo, l’) - ClTn<f7 Z‘(),.T) + CQT (ga Zo, )
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a pre absotutnu hodnotu chyby & odhadu hodnoty c1 f(x) + cog(x) plati

€ < crep + gy
Priklad 2.58 Urcte T, <1n (%) 0x>

1
Riesenie: In (?:; =In(z+1) —In(—2) pre 2 € (—3,1) (overte!). MoZeme pouzit

vetu 2.14. Vypocitame prvé 4 derivacie

7 toho dostaneme

1 1 22 2123 3124
T4 (ln (.CE + 5) ,0, ZE) = In (§> + 2z — EZEQ + ?.CES - TZLA,

_9)2 1(—9)3 1(—92)4
ﬂ(ln(%—x),(),x) = In %)—21]&—( 2) a:2+2( 2) 3 312 4

9] 3] a7
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_3__

Obr. 2.61. Funkcia f(x) =In (T_i) a jej 4. Taylorov polynom
2

a podla vety 2.14 vyjde

+ 1 16
Ty (111 (af 2) ,0,x> = 4o+ —a°.
5—1’ 3

Priklad 2.59 Napiste 5. Taylorov polyném funkcie cos v bode zy = %77.

Riesenie: Vypocitame prvych 5 derivacii funkcie cos a ich hodnoty v xy = %77.

/ o e o o 3 o
cos'z = SInw |, 3, = 5111(2 ) = 1,
" _ (3 _
cos"T = —COST |, s, = —005(2 ) = 0,
m _ ; . — in (2 = —
cos"x = SINT |, 3, = sm(27r) = -1,
@)y = s = 3 — — 0) (2
cosVT = COST |8, = cos(2 ) = 0 = cos (27T),
Gy = —si —  _in(3 —
cosWVx = Sinw |, 3, = s1n(27r) = 1
2.-

Obr. 2.62. Graf funkcie cos a jej 5. Taylorov polynoém



2.6. L’HOSPITALOVO PRAVIDLO 133

Z toho

3 3 1 3\* 1 3\°
T5 | cos,=m,x | =|lx—=7 )| —=|x—=7| +=(x—=70] .
2 2 3! 2 51 2

2.6 L’Hospitalovo pravidlo

Nech a € R je pevne zvolend hodnota a § > 0. Majme funkcie f a g, ktoré st hladké
na intervale (a — d,a + §) a predpokladajme, 7e f(a) = g(a) =0 a ¢'(a) # 0. Potom

f(@)=0 lim {@=0
tim 1) gy _ea e PG (2.40)
T—a g(af) z—a 9(x)—0 Lim 9(z)-0 g/(a,)
r—a r—a r—a

Toto je myslienka L’Hospitalovho pravidla. VSeobecnejSie plati:

Veta 2.15 (L’Hospitalovo pravidlo). Nech a € R je pevne zvolend hodnota, § > 0.

Nech f a g si dané funkcie, definované a hladké na intervaloch (a—46,a) a (a,a+46). Pred-

pokladajme, Ze existuji limity lim f(z), lim f'(x), lim g(x), lim ¢'(x) a nech je splnend
T—a T—a T—a T—a

jedna z nasledujicich podmienok

1. lim f(z) = lim g(z) = 0,

r—a r—a

2.

lim f(a:)’ =

T—ra

lim g(m)‘ = 00,

T—ra

3. lim f(z) = ¢,

Tr—a

lim g(:c)‘ = 00, kde c € R je lubovolnd konstanta.
r—a

Potom plati
!/
i £ _ o £

Poznamka 2.12 L’Hospitalovo pravidlo mézeme pouzit’ aj niekol'’kokrat za sebou a plati

aj pre jednostranné limity a limity v nevlastnych bodoch.

Niektoré moznosti vyuzitia L’Hospitalovho pravidla si ilustrujeme na nasledujicich pri-
kladoch.

Priklad 2.60 Vypoditajte limitu sprava lim - In®z.

I—)0+
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Riesenie: Pocitame limitu typu 0 - co. Bezprostredne nemdzeme pouzit’ L’Hospitalovo

pravidlo. Vyraz z - In®z si musime upravit’ na podiel typu % alebo typu 2. Spravime

postupne obe tpravy.

2

n“z ) . . .
e lim z-Inz = lim — . Po tejto uprave mozeme pouzit’ L'Hospitalovo pravidlo.

z—04 z—04 P
—_———
o
typ o
/
In®z . (ln2 x) i 21;““" . Inz
1 — = lim 7~ = lim % =-21lim — =
=04 = z—04 (l) z—=0; — =5 z—0y 1
T T T \ ,
oo
typ
Inz)’ . 1
= 21 ( ),:—211111 — =0
z—04 (1’_1) z—04 —x2
e Vyraz lim z-In®2z upravime na typ %.
$4>0+
x x! 1
lim z-In®>z = lim ——— = lim ;= lim ————— = -3 lim z-1Ind z.
z—04 z—=0+ In" “ o xz—04 (lIl_2 I) z—04 —21n (g;) - z—04

Vidime, ze pouzitim L.’Hopitalovho pravidla sme si vyraz skomplikovali. Tato tiprava
nebola vhodné na vypocet limity. a

Priklad 2.61 Najdite asymptoty funkcie f(z) =z - arctgx.

RieSenie: D(f) = R a funkcia f je spojita. To znamend, Ze nemé asymptoty bez smernice.

Uréime asymptoty so smernicou v 4+00. Pre smernicu asymptoty (ak existuje) plati

. x-arctgx . T
ki = lim ———— = lim arctgx = —.
T—00 €T T—00 2

Pre tsek asymptoty plati

T T
¢ = lim <:c arctg xr — —x) = lim z (arctgx — —> = (2.41)
T—00 2 T—00 2
. arctgxr — 7 ) ﬁ . z?
= lim ———= = lim = — lim =
T—00 1 T—00 —x "2 x—00 | + 2
~ x %/_/
tvp 2
typ § YP 5
2
S |
z—00 201

Limita v rovnici (2.41) je typu oo - 0. Potrebujeme ju upravit’ na typ % alebo 2.

Rovnica asymptoty so smernicou v +00 je y = g — 1.
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Uréime asymptoty so smernicou v —oo.

) T - arctgx . ™
ko = lim —— = lim arctge = ——.
T——00 T T——00 2
Pre tisek asymptoty plati
. U _ T
¢ = lim (m arctg r + —x) = lim x (arctgx+ —) =
T——00 2 T—>—00 2
arctgr + Z Tz x?
= fim TR gy i =
T——00 P T—00 — z——o0 1 + 12
typ 2 Rl
2z
= —lim —=—1.
z—00 20
Rouvnica asymptoty so smernicou v —o0 je y = —5r — 1.
s
o
-3 N 3
2L %

Obr. 2.63. Graf funkcie f(x) = x - arctgx a jej asymptoty

Priklad 2.62 N4jdite asymptoty funkcie f(z) = z%exp (2).

Riegenie: D(f) =R\ {0}. Asymptota bez smernice moze existovat’ pre a = 0.

1
lim exp ( ) = 0.
x—0_ x

—_—
:6—00
Z toho
(1)
lim z?exp (-] = 0.
z—0_ X
N ooew(G) o (en() L —aew())
typO-oo
1 exp (i) 1 (exp (;)) 1 —2~ " exp (_) _
- éasli)r(l)l+ r1 _QIIL%L (z=1) §v"}E& —x?
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Rovnica asymptoty bez smernice je xy = 0.

Overime existenciu asymptot so smernicou.

z?exp (1 1 1
ki = lim ﬂ = lim zexp (—) = <lim x) (exp (lim —)) = o0,
T—00 x T—00 €x T—00 T—00 I
ell
2?2 exp (4 1 1
ko = lim ﬂ = lim xzexp (—) = ( lim x) (exp( lim —)> = —00.
T——00 €x T—r—00 €x T——00 r——00 I
e(?;l

Funkcia f neméa asymptoty so smernicou. (Aké pravidla sme vyuzili pri tprave oboch
limit?)

-3 -1 3

Obr. 2.64. Graf funkcie f(z) = 2% - exp (%) a jej asymptota bez smernice

2.7 Krivky dané parametricky a ich derivacie

Parametricky dana krivka v rovine (v trojrozmernom priestore) je zadané dvojicou (tro-

jicou) funkcif

=), y=v{) (z=x(), (2.42)

kde t € Z (Z je dany interval)’. My sa budeme zaoberat’ len krivkami v rovine. V $pecial-
nom pripade dvojica z(t) = p(t), y(t) = ¥(t) definuje funkciu. Konkrétne, ak pre vietky
tl, tQ el plati

o) = pt2) = (t1) =Y(t).

Pri krivke (rovnako ako aj pri funkcii) mozeme urcit’ jej smer, teda prva derivaciu a zakri-
venie (konvexnost’- konkavnost’), dané druhou derivaciou (a v pripade potreby aj derivacie
vyssich radov).

"Parametrické vyjadrenie krivky v stivislosti s pohybujicim sa hmotnym bodom mozeme interpretovat’
ako jeho sturadnice v Case t.
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Prvd derivdcia (podla x) sa pocita takto:

d /
_dy G () (2.43)

Cdr % ¢'(t)

n

Derivaciou tohto vzt'ahu dostaneme druhid derivdciu:

d P’ (1) —¢' )" (t)
Py _ B T wor YOI -0 (2.44)
dr2 dx - 1(t - ’(t 3 ’ ’
x G '(t) ('(t))

Ak potrebujeme limitu g(x) pre x — z,, musime najst’ ¢, také, ze tlir? o(t) = xp.
—to

Hodnota ty moze byt’ aj nevlastné, teda +o0o. Potom

lim g(x) = lim ¥ (¢).

r—x0 t—to
Z toho dostaneme asymptoty so smernicou (v 00):
Nech existuje ty také, Ze tlim p(t) = oo. Potom priamka y = kx + ¢ je asymptota so

—to
smernicou, ak

= lim @
ko= tl—>to (p(t)7 (245)
¢ = lim (b(t) - kp(t)) (2.46)

t—to

st vlastné limity.

Pre asymptotu bez smernice potrebujeme néajst’ t, take, ze tlim (t) = oo (pripadne

—to
lim ¢ (t) = —o0) a stcasne
t—to
}EE) o(t) = xo. (2.47)

Potom asymptota bez smernice mé rovnicu x = xg.

Priklad 2.63 Najdite dotyc¢nicu ku krivke

o(t) = 2(14cost)cost,

t e R,
Y(t) = 2(1+ cost)sint,

pre hodnotu parametra to = 7.

Riesenie: Najdeme dotykovy bod T = (p(ty), ¥(ty)). Z toho T = (v2 4+ 1,v/2 + 1).
Pomocou vzt'ahu (2.43) najdeme smernicu dotycnice:
V(tg)  —2sinty - sinty + 2(1 4 costy) costy

k — — " - =
¢ (tg)  —2sinty - costy — 2(1 + costy) sin ty
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2 2
—21 4 2¥2 (1+§> NG 1

_2\/75\/75_2(1_{_\/75)\/75__2—%\/5:_\/5-{-1‘

Rovnica doty¢nice je y — (ty) = k - (x — ¢(tp)), teda

y—\/ﬁ—l——\/;_i_l(x—\/i—l)

alebo po tprave

T

= +vV2 +2.
Y V2 +1

Obr. 2.65. Krivka (kardioida) a jej doty¢nica v bode T'

Priklad 2.64 VySetrite intervaly monoténnosti, lokalne extrémy a intervaly konvexnosti,

konkévnosti a inflexné body krivky

e(t) = t—sint, LeR.
Y(t) = 1—cost,

Riesenie: Najprv uré¢ime oblast’, v ktorej sa krivka nachadza. Pre parameter ¢ plati t € R.
Vsimnime si, ze funkcia z(t) = ¢(t) je rydzo rastica:

¢'(t) =1—cost > 0.

To znamena, ze dvojica z(t) = ¢(t), y(t) = ¥(t) definuje funkciu f(z) = ¢ (p~1(t)), pre
ktortt je H(p) = R = D(f), H(¢) = [0,2] = H(f).

Vysetrime monotonnost’ funkcie y = f(z). Jej stacionarne body st tie, kde 1. derivacia
bud’ neexistuje, alebo sa rovna 0, to znamena, Ze stacionarne body dostaneme rieSenim

rovnic:

¢'(t) =0  (body, kde 1. derivacia neexistuje)
Y'(t) = 0 a sacasne ¢’ (t) #0  (body, kde je 1. derivacia nulova).
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Y'(t) =sint, z toho ¥/'(t) =0pret =k -m, k € Z a ¢'(t) = 1 — cost, z toho ¢'(t) = 0 pre
t=2km,t €.

Ak t = 2km, tak % neexistuje, ak t = (2k + 1)m, % = 0. Z toho dostaneme intervaly

’ dx
monotonnosti:
te (2km, 2k+1Dm): %= ﬁ:gg = L > 0, funkcia f je rgdzo rastica,
t e ((2k — )m, 2kn): % = :ﬁ:g; = S <0, funkcia f je rijdzo klesajica.

Funkcia f nadobuda lokdlne mazimd v bodoch (o((2k + 1)7), ¥((2k + 1)7)) a lokdlne
minimd v bodoch (¢(2km), 1(2km)).

VySetrime intervaly konvexnosti a konkavnosti. Inflexné body mozu byt’ tie, kde 2. de-

rivacia bud’ neexistuje, alebo sa rovna 0, teda potrebujeme riesit’ rovnice:

¢'(t) =0  (body, kde 2. derivacia neexistuje)
() (1) — ' ()" (t) = 0 a stfasne ¢'(t) #0  (body, kde je 2. derivacia nulova).
¢'(t) = 0 pre t = 2km. Pre t # 2k dostaneme
()P (t) — ' ()" (t) = cost(l — cost) —sint - sint = cost — 1,
z toho

d?y cost — 1 1

A = <0

dz? (1 —cost)? (1 — cost)?
Krivka je konkdvna pre t € (2km, 2(k + 1)7), inflexné body nema. Ttto krivku volame
cykloida.

Obr. 2.66. Graf cykloidy

|

Priklad 2.65 VySetrite intervaly monotonnosti a intervaly konvexnosti a konk&vnosti

krivky

©(t) = cos’t,(t) = sin®t, t€]0,2n].

Riesenie: H(p) = [—1,1], H(¢) = [-1,1], teda krivka lezi v $tvorci [—1,1] x [—1,1].

VySetrime monoténnost’.

¢'(t) = —3cos’t-sint N dy  3sin’t-cost
Y'(t) = 3sin’t-cost dr ~ —3cos?t-sint

= — tgt
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pre t také, ze ¢'(t) # 0, teda t ¢ {O, 5T, %71’, 27?}. 7 toho dostaneme stacionarne body

t=0: A=(1,0), t=7%: (0,1),

B:
t=m: C=(-1,0), t=37r: D=(0,-1), t=27: A= (1,0).

2

Intervaly monoténnosti s

t e (O, g) : j—g < 0, krivka je rydzo klesajiica na spojnici AB,

t e (-,7‘(‘) : z—g > 0, krivka je rydzo rastica na spojnici BC,
te (7?, 5#) : z—g < 0, krivka je rydzo klesajiica na spojnici CD,

3
te (57?, 27T> : g—g > 0, krivka je rydzo rastica na spojnici AD.

Vysetrime intervaly konvexnosti a konk&vnosti. 2. derivaciu pocitame len pre
t¢ {O, 5, %71’, 27T}.

d2y_d — tg't 1

dz? @' (t) " 3cos?t-sint 3cosit-sint

.
~

~
N

Intervaly konvexnosti a konkavnosti si:

T
te (0 ) L Ly 0, krivka je konvernd na spojnici AB,

) 5 dz2?
T
te (5, 7r> : 3272 > 0, krivka je konvernd na spojnici BC,

da?

3
t e (571', 27r> L Ly 0, krivka je konkdvna na spojnici C'D,

3
te (57@ 27r> : % < 0, krivka je konkdvna na spojnici DA.

Tato krivku volame hviezdica alebo asteroida.

B

& < />A

D

Obr. 2.67. Graf hviezdice (asteroidy)
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Priklad 2.66 Nijdite asymptoty krivky

3t 3t?

Plt) = 7o i) =

Riesenie: Krivka je definovana pre ¢t € R\ {—1}. Najprv najdeme hodnoty t, také, ze
Y (t) — too alebo p(t) — £o00 pre t — to. Funkcie ¢ a ¢ st spojité. To znamend, 7e staci
pocitat’ (jednostranné) limity len pre tq € {—1, 00, —c0}.

3t? , 3t?
im = lim
t——1p 341

Y

el 341 -

(Overte vysledky podla pravidiel (P1) a (P2).)

3t . 3t
e R E I N i T R T
Pre limity ¢t — 400 dostaneme:
3t? , 3t .37 .3t
t%lrfnoot3—|—1_07 tklinoot3—|-1_0’ tglolot3—|-1_ ’ tglolot3—|-1_0'

(Overte vysledky podl'a L'Hospitalovej vety.) Z vysledkov vyplyva, Ze krivka nema asymp-
toty bez smernice. Asymptoty so smernicou:

3t2
ko= lim 5= lim t =1,
t——1_ Bl t——1_
. 3¢ 3t 343t . 6t+43
@ = lm (t3+1 + t3+1) = dm ey = A e =
3t2
ky = lim S = lim ¢ =1,
t——14 Bl t——14
. 3t 3t 3P +3t . 6t+3
S (t3+ [ 1) = E A e
Krivka ma asymptotu so smernicou v ,—oo" aj v ,00" s rovnicou y = —z — 1.

/)

Obr. 2.68. Krivka (Descartov list) a jej asymptota
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2.8 Cvicenia

Cvicenie 2.1 Zistite defini¢né obory funkcii f; a zistite, ¢i st prosté. Ak st prosté, najdite
f; ' aich defini¢né obory.
x x5 — z 2 arctg x
fi(z) = %7 fo(z) = ﬁ; f3(z) = 1n83§7 fa(z) = 2545, fs(x) = 287,
fe(x) = log mlﬁa fr(x) = ez, fs(x) = (32_2), fo(z) = 21_:_—36;7 fio(z) = In (e?).

Cvicenie 2.2 Nacrtnite grafy funkcii g; a zistite ich defini¢né obory.
g1(x) =24 cos(3z), go(r) =sin(arcsinz), g3(x) =2arcsin(x — 1) + m,
0i(x) = tg(arctge), gs(@) =sin(z+7),  go(z) =2 — 37,

g7($) = ZCOS(JZ - 71—)7 gg(ZL') = g - arctgx, 99($) = 2;_:417

gro(z) = log, (z+r5)

Cvi€enie 2.3 Overte rovnost’ funkcii
(a) (sin(arcsinx), arcsin(sinz), z), (b) <|x|, Va2, (\/§)2>,
(c) (—sinz, cos (z+ %)), (d) (—Inz, log: z).

Cvicenie 2 4 Vypocitajte nasledujice limity

(a) limy =225 (b) lim 2520, (c) lim 21=butotett,

(d) ;gém 5 (e) lim (VaZ+o—5-1), (f) gcgr_nm _ﬁ

(g) lim =gr s, (h) hm Ii;f,

() lim =55, (k) ;gg L, g hm =t

(m) Jim (2252 =), (n) Jim (SEHE —r), (o) lim (C ~o)
(p) lim 252, (q) lim =1, (r) lim 254,

T—54 z—04 z—0_

Cvicenie 2.5 Pomocou zakladnych pravidiel zderivujte funkcie:

i) = Vi B =L fe) = cos tgn
fi(x) = (22 + 1)? f5(z) = In(32) fo(z) = V
fo(x) =47 +a* fs(x) = logy x° fg(l“) = ( )

( ( Jra
fiz(x) =z - arctgx fra(x) = esinz f15(x) = rctga: — arccotg x

arccos x
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Cvicenie 2.6 Vypocitajte derivacie zloZzenych funkeii:

gi1(xz) =¢€® go(z) = (e%)° gs(x) = arctg 1
ga(x) =\ 23V a2 gs(z) = arcsin(sinz)  gg(z) = ™7

g7(z) = arctg(tgx) gs(x) = 2% sin bx go(r) =In*x
gio(7) = In2? g11(z) = In(In(Inz)) g12(x) = sin x?
gi3(x) = sin’x gua(z) = In(9 — 2?) gi5(x) = In 32
g16(x) = V1 + 22 gir(2) = oo gis(x) = /15
g19(z) = Incosx goo(z) = arccos®(5z)  go1(z) = arctg(2z)

Cvicenie 2.7 Odvod'te vzorec pre cotgh’z (cotghz = —Eﬁfﬁ;)

CvicCenie 2.8 Ukazte, ze (sin2 x + cos? a:)/ = 0.

Cvicenie 2.9 Pomocou logaritmického derivovania vypocitajte deivacie:

hi(z) = 217 ho(z) = x50 hs(z) = zmz
hy(z) = (sinx)®s®  hg(z) = gresine he(z) = 2*°
ho() = 2 hs(z) = (22 +3)*  ho(x) = (2)"

Cvicenie 2.10 Vypocitajte derivacie:
s1(z) = In(x + V1 + 22) so(x) =3sinz +sin3x  s3(z) =z-e
si(z) = arctg 2 + 2 arctgr  s5(z) = € + e*” s¢(r) = In(sinx)
s7(x) = tgx - cotgx ss(x) = 1n(a:1+5) so(x) = Llne

= 1H4ZE S11

= (Inx)”
= arctg® /z 20

»
—
BN

8

I

—+

oS!
—

o

]

o

Q

@]

n

8

~—

V)
iy
oo

bode T':
filz) =z, T=(57); fo(x) =In(x+1), T =(0,7)
f3(x) =e®cosz, T =(0,7); fale) =322, T =(1,7)
fs(x) =In(sinz), T = (g, ?) : fe(x) = tgx, T =1(0,7)
fa(x) = /55, T=(37); falx) =1, T =(37)

() (z) = ()

s13(x) = In(arccotg x) siu(z) =In tg (£ + %) s15(x) = VInz?
() () (z) =
() () ()

143
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CvicCenie 2.12 Najdite doty¢nicu a normalu ku grafu funkcie f, v bode, kde je doty¢nica

rovnobeznd s priamkou p:

filz) =25, p:y=>hx

folx) =2 62>+ 100 -3, p: y=x+5

fa(x)=a*—2x+5 p: 3r—y+2=0

fa(z) =Inzx, p:2r—y+1=0

f5(x) = 2 tg(x), p:2r—y+1=0 (x €[0,7/2])
fo(x) = e, pry=x+3

CvicCenie 2.13 Néajdite dotyc¢nicu a normélu ku grafu funkcie f, v bode, kde je norméla

rovnobeznd s priamkou p:

fi(z) =zlnz, p: 3x—3y+1=0
folw) =2 +3z—1, p:y=—32+3
falx) = 35, pry=2z

Cvicenie 2.14 N4ajdite rovnicu doty¢nice k funkcii f, ktora je rovnobeznd s osou x:

2

hlw) =, folw) =z, fs(a) = x — arctg(2x)
falx) =z Iz, fs() = &* = 3, folw) =z - e

Cvicenie 2.15 V nasledujtcich funkciéch zistite ich defini¢né obory, intervaly monoton-
nosti, lokdlne extrémy, intervaly konvexnosti a konkavnosti a inflexné body.

2

fila) = 22 falw) = 2 fale) = a-

fi(z) = ex f5(x) = In(9 — 2?) fe(z) = ar ccos(cos z), x € [0, 27]
fr(x) =In(2? + 42 +5) fs(z) =In(z+vV1+22) fo(z)=2-Inz

fro(z) =1z fu(r) = v%er fia(z) = arctg 1

fiz(x) =z - arctgx fu(x) =z — 4 arctgx  fis(x) = arctg(tgx)

fi6(x) = arcsin 112 fiz(x) = arcsin - fis(z) = In(sin x)

Cviéenie 2.16 Karton tvaru obdlznika ma rozmery 60 cm x 28 cm. Z rohov vystrihneme
Stvorce a zo zvysku spravime krabicu. Aka vel’kd musi byt strana vystrihnutych Stvorcov,
aby bol objem krabice maximéalny?
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Cvicenie 2.17 Dréot o dizke 10 cm treba rozdelit’ na dve ¢asti. Prvi zahneme do §tvorca
a druhu do kruhu. Na ktorom mieste treba spravit’ rez, aby stucet obsahov $tvorca a kruhu

bol najmensi?

Cvicenie 2.18 7 gulatiny gulového prierezu priemeru d treba vyrezat tram s obdl7ni-
kovym prierezom, ktorého vyska je h a Sirka b. Aké musia byt’ rozmery tramu, aby jeho
pevnost’ v ohybe bola najviacsia? (Pevnost’ v ohybe je umerna odporovému momentu
prierezu tramu W = £bh?).

CvicCenie 2.19 Do kruznice s polomerom r vpiSte rovnoramenny trojuholnik najvicsieho

obsahu. Aké méa mat’ rozmery?
Cvicenie 2.20 Do gule s polomerom r vpiste rota¢ny kuzel’, ktory ma najvacsi objem.

Cvicenie 2.21 Do rota¢ného kuzel'a s polomerom r vpiste valec, ktory mé najvacsi ob-
jem. Aky musi byt’ polomer vpisaného valca?

Cvicenie 2.22 Na parabole y = 42 — 2? najdite bod, ktory je najblizsie k bodu A =
(—2,4).

Cvicenie 2.23 Kruhovy valec mé objem V = 547. Aké musia byt’ jeho rozmery, aby mal

najmensi povrch?

CvicCenie 2.24 Muz v lodke je vzdialeny 3 km od pobrezia v bode C'. Chce sa dostat’ do
miesta A na pobrezi, ktoré je od neho vzdialené 5 km. Vie veslovat’ rychlost’ou 3 kl—‘fl a kra-
¢at’ rychlost'ou 6 kTm Zistite, kde sa musi vylodit’, aby sa do miesta A dostal v najkratSom

c¢ase.

Cvicenie 2.25 Lod), plaviaca sa rovnomerne rychlost'ou v (v 1%), spotrebuje za hodinu

0,3+ 0,0002v° nafty (v m?). Akou rychlost'ou sa ma plavit’, aby na danej drahe s spotre-
bovala ¢o najmenej nafty?

Cvi€enie 2.26 Odhadnite hodnotu In(1,1) pomocou Taylorovho rozvoja funkcie In pre
xg = 1 s chybou £ < 0,001. Aky najmensi stupen polynému treba volit™?

Cvicenie 2.27 Odhadnite hodnotu arctg(0,2) pomocou Ty(arctg, 0, x). Aky je odhad
chyby?
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Cvicenie 2.28 Urcte Ty (sin 3z, g,x), Ts (tg2x,0,z), Ty(e**,0,x), Ty(sinh, 0, x),
Ts(In(z + 3), =2, x).

Cvicenie 2.29 V nasledujicich funkciach zistite ich defini¢né obory a asymptoty.

fi(z) = 2 foz) =25 fs(x) =12
1+x

fa(@) =In(9 —2?) fs(x) = arctg = fg(x) = arcsin 12
fr(z) = e fs(z)=x-Inxz fo(z) = Ter .



Kapitola 3
Integraly

Na intervale [a,b] mame danua spojita funkciu f (pre jednoduchost’ budeme uvazovat’ len
spojité funkcie). Predpokladame, ze pre vietky = € [a,b] je f(z) > 0. NaSou tlohou je
vypocitat’ obsah oblasti P, ktora je zhora ohrani¢ena funkciou f, zdola osou o,, zlava

priamkou z = a a sprava priamkou x = b (pozri obr. 3.1).

f i
P:'I_
P
a=x, xlxz iow o By B = 1y fiks i
Obr. 3.1. Vertikdlne delenie oblasti P Obr. 3.2. Jeden dielik oblasti P

Oblast’ P rozdelime vertikdlne na n casti. Jeden dielik je znézorneny na obrazku 3.2.
Ozna¢me F takd funkciu, 7ze F'(x) = f(x). Potom Podla Lagrangeovej vety o strednej
hodnote pre kazdé i € {1,2, ..., n} existuje také & € (x;_1,x;), pre ktoré je

F(z;) — F(zio1) = F'(&) (2 — 2i1) = f(&) (2 — i),

Ozna¢me A; = (x; — z;_1). Ked hodnoty z1,xs, ..., z,_1 volime tak, ze vzdialenost’ A;
je ,dostatoCne mald", tak pre obsah oblasti P, dostaneme

P, = (&) - Ai = F(z;) — F(x—q).

7 toho
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Presni hodnotu P dostaneme ako limitu sac¢tu > f(&;) - A; pre n — oo, ked’ hodnoty

=1
x; budeme volit’ tak, aby platilo A; — 0. Namiesto A; piseme dx (ide o 1. diferencial
n b

premennej z, teda funkcie g(x) = ) a namiesto znaku } ; pouZivame oznacenie /. Limitny
vzt'ah potom zapisujeme v tvare - ’
b
P = / f(x)dz = F(b) - F(a) (3.2)

a voldme ho Newtonova-Leibnitzova formula.

7 uvedeného prikladu vidno, ze doélezitu dlohu budua hrat’ funkcie F', ktorych derivacie

pozname.

3.1 Neurcité integraly

3.1.1 Zakladné vztahy

Definicia 3.1 Majme na intervale (a,b) dani funkciu f. Predpokladajme, Ze ezistuje
funkcia F, ktord je hladkd na intervale (a,b) a pre kaZdé x € (a,b) plati F'(z) = f(x).
Potom funkciu F' nazveme primitivnou k f alebo neurcitym integrdlom z f na intervale

(a,b) a oznacujeme
Bezprostredne z lemy 2.12 a dosledku 2.3 dostaneme nasledujicu lemu.

Lema 3.1
(a) Nech f a g su lubovolné funkcie, ku ktorgm existuji prislusné primitivne funkcie F

a G a nech cy,co € R st lubovolné konstanty. Potom plati

/ (c1(2) + eg(@))dz = e () + 02G(x). (3.3)

(b) Nech f je lubovolnd funkcia a nech k nej existuji dve primitivne funkcie, Fy a Fy na

intervale (a,b). Potom ezistuje konstanta ¢ € R tak, Ze plati

Fi(z) = Fy(x) + c. (3.4)

Ako $pecialny pripad vzt'ahu (3.3) dostaneme

/c~f(x) iz = c/f(x) dz. (3.5)
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Primitivne funkcie (na rozdiel od derivacii) nie st dané jednozna¢ne. Napriek tomu, ako
ukazuje vzt'ah (3.4), stac¢i nam ku kazdej funkcii f najst’ jednu z nich a 'ubovolni d’alsiu
primitivnu funkciu ziskame pri¢itanim vhodnej konstanty c. Poznamenajme eSte, Ze pri-

mitivna funkcia je spojita.

Uvedieme tabulku integralov niektorych funkcii. Vacsinu zo vzorcov, uvedenych v tejto
tabul’ke, dostaneme z tabulky 2.1. Vzorce platia pre x z defini¢tného oboru prislusne;j
funkcie f.

Tabulka 3.1. Integraly niektorych funkcii

S Jfdz || f J fdx S J fdx
0 c e’ e’ 1 In |z|
n+1 T /
", neR\{-1}| =5 [a% a>0 o e In | f(x)|
X 1 arcsin 1 arctg x
sin x —Ccosx —— a2
r — arccos x — arccotgx
: 1
cos x sinz == In (z 4+ V1 + 2?)
sinh coshz c0s12 - tgx
coshzx sinh z L — cotgx
sSin~ x

Priklad 3.1 Vypocitajte [ tgz dx.

Riesenie: V tabulke 3.1 nie je priamo uvedené ako treba integrovat’ funkciu tg. Napriek
tomu, odpoved’ tam najdeme. Mozeme pisat’

sin z —sinx cosz)
/tgxdx:/ da::—/ da::—/( >d£L',
COS T COS T COS T

pri poslednej prave sme pouzili vzt'ah (3.3). Teraz stati vyuzit' vztah [ % dr =In|f(z)|

z tabul’ky 3.1 a dostaneme vysledok

/tg:vdx:—/mdx:—lnkos(:vﬂ. O

COS T

Pozorny citatel’ si urcite v8imol, ze v tabulke integrilov nie st uvedené integraly
vSetkych elementarnych funkcii. Ukazeme si zadkladné met6dy, pomocou ktorych budeme
vediet’ integrovat’ aj také elementarne funkcie, ktoré v tabulke uvedené nie si'. Existujt
dve zékladné metody na vypocet integralov — metdda per partes a substitucnd metdda.
Samostatni pozornost’ budeme venovat’ racionalnym funkciam, ktoré budeme integrovat’

pomocou rozkladu tychto funkcii na parcialne zlomky.

IExistuju aj také elementarne funkcie, ku ktorym primitivnu funkciu nevieme vyjadrit’ v tvare nejake;j
elementarnej funkcie.
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e Metdda per partes je zalozena na vzorci na derivaciu sticinu funkeii v a v. Integraciou

oboch stran dostaneme
w(z) - v(z) = /(u(x) o)) dr = /u(m) o' (z) dx + /u'(a:) o(z) dz
a z toho

/u(:z:) () dr = u(z) - v(z) — /u’(x) -v(x) du. (3.6)

o Substitucnd metoda ma dve zakladné moznosti vyuzitia, v oboch integrujeme zlozent

funkciu h(x) = f(g(x)).

— V prvom pripade integrujeme sacin [ f(g(z))¢'(x) dx. Spravime substiticiu
t = g(x) (to znamend, Ze premennt x sme nahradili premennou t), pricom plati
4t — ¢'(x). Z toho si mozeme vyjadrit’ 1. diferencial premennej ¢: dt = ¢/(z) dx.
Upravou dostaneme

/ F(9(0)g(x) da = / f(t)dt. (3.7)

Ked’ niajdeme primitivnu funkciu k f, spravime spétni substitticiu (vratime sa
k premennej z).

— V druhom pripade 1ntegrujeme [ f(g(z)) dz. Budeme predpokladat’, Ze existuje
inverzné funkcia g—'. Opit’ spravime substitticiu ¢ = g(x). Teraz vyjadrime
= g '(t) a 1. diferencial premennej x: dz = (g ') (t)dt. Z toho vyplyva
vzt’ah

/ Fg(x)) dz = / () | (3.8)

Ked’ integral na pravej strane vypocitame, spravime spatnu substiticiu.

Ako $pecialny pripad vzorca (3.8) dostaneme (pre a # 0)

/f (ax +0b)d /f dt = /f(t)dt

— t=b
t=ax+b = { do — (il_t
Ak [ f(x) F(z), tak dostaneme vzorec
/ Flaz+b)d F(ax +b). (3.9)

Priklad 3.2 Odvod’te vzorce

a? + 22 a 1/ 12 a/)’ :
kde a > 0.
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Riesenie: Vyuzitim vzt'ahu (3.7) dostaneme

/ dx / dx 1 / dt 1 ot 1 ; (:p)
a? + x2 02 (1+<§)2) al 14+t a & a & al’

N J/

~~
—_z _dz
t=2, dt=9=

. . T
= arcsint = arcsin <—) .
a

/ dx / dx _/ dt
E— i@y VP

t=2, dt="22
a a

Priklad 3.3 Vypocitajte [ cos®zdz.

Riesenie: Zo vzorca pre cos 2o dostaneme cos? x = % Z toho, vyuzitim vzt'ahu (3.9),

dostaneme
1+ cos2zx 1 1 sin2x =z sin2x
2
d — d — — —_ = — . 3.11
/ cos® x dx / 5 T=grd g —g S (3.11)
O
Priklad 3.4 Vypocitajte [Inzdx.
Riesenie: Integral budeme pocitat’ metodou per partes
=1
1
/lnxda:: /1-lna:dx :x-lnx—/a:-—dx:x-lnx—a:.
x
W=1 u=z vzorec (3.6)
v=Inz, v = %
Pomocou met6édy per partes sme previedli integral z Inz na integral z funkcie 1 = 29, ¢o
je funkcia z tabulky 3.1. O

Priklad 3.5 Vypocitajte [arcsinzdz.

Riesenie: Budeme postupovat’ rovnako ako v priklade 3.4, teda v prvom kroku pouzijeme
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metodu per partes na sucin 1 - arcsin x.

1
arcsinxz dxr = 1-arcsinz dx = q -arcsinx — /x ——dr =
/ / V1—22

[ J/
-~

u =1, u=ax
_ : /I 1
v =arcsing, v = p—s
. n 1 —2x J
= g-arcsinz + - | ——
2) V1—2a?
NV
t=1—z2 = dt=—2zxdx

= g-arcsinx + \/Z: z-arcsinx + vV 1 — z2.

) 1 1
T :x-ar081nx—|—§ t 2dt =

N J/

Integral funkcie arcsin  sme pomocou per partes a substiticie t = 1 — 22 previedli na ta-
bul'kovy integral funkcie £z, O

3.1.2 Integrovanie racionalnych funkcii

Najprv uvedieme vetu, ktori budeme potrebovat’ pri integrovani racionalnych funkcii.

Veta 3.1 Nech Q1 a Q5 st polynomy stuptia nanajvys m. Oznacéme

Q1<l’) = Z azxia QZ(x) = Z ble
=0 i=0

Nasledujiice vlastnosti su ekvivalentné:

o Qi1(7) = Qa(m),
e a;="0; preie€ {0,1,2, ... ,m},

o Qi(x;) = Qa(x;) prei € {0,1,2, ...,m}, kde {xg,x1, ..., T} su lubovolne zvolené

redlne cisla také, Ze x; # x;,, ak i1 # is.

Tato veta ndm umoznuje overit’ zhodu dvoch polynémov pomocou zhody koeficientov a;

a b;, ale aj overenim rovnosti Q1(x;) = Q2(x;) pre m + 1 roznych ¢isel z;.

Majme R(z) = §3E27 kde P, a P, st polynémy, ktorych stupne st n; a ns. Potom

[ R(z)dzx potitame pomocou rozkladu funkcie R na parcidlne zlomky.

Postup:

1. Ak je ny > ny, vyjadrime podiel polynémov Py(x) : Pi(z) = Ps(z) + %Ei; Ps je

polynom stupiia no — nq a Py je polyném mensieho stupna ako n.
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2. Raciondlnu funkciu 2 rozlozime na parcidlne zlomky. RozliSime dva pripady (pozri

P,
dosledok 2.1):

e Polynom P, ma n; redlnych korenov (vratane nasobnosti). Potom P(z) =

m
an, [1(z — x;)%, kde x; s korene, z; # x; pre i # j, k; je nasobnost’ koretia

i=1

x; a an, je koeficient polynému P; pri z™. V tomto pripade rozlozime

stcet

=

T ] o — Cij
x:a—zz — oy

=1 ]:1

Py
F ha

(3.12)

e Polynom P, mé menej ako n; realnych korenov (vratane nasobnosti). Potom

existuje polyném () stupna r, ktory neméa Ziadne redlne korene a plati

(z — a;)™.

e

Pl(m) = ale(l')

=1

Potom polyném () vieme rozlozit” do tvaru

~T1 H ((z =612 +€2)7,

I=1J=1

kde o7 a e; st konstatnty. Racionalnu funkciu % rozlozime do tvaru

~ m k; T4
Py(x) 1 Z Ci; n i Dz + Er,
Pi(z)  ap, e (x — ;)7 — = (x =)+ 5?)‘]

kde DLJ? E[7J su konétatnty.

Odvodime vzorec pre [ % dx:
cx+d c 2(x —a) / ac+d
S S A . R M LS
/(x—a)2+b2 v 2/(ar—a)+62 - (x —a)? +b? v
vZOrec f ez ;3 de vzorec (3.10)

7 toho dostaneme

cx +d c ac+d r—a
— dr=-1 —a)® +p? _
/(x_a>2+b2dx 2n((:n a)® +b°) + ; arctg( 5 )

(3.13)

(3.14)
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Pre tplnost’ uvedieme aj vzorec pre [ % dz, kde m > 1:

cx +d _ 2(x —a) . ac+d .
[ o = 3 /(@—a) i e

-

t=(x—a)*+ b
subst. { dt =2(x — a)dx
T 2m—1)((z— a2+ 02)" "
ac+d
+ / T (3.15)

1 r—a 1
/ G=ar+07 " = Am—DP (@

— dx. (3.16)

Priklad 3.6 Vypocitajte [ 5222 bo? 2w—2 22

Riesenie: Py(z) = 2®—x = z(z—1)(z+1), teda existujt tri rozne korene —1, 0, 1. Funkcia

2 _ , “e
R(z) = % sa da rozlozit’ do tvaru

C C C
2 2
r+1 T z—1

R(z) =

Koeficienty C4,Cs, C3 uréime tak, ze parcidlne zlomky sc¢itame a citatel sactu sa musi
zhodovat’ s Citatelom funkcie R:

Ch Cy C3  Cx(z—1)+Co(r+1)(z — 1) + Csz(z + 1)

x+1+x+x—1_ (x+ Da(x—1) ’
z toho
Ciz(z — 1) + Co(z + 1) (x — 1) + Caz(z + 1) = 62> — 2z — 2. (3.17)

Porovnavame polynémy druhého stupna. Stac¢i, ked’ dosadime 3 rozne hodnoty za x do
rovnice (3.17). Dosadime korene polynému P;:

=—1: 20, =6+2—2 Ci=3
z=0: —Cy = -2 = (Cy=2
r=1: 203:6—2—2 03:1

Teraz mame vsetko pripravené na vypocet [ R(z)dz:

622 —2x — 2 3 2
[ [ S [P |
3 —x z+1 T T

1
. dr = 3In|z+1[4+2In |z|+In [z—1].

O
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Priklad 3.7 Vypocitajte fﬁ%dm.

Riesenie: Polynom Pi(x) = (x — 1)*(z + 2)® m4 korene z; = 1 a 15 = —2, pricom x,

je dvojnasobny koren a xp je trojnésobny. V tomto pripade mézeme funkciu R(z) =
_ —223+46x+23
T (@-1)2(2+2)3

Cll 012 021 022 023
R(z) = <& ’ ’ , 3
@) = i T e T rre T e Tty

Parcialne zlomky sc¢itame a citatel’ su¢tu porovname s citatelom funkcie R.

rozlozit’ do tvaru:

(3.18)

— 208 +62+23 = Cii(z—1)(z+2)° +Cra(r +2)* + Coq(z — 1)* (2 +2)* +
+ Cop(z —1)%(x +2) + Co(x — 1)° (3.19)
Mame 5 neznamych koeficientov, teda potrebujeme 5 rovnic. Podobne ako v priklade

3.6, aj teraz vyuzijeme korene x1, x5. Okrem nich dosadime eSte tri d’alSie hodnoty za x
(volime ich Pubovolne, v nasom pripade sme zvolili hodnoty 0, —1, 2):

r=1: —2—{—64—23:270172
r=-2: 16—12+23=9C53 Cho—1
x=0: 23=—8C1, +8C15+4Cs1 + 205+ Cas = 01’2 B ]
T=—1: 2—6+23=—201, 4 Cry+4C2, 1 +4C,, +4Cs 4 23
r=2: —16 + 12 -+ 23 = 6401,1 + 6401,2 + 1602,1 + 40272 + 0273 J
Dva koeficienty pozname, ked’ ich vyuzijeme, dostaneme ststavu rovnic
—80171 +8+4Cy; + 202,2 +3 = 23 —80171 +4C; + 26’272 = 12,
—2C11+14402,1+4C55+12 = 19 » = =201, +4C02,14+4Cy, = 6,
6401,1 + 64 + 1602’1 + 40272 +3 = 19 640171 + 160271 + 402’2 = —48.
Podrobny vypocet stistavy rovnic nechdme na ¢itatela. Vysledok je C1; = —1, Cy; =1,

Cs2 = 0. Koeficienty dosadime do (3.18) a zintegrujeme:

/_2x3+6x+23d:c _ / -1 daz+/;dx+/ L dm+/de—
(x —1)%(z+2)3 B r—1 (x —1)2 x+2 (x+2)3 "

1 3 1

Priklad 3.8 Vypotitajte [ Zrt2e-21e gy

Riesenie: V citateli je polyném 4. stupna, v menovateli 3. stupna. Najprv potrebujeme
vydelit’ ¢itatel’ menovatel'om:

(2 +22+5)(z—2) = 2°+2—10,
z? — 10z — 10

(z* — 2% + 207 — 212) : (2® + 2 —10) = x—1+m. (3.20)
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22—102—10 __ z2—=10xz—10
x3+z2—10 ~ (22422+45)(z—2)

zlomky. Kvadratickd funkcia K(z) = 2? + 2z + 5 nemé& reéalne korene, to znamena, Ze

Raciondlnu funkciu R(z) = potrebujeme rozlozit’ na parcidlne

rozklad budeme hladat’ v tvare
~ C Dx+ F

Rla)= —5+ 55— (3.21)

7 toho dostaneme rovnicu
2® — 10z — 10 = C(2° + 22+ 5) + D(2* — 22) + E(z — 2).

7 tejto rovnice ur¢ime hodnoty C, D, E porovnanim koeficientov polynémov z pravej a l'a-

vej strany. Dostaneme stistavu rovnic

?: C + D = 1 C=-2
. 20 - 2D + E = -10 ;)= D=3
2°: 5C — 2FE = —-10 E=0

Vysledok dosadime do (3.21). Po dosadeni z (3.20) dostaneme

xt — 2% + 22% — 21z 1 T
dr = —1)dx -2 dr +3 [ ———dx.
/(x2+2x+5)(x—2) ‘ /(a: ) de /m—2 Sl /$2+2x+5 v

Zo vzt'ahu (3.14) dostaneme

/ T g 1/ 2r + 2 q / 1 ;
S O N I st W S S N
Vysledok:
xt — 2% 4 222 — 21z 72 1 1 "
dr = ——x—2In|r—2|+ = In(2® +22+5) — = arct .
/(372+2$+5)(g7_2) T=5 T n|x |+2 n(zx”+2x+5) 2arcg( 5 )
O

3.1.3 Metoda per partes

V tejto cCasti si ukdzme, ako mozeme niektoré typy funkcii integrovat’ metodou per partes.

P, bude oznacovat’ polyném n-tého stupna.

Prva skupina integralov typu [ P,(z) - f(z)dx

Funkcia f je cyklometricka funkcia, pripadne logaritmus. Teda f patri do skupiny funkcii,
ktora sa po zderivovani meni na racionalnu funkciu, pripadne na vyraz s odmocninou

(arcsin, arccos). V tomto pripade je vhodné polyném integrovat’ a funkciu f derivovat’.
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Priklad 3.9 Vypocitajte [z - arctg(3z) dx

Riesenie:

no| 8,

xr - arctgxd = arct L v’ dx =
- ar = r - = =
ctgx dx ctg x 122

J/

~

2
u =z, u =%
v = arctgx, v = L

1422
2 1 241)-1
= x—arctgx——/—($+ ) dx =
2 2 14+ 22
x? 1 1
L,
= 5(:15 arctgr — x + arctgx). O

Priklad 3.10 Vypodéitajte [2?-Inbzdx

Riesenie:
3 31 3 1
/x2-1n5xdm = x—ln5x— x——dx:x—ln5x——/x2dx:
3 3 x 3 3
S
1,3
v =2 u=%
v = Inbz, 1/—%
3 3
= x—ln5x—x—. O
3 9

Priklad 3.11 Vypoditajte [z -arcsin3zdz a [ 2 - arcsin 3z dx.

Riesenie:
z? /xz 3
x - arcsin 3z dx = —arcsindr — | ——=dux, 3.22
/ ) 2 2 \/1—-922 (3:22)
u = x, u= %
v = arcsin3z, v = 13 —
3 3
2 . T . T 3
- arcsin 3x dx = —arcsin3zr — / ——dx. 3.23
/ 3 3 V1 — 922 (3.23)
2 e _ a8
u = x*, u= %
v = arcsin 3z, v = \/1—3W

V oboch pripadoch sme sa pomocou metody per partes ,zbavili" funckie arcsin. Oba inte-
graly treba d’alej rieSit’ vhodnou substiticiou. K tejto tlohe sa vratime v ¢asti venovanej
substituciam. O
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Druhé skupina integralov typu [ P,(z) - f(z)dx

Funkcia f € {a”, sin, cos, sinh, cosh}. V tomto pripade patri f do skupiny funkcii,
ktorych derivacia aj integrdl sa, az na multiplikativhu konstantu, zhoduji. V takomto
pripade budeme derivovat’ polyném P, a integrovat’ funkciu f. Stupen polynému deriva-
ciou znizime o 1. Po n-nasobnej aplikacii metddy per partes dostaneme integral tabulkovej

funkcie.

Priklad 3.12 Vypoditajte [ 2?5 dz.

Riesenie:
5% 5% a* 2
2 T 2 2 T
-5%d = — [ 2 dr = - — 5%d =
/m v s / s T s ms )
—
u=2% u =2 =z, u=1
/ 5:17’ V== / 5m7 v = 1;’)1_5
5% 2 57 5%
2
— _—— —_ —_— d g
"5 s (xln5 /1n5 :1:)
5% 5% -5
2
= — 2x 4+ 2—. O
In5 In*5  In’5
Priklad 3.13 Vypoditajte [(z + 2)cosbzdz.
Riesenie:
1. 1.
/(x + 2) cos b dx = (z+ Q)gsm br — / =sin brdr =
u=x+2, u=1
v = cosbr, v= %sin S5x
2 1
= (x; )sin5x+%cos5m. O

Integraly pocitané ako rovnice

Tento postup si ukdzZeme na modelovom pripade, ked’ dvojnasobné pouzitie metody per

partes vedie k rovnici, v ktorej neznamou je pocitany integral.

Potrebujeme integrovat’ saéin [ f(z)-g(z) dz, prifom pre funkeie f, g plati, Ze ich druhé
derivicie aj dva razy integrované funkcie f a ¢ daju opat’ funkcie f a g, prendsobené
multiplikativnou konstantou. Pouzijeme dvakrat per partes a dostaneme rovnicu, z ktorej
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dany integral vypoc¢itame. Formalne sa tento postup da vyjadrit’ nasledujico (ozna¢ime

G(z) = [ g(x)dz):

/ f@) g@)de = f@)Clx) - / (@)Gla) di _

N J/

-~

u=fa), o = f'a) w=J@), w=f") =i
v =yg(x), v=_G(x) v =G(z), v=[G(x)dr = cg(x)

= F@)G() — F(@)eag(@) + ercy / f@)g(x)do.  (3.24)

Z rovnice (3.24) vyjadrime na§ integral:

1
1— C1Co

[ 1@ de = 1= (f@)G@) - af @gle)). (3.29

Priklad 3.14 Vypodcitajte [ e” cos Tz dx.

Riesenie:
e” cos Tz dx = e ?sm Tx — - e®sin Tx dx =
—_— ~ ~

u=e", u = e* u=e", u = e*

v =cosTr, v= %sin Tx v =sinTr, v= —% cos Tx
1 1 1 1

= —esin7r — = | —e*=cosTx+—= | e*cosTxdr | =

7 7 ( 7 + 7/ )

1 1 1
= ?ex sin 7x + 4—9€x cosTx — 0 /e“” cos 7z dx.

Po uprave dostaneme rovnicu

1 1
/em cosTxdr = o (7€ sin7x + e cos Tx) — 1 /ex cos Tx dx

a z nej vyjadrime neznamy integral
14— ) [ % cosTade = — (7e” sinTa + ¢ cos Tx)
- = — 1n .
19 e"cosTzdr = o (Te"sin 7z + " cos Tz
7 toho vysledny vzt’ah je

1
/ e’ cos Tx dr = %5 (7e®sin7x + e® cos Tz) . O

Priklad 3.15 Vypoditajte [ sin 3z cosbz dz.
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Riesenie:
inb 3
/Sin 3z cos b dx = sin3xsm - g/cos 3z sin bz dx =
u=sin3z, u = 3cosdzx u=cos3x, u = —3sin3z
v =cosbr, v= %sinSx v =sinbr, v= —%cos Sx
inb 3 5 3
= sin3xsm5 T 5 (— cos&vccos5 - g/sin3xcos5xdm) =
L 3z sin bz + 5 3 bx + ) in 3 Srd
= —sin3zsin — — [ sin :
psindzsinbdz + o cos3zcos bz + o | sin3zcosdzdr
Z toho po uprave budeme mat’ rovnicu
9 . 1 . .
(1 — 2—5) /sm 3x cosdr dr = % (5sin 3x sin bz + 3 cos 3x cos bx) .
Vysledok je
1
/sin 3x cosbr dr = T (5sin 3z sin bz + 3 cos 3x cos Hx) . O

Priklad 3.16 Vypoditajte [ cos®z dx.

Riesenie: Tito tlohu sme uz riesili v priklade 3.3. Teraz si ukdzeme, ako mo6zeme takyto

integral vypocitat’ pomocou metody per partes. VyuZijeme zépis v tvare sicinu cos? x =

= COS T - COS .
_ . . 2 _
/cos:v-cos:z:da: = cosx-sinz + /sm rdx =

N ~~ d —

. =[(1— 2 d

u=-cosxr, u =—sinzw J(—cos?z) dz

v =cosx, v=sinx

= cosz-sinz+x — /C082 xd. (3.26)
Na oboch stranach rovnice (3.26) mame rovnaky neznamy integral. Z toho

1
/cos2xdx = §(cosx -sinz + x).

Ked’ pouzijeme vzorec pre sin 2z, vidime, ze sa vysledok z prikladu 3.3 zhoduje s vysledkom
dosiahnutym pomocou per partes. O

3.1.4 Substitu¢ni metdda

V tejto ¢asti bude R(f(+), g(+)) oznacovat’ racionalnu funkciu, kde premenné budi hodnoty
funkcii f a g.
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Integraly typu [ R(sinz,cosz)dr a [ R(sinhx, coshz) dx

Integral z racionalnej funkcie, kde premenné st sinx a cos x modzeme substiticiou

t= tgg = x =2 arctgt. (3.27)

zmenit’ na integral z racionéalnej funkcie premennej x. Z rovnice (1) a vzt'ahov pre dvoj-

nasobny uhol moézeme odvodit’

1—¢ 2t
COST = m, sinx = m, (328)
2dt
dr = . 3.29
YT Iy (3.29)

Podobne postupujeme pri integrovani racionalnej funkcie R(sinh, cosh). Bezprostredne
z definicie funkcii sinh a cosh dostaneme vzorce pre dvojnésobny argument

sinh2x = 2sinhz - coshz, (3.30)
cosh2z = cosh®z + sinh” z. (3.31)

Pouzitim substitacie

1+t
t= tgh% = 2z=2tgh 't=In (1—:) (3.32)

. S

vetz;,2.4

zmenime integral z racionélnej funkcie R(sinh, cosh) na integral z racionélnej funkcie pre-

mennej x. Pomocou vzorcov (3.30), (3.31) a rovnice (2.10) dostaneme

1+ 2t
COShZL’ = TtQ, Slnh[L‘ = TtQ, (333)
2dt
dr = . 3.34

Priklad 3.17 Vypocitajte [ —— dx.

1+sinz

Riesenie: Pouzijeme substittciu (3.27). Aplikdciou vzorcov (3.28) a (3.29) dostaneme

dx 1 2dt dt dt
— = = T =2 | =2 /5=
1+sinz 1+ 1+t 1+t242¢ (t+1)

1+¢2

-2 =2
t+1  tgi+4+1

Priklad 3.18 Vypocitajte [ —-—dx

coshx—1 ’
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(3.34) dostaneme

162
RieSenie: Pouzijeme substiticiu (3.32). Aplikiciou vzorcov (3.33)
/ dx / 1 2dt dt 1
coshr —1 1442 T2 912
coshz — 1 -1 1t 2t
1
= — cotgh % a

tgh

(3.32) st univerzéalne. To znamena, 7ze pomocou nich dokazeme

Substiticie (3.27) a (3.
vypocitat’ lubovolny integral typu [ R(sinz,cosz)dx a [ R(sinhz,coshz)dz. Ak sa da
upravit’ funkcia R(sinz,cosx) do tvaru R(sinz) - cosx pripadne R(cosz) - sinx, di sa
pouzit’ substiticia
J R(sinz) - cosx dz, (3.35)

t=sinx, dt=cosxdx »

] ak pocitame )
t=cosx, dt=—sinzdr J R(cosx) - sinz dz.
Obdobné substitiicie mozeme pouzit’ aj v pripade integralov z hyperbolickych funkcii

R(sinh ) - coshx a R(coshx) - sinh x. Tieto prenechame na ¢itatela

cos:c sin? z dr.
sin? z—3sinz—4

Priklad 3.19 Vypoditajte [
Riesenie: Pouzijeme substittciu (3.28). Naga funkcia sa da napisat’ v tvare R(sinx)-cosx

a to znamend, Ze moézZeme pouzit’ substiticiu ¢ = sin z. Potom dostaneme

.2 2
cos T - sin“x te dt 3t—|—4
= 1dt dt 3.36
/sin2x—3sinx—4 xj /t2—3t— / +/ )(t+1) ( )
t=sinx
dt = cosx dzx
% rozlozime na parcialne zlomky:
3t+4 A B
_ 3.37
(t—4)(t+1) t—4+t+1’ (3:37)
z toho

3t+4=A(t+1)+ B(t—4).

Dosadime t=—-1at=4
1
1=-bB = B= —
16

16=5A = A=— X

t=-—1:

t=4:
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Zo vzt'ahov (3.36) a (3.37) dostaneme

cosx - sin x 16 1
dr = t+—=—Inlt—4|—-=Inlt+ 1| =
/sin2x—3sinx—4 . s Inft =4[ = znjt+1]

16 1
= sinz + 5 In(4 —sinz) — gln(sinx +1).

Priklad 3.20 Vypocitajte [ cos*z sin®x dz.

4 3

Riesenie: Funkciu cos® x sin” x si mozeme upravit’ do tvaru

cos? z (1 — cos® x) sin z.
~—_——

=sin? z

Pouzijeme substiticiu t = cosx, dt = —sinx dxr. Potom

/Cos4xsin3xdx = /COS4£L’(1 — cos® z) sinx dx = —/t4(1 — ) dt = /(t6 —t*) dt

1 1 1 1
—t"— —tP = —cos"x — 5 cos’ 1.

7 5 7

Integrovanie vyrazov s odmocninami

Budeme uvazovat’ integraly typu

o [f(Vr)dr,

o [ R(z,va?—2?)dx,
o [R(z,Va?+ a?)dx,
o [R(r,v2%— a?)dx.

[ f(\/z) dz mozeme substiticiou upravit’ na tvar

/f(\/E)dx—Q/t-f(t)dt.
N——

xr = t?

dx =2t dt

163

Pri integrovani zvysnych troch typov funkcii mame niekol’ko moznosti vypoctu (trans-

formacie). UkaZeme si goniometrické a hyperbolické substiticie. Uvedené substitiicie s

O
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volené tak, aby sme sa ,zbavili odmocnin", a tak dany integral previedli na typ, s ktorym

si uz vieme poradit’.

/Rl(x, Va2 —z2?)de = /RQ(sint,cost) dt,

/

T = asint
dx = acostdt

/Rl(x, Va2 —ax?)de = /Rg(sinht,cosht) dt,
r=atght
dr = Cosoith

/Rl(x,\/a2+x2)dx = /Rg(sinz@cost) dt,
T =atgt
dr = & dt

/Rl(a:,\/a2+:c2)d:c = /RQ(sinht,cosht) dt,

x = asinht
dr = acoshtdt

/Rl(x, Vat—a?)de = /Rg(sint,cost) dt,

N J/
-~

_ _a
cost

dr = a38L dt

cos?t

/Rl(:v,\/:zc2 —a?)dr = /Rg(sinht,cosht) dt,

x = acosht
dx = sinh t dt

kde R5 je vo vSeobecnosti ind racionalna funkcia ako péovodné R;.
Priklad 3.21 Vypoditajte [ arctg/z dx.

Riesenie: PouZzijeme substittciu z = ¢

t2
/ arctg /r dr = /Zt arctgt dt = t? arctgt — / e dt =
A\ ~~ > W
x =t u' = 2t, u =t
_ _ _ 1
dr = 2t dt v = arctgt, v =15

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)
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2 +1 1
=2 arctgt—/( — )dt = t? arctgt —t + arctgt

1+ 14142
= (z+1) arctg vz — V. O

Priklad 3.22 Vypocitajte [ kde a > 0.

dx
VaZ+a?!

Riesenie:

/ dx / acosht i@t /dt . - (x>
T332 = =t =sin Z) =
r = asinht =a;gsht veta 2.4

dr = acoshtdt
2
_ 1n<f+ 1+(f)>. o
a a

dx, kde a > 0.

» v o . 2
Priklad 3.23 Vypoditajte f\/af—_iﬂ
Riesenie: PouZzijeme substiticiu x = acost:

2 3 2 2
T a’cos“tsint a
—_—dr = - dt:—a2/0082tdt:—— t+sintcost) =
/\/aQ—x2 Va2 —a?cos?t 2 ( )
T = acost
dr = —asint dt

priklad 3.16

= —%2 (arccos <§> + 2\/ 1-— <§>2> . (3.44)

Pri poslednej tprave sme vyuzili vzt'ah sint = v/1 — cos?t za predpokladu, ze sint > 0.
(I

Teraz sa vratime k prikladu 3.11.

Priklad 3.24 (Dokoncenie prikladu 3.11). Zistili sme (pozri (3.22)), ze
x? 1 32
r-arcsin3zdr = — arcsin3r — = | —————dx. 3.45
/ 2 2 / V1 —922 ( )

Tento medzivysledok este upravime a pouzijeme vztah (3.44):

322 1 2 1
—dx — | ——=dt = —— (arccost+t\/1—t2):
/\/1—9x2 ) 9/\/1—152 18
t =3z
dt = 3dx

1
= s (arccos 3z +3xzv1 — 9x2) .
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Po dosadeni do (3.45) dostaneme
2 1
/:B -arcsin 3z dr = % arcsin 3z + 36 <arccos 3r + 3zv1 — 9:E2> .
Druhy medzivysledok (pozri (3.23)) je
23
/wz arcsin 3z do = 3 arcsin 3z — (3.46)

V1— 9x2

Vsimnime si, 7e v f \/W dx je v c¢itateli v neparnej mocnine. Nie je nutné pouzit’

jednu zo substiticii (3.38) alebo (3.39). Budeme postupovat’ inym sposobom:
/ 23 q 1 [ (1—t)tdt 1 . t3
—_— x fr— _—— —_—
V1 — 9x? 81 t 81
1—92%=1+¢2 } 2?2 = 1=

N 9
—18x dx = 2t dt xda::—%tdt

3.2 Urcité integraly

3.2.1 Zakladné vztahy

Vratime sa k Newtonovej-Leibnitzove] formule. Tato nam definuje urcity integral. Presna

definicia znie takto:

Definicia 3.2 Nech f je funkcia, definovand a ohranicend na intervale [a,b], ku ktorej

existuje primitivna funkcia F'. Potom

b
[ @)= [F@)t = FO) - Fla (3.47)
nazveme urcéitym integrdlom cez interval [a,b] (alebo od a po b) z funkcie f.

Vypocet ur¢itého intgralu je naznaceny vzt'ahom (3.47). Ndjdeme primitivnu funkciu F'
(teda vypocitame neurcity integral) k funkcii f a dosadime hranice.

Poznamka 3.1 Ohranicenost’ (alebo kone¢nost’) a definovanost’ funkcie f v kazdom bode
b

intervalu [a, b] je nutnou podmienkou existencie urcitého integralu [ f(z) dx.
a

Zakladné vlastnosti urc¢itého integralu st zhrnuté v nasledujicej leme.
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b «
Lema 3.2 Nech existuje [ f(x)dx pre a <b, resp. [ f(z)dz pre a > 0. Potom plati:

—

f(x)dx je dany jednoznacne,’

[ )
8 —

b c b
o [f(x)dx = [ f(z)dx+ [ f(zx)dx pre lubovolné ¢ také, Ze oba urcité integrdly na

a
pravej strane rovnice existuju,

b
o ak f(x) >0 pre vietky = € [a,b], tak [ f(x)dx > 0.

a

a 2| f(x)dx, ak f je parna funkcia,
o [ r@yae={ I
e 0, ak f je neparna funkcia.

Myslienka dokazu K jednoznacnosti urcitého integralu si stac¢i uvedomit’ ako funguje
Newtonova-Leibnitzova formula. Zvolme Pubovolnt primitivnu funkciu [ f de = F(z)+c.
Potom dostaneme

/ F@)dz = (F(b) + ¢) — (F(a) + ¢) = F(b) — Fl(a).

V uvode tejto kapitoly, pri odvodzovani Newtonovej-Leibnitzovej formuly sme ukazali, ze

je to limita ,akychsi sac¢tov" (pozri (3.1)). Z toho vyplyvaju zvy$né tri vztahy. Na ilus-
c b

traciu tretiecho vzt'ahu, deleniu oblastiy P na Py = [ f(z)dz a P, = [ f(z)dz uvadzame

obrazok 3.3.

a c b

Obr. 3.3. Obsah oblasti P = P, + P,

Priklad 3.25 Vypocitajte [2?-Inzdx.
1

2Neurcitych integralov z f, teda primitivnych funkcii k f, je nekone¢ne vel'a (pozri vzt'ah (3.4)).
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Riesenie: Vypocitame neurcity integral:
3 1 1 3 3
/xQ-lnxdx :x—lnx——/wg—dx:x—lnx——+c
3 3 T 3 9
| S — ~—~—~
3 =2
u=2% u=%
v=Inz, V= %
Dosadime hranice:
. 3 3 e 3 3 13 13
/xQ-lnxdx = [%lnx—%+c]l = (%lne—%—l—c) — <§1n1—§—|—0) =
1
288 +1

5
g

Priklad 3.26 Vypocitajte [sinz - cos®z dz.
0

Riesenie: Vypocitame neurcity integral:

3 cos® &
/sinx-costd:z::—/tht:———Fc:—

3 3
t =cosx

dt = —sinx dx

Dosadime hranice:

o
[VIE]

3 2 cos? (T 30
sin z-cos® z dx = [—COZ :1: —l—c} = (_%4_6)_(_(:08 +
0

Pri vypocte urc¢itého integralu mozeme vzdy najprv néjst’ primitivnu funkciu a potom
dosadit’ hranice, tak, ako sme to spravili v predchadzajicich dvoch prikladoch. Ked pouzi-

vame pri integrovani substiticiu, pripadne per partes, vypocet urcitého integralu mozeme
urychlit’:

o Substiticie v urcitom integrali:

t = f(z), :lt = f'(z)dx
tr=f(a), t2=f(b)
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Pri pouziti substiticie sa po ndjdeni primitivnej funkcie nemusime vratit’ k povod-
nej premennej z, ale sta¢i, ked’ prepo¢itame hranice (a — t1, b — t3) a dosadime
ich do funkcie G premenne;j t.

e Per partes v urcitom integrdli:

a a
Inb5 . 5T
Priklad 3.27 Vypoditajte b[ Yo da
Riesenie:
Inb 4 2
e et —1 Vit z-2zdz
——dx = ——dt = [ —=
e’ +3 t+4 22 +4
0 - ) 0 0
t=e"—1, dt =e"dx 2=t dt=2zdz
t1:60—1 t2:€ln5—1 21:0, 22:2
=0, =4
W 4 1 ?
z°+ z
= 2 - dz =2 |z — 4= arct (_> -
/(22+4 z2+4> : {Z g M3 L
0
= 2((2—2arctgl) — (0 — 2 arctg0)) =4 — 7. O
3
Priklad 3.28 Vypocitajte [sinz - cos(2z) dz.
0
Riesenie:
N
2
/sinx -cos(2z)dr = |[sinx sin2z)1# /cosx sin(22) dx =
2 0 2
\0 7 \() 7
u = sinx, u' = cosw u=-cosx, u =-—sinx
v = COS(QI'), v = sin(22x) v = sin(22x)7 v = _Cosfm)
- bl
i in0 2 2 2
= sin <E> T sin 0 Y |~ cosz- cos(22) — [ sinz - cos(2z) dz |,
T\2) 2 i, 4
=0
z toho

1\ / ) T\ COST cos 0 1
(1—1) /smx-cos(?x)dx—cos (§> " —cos0 - T -1
0
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O

jus

2
Hl'adané riesenie je [sinx - cos(2z) dx
0

1
= —3.

1
Priklad 3.29 Vypoditajte [ arcsinz dz.
0

Riesenie: Pouzijeme metodu per partes:

1 1

. , T

/arcsmxdm = [zarcsinz]', — / ——dz.

V1—a?

0 0

—_—— —_————
" 1¢D(7)
v =

u =1,
1

V1—x2

Vidime, ze metdda per partes nie je vhodna (preco?).

xr =sint (t = arcsinz), dx = costdt .
t; = arcsin(0) =0, ¢ty =arcsinl =2 |

v = arcsin x,

PouZijeme substiticiu {

1 3 3
/arcsinxdm = /tcostdt = [tsint]g —/sintdt:
0 0 0
u=-t, u =1
v =cost, v=sint
= (g—O)—[—cost]og:g—l—cosg—cosO:g—l.

Metoda per partes viedla k problémom, s ktorymi sme si nevedeli poradit’ (funkcia nebola
definované na hornej hranici). Pomocou vhodnej substiticie sme tieto problémy obisli. O

1
Priklad 3.30 Vypocitajte [ x—ge% dx.

Riesenie:
1 1
L1 t 11 1 1 1
[heta = fea=p) =@ e =Lo
—_———
t=1 dt = —% du
th=—1, ty=1
= m—Qei > 0), ale vysledok je zaporny. To je

Integrovali sme nezapornu funkciu (f(x)
v spore s lemou 3.2. Problém je v tom, 7e 0 ¢ D(f). To znamen4, Ze dany integral
O

nevieme pocitat’.
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V nasledujiicej ¢asti si ukdZeme, ako moZzeme pocitat’ integraly (aspon v niektorych
pripadoch), ked’ je funkcia neohrani¢end, pripadne nedefinovana v niektorom bode.

3.2.2 Nevlastné integraly

Definicia 3.3 Majme dang interval [a,b] a funkciu f taki, Ze pre kaZdé ¢ € [a,b) ezistuje
urcity integrdl [ f(z)dz a liril f(z) = foo (resp. pre kazdé ¢ € (a,b] existuje urcity
a r—0_—

b
integral [ f(z)dr a lim f(z) = £oo). Potom, ak existuje limita

T—a4

c b
lim /f(gc) dr = Ly (resp. lim [ f(z)dx = L,),

c—b_ c—ay
c

b

tak tito limitu nazveme nevlastngm integralom funkcie f na [a,b] a oznacime ju [ f(z) dx.
a

b
Poznamka 3.2 Podobne, ako sme definovali nevlastny integral [ f(z)dz, ked’ je funkcia

a
f neohranicené v jednom z krajnych bodov intervalu [a, b], zavadzame nevlastny integral

/f fr= hrn f(z)dx, (3.48)
ak limita na pravej strane rovnice (3.48) existuje.

Hodnotu b (resp. a) z definicie 3.3 nazvyme ,problémovou pri vypocte ur¢itého integralu

[ f(z) dx. Potom nutnou podmienkou na to, aby sme mohli poéitat’ nevlastny integral
[ f(z)dzx je, aby na intervale [a,b] bola nanajvys jedna problémova hodnota a ta musi
a

lezat’ na hranici intervalu [a, b].

Vrat'me sa k prikladu 3.30.

Priklad 3.31 (Pokracovanie prikladu 3.30). Pre funkciu f(x) = %26% je na inter-
vale [—1, 1] problémovou hodnotou 0. Teda tato hodnota je jedina, ale nelezi na hranici
intervalu [—1, 1]. Preto musime rozdelit’ nas integral na dva:

0 1
1 1 1
/—ewdw—/—zewdm+/—261d:v.
T x
] 0



172

KAPITOLA 3. INTEGRALY

Kazdy z integralov na pravej strane rovnosti mé jedina problémovi hodnotu. To znamené,
7e mozeme pocitat’ tieto nevlastné integraly.

0 c %
1 1
— e% dx lim — e% dx = — lim et dt =
xz c—0_ :p2 c—0_
—1 -1 -1
—_——
t=1,  dt=—-Zdx
th=-1, t,=1
— lim [e'], = — lim ( ec —e ) !
c—0_ -1 c—0_ e’
—0
1 1 1
1 1
—e% dr = lim —e% dx = — lim etdt =
1‘2 c—04 332 c—04
0 C %
t=1  di=—2%du
_ 1 _
t1 = o ty = 1
= — lim (e — e ) = o0
C%OJr
— 00

1
o e y 1
Mozeme spravit’ zaver, ze [ -5 ew dx = 00
1

€

Priklad 3.32 Vypocitajte [ —-2

1 TV 1—In? z '
Riesenie: Funkcia f(x) = ﬁ nie je definovana pre z = e, teda budeme pocitat’
nevlastny integral.
e c Inc
dx ) dx , dt
——— = lim _— = lim — =
/ zvV1—1n?z ere- / zv1—1n’x Cﬁe—o V1-—t2
t=1Inx, dt = 1dx

ty=In1=0, ty=1Inc

lim [arcsint], ¢ = [arcsint]y = arcsin 1 — arcsin 0 = —
c—e—

1
Priklad 3.33 Vypoditajte [ 1 dz.
1
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Riesenie: Funkcia f(z) = % nie je definované pre z = 0. Integral rozdelime na dva:

1 s 1

1 1 1

/—dx:hm —dxr + lim —dr =
X s—0_ X z—04 X

—1 —1 z

= lim [In]z[)*, + lim [Inz]! = lim In|s| —In1+1In1— lim Inz = —oco + oo.
s—0_ z—04 s—0_ 204

Hodnotu ,,—oo 4 00" nevieme urcit’, teda dany integral neexistuje. O

1
Poznamka 3.3 Funkcia f(z) = I je neparna. Podl'a lemy 3.2 by hodnota [ 2 dz mala
.

byt’ rovna 0. V predpoklade tejto lemy je, Ze pocitany integral existuje. Tento predpoklad
nie je splneny. Preto sme dostali iny vysledok.

Priklad 3.34 Vypocitajte [ e *du.
1

Riesenie: Funkcia f(z) = e™* je naintervale [1, 00) definovana aj ohrani¢ena. Pre 'ubovolné
a > 1 plati

a
/e_w dr =[—e ") =e 1 —e
1

7 toho dostaneme

o a

e dr=1lim [ e¥dr=lim(e! —e ) =e".
a—0o0 a—0o0
1 1

3.2.3 Urcity integral ako funkcia hornej hranice

V niektorych pripadoch sa moze vyskytnat’ premennéd aj v hornej (pripadne dolnej)

hranici. Potom dostaneme funkciu
Fla) = [ s(0)d

kde a je dana konstanta. Pouzitim Newtonovej-Leibnitzove] formuly zistime, ze F' je ta
primitivna funkcia, pre ktord plati F'(a) = 0. Funkciu F' mézeme derivovat’ a dostaneme

Fl(z) = % / F#6)dt = F(x). (3.49)
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3z VT 3

Priklad 3.35 Vypotitajte L [sintdt, = [ tgtdt, < [Intdt.
0 ™ T

3x
Riesenie: [sintdt = —cos(3z) 4+ 1. Z toho dostaneme
0

3x

d
e /sintdt = 3sin(3x).
0

JE
[ tgtdt =—In|cos\/z| —In|cosm|. Z toho

i ¢
—/tgtdt: VT
dx 2\/x

3
JIntdt =3(In3 —1) —z(lnx —1). Z toho

3
d
%/lntdt: —Inz.

Podrobnejsie vypocty derivacii prenechame na Citatela. O

3.3 Geometrické aplikacie urcitych integralov

3.3.1 Obsah rovinnej oblasti
Explicitne dané hranice oblasti

Na intervale [a, b] nech s dané funkcie f a g také, ze g(x) > f(z) pre vsetky = € |a, b].
Tieto funkcie ohranic¢uju rovinnu oblast’ P, ktort rozdelime na tri ¢asti, pozri obr. 3.4.
Potom obsah oblasti P mézeme pocitat’ ako stucet P = P; + P, + P53 a z toho, ¢o sme sa
uz dozvedeli o integraloch, si 'ahko odvodime, Ze obsahy jednotlivych oblasti pocitame
takto:

o / (9(2) — f(x)) da,
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Obr. 3.4. Oblast’ P a jej delenie na tri casti

Po= [ [(-f@)d
Po= [(-f@) - (~g@) do
Z toho dostaneme zakladny vzorec pre vypocet obsahu rovinnej oblasti:
b
P [ (ola) = fla) de (3.50)

Priklad 3.36 Vypocitajte obsah oblasti, ktora je ohranicend funkciami

glz) =2 a f(z) = .

Riesenie: Potrebujeme najst’ body, v ktorych sa dané funkcie pretinaju, teda rieSime
0,

rovnicu 22 = /7. Z toho z = )

0 :

a

Obr. 3.5. Oblast’, ohranic¢ena funkciami f a g
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Pre z € [0, 1] plati \/z > 2% Preto

1
p) 237! 2 1 1
j _ S s Sy I (- Y
L/ %= [3x 3]0 (3 3) 3
0

[N

Priklad 3.37 Vypocitajte obsah oblasti, ktora je ohraniend krivkami y = 222, y = z?

ay=1.
Riesenie: Najprv uré¢ime body, v ktorych sa dané krivky prenikaji.

1. y =2x? a y = 1: riesime rovnicu 222 = 1. Z toho |z| = ‘/75

2. y=2%ay=1 Toznamena 2 = 1, teda |z| = 1.

3. 2% a 222 z toho 222 = 22, Riegenie je z = 0.

x=2/2 | =N2/2

Obr. 3.6. Oblast’ P a jej casti P_ a P,

Oblast’ P rozdelime na P, a P_ (podl'a toho, ¢ilezi v polrovine z > 0 alebo x < 0). Tieto
dve Casti st rovnako vel'ké, to znamend P = 2P,. P, opédt’ rozdelime na P; a P. Obe
¢asti st zdola ohrani¢ené funkciou y = x2. P, je zhora ohranic¢ena funkciou y = 222 a P,

je zhora ohranic¢ena funkciou y = 1. Z toho



3.3. GEOMETRICKE APLIKACIE URCITYCH INTEGRALOV 177

Vysledok je

Priklad 3.38 Vypocitajte obsah oblasti, ktord je ohrani¢ena krivkami
f(z) =sinz, g(z) =cosz,x =0ax=m.

Riesenie: Oblast’ budeme pocitat’ ako sucet P = P, + P, (pozri obr. 3.7). Na intervale

[0, ﬂ je cosx > sinz, na intervale [”

T ﬂ plati sinxz > cosx.

P, = [ (cosx —sinz)dr = [sinz — (— cosx)]d% =2 -1,

o
SE

™

Py, = /(sinx—cosx) dx = [—cosx—sinw]% =14+ V2.

I

H/4

Obr. 3.7. Oblast’ P a jej casti P, a P,

7 toho dostaneme P = P, + Py, = 2/2.

Vysledok porovnajte s integralom [(sina — cosz)dz = [— cosz — sinz|j = 2. O
0

Parametricky dané hranice oblasti

Zopakujme si z ivodu podkapitoly o parametrickych krivkach, ze rovinné krivky st zadané
dvojicou funkcii x = ¢(t) a y = ¥(t), kde t € [t1,t5] je dany interval. Ked’ potrebujeme
odvodit’ vzorec pre vypocet obsahu oblasti, ktorej hranica je dana parametricky, vo vzorci



178 KAPITOLA 3. INTEGRALY

(3.50) spravime substiticiu z = ¢(t) (a dz = ¢'(t) dt), pricom vieme, ze y = f(¢(t)) =
= (t). Z toho dostaneme vzt'ah

to
P /w(t) LS () dt] (3.51)
t1
Priklad 3.39 Vypocitajte obsah oblasti, ktora je ohrani¢ena cykloidou ¢(t) = ¢t — sint,
(t) =1 —cost a osou z pre t € [0, 27].

RieSenie: Derivacia ¢ je ¢'(t) = 1 — cost. Dosadime do (3.51) a dostaneme

21 27

P = /(l—cost)2dt :/(1—2005t+0052t)dt:

2 o

1 2t 3 1
- / 1 —92cost 4+ 0N 12 osint+ Ssin2t| =3 O
2 2 1 .

Priklad 3.40 Vypodcitajte obsah oblasti, ohrani¢enej elipsou s poloosami dlzky a, b.

Riesenie: Parametrické vyjadrenie elipsy je ¢(t) = acost, ¥(t) = bsint, t € [0,27].
Z toho ¢'(t) = —asint.

27 27 27
P = /absint-sintdt :ab/SiHQtdt:ab/(l—coszt)dt:
0 0 0
1 2t 11 2
= ab 2oLt dt =ab|=t — —sin2t = abm.
2 2 4 .

0

3.3.2 Objemy rotac¢nych telies
Explicitne dané hranice rota¢nej oblasti

Majme dant plochu P, ktoréa rotuje okolo osi x a vytvara rotaéné teleso (pozri obr. 3.8).
Ked’ si ,rozrezeme'" teleso na platky hribky dx tak, aby sme mohli zanedbat’ zaoblenie

povrchu telesa, dostaneme jeden element objemu, ktorého velkost’ je

_ 2
dV =nf(x) dx
obsah hrubka
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Z toho vzorec na objem telesa je

(3.52)

Obr. 3.8. Rota¢né teleso a plocha, ktora ho vytvara

Priklad 3.41 Vypocitajte objem telesa, ktoré vznikne rotaciou plochy, ohrani¢enej krivkami

y=12%ay=1-— 22 okolo osi z.
Riesenie: Vypocitame prienik kriviek:
?=1-2> = |z|=-=2.

2

Objem vypocitame ako V' = Vi — V;, kde V; je objem telesa, ktoré vzniklo rotaciou
plochy ohrani¢enej funkciou y = 1 — 22 a V5 je objem telesa, ktoré vzniklo rotaciou plochy

ohranifenej funkciou y = z?. Aplikiciou vzorca (3.52) dostaneme

- 2 17 (V3 o2 (va) vz o2 (va\'\
—”[“”“"x]_;— 9 3\2) )T e\ ) ) T
_ 5 V2 2 (2v2 _2’/T\/§

- T2 3\l s)) T3

Priklad 3.42 Vypocitajte objem telesa, ktoré vznikne rotaciou plochy, ohranicenej kriv-

2 2 . .
kou % — % =1 a priamkou = = 5, okolo osi .
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Riesenze: ’”742 — % = 1 je hyperbola, ktorej jeden vrchol ma saradnice (2,0). To znamen4,

7ze integrovat’ budeme na intervale [2,5]. Rotujica plocha je zhora ohrani¢end funkciou

Yy = ,/%xQ — 9. Rotuje ,horna cast™ hyperboly.

Obr. 3.9. Plocha, ohrani¢ena hyperbolou 2%42 — % =1 a priamkou x =5

Aplikaciou vzorca (3.52) dostaneme

Priklad 3.43 Vypocitajte objem telesa, ktoré vznikne rotéciou plochy, ohrani¢enej kriv-

kou y? = x a priamkou z = 4, okolo priamky y = —2.

Riegenie: Krivka y?> = x je parabola s vrcholom (0,0), ktorej os simernosti je priamka

y = 0.

y,=Vx

/

-2

Obr. 3.10. Rotujtca plocha

Priklad prevedieme na predchadzajice pripady posunutim rotujicej plochy nahor,
pricom tato plocha bude zhora ohranic¢ena funkciou y; = 2 + /7 a zdola y, = 2 — \/z.
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7 toho dostaneme

Vo= Vi-ta=r [ (@4 VP - @2 VD) do =

= w/4((4+4\/5+x)—(4—4\/5+x)) dx:87r/4\/§dx:87r{§xg}j:
= %ﬂ'.

Priklad 3.44 Vypocitajte objem telesa, ktoré vznikne rotaciou plochy, ohranic¢enej krivkami

2 .
y1="%5 ay = @, okolo osi y.

Riesenie: Pripad prevedieme na predchadzajice tlohy tak, Ze namiesto danych funkcii

budeme uvazovat’ funkcie k nim inverzné (pre x > 0).

Obr. 3.11. Funkcie y;, y» a k nim inverzné

Yy = %2, k nej inverzna je fi(x) = /2x.

Yo = %, k nej inverzna je fo(x) = 2z.

Najdeme prienik funkcii f; a fo:
1
20 =V2xr = x1 =0, x2:§.

Potom objem bude

/ 212 4732 1 4 1 1
V:%_‘/Q:W/<2$_(21')2>dm:w{i_i] :ﬂ( _____ ):—w.
0
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Parametricky dané hranice rotac¢nej oblasti

Vo vzorci (3.52) spravime substiticiu x = ¢(t), de = ¢'(t)dt a y = P(t), t € [t1,1a].
Potom dostaneme

V=n / V()| (1)) dt. (3.53)

Abslatna hodnota pri derivacii ¢’ (t) zabezpecuje, Ze nemusime rozliovat’ ;horni" a ,dolni"
hranicu rotujiacej krivky.

Priklad 3.45 Vypocitajte objem telesa, ktoré vznikne rotaciou okolo osi x plochy, ohrani-
Zenej krivkou o(t) =12, () =t — 1t° pre t € [0,V/3].

Riesenie: ¢'(t) = 2t. Dosadime do (3.53):
V3

v 1
vV = w/(t—gt?’) o dt = 27 /< t4+ tﬁ)tdt_
0 0

\/7
1, 2, 1 9 2.27 81 9 9\ 3
) e L) R P (R id —or (S —3+4+°)="n
W[4 B T L <4 E +72> 7T<4 T3) T

w

Obr. 3.12. Rotujtca plocha

Priklad 3.46 Vypocitajte objem telesa, ktoré vznikne rotaciou okolo osi y plochy, ohrani-
Zenej krivkou o(t) =12, (t) =t — t3, t € [0,/3] (pozri obr. 3.12) a priamkou y = 0.

Riesenie: Vymenime tlohu osi x a y:
1 -
@(t) =1- gt?’a ¢(t) = t27 @I(t) =1- t2'

7 toho

s ) 1=t prexzel0,1],
yl_t‘_ 2
t2—1  prexze[l,V3]
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Aplikiciou vzorca (3.53) dostaneme:

1

V3 V3
V o= W/(t2)2\1—t2|dt:W/t4(1—t2)dt+7r/t4(t2—1)dt:
0 0 1
1

v 1. 1.1 1. 1.
= tr — %) dt /tﬁ—t4 dt = | =t° — =t7 —tT— 25| =
7T/< Ydt+7 [ ( ) = - 0+7T - E
0

1

(o () (-2)-
~ 7r<i+5'27\/§_7'9‘/§> __4472V8

35 35 35

3.3.3 Dizka krivky
Explicitne dana funkcia (krivka)

Dana je funkcia f a zaujima nas dizka jej Gasti, ohranicenej bodmi (a, f(a)) a (b, f(b)).
Interval [a, b] rozdelime na ¢asti dlzky dz tak, aby sme mohli zanedbat’ zaoblenie funkcie f
na tomto tseku (pozri obr. 3.13). Potom jeden element dlzky moéZeme pocitat’ za pomoci
Pytagorovej vety

X: X+dx

Obr. 3.13. Funkcia f a jeden jej asek dizky dx

fla +da) —f(fc))2+1 _

al = ¢<f<x+dx>—f<w>>2+<dx>2:d”“"\/( dr

~ \/<%(z)>2 +1
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Z toho dostaneme vzorec

I = /b \/ (%(m))Q—i—ldx. (3.54)

Priklad 3.47 Vypocitajte dlzku kruznice o polomere r = 3.

Riegenie: Rovnica kruznice so stredom S = (0,0) a polomerom r = 3 je 2% + y* = 9.
Horna polkruznica je funkcia y = v/9 — x2. Z toho
—x
/

V=

Sta¢i nam pocitat’ dlzku polkruznice, ozna¢me ju [. Potom zo vzorca (3.54) dostaneme

3 3

A 2 3

l= [ 14+ —=do= | —=du.
/ +9—$2 ‘ /\/9—1‘2 v
3 3

Dostali sme nevlastny integral. Preto musime rozdelit’ tento integral na dva:

dr = [3 arcsin %}23 + [3 arcsin %}3 =

3
| Vo

=
I
|
w\o
Ne
S e
&
[N}
S

7 toho dostaneme dizku kruZnice [ = 6. a
Priklad 3.48 Vypoditajte dizku logaritmickej krivky f(z) = Inx pre x € [v/3,/3].
Riegenie: f'(x) = %, po dosadeni do (3.54) dostaneme

v V8 v
i 2] VET:
l—-/m+7m—/wxjdw- /—iiﬂm -
T i T T

N N %

N J/

1422 =12 2axdr=2tdt
2=4,t, =2, t2=9,1,=3
3 3

3
: 2 _
:/t tdt:/t 1+1dt:/ 1+; &t
t2—1 t2—1 (t—1)(t+1)
2 2 2

Rozkladom na parcidlne zlomky dostaneme

1 A N B
21 +—1 1+t

= 1=At+1)+B(t—-1).
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Pre t =1 dostaneme A = =, pre t = —1 vyjde B = —%. Potom

1
2

Parametricky dana funkcia (krivka)

Vo vzorci (3.54) spravime subsiticiu @ = o(t), f(z) = (t) a 2L (z) = W@ t € [t1,ta).
Potom

z;jw'(tm/ (i’:g;)zﬂ dtzj\/(%(t))2+ (C;—f(t))Q d. (3.55)

Priklad 3.49 Vypoditajte dlzku hviezdice ¢(t) = cos®t, 1(t) = sin®t pre ¢ € [0, 27].

Riesenie: ¢'(t) = —3cos?t -sint, ¢/(t) = 3sin®t - cost. Z toho dostaneme

2 27
[ = /\/9COS4t-Sin2t—|—gCOS2t-Sin4tdt:3/\/COS2t-SiIl2t(COS2t+Sin2t)dtz
0

0

s s

2m 2 2
in 2¢
= 3/|cost-sint|dt:12/cost-sintdt:12/SH; dt =
0 0 0

2t] %
= 12 [—COZ } = 3(—cos7 + cos0) = 6.
0

Priklad 3.50 Vypoéitajte dlzku cykloidy o(t) =t —sint, ¥(t) = 1 —cost pre t € [0, 27].
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RieSenie: ¢'(t) = 1 — cost, ¢/(t) = sint. Z toho

[ = /\/1—cost +sin’tdt = /\/1—2cost+cos2t+sin2tdt:

- f/,/l_cos - le_ st (£ =i (£ ) -
f/F/ )dt_zpcos(Z)]:

= —cos7r—|—cosO

3.3.4 Obsah rotac¢nej plochy
Explicitne dané hranice rota¢nej plochy

Dana je krivka (funkcia f), ktora rotuje okolo osi = (obr. 3.14) a vytvara rota¢na plochu.
Plochu rozdelime na ,rovnobezné casti", kolmé na os z, ktorych hribka je dz. Zaoblenie
krivky na Jednothvych castiach plochy zanedbame.

Obr. 3.14. Rotacna plocha a krivka, ktora ho vytvara

Obsah jedného dielika (elementu plochy) je

3 L df .\’
5 = 2xlf(0)] /(e + o) — 1 () +(dx)4—27r|f(x)|~\/ (@m) Flde

obvod Sirka ;lochy

7 toho dostaneme

S - 27r/b ()] \/(%(@)2 +1de. (3.56)
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Priklad 3.51 Vypocitajte obsah plochy, ktora vznikne rotaciou krivky y = %3 okolo osi
z, z € [0, 1].

Riesenie: y' = z%. Dosadime do vzorca (3.56):

1 2
3 o 1 2 2
S = 27r/x—\/1—i—x4dx =—7T-—/\/Edt:f S =i =
3 34 6 9
1

0

. /
g

1+2*=t, 4d23dx=dt
tlzl, t2:2

= %(2\/5 —1). O

Priklad 3.52 Vypocitajte obsah plochy, ktora vznikne rotaciou krivky y = cosh z okolo
osi z, x € [0, 1].

Riesenie: y' = sinh x. Dosadenim do vzorca (3.56) dostaneme:

. — Vcosh? z L
——t
S = 27T/coshx Vsinh?z +1 de = 27r/cosh2 xdx =
0

0

N J
-~

u=coshz, u =sinhzx
v/ =sinhz, v =sinhx
1
= 27 | [coshz - sinh z]} — /Sinh2 rdr | =
= % sinh 2z 0
1 1

= 7 [sinh2z]) —27 /(coshx —1) dx = sinh 2z + 27[z]§ — 27 / cosh? z dx.
—sinh 2 0 0

7 toho dostaneme

1
1
S = 27r/cosh2mdx = §(sinh2 + 2m). O

0

Parametricky dané hranice rota¢nej plochy

Vo vzorci (3.56) spravime substiticiu © = o(t) (de = ¢'(t)dt), y = ¥(t), t € [t1,ta].

Rovnakymi tpravami, aké sme pouzili pri vzorci na dlzku parametricky danej krivky,
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dostaneme:

S = mj ]w(t)|\/(%(t))2 + (fl—f(t))z dt. (3.57)

Priklad 3.53 Vypocitajte obsah plochy, ktora vznikne rotaciou krivky o(t) = e - sint,
Y(t) = e - cost okolo osi z, t € [0,5].

Riesenie: Vypocitame derivacie
O'(t) =€ -sint+ e’ cost, '(t) =e'-cost— e -sint.
Z toho dostaneme

\/<%(t)>2 - (i—f(t))Q = /e (sint + cost)? + e (cost — sint)? =

— ¢'V/sin?t + cos?t + 2cost - sint + cos?t +sin®t — 2cost - sint = V2. e, (3.58)

W

n/2
e

Obr. 3.15. Krivka, vytvarajica rotacnu plochu

Dosadime (3.58) do (3.57):

S wln

3 5
S = 27r\/§/ e . costdt =2mV2 [e% sin t} — 27T\/§/ 2¢% . sint dt =
0 0

. J/

-~
u=-e*  u =2*

v =cost, v=-sint

g
= 2mV/2.¢e" — 4ﬂx/§/e2t-sintdt =
0

J/

-~
u=-e*  u =2*
v =sint, v = —cost

————
=1

%
= 21V2-e" —4nV2 [—€e* cos ﬂog - /(—2€2t -cost)dt
0
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Na oboch stranéch rovnice je rovnaky integral. Z toho

3
S =2mV2 [e* costdt = 2myV2- (" —2). O
0

Priklad 3.54 Vypocitajte obsah plochy, ktor& vznikne rotovanim casti hviezdice
o(t) = cos®t, (t) = sin®t okolo osi x, t € [0, 7).

Riesenie: ©'(t) = —3cos®t - sint,1’(t) = 3sin?t - cost. Z toho
¥ )

N (e ) — - .
E(t) + E(t) — \/9sin tcos*t +9sin*t - cos?t = 3|sint - cost|.

™

2
Vzhl'adom na symetriu hviezdice je [ 3sin®¢(sint¢-cost) dt = [ 3sin®¢(sint-cost) dt. Preto

0

A — v

ol
ol

S = 47?/381n3t(sint-cost) dt = 127T/sin4t-costdt =

0 0

(.

sint =wu, costdt=du

u1:O, U2:1

1
5 1
12
- 127r/u4du:127r {“—1 -
5], 5
0

3.4 Fyzikalne aplikacie urcitych integralov:

hmotnost, staticky moment a tazisko hmotnej tyce

Funkcia f, definovana na intervale [0, a], predstavuje (jednorozmernt) hustotu tyce dizky

a. Potom
m = /f(m)dx, (3.59)
M = /x-f(a:)d:c, (3.60)
r - M (3.61)

m

predstavuju postupne hmotnost’, staticky moment a t’azisko tyce.
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Priklad 3.55 Nech f(x) = coshx [kgm™'], pre = € [0, 1] predstavuje hustotu tyce dlzky

1 m. Vypocitajte jej hmotnost’, staticky moment a t’azisko.

Riesenie: Pri vypocte budeme potrebovat’ hodnoty funkcii sinh a cosh. Bezprostredne

7 definicie dostaneme

2 _ 2
sinh 0 = 0, sinhlze 1, cosh(0 =1, Coshlze +1.
2e 2e

Podla vzorca (3.59) je hmotnost’ ty¢e rovna

1
2
-1
m = /cosha:’dx = [sinhz]; = sinh 1 = ‘ [kg].
0
Pre jej staticky moment plati
1 1
M = /a:-cosh:z:dx :[m-sinha:](l)—/sinh:vdx:
0 0
—_———
U=z, u =1
v/ = coshx, v =sinhx
e2—1 e*+1
— sinh1 — [coshz]} = — 1=1-e"[kgm].
sin [cosh z],, 5 5 + e kg m]

Zo vzt'ahov (3.62) a (3.63) dostaneme stiradnicu t'aziska:

1—et el e—1

T=-pq =5 =25l

2e 2e

(3.62)

(3.63)
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3.5 Cvicenia

Cvicenie 3.1 Vypocitajte substitu¢nou metédou:

(a) [ 2?-sin(52?) dz,
(d) [ Grigr de

(g) J %dw,

() [ s z,

(m) fcos2 23-1) dz,
(P) [ 5 < dr,

(s) [ céfir dz,

(b) [e**dx,

(€) [ VT T 7 d

(B) [ do,

(k) [ i do,

(n) [z tg(l — 2?)dx,
(q) [z In(3+2?)dx,

(t) [ o d,

(c) [ \/f’—%gzdm
(£) | o= dr.

(i) [e” - cotg(e”) dx,
(1) [ cotg(2z + 1) dz,
In(arctgz
(0) f l—l—yc2 al%ctg:c dl’,
(r) [cosz- smxdx,

('Ll) f 25-C|-OsslralC T

Cvicenie 3.2 Vypocitajte metodou per partes (+substit.):

(a) [Ina?dz,
(d) [z arctgx du,

(g) [ev*da,
() Je* - cos2xdx,

(m) [z arctg y/x dz,

(b) [ arctgzdu,
(e) [zIn’zdz,
(h) [ cos(Inz)dz,
(k) [arccosz dx,
(n) [sinh®zdz,

(¢) [zInzde,

(f) [In(1 +2?) dx,

(i) J )

(1) [sinz - cos(3z) dz,
(o) [ sinh 3z - cosh 2z dz.

Cvicenie 3.3 Vypocitajte rozkladom na parciélne zlomky:

(a) [ 322— ilcc—l—ﬁ dz,
(d) f 22 —2x+3 d

(z+2) (22 —62+10)
®) s )

(J) f (a;+1)(z+2)2 dl‘,

4 3_
99: +3:1: 23z2 4z dl’

(e) f (x 3m 4

(h) 2137161 +23x

(k) j‘ ( 222 +5ac;—4

1+4x2

dx

Cvicenie 3.4 Vypocitajte integraly:

(a) [sin®zdz,
(e) [ cotg?zdx,

(b

(m) [2?-Inzd,
(q) [e*sinzdr,

(n

(f) [2?cosxdr,
) J = dr

(c)
(g)
(k)
(o)

) f x_:c\/f dflf,

) [ 2? arctg x dz,

(r) [ go

Cvicenie 3.5 Vypocitajte urcité integraly:
1 1 1

(@) [ e, () ]

2 1
d) [ de,
1

() [ e g,
1

e’ dx,

T

Ve
(f) {

(z—1)(z—2)(z—5)

dx,

(c) J%d‘f

L) [y,

1 dl’ ( ) f x—i—l x—i—? :C

Q) [ 3+5ﬁ;ga)c+5 do.

f COoS T d.fE

sinx

[ tghzdx,

f colsx dl’7
i th;" dx,

(p) [ = da,

(c) E{(ex +1)3e* dx,

dx,

1—(Inz)?2

(d) [sinx - cos® x dz,
(h) [z-e* da,
(l) f sinxlcosx dx

?

191
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In2

(g) [ coszdz, (h) [ cos® £ dy, (i) [ @ coshzdx,
0 0 0

3 7 1
() J tgxdr, (k) fﬁdaj, (D) [V1+xde,
0 3 0

1 4 1
(m) [ 14\55 dr, (n) fx—\ﬁdﬁ (o) [ arccosz dx,

0 0 1

bl W5 z
p) [e¥sinzdr, (q) [ “¥S2dr, (r) [cosz-sin*xdy,

er+3

0 0 0

_% 3 ° \/g g sin
(s) [ ey de, (t) Ofx- arctg x dx, (u) Ofmm(j%

VB

1 3 e
(v) [z-e*dx, (w) [z-sinzdz, (x) [Inzde,
0 0 1

2 1
(v) [z -Inzde, (z) [2* e*dz.
1 0

Cvicenie 3.6 V nasledujicich dlohédch vypoditajte obsah plochy, ohrani¢enej danymi

krivkami:

(a) y=06x, y=0, =4 — 2x, (b) y = 2® — 2z, y=u,
(r+y=2 y=—2"+4o-2 (d) y =12, 2=u,
(y=a>—2—6,y=—-a+5c+14, (fly=2, y=2V7,

(8) y=22% y=2° y=1, (h) y =2, y= 4,

(i) y =22°, y* =4z, () zy=4, z+y=5

(k)y=¢", y=e* x=In2 (1) z =0, x:%, y=0, y=uze 2,

(m) y=Inz, y=In’z,
(n)yzicosh(f), r=0 y=0 x=a,
(0)z=3% ax=m y=0, y=uwuxcos (%),
(p) y ==, y=x+sin’z, =0, z=m,

(@) y=e"sinz, y=0 prez € [0,7],

(r) y=2% -6z +8 a jej doty¢nice v bodoch A =(1,3), B = (4,0),
(s)osza y=a>+322—-5x+4 prezel0,6],
(t)y=2*-322+3z—-1, y=x—-1, y=20—-2 prex>1,

(w)y*=x, x-y=38, polpriamkaz =38, y<1.

Cvicenie 3.7 V nasledujicich tlohach vypocitajte obsah plochy, ohranic¢enej krivkou,
danou parametrickymi rovnicami:

(a) =3t y=3t—13, t € [-V/3,V3], (b)z=2—1>, y=2>—t> pretc|0,2],
(c) z =a(t —sint), y=a(l—cost)prea>0, tel0,2n],

(d) z =acos®t, y=asin®t, a>0.

Cvicenie 3.8 Vypocitajte objem rota¢ného kuzel'a s polomerom podstavy r = 3cm

a vyskou h = 2cm.



3.5. CVICENIA 193

Cvienie 3.9 Vypocitajte objem rotaéného elipsoidu s dlzkami poloosia =3ab=c = 2.

Cvic¢enie 3.10 V nasledujicich tlohach vypocitajte objemy telies, ktoré vznikli rotaciou

elementarnej oblasti, urc¢enej danymi krivkami, okolo osi x:

(a)y:x27y2:$, (b)i—;—g—;:l’x:kprek>a,
(C)y:%’ y:SiDI‘ pre r € [O,%}, (d)x:O) x:}u y: 0, y:CLCOS27TJ],

() 3z —4y+5=0, y=—-2>+Iz+32 (f)z=12 yzt—%preogtg\/g,

() y=1—2a% y=a? (h) x =t —sint, y =1 —cost pre t € [0, 27].

Cvicenie 3.11 V nasledujicich tlohach vypocitajte objemy telies, ktoré vznikli rotaciou
elementarnej oblasti, urc¢enej danymi krivkami, okolo osi y:

(@) z=0, *+z-4=0, (b)y=%, y=%

(c)y=e™ z=0,y=aprea>1.

Cvicenie 3.12 V nasledujicich tlohach vypocitajte objemy telies, ktoré vznikli rotaciou
elementarnej oblasti, urcenej danymi krivkami:

(a) > =z, x =4 okolo priamky y = —2,

(b y=4—22 y=0 okolo priamky x = 3,

(c) z = (t —sint), y=(1—cost) pret € [m,2n], okolo priamky x = 7.

Cvicenie 3.13 Vypocitajte dlzku krivky:
(a) y = coshx pre x € [0,1], (b) y=Inxz pre z € [\/&\/15 :

Cvicenie 3.14 V nasledujucich @lohach vypocitajte dlzku krivky danej parametricky:
(a) x = a(cost + tsint), y = a(sint — tcost) prea >0, t € [0,27],

(b) x =cost, y=sint pret € [0,7],

(c) © = 2tcost + (t* — 2)sint, y = 2tsint — (t> — 2)cost pre t € [0,7].

Cvicenie 3.15 Vypocitajte povrch gule s polomerom r.

Cvicenie 3.16 V nasledujicich tlohéch vypocitajte obsahy rotac¢nych ploch, ktoré vznikli
rotaciou danej krivky okolo osi z:

(a) y =a® pre —2 <a < 3, b)y=e? pre0<x<1,

(¢) y* = 4az pre 0 < z < 3a, a > 0.

Cvicenie 3.17 V nasledujicich tlohéch vypocitajte obsahy rota¢nych ploch, ktoré vznikli
rotaciou danej parametrickej krivky okolo osi x:

(a) x = a(t —sint), y=a(l —cost) prete[0,2r]aa >0,

(b) © = €*sint, y =e*cost pre 0 <t <%,

(c) x =asin2t, y=2asin’t prea>0,t¢c 0,7
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CviCenie 3.18 Hustota tyc¢e je dana funkciou p(z) = —x(x — 2) [%} pre x € [0,2].
Vypocitajte jej hmotnost’, staticky moment a polohu t'aziska.

CvicCenie 3.19 Hustota tyce je dana funkciou p(x) = e™® [k;g] pre x € [0, 1]. Vypoditajte

jej hmotnost” a polohu t'aziska.



Kapitola 4

Obycajné diferencialne rovnice

4.1 Uvod

4.1.1 Komplexné ¢isla
Sposoby vyjadrenia komplexnych é&isel

Mnozinu vSetkych komplexnych éisel oznacime C. Graficky si komplexné ¢isla mdzeme
predstavit’ ako body v rovine, teda su to vektory ¢ = (a,b), kde a sa vola redlna cast’ ¢isla
c a b sa vola imagindrna cast’ ¢isla c. Redlna a imaginarna ¢ast’ sa oznacuji postupne
R(c) =a a J(c) = b. Treba si uvedomit’, Ze redlna aj imaginarna &ast’ kom-
plexného ¢isla st realne ¢isla. Komplexné ¢islo (0,1) sa vola imagindrna jednotka
a oznacuje sa 2. Redlne ¢islo a v mnozine C zodpoveda vektoru (a,0). V nasich tivahach
nebudeme robit’ rozdiely medzi ¢islom a € R a (a,0) € C. Rovnako ¢islo (0,b) € C budeme

oznacovat’ 1b. Pri tomto oznaceni mdzeme komplexné ¢islo ¢ = (a, b) vyjadrit’ v tvare
¢ =a+b. (4.1)

Vyjadrenie komplexného ¢isla ¢ = (a,b) v tvare (4.1) volame algebrickyj tvar komplexného

¢isla c.

Cislo © moZeme vyjadrit’ ako jeden z komplexnych korefiov rovnice 2 = —1. Z toho
bezprostredne vyplyva

=1, *=—, =1, °=nq,... (zvykne sa pisat’ aj = +/—1.)

195
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(\5\
c
b /.
e
e
7’//
e
e
e
S
a R

Obr. 4.1. Grafické vyjadrenie komplexného ¢isla ¢

7 obréazka 4.1 je zrejmé, Ze plati vzt'ah
c=a+1wb=r-(cos(p)+sin(p)). (4.2)

Vyjadrenie na pravej strany rovnice (4.2) sa vola goniometricky tvar komplexného ¢isla
c. Hodnota r = |c| sa vola absolitna hodnota komplexného ¢isla ¢ a hodnota ¢ sa vola
amplitida komplexného ¢isla c. Ak |c| = 1, tak ¢islo ¢ volame kompleznd jednotka.

Pripomenime si Taylorov polynom pre funkcie cos, sin, e’:

$2 ZL'4 . xQn
Ty, (cos,0,2) = 1—§+Z+~-~+(—1) o) (4.3)
) T x3 l'5 il x2n—1
T, (sin, 0,z) = ﬂ—ﬁ—l—a%—---%—(—l) Gn (4.4)
t t2 t3 t2n
Ton(e'0,t) = 1+ =+ =4+ 4.5
(e, 0 0) Tt TR T T (4:5)
Dosad'me t =1 - 2 do (4.5):
. P S R L. 2

Z toho, porovnanim vztahov (4.3), (4.4) a (4.6) dostaneme
e'* =cosx 41 sinx.
Vo vSeobecnosti pre 'ubovolné komplexné ¢islo o + 12 ¢ plati vzt'ah

et = ¢¥(cos ¢ + 1 sin p), (4.7)
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kde e* = r je absolitna hodnota komplexného ¢isla. Vyjadrenie na I'avej strane rovnice
(4.7) volame exponencidlny tvar komplexného ¢isla. Pre redlnu a imaginarnu ¢ast’ kom-
plexného ¢isla s absolutnou hodnotou r = e® a amplitudou ¢ plati

R(r(cosp +sing)) = RN (e*¥) = e*cos g,

x

4.8
S(r(cosp +1sing)) = I (e*?) = e*sinp. (4.8)

Aritmetika komplexnych c¢isel

o Siucet komplexnijch cisel:
(a1 + Zbl) + ((IQ -+ Zbg) = (a1 + CLQ) + Z(bl + bg)
o Sucin komplexngch cisel:

(ay +12b1) - (ag +1by) = (araz — bibay) + 1(arbs + asby),

e(a1+a2)+2(<p1+$02)
)

€a1+lttp1 . 60424-%4;72
= e e (cos(p1 + @2) +1sin(er + v2)) -

Posledné vyjadrenie sti¢inu znamenad, Ze nasobime absolitne hodnoty a sc¢itavame

amplitidy komplexnych ¢isel.
o Umocriovanie komplexngch cisel:
(e*T#)" = em e = (e*)" - (cos(n ) + 1sin(n ).

Ked” umociiujeme komplexné &islo na n-ta (n € R), tak umociiujeme absolutnu
hodnotu a povodniu amplitidu ¢ nésobime.

Komplexne zdruZené ¢isla a korene polynémov
Lema 4.1 Majme komplexné cisla ¢, = a1 +1by a co = as + 1by a predpokladajme, Ze
aspon jedno z cisel by, by sa nerovnd 0. Potom plati

c1+c €R asucasne c;-cp € R prave vtedy, ked'a; = ay  a sucasne by = —b,.

Pre ¢ = a +1b oznatime ¢ = a — 1 b. Cislo ¢ sa nazyva komplexne zdruZené s c¢islom c.

Vieme, Ze polynéom n-tého stupna moze mat’ menej ako n redlnych korenov. Pre kom-

plexné korene polynému plati veta:

Veta 4.1 Nech P, je lubovol'ng polynom n-tého stupria s redlnymsi koeficientami. Potom
(a) P, md n komplexngch koreriov (vrdtane ndsobnosti),

(b) ak ¢ s S(c) # 0 je koretiom polyndmu P,, tak aj ¢ je koreriom polynému P,.
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Q3
o )
° °
1 |
& 1
1 R
o *‘ e — riedenia rovnice z* = —1
T & — rieSenia rovnice 3 = —1
—1
Obr. 4.2. Grafické vyjadrenie riegeni rovnic 2* = —1 a 23 = —1

Zo vzt’ahu pre umocnovanie komplexnych ¢isel dostaneme hodnoty amplitid jednotlivych

rieSeni:

Pre rovnicu z* = —1: 4¢ = 7 + 2kn, z toho
o1=1, @2 =3m, 3="27, @, = Im.

Pre rovnicu 23 = —1: 3¢ = 7 + 2km, z toho

T _ _ 5
$Y1r=73, P2 =T, P3 = 37.

4.1.2 Zakladné pojmy tedrie diferencialnych rovnic

Obyc¢ajné diferencidlna rovnica n-tého radu je rovnica, v ktorej vystupuje premennd z,
neznama funkcia y (funkcia premennej z) a jej derivacie az po derivaciu n-tého radu.

Symbolicky si diferencidlnu rovnicu n-tého rddu moézeme vyjadrit’ takto:

fla,y vy y™) =0,

kde f je znama funkcia.

Vezmime si diferencidlnu rovnicu 1. radu
vy —2(y—1) =2 (4.9)

2
. . v . . . z_ . 4 v s N
Jej riesenim je funkcia y = k-e2 | kde k € R je 'ubovol'né konstanta. Hovorime o vseobec-
nom riesent diferencidlnej rovnice, lebo zahfna vietky rieSenia diferencialnej rovnice (4.9).
Vidime, Ze dan4 diferencialna rovnica nemé jednoznacné rieSenie. Jej rieSenia pre niektoré

hodnoty konstanty k si zobrazime graficky.
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Obr. 4.3. RieSenia diferencialnej rovnice (4.9)

Jednotlivé grafické riesenia (krivky na obrazku 4.3) sa volaju integrdlne krivky. Vsetky
integralne krivky v danom pripade vyplnia celd rovinu R% (Vo vSeobecnosti, integrélne
krivky nemusia vyplnit’ celd rovinu R?, ale len nejaku jej podmnoZinu — oblast’.) St¢asne
kazdym bodom roviny R? prechiddza prave jedna integralna krivka. To znamen4, ze ked’
si zvolime konkrétny bod, ktorym ma integralna krivka prechadzat’, dostaneme uz jedno-
znacné rieSenie. Tento bod sa vola zaciatocnd podmienka a ma tvar y(zy) = yo.! V tomto
pripade sme si zvolili bod B = (zg, o). Pri rieSeni konkrétnej tulohy volba zaciato¢nej
podmienky vzdy vyplyva z fyzikdlnej podstaty (vieme, v akom stave sa nachadza nas
systém v Case zg). RieSenie, ktoré splia zadiatotni podmienku, sa vola partikuldrne.

Vgeobecne o riesitelnosti (istého typu) diferencialnej rovnice prvého radu hovori nasle-
dujuca veta:

Veta 4.2 Majme diferencidlnu rovnicu y' = f(x,y), kde f je spojitd funkcia, definovand
na oblasti Q = (xg — a,xo + a) X (yo — b, yo + b) pre a,b > 0, pre ktori existuji konstanty
K, L € R také, Ze

o |f(z,y)| < K pre lubovolné (x,y) € €,
o |f(z,y1) — [(2,92)] < Llys — | pre lubovolné (z,y1), (z,ya) € Q.
Potom md diferencidlna rovnicay’ = f(x,y) jediné partikuldrne riesenie y, ktoré prechddza

bodom B = (xg,y0) (teda spliia zaciatocnii podmienku y(zo) = yo) a je definované na in-

tervale (zo — ¢,z + ¢), kde ¢ = min{a, L}.

Pri diferencialnych rovniciach druhého radu (a vyssich) sa budeme zaoberat’ len $pecial-

nym typom — linearnymi diferencialnymi rovnicami. Ako priklad takejto rovnice uvazujme

LAk interpretujeme os = ako ¢as, tak ¢ je zafiatocny &as. Preto hovorime o zaiato¢nej podmienke.
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(4.10)

Obr. 4.4. Integralne diferencialnej rovnice (4.10)

Kazdym bodom roviny R? prechadza nekoneéne vel'a integralnych kriviek. Kazd4 z inte-
gralnych kriviek, prechadzajiacich I'ubovolne zvolenym bodom B, mé& v tomto bode int
smernicu doty¢nice (teda int derivaciu). Potrebujeme mat’ dve zaiatoéné podmienky
k tomu, aby sme vedeli jednozna¢ne uré¢it’ partikularne rieenie rovnice (4.10). Zaciato¢né

podmienky buda mat’ tvar

y(x0) =0, Y'(20) = y1. (4.11)

Vseobecne, ked’ budeme riesit’ rovnicu n-tého radu, budeme potrebovat’ n zaciato¢nych
podmienok (t. j. hodnotu funkcie y a jej derivacii az po (n — 1)-rad pre x = zy), aby sme

vedeli jednoznacne urcit’ rieSenie rovnice.

Okrem tloh so zacdiato¢nymi podmienkami st aj tlohy s okrajovgmi: podmienkami.
Vtedy pozname, ako sa sprava fyzikalny systém (napriklad nosnik) na svojich okrajoch,
teda pre * = a a r = b. V takomto pripade mame pri rovniciach druhého rddu v kaz-
dom okrajovom bode predpisani jednu podmienku. Okrajovymi tlohami sa zaoberat’

nebudeme.

4.1.3 Motivacné priklady

Priklad 4.1 (Volny pad). Teleso o hmotnosti m pada z vysky h so zaciatonou ry-
chlost’ou vy. Odpor vzduchu je priamo tmerny Stvorcu rychlosti telesa. Napiste pohybova
rovnicu pre toto teleso a vyjadrite zac¢iato¢né podmienky.



4.1. UVOD 201

Riesenie: Oznacme s(t) drahu telesa v case

t.

Potom §'(t) je rychlost’ v ¢ase t Vg
a s"(t) je zrychlenie v Case t.

7 toho dostaneme pohybovi rovnicu:

m-s"(t) =—m-g+m(s'(t))>

Zaciatocné podmienky st dané

stavom v cCase ty = 0:

s(0) =h, $'(0) = wvy.

Obr. 4.5. Vol'ny pad telesa

Priklad 4.2 (Ret’azovka). Pruzné homogénne lano je upevnené na dvoch koncoch.
Treba najst’ funkciu, ktorad vyjadruje tvar lana.

TV

lana.

7(0)

Obr. 4.6. Lano a sily nan posobiace

Na lano pdsobia tri sily:

1. Tiaz tseku MyM kolmo nadol, G =g - p- s, p je hustota a s dlzka oblika MyM.

2. Sila T'(M), ktorou je napinané lano v bode M. Sila posobi v smere doty¢nice, s osou
x zviera uhol ¢.

3. Sila T'(0) , ktorou je napinané lano v bode M. Posobi v smere doty¢nice, teda tato

sila je rovnobeznéa s osou .

Ked silu T'(M) rozlozime na horizontalnu a vertikalnu zlozku, dostaneme podmienky

rovinovahy:

T(M)-cosp=T(0), T(M)-sinpg=g-p-s.
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Z toho upravou dostaneme

g-p
7(0)

tgp = S.

Nech y = f(z) je hl'adan4 funkcia. Potom tg¢ = f/(x). Ozna¢me 7o = L teda f'(z) = .

Zo vzorca pre dlzku krivky dostaneme

o / VIF PRt = $ =1+ (f(2))?

-~
0 derivécia int. podla hornej hranice

Posledny vzt’ah moézeme prepisat’ do diferencidlnej rovnice

@) = T ()2

a

Jej riesenim je f(z) = a-cosh (f + cl) + ¢9, kde c1, ¢ st 'ubovol'né konstanty. Funkcia sa
volé ret’azovka. a

Priklad 4.3 (Jednoduchy harmonicky pohyb). Majme gulu o hmotnosti m pripev-
nenti na vertikalnej §piréle, ktorej dizka v nedeformovanom stave je [. Gul'u lahko potis-
neme smerom nadol a pustime. Hmotnost’ $pirdly a odpor prostredia zanedbame. Najdite

pohybovi rovnicu pre gulu.

Riesenie: Elasticka sila pruziny f je priamo imerna zmene dlzky Al (pozri obr. 4.7), to
znamend f = —k2Al

[ Al, statické predlzenie pruziny
Al celkova zmena dizky

y stradnica stredu gule v case t

Al

Sily, posobiace na pruzinu:

Y elasticka sila f

tiaz G

Obr. 4.7. Kmitajuca $pirala
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Pre tiaz gule plati G = k* - Al,. Celkova sila, posobiaca na gulu je

d*y

—2 = —k2Al + KAl
mdt2 +

Pre y plati y = Al — Al,, z toho dostaneme diferencialnu rovnicu
m-y" = —k*-y.

Tato rovnica sa nazyva rovnicou harmonického oscilatora. O

Priklad 4.4 (Chladenie telesa). Mame teleso o teplote 70 °C. Teleso ponorime do chla-
diaceho roztoku, ktorého teplota je 15°C. Ulohou je opisat’ proces chladenia telesa. Je
znadme, ze rychlost’ chladenia je priamo tmerné rozdielu tepldt daného telesa a okolia.
Pre jednoduchost’ predpokladajme, 7ze chladiaci roztok svoju teplotu nemeni. Konstantu

amernosti si oznac¢ime 7.

Riesenie: Oznacme T'(t) teplotu telesa v ¢ase t. Potom rychlost’ chladenia je T'(t) =
=171(t, —T(t)), kde t, oznacuje teplotu chladiaceho roztoku. Z toho dostaneme diferen-

cidlnu rovnicu
T’(t) +7-T(t)=15-T1.

Zagiatona podmienka vyjadruje teplotu v ¢ase ty = 0, teda T/(0) = 70. Ide o linearnu

diferencidlnu rovnicu prvého radu s pravou stranou. O

Priklad 4.5 (Koncentracia roztokov). Majme nadobu s objemom 1001, naplnent ¢is-
tou vodou. Do nadoby lejeme roztok soli, ktorého koncentrécia je 0,3 kTg rychlost'ou 2 é
Predpokladame, 7e roztok sa okamzite dokonale premiesa. Z nadoby sticasne vyteka kva-
palina rychlost'ou 2 i Aké je mnozstvo soli v nadobe v Case t7

Riesenie: Oznacme A(t) mnozstvo soli v nadrzi v ¢ase t, vy rychlost’, ktorou sol’ prichadza,
do nadrze a v, rychlost’, ktorou sol’ odchadza z nddrze. Potom pre rychlost’, akou sa meni
koncentracia roztoku, plati A'(t) = vy — ve, kde vy = 0,61%g a vy = %(Ot) %g. Z toho
dostaneme diferencidlnu rovnicu

A(t)
A(t)+ =% =0,6[kgs™"].
V ¢ase t = 0 v nadrzi sol’ nebola, z toho dostavame za¢iatoéna podmienku A(0) = 0. Je

to linearna diferencidlna rovnica 1. rddu s pravou stranou. O
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4.2 Diferencialne rovnice prvého radu

4.2.1 Separované a separovatelné diferenciidlne rovnice

Separovana diferencialna rovnica ma tvar
fy) -y =g(x), zafiatofna podmienka je y(xg) = o, (4.12)

pricom o funkcidch f a g predpokladdme, Ze st integrovatelné. Jej vSeobecnym rieSenim
je

Ply) = [ f)dy = [ g()do = G(a) 4 (1.13)

Je to implicitny tvar riesenia. V pripade, Ze existuje inverzna funkcia F~!, dostaneme
explicitny tvar v§eobecného rieSenia y = F~1(G(x)+c). Na urfenie konstanty ¢ vyuZijeme
zafiato¢ni podmienku, ktori moézeme dosadit’ do (4.13):

¢ = F(yo) — G(o).

Separovatelna diferencidlna rovnica mé tvar
91(x) - g2(y) + fi(z) - foly) -y = 0.

Separaciou premennych z nej vytvorime separovant rovnicu

gl(x) f2<y) /

A T aw? T

Priklad 4.6 Vyrieste diferencialnu rovnicu 2y — 2% -y = 0.

Riesenie: 1Ide o separovatelni diferencialnu rovnicu. Zadiatoént podmienku neméame

dant, to znamené, ze hl'adame vSeobecné rieSenie danej rovnice. Odseparujeme premenné:

y _ 2 1 _ (2 _ -2 — o—T 7 2+c
Y =55 ztoho i S dy = [ %dz, Inly|=—-2"%+c¢c, preto |yl =e »
Oznac¢ime k = e°. Potom mo6zeme vSeobecné rieSenie zapisat’ v tvare y=Fk-e™* ~. O

Priklad 4.7 Vyrieste diferencidlnu rovnicu y — y? + 2y’ = 0 so za¢iato¢nou podmienkou
y(1) =2.

Riesenie: Odseparujeme premenné:
y _ 1 dy _ dx . 1 v, .,
= —=., 7z toho = — | & Vyraz rozlozime na parcidlne zlomky
x? fy(l—y) f T y y(1—y) 1% ¥

y—y?
(podrobny vypocet prenechame na ¢itatel’a) a dostaneme

y
y—1|



4.2. DIFERENCIALNE ROVNICE PRVEHO RADU 205

Z toho

C

In

‘ =Inc—Injz|=1In
y—1

Upravou dostaneme implicitny tvar veobecného riegenia # = 2.

Vypo¢itame konstantu c. Zo zaciato¢nej podmienky vyplyva, ze hl'adame funkciu y (par-
tikularne riegenie), ktora spliia podmienku 2o = 1, yo = 2. Dosadime do vieobecného

rieSenia a dostaneme ¢ = 2. Z toho vyjadrime implicitny tvar partikuldrneho riesenia

Y

1= % Explicitny tvar partikularneho riesenia je vy = 2. O

2—x

Priklad 4.8 Vyrieste diferencialnu rovnicu 1+ y? + zyy’ = 0.

Riesenie: Budeme hl'adat’ len vSeobecné rieSenie danej rovnice. Odseparujeme premenné:

!
w' _ 1 1 (2ydy _ _ [dz 4ci
= 2 toho 3 |1 e Ik . Integraciou dostaneme

1
51n(1+y2):ln\/1+y2:—1n|m[+lnc:ln)§‘

a z toho

2

\/1+y2:§ alebo yQ:%—l.

Neméme dani zaciato¢nu podmienku, preto nevieme, ¢i mé byt’ y kladné alebo zaporné.

Riesenie rovnice nechame v implicitnom tvare. O

4.2.2 Linearne diferencialne rovnice 1. radu

Linearna diferencidlna rovnica prvého radu ma tvar
pi(z) -y + p2(z) -y = q(x), zafiatoéna podmienka y(zq) = o, (4.14)

kde p1, po, q st integrovatelné funkcie premennej x. Rovnicu rieSime v dvoch krokoch:

1. krok — homogénna cast’— prava stranu rovnice nahradime 0. Dostaneme separovatel’nti

rovnicu

pi(z) -y +pa(z) -y = 0.

Rovnicu vyrieSime tpravami ako v priklade 4.6:

1 _ [ p2(z)
/—dyz—/m(x)dx aztoho y=k-e fpfmdx‘
Y pi(z)




206 KAPITOLA 4. OBYCAJNE DIFERENCIALNE ROVNICE

2. krok — waritdcia konstanty — konstantu k v rieSeni z prvého kroku zmenime na funkciu

k(x). Funkciu y zderivujeme:

y =K (z)- eI H®® _ k() P2(2) -e_f%dx.
pi(x)

Funkcie y a 3/ dosadime do povodnej diferencialnej rovnice (4.14). Po tprave dostaneme

separovatel'nta diferencidlnu rovnicu, kde neznamou je funkcia k

pa(x)
pi(z) K (z) e I no® = ¢(x)
7 toho
pa(z)
K (z) = ar) f (4.15)

pi(z)

Rovnicu (4.15) zintegrujeme a dosadime funkciu & do rieSenia homogénnej casti.

Dostaneme vieobecné rieenie diferencialnej rovnice (4.14).

Nakoniec vyuzijeme zaciato¢ni podmienku na vyjadrenie partikularneho riesenia diferen-

cidlnej rovnice (4.14).
Priklad 4.9 Vyrieste diferencidlnu rovnicu zy’ — 2?(y — 1) = 22

RieSenie: Rovnicu si najprv upravime do tvaru rovnice (4.14):
vy —2*(y — 1) = 2%, ztoho zy — 2%y =0.
Riesime linearnu diferencidlnu rovnicu s pravou stranou rovnou 0. Separiciou premennych

dostaneme
2

d x
/_y = /xdx, po zintegrovani In|y| = 5 +c.
Y

2
v r_ . v , v . . . ., . .
Oznacime k = e°. Potom y = k - ez je vSeobecné rieSenie danej diferenciélnej rovnice. O

3

Priklad 4.10 Vyrieste rovnicu xy’ — 2y = x° cos x so zafiatofnou podmienkou y(7) = 1.

Riesenie: RieSime linedrnu diferencidlnu rovnicu.
1. krok — homogénna cast’. RieSime rovnicu zy’ — 2y = 0, odtial f % -9 f d?x.
|yl =2n|z|+hc=Ink-2°) = y==ka’
2

2. kork - variacia konstanty: y = k(z)-z°. Potom

y =K (z) 2* +2k(z) - o
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Do po6vodnej rovnice dosadime y a y':
z (K (z) - 2° + 2k(x) - z) — 2k(z) - 2* = 2° cos w.

Po tprave

K(z)-2°=2%cosz = k(r)=sinz+ec

Z toho dostaneme vieobecné riefenie danej diferencidlnej rovnice y = z?sinx + ca?.

Vyuzijeme za¢iato¢nt podmienku y(7) = 1:

2 2 1

2 _ _
sin(m) + er® = en®, c=—

l=mn

2 . 2 < v . . . 2
Hladané partikularne rieSenie je y = x?sinz + L. O

Priklad 4.11 (Dokoné¢enie prikladu 4.4). Budeme riesit’ diferencialnu rovnicu 7"(t)+
+7-T(t) = 15 - 7 so zaiato¢nou podmienkou 7°(0) = 70.

Riesenie: 1. krok — homogénna ¢ast: 17"+ 7-T =0 alebo % . % = —T.
1 .
/T ar = - /Tdt po zintegrovani In|T|= —7-t+1Ink,
T = k-e ™.

Dostali sme vSeobecné rieSenie homogénnej ¢asti diferenciilnej rovnice.

T'(t) = (k(t)-e ™) =k (t) e ™" —k(t) - 7-e .

Dosadenim do povodnej rovnice dostaneme

K@) e —k(@t) -7-e 7" + k() 77 =151,
K(t)=15-7-€"" po zintegrovani k(t) =15-¢"" +c.
7 toho dostaneme vSeobecné rieSenie danej diferencialnej rovnice
Tt)=(15-e"+c)-e ™" =15+c-e "
Zo zaciatocnej podmienky vyplynie
70=15+c-¢" = c¢=55.

Hl'adané partikularne riesenie je 7T'(t) =15+ 55-¢ 7", O

Priklad 4.12 (Dokoncéenie prikladu 4.5). Budeme riesit’ diferencidlnu rovnicu A’(¢)+

—l—%g) = 0,6 so zafiato¢nou podmienkou A(0) = 0.
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Riesenie: 1. krok — homogénna ¢ast’ rovnice méa tvar

A(t) dA -1
At)+ —= = toh —=— dt
W)+ =0, #toho A 50 )W
lnA:g—gt—l—lnk, = A=cw -k

2. krok — variacia konstanty:

e k(t ¢
Aty =K(t) e 50 — 5(—0) e 50,

potom, po dosadeni do povodnej rovnice dostaneme

K (t)-e w0 —%-65%4—%-6;0 =K (t)-e %0 =0,6,

k() =0,6-e%, po zintegrovani ki(t) =0,6-50- €5 + ¢ =30- e + c.

7 toho vyjde vSeobecné riesenie diferenciélnej rovnice

_t

A(t) = (30-6%+c>-e % =30 4c-e %,

Zo zac¢iatotnej podmienky dostaneme 0 = 30 + c-e’, z toho ¢ = —30. Hladané
partikularne riegenie je A =30 — 30 - e 5.
4':'__
20

10y

& 25 S0 wy g dos s

Obr. 4.8. éasovy priebeh narastu mnozstva soli v roztoku

4.2.3 Homogénne diferenciilne rovnice

Definicia 4.1 Funkcia f : R? — R dvoch premennijch sa vold homogénna stuptia k, ak
pre vSetky x,y,t € R plati

flta, ty) =t* - f(z,y).
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Priklad 4.13 Funkcia f(z,y) = 2% + zy + 3* je homogénna druhého stupiia.
Funkcia f(z,y) = sin(x + y) nie je homogénna.
Funkcia f(z,y) =y -In %) je homogénna prvého stupiia.

Diferencidlna rovnica sa nazyva homogénnou, ak ma tvar

p(@,y) +q(z,y) -y =0, (4.16)
kde p a ¢ st homogénne funkcie rovnakého stupna.

Ked' zavedieme substituciu y(z) = z - u(z) (potom ¢y = u + x - '), rovnica (4.16) sa

zmeni na separovatelnu diferencidlnu rovnicu s neznamou funkciou wu.
Priklad 4.14 Najdite vSeobecné riesenie diferenciélnej rovnice (z + y)y' +y = 0.

Riesenie: Funkcie p(x,y) = y aj q¢(z,y) = x+y st homogénne prvého stupiia. To znamen4,
ze dana diferencidlna rovnica je homogénna. Zavedieme substitticiu y = x-u. Potom vyjde

rovnica
(z+z-u)(ut+z-u)+z-u=0.

Jej ipravou dostaneme
r((1+u)(ut+z-u)+u)=0.

Odseparujeme premenné

2
2u+u2+xu’(1+u):0 = x.ulz_u7
1+u
1
/ﬁdu: — [ :—1n|x|—i—lmc:1n£7 c>0. (4.17)

Na vypocet integralu z 'avej strany rovnice pouzijeme rozklad na parciilne zlomky:

lbu _1(1, 1
w(2+u) 2\u 2+u)’

to znamena

1 1
/ﬁdu: SOnul + 2 4 uf) = In /a2 + ) (4.18)

Potom z (4.17) a (4.18) vyplyva

Inv|u2+u)| = lng,
T

C C
2 — S aleb 2 _—
|u(2 + )| " alebo  |u(2 + u)| ”
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Preznac¢enim konstanty dostaneme u(2 + u) = z% Vratime sa k premennej y. Plati

u=*% teda
X

k
TS
x T T
Po uprave dostaneme implicitny tvar rieSenia y (2z + y) = k. O

Priklad 4.15 Najdite v8eobecné rieSenie diferencidlnej rovnice xy’ = yln (%)

Riegenie: Funkcie p(z,y) = yln (f) a q(r,y) = x st homogénne prvého stupia, to
znamend, ze dand diferencidlna rovnica je homogénna. Pouzijeme substiticiu y =z - u.

Potom sa diferencialna rovnica zmeni na

1
x(u+x-u’):xuln<i>, ztoho w+z-u' =uln—=—ulnu.
Tu u

Odseparujeme premenné

/

= —u(1 1 v 2
T-u u(l 4+ Inw), w( na) -
du dt dx c
————— = —=hft|=h|l+hu=- [ —=-1 Inc=1In—.
/u(1+lnu) t nff] =Infl+1nu x nle|+ne n
t=1+Inu
dt = &

Z toho vyplyva 1+ Inu=:, u=ez !

Vratime sa k premennej y. Spétna substittcia je u = £. VSeobecné rieSenie diferencialnej

. . c_
rovnice je Yy =ax-es L. 0

4.2.4 Bernoulliho diferencialne rovnice

Bernoulliho diferencialna rovnica mé tvar

y +pe)y =q(x)y”, a>0. (4.19)

Pre a =1 je (4.19) separovatelna (a sucasne linearna) diferencialna rovnica.
Pre a > 0 je y = 0 rieSenim rovnice (4.19). Dalsie riesenia pre a # 1 dostaneme po tprave

na tvar

!/ —«

vy~ +p(x)y' ™ =q(x)
substittuciou

(4.20)
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Touto substiticiou sa Bernoulliho diferencidlna rovnica pretransformuje na linedrnu

Z/

4 p(a)z = qle). (4.21)

Priklad 4.16 Najdite v8eobecné riegenie diferencialnej rovnice 3 + xy = xy°.

Riesenie: Pouzijeme substitticiu z = y~2. Potom 2’ = —2y~3y/. Z toho dostaneme linearnu

diferencialnu rovnicu

1
_§Z/ +xz = 1. (4.22)
1. krok — homogénna cCast’ —%z’ + xz = 0. Odseparovanim premennych dostaneme
d
g /Q:de z toho In|z| = 2%+ Ink,
z
2 o= k- (4.23)

2. krok — variacia konstanty.
2= k(z)e”, 2 =K(x)e” +k(z)e® (2z).
Dosadenim do rovnice (4.22) vyjde

1 2 2 2 2
) (k'(x)ex + 2zk(x)e” ) +zk(x)e” =2, kK =-2xe™™,

k::—/Qxe_xzdx:—/e_tdt:e_t+c:e_x2—|—c.
—_——
2=t
2 dx = dt

Dosadenim do (4.23) vyjde z= (e +c)e*” = 1+ce” . Spitne dosadime z = y~2 alebo

_ L v P . . . ey . . o 1
y=_a dostaneme vseobecné riesenie Bernoulliho diferencialej rovnice y = ok ]
+ce

Priklad 4.17 Najdite vSeobecné rieSenie diferencidlnej rovnice y' + %45 = x,/y.

L. . el . _1 . . -
Riesenie: Substiticiou z = \/y, 2/ = %y 2y’ pretransformujeme Bernoulliho rovnicu na

linedrnu

27 +

1_ 27" (4.24)



212 KAPITOLA 4. OBYCAJNE DIFERENCIALNE ROVNICE

1. krok - homogénna Cast’ 22"+ %52 = 0.

dz 1 T 1 2x
P _5/1—x2dx_1/:c2—1dx

1
In|z| = Z—lln(x2—1)—|—lnk:1n<k\4/ac2—1>, z toho z=kVar?2—1.

2. krok — variacia konstanty:
1
p=k(@)Va? =1, 2 =K(2) Va? — 14 k(z) 5 (2" - 1)~ 12z,

Dosadenim do rovnice (4.24) vyjde

1
2 <k:’(x) Va2 —1+ k(m)gx(f — 1)_§1> +1 ’ Sk(z) Va2 —1=x
-
(2-1)%
Z toho
x

Ez) = ————,

(@) 2?2 —1

x dt 3 4 3
k = ————dr = | —= =12 +e=—(2>—-1i+¢
f2\4/x2—1 ) /4% 3-4 ( )
2?—1=t
2edr = dt

Dosadime do vSseobecného rieSenia homogénnej casti

1 21
z = (—(x2—1)2+c) Yoo —1=1 3 +eva? —1.

3

Spétne dosadime z = /y, teda y = 2* a dostaneme vSeobecné riesenie Bernoulliho dife-
2
renciadlnej rovnice y = (“””23_1 +cva? — 1> . O

4.3 Linearne diferenciidlne rovnice s konstantnymi

koeficientami

4.3.1 Zakladné pojmy

Nech ¢y, ¢, . .., ¢ € Rst konstanty. Majme dané funkcie fi, fo, ..., fi s rovhakym defini¢nym
oborom D C R. Povieme, ze funkcie fi, fo,..., fr st linedrne nezavislé, ak pre vSetky
x € D plati

k
Zcz’fi(x):() = ¢;=0preje{l,2,... k}

=1
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Priklad 4.18 Funckie fi(z) =1, fo(x) = z, f3(x) = 2? su linearne nezavislé.
Funkcie g1(z) = €°, go(x) = €%, g3(x) = €3*, g4(x) = €'* st linearne nezavislé.
Funckie sin ax, cos az, sinbx, cosbzx, e pre a # b, a,b,c € R, st linedrne nezavislé.

Funkcie hy(x) = 2% + x, ha(x) = 2% — x, hs(x) = z st linearne zavislé, lebo

hi(z) — ho(z) — 2hg(z) = 0.

Majme line4drnu diferencidlnu rovnicu n-tého radu

any(n) + an—ly(n_l) + 4 aly/ + agy = O’ (425)
kde a, #0, a;j € Rpre j € {1,2,...,n—1}.
Definicia 4.2 Povieme, Ze systém funkcii F je fundamentdlny systém rieseni diferen-
cidlnej rovnice (4.25), ak su splnené nasledujice podmienky:

1. F je linedrne nezduvisly systém funkcit,

2. funkcia f je rieSenim diferencidlnej rovnice (4.25) prdve vtedy, ked’ sa dd vyjadrit’

ako linedrna kombindcia funkcii z F.

4.3.2 Linearne diferencidlne rovnice bez pravej strany

Linearna diferencialna rovnica n-tého radu s konstantnymi koeficientami ma tvar (4.25),

kde ag,ay,...,a, € R, a, # 0. Jej riesenie hl'adame v tvare y = e**:
a,s"es T 4+ anilsn—lesm + et agseT + aoes.x — 5% (Sn + CLnflSn_l + -4 ays+ CLO) = 0.

Definicia 4.3 Polynom p(s) = ApS" 18" - a1 s+ag sa nazjva charakteristickym

polyndmom linedrnej diferencidlnej rovnice (4.25).

Veta 4.3 Nech sq je koreriom charakteristického polynomu linedrnej diferencidlnej rovnice

(4.25). Potom y; = €*°% je riesenim diferencidlnej rovnice (4.25).
Veta 4.4 Fundamentdlny systém F diferencidlnej rovnice (4.25) md prdve n prokov.

Téato veta sa da inak vyjadrit’ v tvare

Linedrna diferencidlna rovnica n-tého radu md n linedrne nezdvisljch riesent.

Vieme, ze kazdy polyném n-tého stupiia ma n koreiiov v mnozine C (naproti tomu,
v mnozine R moéze mat’ polyném n-tého stupha menej ako n koreiiov aj vratane ich

nasobnosti). Preto budeme hl'adat’ korene charakteristického polynému v mnozine C.
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Nasledujuce dve vety hovoria o tom, ako suvisia viacnasobné a komplexné korene
charakteristického polynému s rieSeniami diferencialnej rovnice (4.25) (a s jej fundamen-

talnym systémom rieSent).

Veta 4.5 Nech sg je k-ndsobny koren charakteristického polynomu linedrnej diferencidl-

nej rovnice (4.25). Potom y; = €%, yo = x - %% .. yp = 2P 1e%0T sii linedrne nezdvislé

rieSenia diferencidlnej rovnice (4.25).

Veta 4.6 Ak kompleznd funkcia f : R — C je riesenim diferencidlnej rovnice (4.25), tak
R(f) aj S(f) st linedrne nezdvislé rieSenia diferencidlnej rovnice (4.25).

Podrobne rozoberieme linearnu diferencidlnu rovnicu 2. radu

asy” + ary +ag =0 (4.26)
s charakteristickym polynémom

ass® 4+ ars + ag = 0. (4.27)

Vseobecné riesenie tejto diferencidlnej rovnice budeme oznacovat’ y, (homogénna Cast).
Podl'a vety 4.4 obsahuje fundamentalny systém F rovnice (4.26) 2 funkcie.

o Charakteristicky polynom (4.27) md 2 rézne redlne korene
Oznac¢me korene charakteristického polynomu (4.27) sy a se. Potom podla vety 4.3
fundamentalny systém rieseni diferencialnej rovnice (4.26) sa da vyjadrit’ v tvare

F = {es", e} (4.28)
Vseobecné rieSenie diferenciélnej rovnice (4.26) mé tvar

Yn = c1e”" + cpe™”. (4.29)

o Charakteristicky polynom (4.27) md 1 dvojndsobny redlny koret
Oznaéme tento koren s;. Potom podla vety 4.5 fundamentalny systém rieseni dife-

rencialnej rovnice (4.26) je nasledujuci:
F = {e’", xes7}. (4.30)
Vieobecné rieSenie diferencidlnej rovnice (4.26) je

yn = c1€°'" + cowe®?, (4.31)
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o Charakteristicky polyndm (4.26) nemd redlne korene
Podl'a vety 4.1 korene polynoému (4.27) st komplexne zdruzené &isla sy = o + wp
a sy = 0 — 1. Funkcie y; = el77%)% a yy = (%)% g3 komplexné riefenia diferen-

cialnej rovnice (4.26). Pre realnu a imaginarnu ¢ast’ funckii y; a yo plati
R(y1) = R(y2) = " cospz,  I(y1) = =S(y2) = " sinpr.
Podl'a vety 4.6 sa fundamentéalny systém rieSeni diferencialnej rovnice (4.26) rovna
F = {e’ cos pz, e’“sin pz}. (4.32)
Vseobecné riesenie diferencialnej rovnice (4.26) je

Yp = c1€77 cos T + o€’ sin . (4.33)
Priklad 4.19 Najdite vSeobecné rieSenie diferencialnej rovnice y” + 3y’ — 4y = 0.

Riesenie: NapiSeme charakteristicky polynéom danej diferenciilnej rovnice:
?+35—4=0, = (s+4)(s—1)=0.

Charakteristicky polynom ma dva rozne redlne korene, s; = 1, s = —4. Fundamentalny

systém je F = {e%, e71%} a vieobecné riefenie je

= 16" + coe 2, O
h 1 )

Priklad 4.20 Najdite vSeobecné riesenie diferencialnej rovnice y” + 4y’ = 0.

Riesenie: NapiSeme charakteristicky polyném danej diferenciilnej rovnice:
s +45=0, = (s+4)s=0.

Charakteristicky polyném ma dva rozne redlne korene, s; = 0, sy = —4. Fundamentalny

systém je F = {1, e7**}? a vSeobecné rieSenie je

Yn = C1 + 026_4m. O

Priklad 4.21 Najdite vSeobecné riesenie diferencialnej rovnice y” — 6y’ + 9y = 0.

251 = 0 je koreii charakteristického polynému, to znamend y; = e = 1 je rieSenim danej diferencialnej

rovnice.
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Riesenie: NapiSeme charakteristicky polynom danej diferencidlnej rovnice:
$—6s+9=0, = (s—3)2=0.

Charakteristicky polyném mé 1 dvojnésobny realny koren s; = 3. Fundamentalny systém

je F={e3* x-e3*) a vieobecné riedenie je
)

yp = c1€3% 4 cox - €37, O
Priklad 4.22 Najdite vSeobecné riesenie diferencialnej rovnice y” + 9y = 0.

Riesenie: NapiSeme charakteristicky polynom danej diferencidlnej rovnice:
$4+9=0, = s15=33

Charakteristicky polynom mé dva komlexné korene. Fundamentalny systém je
F = {cos 3z, sin3z} a vSeobecné riesenie je

Yp = €1 €08 3T + ¢y sin 3. O
Priklad 4.23 Najdite vSeobecné rieSenie diferencialnej rovnice y” — 4y 4+ 13y = 0.

Riesenie: NapiSeme charakteristicky polyném danej diferencialnej rovnice:
$—4s+13=0, = s19=2413.

Charakteristicky polynom mé dva komlexné korene. Fundamentalny systém je
F = {e* cos 3z, €**sin 3z} a vSeobecné rieenie je

yp = c1€2® cos 3z + coe* sin 3z. O
Priklad 4.24 Najdite riegenie diferencialnej rovnice y” — 6y’ + 5y = 0, spliajtce zadia-
to¢né podmienky y(0) =3, '(0) = 1.

Riesenie: NapiSeme charakteristicky polynom danej diferenciilnej rovnice:

2 —65s+5=0, = (s—5)(s—1)=0.

Charakteristicky polynom mé dva rozne redlne korene. VSeobecné rieSenie je
yp = c1€°% 4 coe”.

Yy, = be1e® + cae”. yp a ), dosadime do zadiatoénych podmienok:
c1€? + e’ = 3, 5c1€” + coe? = 1,

z toho dostaneme ststavu lineadrnych rovnic

1
Cl—|—62:3 01:—5,

561—|—62:1 Co =

N[ ~1

Hl'adané partikulérne rieSenie je y = —1e®® + L@, O
2 2
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Priklad 4.25 Najdite riesenie diferencialnej rovnice y” — 4y’ + 4y = 0, spliajice zadia-

to¢né podmienky y(1) = 2¢2, 3/(1) = 0.

Riesenie: NapiSeme charakteristicky polynéom danej diferencidlnej rovnice:
s?—4s+4=0, = (s—27=0

Charakteristicky polynom mé 1 dvojnasobny realny koren s; = 2. VSeobecné rieSenie je
yp = 1% + coxe

y), = 2c1€* + coe** + 2cqwe®®. yp, a y, dosadime do zadiato¢nych podmienok:

cr€% + cpe? = 262, 2c162 + o€ + 2c9€% = 0.

7 toho
cl1+cy = 2 Cl = 6,
2c1 +3c5 =0 Ccy = —4.
Hl'adané partikularne riesenie je y = 6e2* — 4xe?®. O

Na d’alsich prikladoch si ilustrujeme rieSenie linedrnych diferencialnych rovnic 3. a vys-
sich radov.

Priklad 4.26 Najdite vSeobecné riesenie diferencialnej rovnice v — 3y” + 3y’ —y = 0.

Riesenie: NapiSeme charakteristicky polynéom danej diferencidlnej rovnice:
35 +35—-1=0, = (s—13=0.

Charakteristicky polynéom ma jeden trojnasobny koreii s; = 1. Podl’a vety 4.5 si fundamental-

ny systém vyjadrime v tvare F = {e%, x - €%, 22"} a vSeobecné rieenie je

yn = c1e” + cox - e¥ + cga’e”. O

Priklad 4.27 Najdite vSeobecné riefenie diferencialnej rovnice y® + 2y” +y = 0.

Riesenie: NapiSeme charakteristicky polynom danej diferenciilnej rovnice:
s —3s°3s—1=0, = (s°+1)°=0.

Charakteristicky polynom mé dva dvojnasobné komplexné korene s; =2, s = —1. Podl'a
viet 4.5 (veta 4.5 sa aplikuje na komlexné korene rovnako ako na realne) a 4.6 sa fundamen-
talny systém rieSeni danej diferencilnej rovnice rovna F = {cosx, sinx, x cosz, rsinx}

a v8eobecné rieSenie je

Yp = €1 COS T+Co SIN T3 COS T+Cc4T Sin . O
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4.3.3 Linearne diferencialne rovnice so $pecidlnou pravou stranou

Budeme uvazovat’ diferencialnu rovnicu n-tého radu tvaru
> apy? = f(x), (4.34)
=0

kde a; € R sa konstanty a f je dand funkcia. Pre vSeobecné rieSenie y diferencidlnej
rovnice (4.34) plati vzt'ah

y:yh+yp7

kde y, je vSeobecné rieSenie prislusnej homogénnej ¢asti rovnice (4.34) (teda diferencialnej
rovnice (4.25)) a y, je jedno (I'ubovolné) partikularne rieSenie rovnice (4.34). Budeme
predpokladat’, ze funkcia f (prava strana rovnice (4.34)) mé tvar

f(z) = €™ (P, (z) cos Bz + Qm, () sin fz) , (4.35)
kde P,, a (Q,, st polynémy stupia mq, resp. mqs a a, € R st I'ubovol'né konstanty.
Veta 4.7 Majgme diferencidlnu rovnicu (4.34) s pravou stranou rovnou (4.35). Oznacme
M = max{my, my}. Nech a + 13 je k-ndsobng koren charakteristického polynomu® dife-

rencidlnej rovnice (4.25). Potom partikuldrne rieSenie vy, diferencidlnej rovnice (4.34) md

tvar

Yy, = e <I5M(x) cos Bz + Qu(x) sin 6:6) , (4.36)
kde Py a Qu s polynomy stupria M.*
Partikularne rieSenie y, budeme hl'adat’ metédou neurcitych koeficientov. Polynémy Pu
a @ v nahradime polynéomami PM a Q M s yheurcitymi koeficientmi". Ziskame tym navrh
partikularneho riesenia, ktoré oznac¢ime y,,. Funkciu y,, dosadime do rovnice (4.35) a vy-

pocitame koeficienty hl'adanych polynémov Py a Qur. Metodu si podrobne ukdzeme na
diferencidlnych rovniciach 2. rddu. Rozoberieme si jednotlivé pripady diferencidlnej rovnice

azy” + ary’ + apy = f(), (4.37)

kde funkcia f méa tvar (4.35). F bude oznacovat’ fundamentéalny systém rieSeni diferen-
cidlnej rovnice (4.27).

e Nech f(x) = Py, e**, to znamena 5 = 0. Potom:

3k = 0, ak a + 13 nie je korefiom charakteristického polynomu.
4Koeficienty polynémov Py a Qs potrebujeme uréit’.
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— ak « nie je koreiom charakteristického polynomu (4.27) (inak vyjadrené, ak
e ¢ F), tak navrh partikularneho rieSenia ma tvar

Yp = pM(I)eaI, (4.38)

— ak « je jednoduchym korefiom charakteristického polynomu (4.27) (inak vyja-
drené, ak e** € F, xe® ¢ F), tak navrh y, ma tvar

Yn = xPpr(z)e™”, (4.39)

— ak a je dvojnésobnym koretiom charakteristického polynomu (4.27) (inak vy-
jadrené, ak xze®® € F), tak navrh y, ma tvar

Yo = 2Py (). (4.40)
e Nech 8 # 0 (« je I'ubovol'né) vo vyjadreni funkcie f (4.35). Potom:

— ak a + 1/ nie je korefiom charakteristického polynomu (4.27) (inak vyjadrené,
ak e*® cos fx,e* sin fx ¢ F), tak navrh y, ma tvar

Y, = e <PM(:E) cos Bx + QM(:E) sin Bm) ; (4.41)

— ak a + 13 je koreniom charakteristického polynému (4.27) (inak vyjadrené, ak

e®® cos fx, e sin fx € F), tak navrh y,, ma tvar

Yn = 2" (pjvf(fﬂ) cos Bz + Qs () sin ﬁx) : (4.42)
Priklad 4.28 Najdite vSeobecné riesenia diferencidlnych rovnic

4.43
4.44
4.45
4.46

y' =8y + 7y = 1ldx — 2,
y”—8y’+7y —

' =8y +Ty = (z+1)e*,
y' — 8y +7y = 14sinTx.

(4.43)
(4.44)
(4.45)
(4.46)

Riesenie: Najdeme vSeobecné rieSenie homogénnej casti danych diferencidlnych rovnic
y" — 8y + Ty = 0. Jej charakteristicky polynom je

s —8s+7=0 = (s—T)(s—1)=0.

Korene charakteristického polynému st s; = 7, so = 1. VSeobecné rieSenie a fundamen-
talny systém rieSeni diferencialnej rovnice y” — 8y’ + 7y = 0 su

7 7
yp = cre’* + e, F ={e' e}
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1. Prava strana diferencidlnej rovnice (4.43) je fi(z) = 14z — 2 = (14z — 2)e’. Funk-

cia €% ¢ F (0 nie je koren charakteristického polynomu). Partikularne riesenie

navrhneme v tvare
Yn, = 1 + ag, (polyném P, = a1z + ap).
v, Szt / Y/
Vypoditame derivicie y,, a y, :

; "o
ynl = ar, yng - 07

z toho po dosadeni do povodnej diferencidlnej rovnice (4.43) vyjde

0— 8&1 + 7(&11’ + (10) = 14x — 2.
Porovnanim koeficientov polynémov pri rovnakom stupni premennej x dostaneme

sastavu rovnic

7@1 = 14,

= a1 =2, ag=2.
—8a1 + 7CLO = —2,

Vseobecné rieSenie diferencidlnej rovnice (4.43) je

Yp = 17" + o + 20 + 2.
—_—

Yh Yp1

Prava strana diferencialnej rovnice (4.44) je fo(x) = —e®. Funkcie e* € F, ze® ¢ F
(s = 1 je jednoduchy koren charakteristického polynému). Partikularne rieSenie

navrhneme v tvare
Yn, = axe®, (polynom Py = a).
Vypocitame derivacie y;,, a y,,:
Y, = ae” 4+ axe®, y, =2ae” + axe”,
7 toho po dosadeni do povodnej diferencidlnej rovnice (4.44) vyjde

1
(2ae” + aze®) — 8(ae® + axe”) + Taxe® = —e* = a= 5
Vsimnime si, zZe siacet koeficientov pri funkcidach xe® sa rovna 0. To znamend, Ze

rieSenie a = % sme ziskali porovnanim koeficientov pri funkcidch e3*. Vseobecné

rieSenie diferencialnej rovnice (4.44) je

1
Yp = 17" + coe” + Eex .
—_——
Yh M

Ypo
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3. Prava strana diferencialnej rovnice (4.45) je f3(z) = (x + 1)e**. Funkcia e** ¢ F
(2 nie je korenom charakteristického polynému), preto néavrh partikularneho riesenia
bude

Uns = (a1 + ag)e®®,  (polynom Py = ajz + ag).
Dvakrat zderivujeme y,,
Yo, = a1 4+ 2(a1z + ag)e®,  yl = daie®” + 4(arz + ag)e*”.
Dosadime do povodnej diferencidlnej rovnice (4.45):
A(arx + ay + ag)e® — 8(2a1w + a1 + 2ag)e™ + T(ayx + ag)e™ = (v + 1)e**

Dostaneme ststavu linearnych rovnic (porovnanim koeficientov pri rovnakych funkciach

premennej x):
220 . —4ay — bag =1, a = —

eyl —5a; =1, ag =

|
(S

5
Vseobecné riesenie diferencialnej rovnice (4.45) je
7ct_|_ x z + 1 2z
y = C1€ e — =+ —= | e,
Yo=QC T2 757 95
Yh ~ ~~
Ypg

s

4. Prava strana diferencialnej rovnice (4.46) je fi(z) = 14sin7z. KedZze sin7x ¢ F,
cos Tx ¢ F (7 nie st korene charakteristického polynému), navrh partikularneho

rieSenia bude
Yn, = acosTx + bsin 7z, (polynomy By=a, Qy = b).
Dvakrat zderivujeme y,,:
Yy, = —Tasin 7z + Thcos Tz, vy, = —49acosTx — 49bsin Tx.
Dosadime do povodnej diferencidlnej rovnice (4.46):
(—49a cos Tx—49bsin Tz ) —8(—Ta sin Tz+7bcos Tx)+7(a cos Tx+bsin Tx) = sin 7x.
Dostaneme ststavu linearnych rovnic (porovnanim koeficientov pri cos 7z a sin 7x):

cosT7xr: —42a —56b = 0, a = %
=
sin7x:  b6a —420 = 14, b=—2.

Vseobecné riesenie diferencialnej rovnice (4.46) je

4 3
Yo = 1€ + coe® + (% cosTx — % sin 7x> ) O
Yh ~ ~" 4

Ypy
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Priklad 4.29 N&jdite vseobecné rieSenia diferencidlnych rovnic

y' —6y +9y = 6, (4.47)
y' — 6y +9y = 322 +7, (4.48)
y' —6y +9y = € cos3u. (4.49)

Riesenie: Najdeme vSeobecné rieSenie homogénnej casti danych diferenciadlnych rovnic
y" — 6y’ + 9y = 0. Jej charakteristicky polynom je

?—65s+9=0 = (s—3)*=0.
Charakteristicky polynom maé jeden dvojnasobny korenn s; = 3. VSeobecné rieSenie a fun-

damentalny systém rieSeni diferencialnej rovnice y” — 6y’ + 9y = 0 st

yn = 16 + cowe®®,  F = {e*, we’}.

1. Prava strana diferencialnej rovnice (4.47) je fi(z) = 6¢3*. Porovnanim s fundamen-
talnym systémom dostaneme xe®® € F, x?e3* ¢ F. Partikularne riesenie navrhneme

v tvare

52 (polyném P, = a).

Y, = ax’e
Dvakrét zderivujeme y;, a y, :

yh, = 2axe® + 3az’e™, yI = 2ae® + 12axe® + Jax®e®,
z toho dosadenim do povodnej diferencialnej rovnice (4.47) dostaneme

(2a€™ + 12axe® + 9ax?e™) — 6(2aze® + 3ax?e™™) + 9aze® = 6> = a=3.

Stcet koeficientov pri funkciach ze3® sa rovna 0. (S nie¢im podobnym sme sa stretli
aj pri rieseni diferencialnej rovnice (4.44).) To znamen4, 7e rieSenie a = 3 sme ziskali
porovnanim koeficientov pri funkciach e3*. Vseobecné riefenie diferencialnej rovnice
(4.47) je

3 3 2 3
Yo = 177 + coxe™ + 3r7e”™ .

Yn Ypy

2. Prava strana diferencialnej rovnice (4.48) je fo(x) = 322 + 7. Plati ¢ ¢ F (0 nie je
koreniom charakteristického polynému), preto navrh partikularneho riegenia bude
Uny = (a2 + a1 + ag)e®,  (polynom Py = as2? + a1z + ag).

Dvakrat zderivujeme y,,,

/ "
Uny, = 2020 + a1, Y, = 2a2.
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Dosadime do povodnej diferencidlnej rovnice (4.48):
2a5 — 6(2a27 + ay) + 9(ag2® + ayx + ag) = 32 + 7.

Dostaneme ststavu linearnych rovnic (porovnanim koeficientov pri rovnakych moc-

nindch premennej x):

20 2ay —6ay +9a9 = 7, as =3
l’l . —12&2 =+ 9@1 = 07 = a] = %
22 9a, = 3 ap = 1.

Vseobecné riesenie diferencialnej rovnice (4.48) je

2

p xXr
Yo = Cle3x + C2$63I + ? — 51’ +1.
~——_——
Yn
Ypo

3. Prava strana diferencialnej rovnice (4.49) je f3(x) = €3® cos 3x. Plati €3 cos 3z ¢ F,
e**sin3r ¢ F (3 £ 3u nie st korene charakteristického polynému), preto navrh
partikuldrneho rieSenia bude

Uny = € (acos 3z + bsin3z), (polynomy By = a, Qo = b).

Dvakrat zderivujeme y,,,:

yn, = 3e”((a+b)cos3z + (b— a)sin3z),
Ypy = 18¢** (—a sin 3z + bcos 3x).

Dosadime do povodnej diferencidlnej rovnice (4.49):

18¢**(—asin 3z + bcos 3x) — 18€**((a + b) cos 3z + (b — a) sin 3x) +

+  9¢*(acos 3z + bsin 3x) = €** cos 3.

Dostaneme ststavu linedrnych rovnic (porovnanim koeficientov pri rovnakych funkciach
premennej x):
e®cos3r: —9a = 1 a
3z o =
e*sindxr: —9 = 0, b

0.

el

Vseobecné riesenie diferencialnej rovnice (4.49) je

. 1
Yy = 167 + coze®® —5639” cOos 3% . O
—_———
—_—————
Yn

Yp3
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Priklad 4.30 N&jdite vseobecné rieSenia diferencidlnych rovnic

y' 425y = 10e %, (4.50)
y" 425y = 10sin bz, (4.51)
y"+ 25y = e"(cosbx + 2sinbx). (4.52)

Riesenie: Najdeme vSeobecné rieSenie homogénnej casti danych diferenciadlnych rovnic

y" 4+ 25y = 0. Jej charakteristicky polynom je
s2 425 =0, toznamen4, ze charakteristicky polyném nema realne korene.

Charakteristicky polyném ma komplexné korene s;, = £52. VSeobecné rieSenie a fun-

damentalny systém rieSeni diferencialnej rovnice y” + 25y = 0 st

yn = €1 o8 Hx + casinbx, F = {cos bz, sinbx}.

1. Prava strana diferencialnej rovnice (4.50) je fi(z) = 10e~°*. Funkcia e ¢ F.

Partikuldrne rieSenie navrhneme v tvare

Yny = ae™>,  (polynom Py = a).

Dvakrat zderivujeme v, a y,,:

r_ —bx "o -5z
Yp, = —0ae™ "y, = 2dae ",

z toho dosadenim do povodnej diferencialnej rovnice (4.50) dostaneme

2
25ae %% + 25079 = 10e™® = a= =

Vseobecné rieSenie diferencidlnej rovnice (4.50) je

2
Yy = C1 COS DT + Co sin O + 56 bz
NS g
Vv
Yn v
Yp1

2. Prava strana diferencialnej rovnice (4.51) je fo(x) = 10sinbz. KedZe sinbx € F,
cosbr € F (alebo 451 su korene charakteristického polynomu), preto navrh par-

tikularneho riesenia bude
Yn, = x(acosbx + bsin5z), (polynomy Py=a, Qy= b).
Dvakrat zderivujeme y,,,

Y, = acosdr+ bsinbr + x(—5asindz + 5bcos 5x),
Y, = —10asinbz + 10bcos b5z + z(—25a cos 5z — 25bsin bzx).
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Dosadime do povodnej diferencidlnej rovnice (4.51):

—10asin 5z + 10b cos 5z + z(—25a cos bz — 25bsin bz) +
+ 25z(acosbx + bsinbz) = 10sin bz.

Dostaneme ststavu linearnych rovnic (porovnanim koeficientov pri rovnakych funk-

ciach premennej z):

cos D : 100 = 0, N a=—1
sindxr : —10a = 10, =0.

Vseobecné riesenie diferencialnej rovnice (4.51) je

Yy = C1 COS DL + Co SIN DT —T COS DX .
A N ~~ J/

7;; Yp2
3. Prava strana diferencidlnej rovnice (4.52) je f3(x) = e"(cosbzr + 2sinbx). Plati

e* cosbx, e®sinbx ¢ F (1 4+ 5 nie s korene charakteristického polynému), preto
navrh partikularneho rieSenia bude

Yny = €% (acosbx + bsinbz), (polynomy Py = a, Qy = b).
Dvakrat zderivujeme y,,:

Yry = €°((a+5b)cosdx + (b— 5a)sinbz),
y!, = € ((—24a+ 10b) cos 5z + (—10a — 24b) sin 3z).

Dosadime do povodnej diferencidlnej rovnice (4.52):

e’ ((—24a + 10b) cos 5 + (—10a — 24b) sin 3x) + 25e”(a cos 5x + bsin bz) =

= ¢"(cosbr + 2sinbx).

Dostaneme stustavu linearnych rovnic (porovnanim koeficientov pri rovnakych funk-
ciach premennej z):
T . _ _ 19
e*coshr: a+100 = 1, a=—-=

- 101

e’sinbr: —10a+b = 2, b:%.

Vseobecné riesenie diferencialnej rovnice (4.52) je

19 12
Yo =1 cos5xi—CQSin5aE+ex (—ﬁcos&p—i—msinfm) . |
Yn A -~ 4
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Na ilustraciu vyriesime diferencialne rovnice stvrtého radu.

Priklad 4.31 Najdite vSeobecné rieSenie diferencidlnej rovnice

yW + 29" 4y = 2sinx — cosx.
Riesenie: Najdeme vieobecné riesenie homogénnej ¢asti danej diferencialnej rovnice y®* +
+2y" +y = 0. Jej charakteristicky polynom je

P42 +1=0, = (s°+1)P=(s+2)>(s—12)>=0.

Charakteristicky polyném mé dva dvojnasobné korene s; = 1, s, = —1. VSeobecné rieSenie
a fundamentalny systém rieSeni diferencialnej rovnice y™® + 2y” +y = 0 st

Yp = €1 COST + cosinx + ez cosx + cursinx, F = {cosx, sinx,xcosx, xsinz}.

Prava strana diferenciélnej rovnice je fi(z) = 2sinz — cosz. Porovnanim s fundamentél-

nym systémom JF dostaneme navrh partikularneho rieSenia:
Yn, = 2% (acosz + bsin).

Vypocitame prvé Styri derivacie:

y, = 2z (acosz+bsinz)+2° (—asinz + beosz),

yn = 2(acosz +bsinz) + 4z (—asinz + beosz) + z* (—acosz — bsinz),
T 6 (—asinz + bcosz) 4 6z (—acosx — bsinx) + z* (asinx — beos ),
?/7(141) = 12(—acosx — bsinz) + 8z (asinz — beosx) + 2? (acosx + bsin ).

Dosadime do diferencialej rovnice:

12(—acosz — bsinx) + 8z (asinz — beosz) + 2% (acosz + bsinz) +
+ 2(2(acosz + bsinz) + 4z (—asinz + beosz) + z* (—acosz — bsinz)) +

+ 2% (acosz + bsing) = 2sinz — cos .

Porovnanim koeficientov pri rovnakych funkcidch premennej x dostaneme ststavu lineér-

nych rovnic
cos: —8 = -—1 a=

. =
sin: —8b = 2 b= —-=.

b

=

=

Hladané vSeobecné rieSenie danej diferencialnej rovnice je
x? x?
Yp = €1 €COST + cosinx + c3r cos T + c4rsinx + gcosx — Zsinx. O

Vo v8eobecnosti, na pravej strane diferencidlnej rovnice moze byt sicet niekolkych
funkcif typu (4.35). Na priklade ukazeme, ako treba postupovat’ v takomto pripade pri rie-

Seni.
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Priklad 4.32 Najdite vieobecné rieSenie diferenciélnej rovnice y” + 3y’ = 22 — 3z + 8¢°2.
Riesenie: Najdeme vSeobecné rieSenie homogénnej ¢asti danej diferencialnej rovnice
y" + 3y’ = 0. Jej charakteristicky polynom je

s24+3s=0, = s(s+3)=0.

Charakteristicky polyném ma dva realne korene s; = 0, ss = —3. VSeobecné rieSenie
homogénnej ¢asti a fundamentalny systém rieSeni diferencialnej rovnice y” + 3y’ = 0 s

Y =c1 +cee F={e e ¥},
Prava strana strana diferncialnej rovnice je su¢tom dvoch funkeif typu (4.35):
filz) =2 =32 a fo(z) = 8.

Postupujeme tak, ako keby sme mali dve diferencidlne rovnice, jednu s pravou stranou f;
a druht s pravou stranou fy. Budeme mat’ dva navrhy partikularnych rieseni, y,, a yp,.
Vypocitanim prislusnych neurcitych koeficientov z nich ziskame partikularne riesenia v,
a Yp,. Hl'adané vSeobecné rieSenie bude

Yo =Yn + Ypr + YUps-
Néavrhy partikuldrnych rieSeni st
Yn, = x(aox® + a1 + ag)e’,  yn, = be’.

Névrhy dvakrat zderivujeme

yh, = 3a92” + 2a,x + ag, Yy, = bbe™,
Y, = 6asx + 2ay, yn, = 25be>”.

Dosadime do povodnej diferencidlnej rovnice (oba nédvrhy moézeme dosadit’ odrazu):
6asx + 2a;1 + 3 (3a2x2 + 2a1x + ao) + 25be®® 4 15be™ = 2% — 3z + 8e°*.

Porovnanim koeficientov pri rovnakych funkciach premennej x zostavime ststavu linear-

nych rovnic:

2: 9ay = 1 as = %,

1 11
- 6as+6a; = —3 a) = —7g,

. 2 1 = 1 1118
' 2a1+3ag = 0 ap = 57,
e 400 = 8 b=1.

VSeobecné rieSenie danej diferencialnej rovnice je

Yp = C1 + 026_3I+%3 — %ﬁ + ;—;x—i— %6595.
" ~ N

Ypy Ypo

Yh
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Priklad 4.33 Najdite riefenie diferencialnej rovnice y” — 5y + 6y = 2e*, splhajtce
zaCiatoéné podmienky y(0) = 2, 3'(0) = 0.

Riegenie: Najdeme vSeobecné rieSenie homogénnej casti y” —5y'4+6y = 0. Charakteristicky
polyném ma tvar
s =5s+6=0 = (s—3)(s—2)=0.

Vseobecné riesenie a fundamentalny systém rieSeni diferencialnej rovnice y” — 5y’ +6y = 0

su
yp = 0163I+0262$, F = {633)’ €2x}'

Prava strana diferencialnej rovnice je f(x) = 2¢**. Porovnanim s fundamentalnym systé-

mom rieSeni F dostaneme, zZe navrh y, partikularneho riesSenia je
Yn = aze®.

Dvakrat zderivujeme y,,:
Y, =ae® +2axe®, y! =4ae® + daxve®.

Dosadime do povodnej diferencidlnej rovnice:

4ae*® + dazxe*™ — 5 (a e + 2ax 62:6) + 6aze®® = 2%,

Z toho a = —2. VSeobecné rieSenie diferenciilnej rovnice je
3 2 2
Yo = 1677 + coe”" —2x e . (4.53)
Yh Yp

Pouzijeme zaciato¢né podmienky.
Y, = 3c1€%" + 2c0e*” — 2e** — 4xe®.
70 zaciato¢nych podmienok dostaneme ststavu linedrnych rovnic

y(0) =2 c1+co =2, N 1= —2,
y/(O) : 3C1 + 202 —2= 0, Co = 4.

Dosadenim do (4.53) dostaneme hl'adané rieSenie, koré spliia zaciato¢né podmienky

y = —2e3" + 4e*® — 2z >,
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4.4 (Cvicenia

Cvicenie 4.1 Najdite vSeobecné riesenie separovanych a separovatelnych diferencialnych
rovnic )

(a) y’:lO;];, (b) %—i_ygy?: (C) ( - )( _3)_y/:0

(d) 3y —a'y' =0, (e) 1+y*+ayy' =0, (f)y' —ay*—y’ —ay—y=0.

Cvicenie 4.2 Najdite vSeobecné rieSenie linedrnych diferencidlnych rovnic
(a) y =ay+5x—2y—10, (b)y +3y=uz, (©) ¢ +2y = =,
(d) y +ay=u, () ay =2y +a+1, (f)zy +y=2a?
(g) 2%y + 2y = —1.

CvicCenie 4.3 Najdite vSseobecné riesenie homogénnych a Bernoulliho diferencialnych rov-

nic
(a) = +y =0, (b) == +yy =0, (¢) T2+ 5y =0,
(d) ;4 + 5y =0, (e)mﬁr:ry—y%2 (f)y+2y—e v

(g) 22%y +y' =2y, (h)y +2y=e"y"

Cvicenie 4.4 Nijdite vSeobecné rieSenie diferencidlnych rovnic prvého radu

(@) zy = B+ 2)(5+ )y, d)y =1+ - o5 — 5575
(c) —y—a+y tgx =0, aje konstanta , (d) sinz-cosy+y' tgy-cosxz =0,
(e) -1+e¥(1+y) =0, (f) e —y =0,

(8) (1 +e")yy = e, (h) (1 —a?)y' +x(y —3) =0,

(i) (1+2?)y — 2zy = (1+2?), Gy —zy=a-e,

(k) z¢/ -Inz — 2y =Inx, (1) ¥ + ;5 =sinz,

(m) zy’ — 2y = 23 cos , (n) ¥ cosx + 2ysinz = 2sinx.

Cvicenie 4.5 Najdite partikuldrne rieSenie diferencidlnych rovnic prvého radu, ktoré
splita zaciatocnt podmienku

(a) 1+ 562)3/ +y = arctgz, zaciato¢na podmienka y(0) = 3.
(b)y + A5 =e*77, zaciatofna podmienka y(2) = 1.
(c) 2+ 2)y=2(5+y)y, zatiato¢nd podmienka y(e) = 1.
(d) y —xy=2a*- eé, zafiatotna podmienka y(1) = /e.

Cvicenie 4.6 Najdite vSeobecné riesenie linearnej diferencidlnej rovnice s konsStantnymi
koeficientami y” — 5y’ 4+ 6y = f(x), ked"

(a) f(x) = (7—12x)e ", (b) f(z) =2¢*, (c) f(z) = %cos 3z + Isin3z,

(d) f(z) =% — 13z +62%, (e) f(z) =g, (f) f(z) = e*(cosz + Smx)

CvicCenie 4.7 Najdite vSeobecné riesenie linearnej diferencidlnej rovnice s konsStantnymi
koeficientami 5y” + 3y’ = f(z), ked”

(a) f(z) =2¢*, (b) f(z) = 25— 6z, (c) f(x) =2cosz + 9sinz,

(d) f(z) =357, (e) f(z) = —9cos Sr+9sinx, (f) f(z) = —e " (8cosz +Hsinx).
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CvicCenie 4.8 Najdite vSeobecné riesenie linearnej diferenciélnej rovnice s konstantnymi
koeficientami 9y” — 6y’ + 1y = f(z), ked”

(a) f(z) = —12+ 2z, (b) f(x) = 3e5, (c) f(z) =2cos 3,

(d) f(z) = be*, (e) f(z) = —4xcosz + (3x — 5)sinx, (f) f(z) =e** (4x +3).

Cvicenie 4.9 Nijdite vSeobecné rieSenie linearnej diferencialnej rovnice s konstantnymi
koeficientami y” + 9y = f(x), ked”

(a) f(x) =1522 4+ 3, (b) f(x) = 5e” + 6sin 3z, (c) f(z) =e® (5a? + 2z + 1),

(d) f(z) = 36€, (e) f(z) = 6cos3z +2sin3x, (f) f(z)=e3* (17cosx — Gsinz).

Cvicenie 4.10 Najdite vSeobecné riesSenie linedrnej diferencidlnej rovnice s konstantnymi
koeficientami y” — 6y’ + 10y = f(z), ked”

(a) f(z) =10z — &, (b) f(z) = (22 — 4z + 2)€?

(c) f(z) = 2e* cosz, (d) f(z) =5cosz + 12sinz,

(e) f(x) = (=92 + 15)cosx — (6z — 8)sinz, (f) f(x) = €3* + 13e722.

CvicCenie 4.11 Najdite vSeobecné riesSenie linedrnej diferencidlnej rovnice s konstantnymi
koeficientami ¢y — 6y” + 12y — 8y = f(x), ked"
(a) f(z) = —42® + 2222 — 30z + 1, (b) f(z) =6e**, (c) f(x)=4cos2z — 4sin 2z.

Cvicenie 4.12 Najdite vSeobecné rieSenie linearnej diferencialnej rovnice s konstantnymi
koeficientami y™@ + 3y" + Ly = f(z) ked: 1 1
(a) f(z) =9cosz —27sinz, (b) f(z) = je2” —e 2%, (c) f(z) = —2cos% +4sinZ,
(d) f(x ):———+12x—7

CvicCenie 4.13 Najdite partikularne rieSenie linedrnej diferencidlnej rovnice, splhajice
zaciatocné podmienky

(a) v' — 4y + 3y = —2¢", zatiato¢né podmienky y(0) =2, ¥/(0) =0
(b) ¥ + 9y = 5cos 2z — 8sinz, zafiatofné podmienky y(w) = 2, ¢/(7) = —1
(c) v — 2y = —62% + 6z + 4, zatiato¢né podmienky y(0) =0, ¥/(0) = 1.
(d) v’ — 2y +y=—4cosxz + 2sinz, zadiatoéné podmienky y(0) =2, y/(0) = —3



Kapitola 5

Funkcie viacerych premennych

5.1 Zakladné pojmy a vztahy

5.1.1 Vzdialenosti a podmnoZiny R?

V R? mame niekol’ko moznosti, ako merat’ vzdialenosti bodov. Uvedieme aspoil niektoré

z nich:
pe(X,Y) = /(x1 — 1)+ (2 — )% euklidovska vzdialenost’, (5.1)
pm(X,Y) = max{|z1 — ], |2 —y2|}, maximova vzdialenost’, (5.2)
ovn(X,Y) = |xy —yi| + |22 — vl manhatanska vzdialenost’, (5.3)

kde X = (x1,25) a Y = (y1,y2) st I'ubovol'né body R2 NajbeZnejsie pouzivana je eukli-
dovska vzdialenost’.

Y
P -~ ? Vzt'ahy medzi euklidovskou a maximovou,
- | resp., euklidovskou a manhatanskou vzdiale-
-~ I nost'ou (pozri obr. 5.1) sit:
X@----——--- e
/OM(X7 Y) = maX{pE(Xa C)? /OIE(Yv C)};
th(Xv Y) - pIE(X7 C) + pE(Y7 C)

Obr. 5.1. Euklidovskd, maximova a man-
hatanska vzdialenost’ bodov X a Y

Nech ¢ > 0, potom otvorené kruhové e-ové okolie bodu X = (1, x2) je mnoZina

O0.,(X)={Z e R* p(X, Z) < &}, (5.4)

231
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kde p je zvoleny spo6sob merania vzdialenosti.

1T 107

Obr. 5.2. Otvorené kruhové okolia pri euklidovskej, maximovej a manhatanskej vzdia-
lenosti

Nech p je pevne zvoleny sposob merania vzdialenosti. f)alej nech A C R? je I'ubovoln4

mnozina. Potom:

(B1) Bod X € A nazveme wvnitorngm bodom mnoZiny A, ak existuje ¢ > 0 také, ze
O.,(X) C A.

(B2) Bod X ¢ A nazveme wvonkaj$im bodom mnoZiny A, ak existuje ¢ > 0 take, Ze
O:p(X)NA=0.

(B3) Bod X nazveme hranic¢ngm bodom mnoziny A, ak pre kazdé ¢ > 0 plati O, ,(X) ¢ A
a sucasne O, ,(X) N A # (.

(M1) Mnozinu A C R? nazveme otvorenou, ak kazdy bod X € A je jej vnitornym bodom.

(M2) Mnozinu A C R? nazveme uzavretou, ak obsahuje vietky svoje hrani¢né body.

Priklad 5.1

Kazdé otvorené kruhové okolie 'ubovol'ného bodu X € R? je otvoren mnozina.
Mnozina (0,1) x (0,1) C R? je otvorenA.

Mnozina [0,1] x [0,1] C R? je uzavreta.

Nech X € R? je pevne zvoleny bod. Dalej nech A = {Z € R%p(X,Z) < €}, kde ¢ > 0
a p je euklidovska, maximova, pripadne manhatanské vzdialenost’. Potom A je uzavretd
mnozina.

Ozna¢me X; = (0,1) pre ¢ € N. Potom bod (0,0) je hrani¢nym bodom mnoziny A =
{Xi,i € N} a (0,0) ¢ A. To znamen4, ze A nie je uzavretd mnozina. Stucasne, napriklad

bod X; nie je vnitornym bodom A. To znamend, Zze A nie je ani otvorend mnozina.

V d’alsom budeme pracovat’ len s euklidovskou vzdialenost’ou, ktort oznacime p.
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5.1.2 Funkcie dvoch premennych a ich grafy

Nech f: Dy — R je funkcia dvoch premennych, kde Dy C R? je definiény obor f. Potom
graf funckie f je dvojrozmernd plocha

G(f) = A{(z,y, f(z,y)) € R* (z,y) € Dy}. (5.5)

Definicia 5.1 Nech g € R a yo € R s zvolené ¢isla a f : Dy — R je funkcia dvoch
premenngch. Potom funkcie jednej premennej

filx) = f(z,90) a faly) = f(@0,9)

nazveme parcidlnymsi funkciami pre y = 1y, resp. x = xg.

Definicia 5.2 Nech f : Dy — R je funkcia dvoch premennich a zy € R. Potom krivku
20 = f(x,y) nazveme vrstevnicou (alebo izociarou,).

Prienik grafu G(f) funkcie f s rovinou o sa vola rez funkcie.
Grafy parcidlnych funkcii aj grafy vrstevnic si Specidlne rezy.

Ked’ chceme funkciu f znazornit’ graficky, mozeme nakreslit’ jej rezy. Spravidla su to
grafy parcidlnych funkcii, pripadne vrstevnice.

Priklad 5.2 Najdite defini¢ny obor funkcie f(z,y) = arccos (2 + 4y*) a nakreslite jej

vrstevnice pre zo =0, £, T, %,

s
2

Riesenie: Defini¢ny obor funkcie arccos je [—1,1]. Z toho dostaneme podmienku

—1§x2—|—4y2§1 = x2—|—4y2§1.
——

>0
Definiény obor funkcie f je uzavretd mnozina (elipsa) Dy = {(z,y); 2% + 4y* < 1}

Pre vrstevnice dostaneme rovnice:

20 =0: arccos(z?+4y*) =0, = 2*+4y*=1,
zo =% arccos(z® +4y*) =% = P44y’ = \/737
Zo=7%: arccos(z®+4y*) =7 = a®+4y*= \/757
2o =73 arccos(z? +4y?) =1 = 27 +4y’ =1,
Z9=75: arccos(z®+4y*) =5 = 2®+4y*=0
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Obr. 5.3. Defini¢ny obor funkcie f

Priklad 5.3 Néajdite defini¢ny obor funkcie f(z,y)
—1, 0, 1, 2, 3}. Nakreslite jej parcidlne funkcie pre xy € {—2,

2o € {—2,
{-3, =2, 1, 3}.

——

-8.6

Obr. 5.4. Vrstevnice funkcie f

=In i Nakreslite jej vrstevnice pre
—1,2,5}ay €

RieSenie: Definiény obor funkcie In je (0,00). Z toho dostaneme podmienku > 0.

Defini¢ny obor je otvoren&d mnozina

Di={(z,y) e R* 2 >0,y >0}U{(r,y) € R}z <0,y <0}

Pre vrstevnice dostaneme rovnicu zp = In g,

20 —Z0

=¢e* alebo y==xe

Y

7 toho

Vrstevnice st priamky so smernicou k& = e~*, ale bez bodu (0, 0), ktory nie je z Dy.

Obr. 5.5. Defini¢ny obor funkcie f

Pre parcialne funkcie dostaneme rovnice

Inxyg —Iny,
{ In(—z0) — In(—y).
Inx — In g,
{ In(—z) — In(=yo),

f2(y) = f(xo,y) =

fl(fo) = f(%yo) =

Obr. 5.6. Vrstevnice funkcie f

ak je o > 0 a D(fy) = (0,00),
ak je g <0 a D(fy) = (—00.0),
ak je yo > 0a D(f1) = (0,00),
ak je yo <0 a D(f1) = (—00.0).
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X2 T

= e

Obr. 5.7. Grafy parcidlnych funkcii

2

Priklad 5.4 Najdite defini¢ny obor funkcie f(z,y) = T
pre zg € {—3, =2, 0, %, 1}. Nakreslite jej parcidlne funkcie pre zop € {—2, —1, 5} a yo €
{—3, -2, 0}.

. Nakreslite jej vrstevnice

Riesenie: Definiény obor funkcie f je
Dy = {(z,y) € R 2” —y* #1}.
Dy je cela rovina R? okrem hyperboly 2? — y? = 1. Pre vrstevnice funkcie f plati vztah

20 #0: 202%, po tprave — hyperbola 22 (%+1)—y2:1’
zp=0: 0= ’

_x
1—$2+y2 )

. o<
% oo

Obr. 5.8. Defini¢ny obor funkcie f Obr. 5.9, Vrstevnice funkeie f

po uprave — priamka 1z = 0.

=
I
o
IS

Pre parcidlne funkcie dostaneme rovnice

2

fy) = f(zoy) = 5
]R\{\/x%—l, —\/l‘g—l} pre xy € [—1,1],
D(f2) =
R pre xo ¢ [—1,1],
fl(x):f(x7y0) = ﬁ:_l_kl_l:;—y_ﬁyga

D(fi) =R\ {\/1+y§, —\/1+y§}.
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i
=.3
- yﬂ
Ym0 N
0, “sbeaciob @ 6 10
3 Y72
o

Obr. 5.10. Grafy parcidlnych funkcif

5.1.3 Limity a spojitost

Nech f je T'ubovolna funkcia dvoch premennych. Ked potrebujeme vySetrit’ jej limitné
vlastnosti v bode (z, yo), méame niekol’ko moznosti, ako postupovat’. Existujia opakované
limaty, ked’ limitu pocitame najprv pre x — xo a potom pocitame limitu z vysledku pre
y — Yo (pripadne v opa¢nom poradi). To znamené, Zze vypocet limity opakujeme. Ina

moznost’ je, ze pocitame ndsobni limitu. Presné definicie si:

Definicia 5.3 Nech f je lubovolnd funkcia dvoch premennych a (xq,vo) € R%. Hovorime,
Ze f md opakovand limitu pre v — xo a y — yo rovnajicu sa L,,, ak

Y—Yo T—TQ

hm(mnﬂ%w):Lw. (5.6)

Hovorime, Ze f md opakovani limitu pre y — yo a v — xo, ktord sa rovnd L, 5, ak

hm(hnﬂ@@)sz. (5.7)

T—rITQ Y—Yo

Poznamka 5.1 Pri vypocte opakovanej limity lim (lim (x,y)) pocitame najprv li-
y

—Y0 T—ITQ

mitu z parcidlnej funkcie pre hodnoty y # yo z okolia yy (to znamené, Ze s premennou
y pracujeme ako s konstantou). Vysledok je funkcia premennej y a z nej vypocitame limitu

pre y — Yo

Priklad 5.5 Vypocitajte opakované limity lim (lim %) a lim (hm %)

z—0 \ y—0 y—0 \z—0
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Riesenie: Parcidlna funkcia fx( ) = je pre 'ubovolné = # 0 spojitou funkciou pre-

172
z2+y
mennej y. Preto lim —+ el 22 = 1. Potom opakované limita je

y—0

2
lim (lim 2x ) =lim1l=1.

=0 \y—=0 2% + Yy z—0
Parcialna funkcia f,(z) = x;ﬁy je pre I'ubovolné y # 0 spojitou funkciou premennej x
na intervale (—\/]y\, \/|y\> (ak je y < 0, tak pre z = ++/|y| je 2 +y = 0). Z toho
lim £ = 9 = 0. Potom opakovand limita je

z—0 :1:2+y y

2
lim (hm ! ) =1lim0=0.

y—0 \ z—0 12 + Y y—0
O
Priklad 5.6 Vypocitajte opakované limity lim ( lim zsin = | a lim (hm x sin L)
z—0 \ y—0 z+y y—0 0 z+y

Riesenie: Parcidlna funkcia f,.(y) = xsmm je pre I'ubovolné = # 0 spojitou funkciou
premennej y pre Véetky y € (—|z|, |z]) (pre y = —x funkcia nie je definovana). Preto
limzsin =4 =z sm =. Potom opakované limita je
y—0 zT+y

. . . 1

lim | lim z sin = lim z sin —

z—0 \ y—0 r+y z—0 z’
funkcia sin je ohrani¢end s H(sin) = [—1, 1]. Z toho dostaneme

. . 1 : . .
O=Ilm-z<lmzsin— <lmxr=0 = limxsin— =0.
x—0 x—0 x r—0 z—0 xX
Parcidlna funkcia f,(r) = zsin — Je pre T'ubovol'né y # 0 spojitou funkciou premenne;j
x na intervale (—|y|, |y|). Z toho hn(l)xsm I—er = (Osin 2 ;5 = 0. Potom opakovan4 limita je
T—

. . . 1 .

lim | lim 2 sin =1lim 0 = 0.

y—0 \ z—0 T +y y—0

O

Hodnota opakovanej limity moze zavisiet’ od poradia, v akom opakovantd limitu poci-
tame (priklad 5.5).

Definicia 5.4 Nech [ je lubovolnd funkcia dvoch premenngjch a (xo,1y0) € R% Nech p
je euklidovskd vzdialenost’. Hovorime, Ze f md dvojndsobni limitu v bode (xq,yo), ktord
sa round L, ak pre lubovolné ¢ > 0 existuje § > 0 tak, Ze pre kaZdy bod (x,y) € Dy,

(x,y) # (20,Y0), plati

p((z,9), (xo,y0)) <0 = |f(z,y) — L] <e.
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Dvojndasobni limitu oznacujeme

lim  f(x,y) =L alebo lim  f(z,y) = L. (5.8)
T — T (w7y)*>(w07y0)

Y — Yo

Poznamka 5.2 (a) Dvojnasobnu limitu nazyvame aj dvojnou limitou.
(b) Dvojné limita je obdobou limity pre funkcie jednej premennej (aj vratane dosledku
na spojitost’ funkcie).

Vzt’ah medzi dvojnou a opakovanymi limitami je dany nasledujtcou lemou.

Lema 5.1 Nech (xo, o) je dany bod. Dalej nech funkcia dvoch premennijch f je defino-
vand v e-ovom okoli O ,(xo,yo) (pripadne s vynimkou bodu (xq,yo)) pre vhodne zvolené
e > 0. Potom z existencie dvojndsobnej limity

lim  f(z,y)=1L

(@,9)—(z0,30)
vyplyva

lim lim f(x,y) = lim lim f(z,y) = L.

T—T0 Y—Yo Y—Yo T—T0

Definicia 5.5 Nech f je lubovolnd funkcia dvoch premenngch a (zo,y0) € Dy. Hovorime,
Ze funkcia f je spojitd v bode (xg, o), ak pre lubovolné € > 0 existuje 0 > 0 tak, Ze pre
kazdy bod (x,y) € Dy plati

p((x,y), <x0>y0)) </ = |f(x,y) - f(ﬁo,yo)| < €.

Definicia spojitosti funkcie dvoch premennych v bode (xg, 30) je len modifikiciou definicie
spojitosti funkcie jednej premennej v danom bode.

Lema 5.2 Funkcia f je spojitd v (xo,y0) € Dy prdve vtedy, ked’ pre dvojndsobni limitu
v (%0, Yo) plati

lim  f(z,y) = f(zo,%0)-

(z,y)—(wo,y0)
Priklad 5.7 Majme funkciu f : E* — [0, 1], danti predpisom

Fey) 0, ak x =0 alebo y =0, (5.9)
xT,Y) = .
Y min{ %‘}, ak z #0ay#0.

z

Y

Y

Vypocitajte obe opakované limity funkcie f v (0,0) a ukazte, ze ( l)iH%o ) f(z,y) neexistuje.
x7y % b
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Riesenie: Vypocitame obe opakované limity. Parcidlne funkcie pre vSetky hodnoty zg € R

aj 1o € R st spojité funkcie. Z toho dostaneme

lim lim f(z,y) = lim0=0,

z—0y—0 z—0
lim lim f(z,y) = lim0=0.
y—0z—0 y—0

Z():l

1
20 = 3
ZOZO

Obr. 5.11. Vrstevnice funkcie f pre zp = 0, %, 1

Funkcia f nadobuda v I'ubovolnom, okoli bodu (0,0) v8etky hodnoty z intervalu [0, 1]

(pozri obr. 5.11). Z toho vyplyva, Ze ( l)im
T,y —

eexistuje. |
(O,O)f(fv,y)n xistuj

Poznamka 5.3 Funkcia f, dana vzt'ahom (5.9), je prikladom nespojitej funkcie v bode
(0,0), ktora ma v bode (0,0) obe opakované limity a tieto sa rovnaju funkénej hodnote

£(0,0) = 0.

Priklad 5.8 Vypocitajte

. 1 _ T

lim ————sin (m—i—y——). (5.10)
x>0 TTY T2 2
y—3

Riesenie: Oznatme z = x 4y — 5. Potom mozeme dvojnéasobni limitu (5.10) prepisat’

do tvaru
: 1 . T . sinz
lim ————sin (x—l—y——) = lim .
0 Tty—3 2 20 2

s
y—3
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Prava strana uvedenej rovnice je derivacia funkcie sin v 0. Z toho bezprostredne dostaneme

vysledok

sin z
= 1.

lim
z—0 Zz
Poznamenajme eSte, ze podla lemy 5.1 existuji aj obe opakované limity a zhoduja sa

s dvojnasobnou. a

5.2 Parciadlne derivacie a diferencovatelnost

5.2.1 Parciilne derivacie

Definicia 5.6 Nech (zo,y0) je zvoleng bod a f je funkcia dvoch premenngch, definovand
v bode (xg,yo). Hovorime, Ze f md parcidlnu derivdciu podl'a premennej x, resp. podla

premennej y, ak existuje limita

lim f(x,90) — f(x0,w0) = P,, resp. lim f(xo,y) — f(z0,y0)

T—T0 T — 2o Y—Yo Y — Yo

=P,

Yo -

Oznacdenie: Parcidlnu derivaciu v bode (xg,y9) podla premennej x oznacujeme

0 , . of(x,
8_£(x07y0) alebo  f,(zo,v0), pripadne % ) (5.11)

(%0,y0)

Obdobne parcialnu derivaciu v bode (zg,y9) podl'a premennej y oznacujeme

d , ) of (z,
8_5(95073/0) alebo fy($0,yo)> pripadne % . (5.12)

(z0,v0)

Parcidlna derivacia funkcie f v (xq,yo) je derivacia prislusnej parcialnej funkcie. To zna-
mena, ze ked’ derivujeme podl'a premennej x, tak hodnota y = y, je konStantna.

Priklad 5.9 Majme funkciu f(z,y) = 23 — 3zy? + 2z — y? + y® — 5. Vypocitajte jej
parcialne derivacie podla premennej x a y v bode (2, 3).

Riesenze:
0 O — 3ay? + 20— y* + 4 — 5
O g = A =Z3oy + 2=y +4" =5 (5 o7 490 4 13) oy =
ox ox 23 S — .
’ dosadené yy = 3
= (32®—25)| _, =—13,
0 O(z® — 3xy® + 2z — y? 35 ]
gz = =3y #2202y vy =5)) g g2y Py, =
Oy Oy s N g

-~
dosadené zg = 2

_ 2 _
= (~ldy+3y)[ _, =15 m
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Pri funkciach jednej premennej z existencie derivacie funkcie g pre xy vyplyva spojitost’
funkcie g v o a aj existencia dotyc¢nice ku g v bode (z, g(x)). Ako uvidime v nasledu-
jucich prikladoch, z existencie parcidlnych derivacii v (zo,yo) funkcie dvoch premennych
f nevyplyva existencia dotykovej roviny v bode (zg, yo, f (%0, o)) a dokonca ani spojitost’
funkcie f v (2o, o).

Definicia 5.7 Oznacme A = (xg,yo). Hovorime, Ze funkcia f : R* — R, takd, 7e A € Dy,
md v bode (A, f(A)) dotykovi rovinu o, ak rez funkcie f lubovolnou rovinou T, ktord
prechddza bodom (A, f(A)) a je rovnobeznd s osou z, md dotycnicu v bode (A, f(A)),
ktord lezi v rovine o.

Priklad 5.10 Majme funkciu f : R? — R, dant predpisom

x, ak |z| > |y
Fla.y) = =
y, ak|z| <ly|

Jej parcialne derivacie v (0,0) st

0f (x,y) _ =1
ox ©0,0) z=0
of(z,y) )
v, _o=1.
9 o) v

Na obr. 5.12 st zndzornené vrstevnice funckie f. Funkcia je nespojita pozdiz osi 2.
kvadrantu (zelena ¢iarkovana ¢iara na obr. 5.12) okrem bodu (0,0). Tato funkcia nema

dotykovi rovinu.

N
N

Z():l

20 =0,5

] \. 20 — 0
N\
20 — —0, r \

| N
Obr. 5.12. Vrstevnice funkcie f pre zo € {0; 0,5; 1; —0,5; —1}

Priklad 5.11 V priklade 5.7 je definovana funkcia f, ktora je v (0,0) nespojita, ale
parcialne funkcie pre o = 0 aj pre yo = 0 st konstantné (pozri obr. 5.11). To znamena,
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7e pre jej parcidlne derivacie plati

of(x,y) 0 of (z,y) _o

ox 0.0) Oyx 0.0)

Funkcia f nemé dotykovi rovinu v bode (0,0, 0), lebo je tam nespojita.

5.2.2 Diferencovatelnost a dotykova rovina

Ako sme videli v prikladoch 5.10 a 5.11, z existencie parcidlnych derivacii v bode (xg, o)
nevyplyva existencia dotykovej roviny k funkcii f v bode (xo, o, f (20, 40)). Z tohto dovodu

zavadzame pojem diferencovatelnosti.

Definicia 5.8 Nech X = (Z1,Z2,...,%,) € R™ je lubovol'ny bod. Hovorime, Ze funkcia
f:R* = R je diferencovatelnd v bode X = (T1,o,...,Ty), ok existuje spojitd funkcia

w: R" = R s vlastnostou w(X) = 0 a koeficienty Ay, Ag, ..., A, tak, Ze pre vietky
X = (x1,29,...,x,) € R" plati

FOX) = F(X) = As(a1 — 71) + Ao(wg — o) + -+ -+ An(w0 — ) + w(X)p(X, X). (5.13)

O vzt'ahu medzi diferencovatelnost'ou a existenciou parcialnych derivacii hovori veta
5.1. Veta 5.2 hovori o tom, za akych podmienok z existencie parcialnych derivacii vyplyva
diferencovatelnost’ funkcie.

Veta 5.1 Nech f : R" — R je diferencovatelnd funkcia v bode X = (T1, T2y, Tn)-
Potom existuju parcidlne derivdcie v bode X podla kaZdej premennej a plati

_of

A (X),

kde A; si koeficienty zo vzt'ahu (5.13).

Veta 5.2 Nech f : R" — R je dand funkcia. Predpokladajme, Ze md parcidlne derivdcie
v kazdom bode z okolia bodu X a nech si tieto parcidlne derivdcie f, spojité v bode Xj.

Potom f je diferencovatel’nd v bode X,.

Désledok 5.1 Nech f : R® — R je funkcia vytvorend z elementdrnych funkcii', zdklad-
ngjch aritmetickych operdcii (sicet, sicin, rozdiel a podiel) a skladania funkcii, tak f je

diferencovatel’nd v kaZdom bode, v ktorom md funkcia f parcidlne derivdcie.

!'Konkrétne, ak je f zloZena z polynémov, mocninovych, goniometrickych, cyklometrickych, expo-
nencidlnych, logaritmickych a hyperbolickych funkcii, tak je diferencovatelnost’ funkcie f ekvivalentni
s existenciou parcidlnych derivacii.
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Z diferencovatelnosti funkcie v bode (xg, o) vyplyva existencia dotykovej roviny. Vzt'ah
medzi diferencovatel’'nost'ou a dotykovou rovinou je opisany v nasledujticej vete.

Veta 5.3 Ak f : R? — R je diferencovatel’nd funkcia v bode Xo = (0, v0), tak existuje
dotykovd rovina k f v bode (zo,yo, f(x0,%0)), ktorej rovnica je

z = fo(zo,yo)(x — x0) + f, (w0, %0) (Y — vo) + f(x0, Y0)

a normdla k funkcii f, prechddzagica bodom (xo, yo, f(x0,Y0)), md parametrické vyjadrenie

z = fi(xo,yo)t + o,
y = fy(wo,y0)t + yo,
Z = _t—f_f('IOyyO)

Definicia 5.9 Nech A = (z10,...,%n0) ¢ f : R" = R je diferencovatelnd funkcia. Oz-

naéme X = (xq,...,x,). Potom

df(A,X) = fr,(A) (w1 —210) + -+ fr (A) (20 — 200)

nazveme progm diferencidlom funkcie f v bode A.

Dotykova rovina o k funkcii f v bode (A, f(A)), pokial existuje, sa da vyjadrit’ pomocou
vzt'ahu?

o: z=f(A)+df(AX).

Priklad 5.12 Néajdite dotykovi rovinu a normalu k funkcii f(z,y) = 2* —2zy+y?* v bode
XO == (2, —3, ?)

Riesenie:
ox oy

% a g—g st spojité funkcie (v kazdom bode), to znamené, Ze funkcia f je diferencovatelna
v bode (2, —3). Zistime funként hodnotu f(2, —3) a parcialne derivacie funkcie f v bode

(27 _3)

f(2,-3) = 28 —2.2(=3) + (=3)y* = 29,

of

228 = 62—, ) =3-2-2(-3) =18,

0

3—5(2, =3) = (=22+2y)|y 4 =—2-2+2(-3) = -10.

2V pripade funkcie n premennych hovorime o dotykovej nadrovine.
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Z toho dotykova rovina méa rovnicu
o: z=18(x—2)—10(y +3) +29

a norméala mé parametrické vyjadrenie

n: r = 18 + 2,
= —10t — 3,
z = -t + 29.

Priklad 5.13 N&jdite dotykovii rovinu a normélu k funkcii
f(z,y) = sin(x 4+ y) — x cos(x — y) v bode Xy = (7,0,7).

Riesenie:
of (x, ) of (x, _
w = cos(z+y) —cos(z—y)+xsin(z—y), w = cos(z+y) —xsin(z —y).
T Y
% a g—i st spojité funkcie (v kazdom bode), to znamen4, ze funkcia f je diferencovatelna

v bode (7,0). Zistime funkéni hodnotu f(m,0) a parcidlne derivacie funkcie f v bode
(m,0)

f(mr,0) = sinm—mcosm =,
%(ﬂ', 0) = (cos(z+y) —cos(x —y) +zsin(z —y))|, o = cosm —cosm+ wsinm = 0,
g—i(ﬂ',O) = (cos(z +y) —zsin(z —y))|, 0 =cosT —7sinm = —1.

7 toho dotykova rovina méa rovnicu
oc: z=-—y+m
a norméala mé parametrické vyjadrenie

n: r = ,
_t’
z = -t + .

5.2.3 Retazové pravidlo

Ret’azové pravidlo pre funkcie dvoch a viacerych premennych je zovseobecnenim ret’azového
pravidla pre funkcie jednej premennej. Uvedieme dve podoby ret’azového pravidla.
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Veta 5.4 Nech f: R" — R je diferencovatelnd funkcia a p; : R - R prei=1,2,...,n
st funkcie so spojgitymi derivdciami. Potom

df - 0f
dt i1 ai[}l

doi,

(t) = dt

(1’1,1‘2, Ce ,.CEn)

kde f(t) = f(e1(t),@2(0),. .., on(t)) a do funkcie g—i dosadime z; = @;(t) pre j =
1,2,...,n.

Veta 5.5 Nech f:R" — R je diferencovatelnd funkcia a ¢; : R*? =R prei=1,2,...,n
st funkcie so pojitymi parcidlnymi derivdciami. Potom

3_f _ - of 9 i

(Il,l’g, e ,ﬂ?n) as

— axz <S7t)7

(2

of - Of dpi
—(s,t) = Zaxi(:vl,xg,...,xn) o (s,1),

=1

kde f(s,t) = f(ei(s,t), pa(s,1), ..., ¢n(s,1)). Do funkcie ng dosadime x; = p;(s,t) pre

i

i=1,2,...,n.

Priklad 5.14 Majme funkciu f(z,y) = sin(z — y) + cos(x + y). Premenné x,y transfor-

mujeme takto:
T=@(t) =3+2t, y=pt) =1t

Potom

f@) = sin(3+ 2t — %) + cos(3 + 2t + t2),
df

y7 (t) = cos(3+4 2t —%)(2 — 2t) — sin(3 + 2t + 1) (2 + 2t). (5.14)

Vyuzijeme vetu 5.4:

%(w, y) = cos(x — y) — sin(z + y), Z—'g];

PL(t) =2, ph(t) =2t

(x,y) = —cos(x — y) — sin(z + y),

Z toho
0 0
55 VD) + 5 ()0 =

v~

z=p1(t), y=p2(t)

= (cos(3+42t —t*) —sin(3+2t + %)) 2+ (5.15)
+ (—cos(3+2t — %) —sin(3 + 2t + t%)) 2t.

Vzl'ahy (5.14) a (5.15) sa po tprave zhoduju.
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Priklad 5.15 Majme funkciu f(x,y,z) = - e¥"* +y - e + 2 - €*Y. Premenné z,y, z
transformujeme takto:

o1(s,t) = 2412, y= pa(s,t) = s2—tt 2= p3(s,t) = 2 — §2

xr =
Potom
fls,t) = (SS+)+ (2 =) + (1% — s%)e?,
9f
a—f(s, ) = 25+42s-e* — 252 445> — %), (5.16)
5
af 2t2 2 2\ 22 252
E(s,t) = 2t—2t-e" +4At(s® —t7)e™ + 2t >, (5.17)

Vyuzijeme vetu 5.5:

Z toho

+

0
a—f(x, y,z) ="ty et 42 Y,
35@ Y,z ) =z 4" 42 61:-&—1/,
3£ (7,y,2) =@ - e¥% gy - " 7Y,
0 0 0
%(s,t} = 2s, %(s,t) = 2s, %(s,t) = —2s,
8g01 8902 a(p?)
t) =2t t) = —2t s, t) = 2t.
D=2 2= %)
0 0 0 0 0 0
\a_i(mh T, 1'3)%(5, t) + a_.g];(‘rly X, l’g)%(s, t) + a_£<x17 T, Q23)%(‘% t)l =
z1=p1(s,t), xgzg(s,t), z3=p3(s,t)
( ) + (¢ — 82)6282) 25 + ((52 + 1) 4+ e 4 (12— 52)e232> 2s +
< (s +12) + (s> — ) + 6282) (—2s), (5.18)
of 8 0 0 0 0
% (rr,m2,23) gf( ) Gy ) ) + G ) ) =
ri=gi(sd),  wampa(st),  za=pa(si)
< 62752 + (t2 i 82)6252) o6 + ((82 +t2) + €2t2 + (t2 o 52)6252> (—Qt) +
< $2 4+ 12) + (2 — 1) + 6282) 2t. (5.19)

Po tprave dostaneme rovnost’ vyrazov (5.16) a (5.18), ako aj vyrazov (5.17) a (5.19).
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5.2.4 Gradient a derivacia v smere

Priklad 5.16 Majme funkciu f(x,y) = > — 6xy + 4y>. Ulohou je uréit’ rovnicu normaly
k vrstevnici f(z,y) = 4, ktora prechadza bodom A = (0,1). Rovnica f(z,y) = 4 urtuje
krivku v rovine z = 0 (konkrétne, ide o kvadratickia formu). Krivka f(x,y) = 4 definuje
funkciu y = g(x), ktord ma spojiti derivaciu a prechddza bodom A. Ulohu vyriegime

najprv vseobecne a potom pre konkrétny pripad. PouZijeme vetu 5.4 a dostaneme

of of
0= —(x, — (o, g (x0).
ax@?o Yo) + (93/( 0:%0) - 9 (7o)
Z toho ¢'(z9) = —f%(xo’yo). Preto mé smernica normaly hodnotu k,, = fé(xo’yo). Potom ma
£ (z0,y0) fa(z0,y0)

normadala rovnicu

0 B :f{,(%?yo) z — o)
B fi(zo,90) o

Z toho normalovy vektor normaly je 7 = (f,(%o,v0), —f.(%0,%0)) a smerovy vektor je
8= (fu(z0, %), f;(iﬂo,yo))-

Pre funkciu f dostaneme

folz,y) = 22 — 6y, fo(z,y) = =62 + 8y,
f2(0,1) = —6, f;(O, 1) =28.
Rovnica normaly je n: y = —3z + 1 a smerovy vektor normaly je §= (—6,38).
107

z=4
z=0
> = —1

Obr. 5.13. Vrstevnice funkcie f a norméla n

Definicia 5.10 Majme funkciv f : R¥ — R. Gradientom funkcie f v bode A, oznacenie®
Vf(A), nazveme vektor V f(A) = (ﬁ(A) 9L (A), ... ﬁ(A)) :

o1 ) Oz > Oxy,

3V sa ¢ita nabla.
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Vol'ne povedané, gradient je smer, v ktorom funkcia meni najrychlejgie hodnoty (nor-
malovy vektor k vrstevnici). M4 vyznamnu tlohu v numerickej matematike pri réznych

optimalizacnych tlohach.

Priklad 5.17 Najdite dotykovt rovinu ku grafu funkcie f(z,y) = %IQ — 3 + 3y, ktora

je rovnobezné s rovinou o : z = —x — 3y — 5.

Riesenie: Rovnica roviny o definuje funkciu z : R? — R. Ked’ ma byt’ dotykova rovina
ku grafu funkcie f rovnobezné s rovinou o tak normélové vektory tychto rovin sa budia

zhodovat’ (ak budia mat’ saradnicu z rovnaki). To znamena
Vz(A) = V[(A),

kde (A, f(A)) je hladany dotykovy bod.
filz,y) =2+ 3y, fi(z,y) = =3y> + 3.

7 toho dostaneme stustavu rovaic

r+3y = —1, y1 =0, 1 = —1,
=
—3y2 +3r = -3 Yo = —3, Ty = 8.

f(=1,0) = 1, f(8,—3) = —13. St dva dotykové body T} = (—1,0,3), T5 = (8,3, —13).
Rovnice dotykovych rovin si

1
T T P S VR

il RRY A
HERITANANY
AARRHY S
AR

Obr. 5.14. Funkcia f a jej dotykové roviny 7 a 7

Priklad 5.18 Majme funkciu z = f(z,y) = 32% + §3? a kolmy kruhovy valec s obvodom

x = cost, y = sint pre t € [0,27]. Prienik plast’a valca s funkciou f je krivka, ktorej
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doty¢nicu potrebujeme zistit’ pre £y = 7, teda dotykovy bod je A = (*/75, 72, 7—‘2‘) Prienik

valca s f ma parametrické vyjadrenie

. 1o, 1,
T =cost, Yy =sint, z:Zcos t+§sm t.

Z toho smerovy vektor doty¢nice je

d d d 1 1
5 = (d—i(to), d_gi<t0)’ d—j(to)) = (— sinto,costo,—12 costgsinty + §2 cos ty sinto) =

[ V2 V2 5
-\ 202 36

Parametrické vyjadrenie dotycnice je

V2 V2 V2 V2 13 5

= — — — :—+— = — — —

9 o YT T Ty ATy T gt

Derivéaciu & % (to) mozeme pocitat’ aj pomocou ret'azového pravidla:

Tt = Sl o)+ G () ) = ol sinta) + Suncosto =

= Vf(xoyyo) - W,

kde wo = (Z—f(to), Z—ty(to))

Uvedena parametrizacia krivky (prieniku plast'a valca a funkcie f) nie je jedind mozna.
Mozeme mat’ x = cosnt, y =sinnt at € [O 2—”] pre n > 0. Potom bod A = <‘/7§, §7 %)
bude pre t,, = &= a smerovy vektor dotycnice bude

S, = (—n sin kt,,, n cosnt,, —12 cos nt,, sinnt,, + 52 cos nt,, sin ntn) =ns.
Vysledné dotyénica bude rovnaka, ale derivacie (stradnice vektora §,), buda rozne. O
Parametrizacia krivky, pri ktorej je dlzka vektora w, = (%(tg), o (tg)) rovnd 1, sa vola
prirodzend.

Pri prirodzenej parametrlzacn % (to) vyjadruje rychlost’, akou bod A, putujici po kriv-

ke", meni svoju vysku (z-ova suradmcu).

Definicia 5.11 Nech f : R¥ — R je diferencovatel’nd funkcia. Predpokladajme, Ze W =
(wy,wa, ..., wy) je vektor dizky 1 a A € R, Potom ( ) = Vf(A)-W nazveme derivdciou
funkcie f v smere vektora W (smerovou derwacwu}.

Priklad 5.19 Majme funkciu f(z,y) = 2 — 32y* + ¢ a kruZnicu 2, = ¢;(t) = 2cos &
Yr = @a(t) = 2sint pre t € [0,4n]. Uréte normalovy vektor ku krivke ft) = (xt,yt)

a rychlost’ zmeny z-ovej stradnice v zavislosti od ¢.
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Riegenie: Ako sme videli v priklade 5.16, normélovy vektor ku krivke f je gradient funkcie

f. To znamena,

ny = Vf(z,y) = (22 — 3y;, =6y + 3y7) =

t t t t t
= (4cos= —12sin* =, —24cos = sin = + 12sin? = | .
( 2 2 2 2 2
Rychlost’ zmeny z-ovej siradnice, podla prikladu 5.18, je sucin gradientu a smerového
vektora v prirodzenej parametrizacii krivky, teda smerovi derivacia. Najprv overime, ¢i

ide o prirodzent parametrizaciu.

Pit)=—sing, @ht)=cosg, = V(1)) + (@2(1))?2=1.
Preto rychlost’ zmeny z-ovej sturadnice je v, = V f(xy, y1) - (¢(t), ¢5(t)). Z toho

t t t t t t t
v = —4cos§sin§ + 12sin® 3~ 24 cos? isin§ + 12sin? §cos 7

5.3 Parcialne derivacie vysSich radov

5.3.1 Zakladné pravidla
Parcidlne derivacie druhého radu funkcie f s parcidlne zderivované prvé parcidlne de-
rivacie. Funkcia f : R? — R m4 4 parcialne derivacie druhého radu.

Oznacdenie:

o(filx.y) _ Of
ox 0x?
0 (fy(,9)) 0 f

By B 3_yz(xvy) = fu(®,9),
! 2
W = agéf (l’,y) = f;ly(l'7 y), poradie: Ilaij‘V podl’a x, potom pOdl’a v,
Y yox
olhyry) _ o

= x.y) = 1" (x oradie: najprv podla otom podla z.
pe axay( Y) = foe(z,y), P jprv p Y, p p

Vyraz f;, nazgvame druhou parcidlnou derivdciou podla x, f, nazyvame druhou parcidl-

"

nou derivdciou podla y, [,

a f,, nazyvame druhgmi zmieSangmi parcidlnymi derivdciams

podl’a premennijch x,y.
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Parcialne derivacie druhého (a vyssich) radov st opakované limity. Opakované limity
mozu zavisiet’ od poradia, v akom ich pocitame. Rovnako aj druhé zmieSané parcialne
derivacie mozu zavisiet’ od poradia, teda mozeme mat’

02 f 82 f
y0r (z,y) # axay(%y)' (5.20)

Nasledujtica veta hovori o tom, za akych podmienok plati vo vyraze (5.20) rovnost’.

Veta 5.6 Nech f: R?* — R je funkcia, ktord md v bode (xo,10) druhé parcidlne derivdcie.

Potom, ak % a g—g st diferencovatelné funkcie v bode (zo,yo), tak plati

TS gy = L ()
OyOx Y= Oxdy T Y

Poznamka 5.4 Veta 5.6 sa da zovSeobecnit’ pre parcidlne derivacie tretieho a vysSich
radov (a rovnako aj pre funkcie viac ako dvoch premennych). Ak st parcidlne derivacie
n — 1. radu diferencovatelné, tak parcidlne derivacie n-tého radu nezévisia od poradia,
v akom derivujeme podla jednotlivych premennych, ale len od toho, kolkokrat podla
ktorej premennej.

Hovorime, 7e funkcia f : R¥ — R je n-krdt diferencovatelnd v (a1, as,...,ax), ak si

(n — 1)-vé parcidlne derivacie diferencovatelné funkcie v (ay, as, ..., ax).

Definicia 5.12 Nech f : R¥ — R je 2-krdt diferencovatelnd funkcia v A = (a1, as, . . ., ag).

Oznacme X = (x1,xs,...,x). Potom vjraz

2 k a2f ;
d” f(A,X) = ;8_%2(&1’&2’”'7ak)(17i—ai) +
k=1 k o
+ 2;j;lm(a1,a2,...,ak)(xi—ai)(g;j_aj)

nazveme druhym diferencidlom funkcie f v A.

Priklad 5.20 Vypocitajte druhé parcidlne derivacie funkcie f(x,y) = 2* — 3zy? +y — ¢°
a rozhodnite, ¢i druhé zmieSané parcialne derivacie nezavisia od poradia, v akom derivu-

jeme podla premennych x a y.

Riesenie:
g—i(x,y) = 2x — 3y°, g—‘g(x,y) = —6ay + 1 — 3y%
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Polynomy st diferencovatelné funkcie (pozri dosledok 5.1), to znamena, ze druhé parcialne
derivécie zavisia len od toho, kol'’kokrat podl'a ktorych premennych derivujeme a nie od po-

radia, v akom derivujeme. Preto

02 f 0% f

(2.1) = 02z — 3y*)  9(—6zy + 1 — 3y?)
OyOx Y= Ox0y

(z,y) = o5 = pe = —6y.

Pre druhé parcialne derivacie podl'a z, resp. podla y dostaneme

0 f 0(2x — 3y?) 0 f O(—6zy + 1 — 3y?)
E— = - = 2 —_— —
5z (V) pe e (z,y) o

= —6x — 6y.
O
Priklad 5.21 Vypocitajte druhé parcialne derivacie funkcie f(z,y) = ¥ + In(z + y?)

a rozhodnite, ¢i druhé zmieSané parcialne derivacie nezavisia od poradia, v akom derivu-

jeme podl'a premennych x a y.

Riesenze:
af 1 of 2y
—_ = ¥ 7Y _ —_ = —e¥ 7Y .
Ay =e Sy ay(ﬂ@y) T

Prvé parcidlne derivacie si vytvorené z exponencialnej funkcie a polynémov pomocou
skladania funkcii, st¢tu a podielu, preto st diferencovatel’né vo vsetkych bodoch, v ktorych
existuju parcidlne derivacie (pozri dosledok 5.1), to znamené, Ze druhé parcidlne derivacie
zéavisia len od toho, kol'kokrat podl'a ktorych premennych derivujeme a nie od poradia,

v akom derivujeme. Preto

02 f 0% f

- . ,
8y8x<x’y) = oo 0 (e v 4 Iiyz) (9( eT Y 4 H?’yQ) o %

(z,y) = oy - ox B (x+1y2)?

Pre druhé parcialne derivacie podl'a x, resp. podl'a y dostaneme

62]0 0 (6‘707?; + a:-:y2> - 1
_2(9579) = =V -,
Ox Ox (x +y?)
S 2y
82]0(3j y) _ 0 < el x+y2> = %Y 2(.’17 + y2) B 4y2 — Y 4 2(37 B y2)
oy* dy (z +y?)? (x +y)?

5.3.2 Taylorov rozvoj

Ukéazeme si Taylorov rozvoj pre funkcie dvoch premennych. Budeme predpokladat’, ze
funkcie sa (n + 1)-krat diferencovatelné. Potom pre k& < n + 1 plati, Ze k-te parcidlne
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derivacie nezévisia od toho, v akom poradi derivujeme podla jednotlivych premennych,
ale len od toho, kol'kokrat podl'a ktorej premennej. Konkrétne, pri tretich parcialnych
derivaciach plati

f _ B3f _ ®3f
ng?y (IL', y) - axa‘dgyfax ([L’, y) - 8%??2 (33, y)>
dxdy? (CL‘, y) = Bydzdy z,y) = 2207 (%, y).

Ked pocitame k-tu parcialnu derivaciu funkcie f, j-krat derivujeme parcidlne podla pre-

k
mennej x a (k — j)-krat podla premennej y, mame | moznosti ako zvolit’ poradie
J
derivovania podl'a jednotlivych premennych, kde
k k!
| = Sy je kombinac¢né ¢islo.
j (k= j)!
Ozna¢me A = (z9,y0) a X = (z,y). Potom k-ty diferencial funkcie f v A je definovany
nasledujuco:
" ok ot | .
_ e N () — —J

Analogiou s Taylorovym rozvojom funkcie jednej premennej dostaneme

Ti(f, A, X) = f(A) + Z Z,—lldif(A, X). (5.22)

Ked” odhadujeme hodnotu funkcie f v bode B = (x1,y1) pomocou Taylorovho rozvoja
k-teho stupna, dopustame sa chyby, ktora je funkciou (k + 1)-diferencialu:

k+1
—1 k+1 —akﬂ f J k4+1—j
RERNCENY ; ( j ) ariagig (e =z (v = 90)™ (5.23)
kde 6 je neznamy bod, leziaci na tsecke AB.

Priklad 5.22 Odhadnite f(z,y) = sinxzcosy v bode B = (0, 3;0,2) pomocou rozvoja f
do Taylorovho polynomu 3. stupiia v bode A = (0;0) a odhadnite chybu.

Riesenie: Vypocitame parcidlne derivacie

folx,y) = coswcosy,  f,(x,y) = —sinxsiny,
fo(®,y) = —sinwcosy,  fr (v,y) = —cosasiny, [, (r,y) = —sinzcosy,
fglv/!nm(xa y) = — COsST COsY, f:::/:;y(xa y) =sinw Siny7 letlg;y(x7 y) = — COST CosY,

Fowy(T,y) = sinzsiny.
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f(A):07 falc(A) =1, fg//(A> =0
”(A):O, ”(A)ZO, H(A):O,

wee(A) = =1, fiz,(A) =0, fr. (A)=-1, fu (A)=0.
Z toho
3 3\ zy?
T5(f, A, (z,y) = — ETh ( 5 ) e
Dosadime suradnice bodu B
) 1 3 1 9 .
f(B)=0,3— 50,3 — 350,3 -0,2% =0, 2895.

Odhadneme chybu:

f@ (x,y) = —sinzcosy, f& (r,9)=cosxsiny, fPI (z,)=sinzcosy,

TTTT TTITY TTYY

9 (x,y) =cosxsiny, f@U (z,y)=sinzcosy.

TYyyy yyyy
Vyuzijeme odhady |sinz| < |z| a cosz < 1. Potom

|F(0)] < 0,35 [f2,(0)] <0,2; |£5),(0)] <0,3; [ (0)] <0,2; [f{2) (6)] <0,3.

TTY TYY yyy yyy -

Dosadime do (5.23)

1 4 4
les] < 4 (0,3-0,34+ ( ) ) -0,2-0,3%-0,2+ ( 2)0,3-0,32-0,2%

4
+ < )0,2-0,3-0,23+0,2-0,24) < 0,0384

W

w

5.4 Extrémy

5.4.1 Lokalne extrémy a sedlové body

Definicia 5.13 Nech f : R¥ — R je funkcia, ktord md prvé parcidlne derivdcie. Potom

A= (210, Zk0, f(T10,-..,Zk0)) je staciondrny bod funkcie f, ak je splnend podmienka

of
8:1:1-

(€105, Tk0) =0 pre vsetky i € {1,2,... k}.
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Priklad 5.23 Majme funkciu f(z,y) = 2 + y* — 6xy. Najdeme jej stacionarne body:

fulz,y) =20 =6y, f(z,y) =2y — 6z.
Z toho dostaneme sdstavu rovnic
20 — 6y =0 x =0,
=
2y —6x =0 y =0,
f(0,0) = 0. Z toho dostaneme, ze A = (0,0,0) je stacionarny bod funkcie f. Ako vidime
na obr. 5.15, funkcia f nema v bode A extrém.

i
St
i
SR
W
el

Obr. 5.15. Graf funkcie f

Pre funkcie jednej premennej sme mali niekol’ko kritérii na overenie, ¢i mé funkcia
v stacionarnom bode extrém. Spravime analogiu s kritériom na overovanie extrémov po-
mocou druhych derivacii. Vo viacrozmernom pripade tomu zodpovedaji druhé diferen-

cidly. Oznaéme A = (aq, aq, ..., ax).
) b )

Veta 5.7 Nech f : R¥ — R je dvakrdt diferencovatelnd funkcia a (A, f(A)) je jej sta-

ctondrny bod.

(a) Ak existuje ¢ > 0 tak, Ze pre viethky X € R¥, 0 # p(A,X) < ¢, je d*f(A, X) > 0,
tak funkcia f md v bode (A, f(A)) lokdlne minimum.

(b) Ak existuje € > 0 tak, Ze pre vsetky X € RF, 0 # p(A, X) < ¢, je d*f(A, X) <0,
tak funkcia f md v bode (A, f(A)) lokdlne mazimum.

(c) Ak pre Pubovolné ¢ > 0 existuji X1, Xo 0 # p(A, X1) < e, 0# pr(A, Xs) < € takeé,
ze d*f(A, X1) <0 ad*f(A X) >0, potom [ nemd lokdlny extrém v (A, f(A)).

Funkcia g(X) = d*f(A, X) je kvadraticka forma, ktorej matica je

g—é(A) g d—(A) ... FZE(4)

PI(A) ZEA) L. S2L(A)
D(f, A) — 16) 10.2 8$2 0 28 k

#;;k(/x) —8iaf;k(A) gT%f(A)
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Maticu D(f, A) mozeme pomocou otocenia cez maticu vlastnych vektorov (to znamena,
pomocou Choleského rozkladu) transformovat’ na diagonalnu pozostavajicu z vlastnych
¢isel matice D(f, A). Z tejto ivahy dostaneme:

1. d?f(A, X) > 0 pre vietky X # A préave vtedy, ked’ st vSetky vlastné ¢isla matice
D(f, A) Kladné,

2. d*f(A, X) < 0 pre vietky X # A prave vtedy, ked’ s vetky vlastné &isla matice
D(f, A) zaporné,

3. d®f(A, X) meni znamienka pre rozne hodnoty X, ak ma matica D(f, A) kladné aj

zaporné vlastné cisla.

Tieto tri pripady, ktoré sme prave uviedli, mozeme vysSetrovat’ cez subdeterminanty matice

D(f, A). K tomu zavedieme nasledujice oznacenie:

82
Dy, A) = a—;%f(A),

2HA) )
Dy(f,A) = det| 5 51072 |
2L (4)  ZL(A)

22f o%f o2 f
22 (A) 971072 (A)

(
D) = dee| il Bhay AL |
TA(A) (A 54

Ox10x3 102203

Hodnoty D;(f, A) nazveme subdeterminanty matice D(f, A).

Kritérium 5.1 Nech f : R¥ — R je dvakrdt diferencovatelnd funkcia a nech (A, f(A))
je jej staciondrny bod. Predpokladajme, Ze D;(f, A) # 0 pre vSetky i € {1,2,... k}.

o Ak Di(f,A) > 0 pre vsetky i € {1,2,...,k}, tak (A, f(A)) je lokdlne minimum
funkcie f.

o Ak pre subdeterminanty s pdrnymi indexami plati Doj(f, A) > 0 a pre subdetermi-
nanty s nepdrnymi indexami Dqy;_1(f, A) < 0, 2) <k a2j —1 < k, tak (4, f(A))

je lokdlne maximum funkcie f.

e Vingch pripadoch funkcia f nemd v (A, f(A)) lokdlny extrém.
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Na zaklade kritéria 5.1 nevieme rozhodnit’ o existencii lokdlneho extrému v stacionarnom
bode v pripade, ze aspoil jeden zo subdeterminantov sa rovna nule. V niektorych pripadoch
vieme rozhodnit’ na zaklade nasledujicej nutnej podmienky.

Veta 5.8 (Nutna podmienka existencie lokdlneho extrému). Nech f : R¥ — R je
dvakrdt diferencovatelnd funkcia a nech (A, f(A)) je jej staciondrny bod, kde A € R¥.

o Ak md funkcia f lokdlne minimum v bode (A, f(A)), tak D;(f, A) > 0 pre vietky
ie{l,2,...,k}.

o Ak md funkcia f lokdlne mazimum v bode (A, f(A)), tak pre subdeterminanty s pdr-
nymi indexami plati Do (f, A) > 0 a pre subdeterminanty s nepdrnymi indexami
Do 1(f, A) <0 pre vsethy 2j <k a2j—1<k.

Definicia 5.14 Nech f : R? — R je dvakrdt diferencovatelnd funkcia a (A, f(A)) je jej
staciondrny bod. Hovorime, Ze (A, f(A)) je sedlovy bod funkcie f, ak funkcia f nemd

lokdlny extrém v tomto bode.
7 vety 5.8 a kritéria 5.1 vyplyva nasledujice kritérium pre funkcie dvoch premennych.

Kritérium 5.2 Nech [ : R?* — R je dvakrdt diferencovatelnd funkcia a nech (A, f(A))
je jej staciondrny bod.
o Ak Do(f, A) > 0, tak md funkcia f v bode (A, f(A)) lokdlny extrém,

— ak Di(f,A) > 0, tak v (A, f(A)) je lokdlne minimum,
— ak Dy(f,A) <0, tak v (A, f(A)) je lokdlne mazimum.

o Ak Do(f, A) <0, tak (A, f(A)) je sedlovgm bodom funkcie f.

Priklad 5.24 VySetrite lokilne extrémy a sedlové body funkcie
f(x,y) = 2% — y* + 4oy — bw + 2.

Riesenie: Najdeme stacionarne body. Prvé parcidlne derivacie st
folw,y) =20 +4y =5, fi(r,y) = —2y + 4.

Prvé parcidlne derivacie sa v hl'adanych bodoch rovnaji nule. Z toho dostaneme stustavu

rovnic

2v+4y = 5 Zo
=
dr—2y = 0 Yo

— N
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Ozna¢ime A = (3,1) a vypocitame hodnotu f(A). f(1,1) = 3. Staciondrny bod ma

sturadnice (%, 1, %) Vypocitame druhé parcialne derivécie.
fo(z,y) =2, fr(e,y)=-2, fl(z,y)=4
Test na extrémy

2 4
4 =2

Dy(A) = =-20<0

Na zéklade kritéria 5.2 spravime zéver, ze (%, 1, %) je sedlovy bod funkcie f.

Obr. 5.16. Graf funkcie f

O
Priklad 5.25 VySetrite lokalne extrémy a sedlové body funkcie
flz,y) = 2% +y* — 62y — 39z + 18y + 10.
Riesenie: Najdeme staciondrne body.
fulw,y) =32 — 6y —39, f(x,y) = —6x+ 2y +18.

7 toho

322 —6y—39 = 0,

—6r+2y+18 = 0, = y = 3xr—9,

dosadime do 1. rovnice:
> —6x+5 = 0.

RieSenia ststavy rovnic s z; = 1, o = 5, y; = —6, yo = 6. Ozna¢ime A = (1,—6)

a B = (5,6) a vypoc¢itame hodnoty funkcie f

F(A) = —64, f(B)=—9.
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Stacionarne body su (1, —6,—64), (5,6,—96).
Vypocitame druhé parcialne derivacie:

f;c/x($7y) = 61‘, fg/;,y(xay) = 27 f;;(x,y) = —0.

Ur¢ime hodnoty determinantov Ds(f, A) a Dy(f, B).

Podl'a kritéria 5.2 je (1, —6, —64) sedlovy bod. f (B) = 30, podl'a kritéria 5.2 je (5,6, —96)

lokalnym minimom funkcie f.

Obr. 5.17. Graf funkcie f

O
Priklad 5.26 VySetrite lokdlne extrémy a sedlové body funkcie
f(z,y) = 272y + 143> — 69y — Hdx.
Riesenie: Najdeme stacionarne body.
falz,y) = bday — 54, fi(x,y) = 272 + 42y* — 69.
Z toho
Sdry —54 = 0, = y = 1
42
27 + 42y — 69 = 0, 272° + — —69 = 0,
x
z;;Q
2722 — 692 +42 = 0,
21 =1, 22 = 134- Potom x1; = Liy1n =1, 210 = —Liy12 = —1, 221 = @,yz,l = %;

Too = —@, Yoo = —%{4. Hodnoty funkcie f pre jednotlivé dvojice rieseni su
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fL1) = —82, f(-1,-1) =82, f (@ %F) — —153¥H  f (_@,_%{4) — 15341,

Mame $tyri stacionarne body

14 314 14
A=(1,1,-82), B=(-1,-1,82), O:(g7%,—153g),

14 14 14
b (VB340 /)

Druhé parcialne derivéicie funkcie f sa

fo(xy) =54y,  fr(z,y) =84y, [r(x,y) =>4,

ry

Obr. 5.18. Graf funkcie f a jej stacionarne body

Pomocou kritéria 5.2 budeme analyzovat’ jednotlivé stacionarne body.

54 54

DL =] [ o)

=1620, f”(1,1)=54.

7 toho vyplyva, ze v.A ma funkcia f lokdlne minimum.

—-54 =54

Df (1= =| L

‘ = 1620, f" (—1,—1) = —54.

7 toho vyplyva, ze v. B ma funkcia f lokdlne maximum.

Dy | f VI BVITN) | S sV = —1620
2\ 3 1 1814 1814 '

7 toho vyplyva, ze C' je sedlovy bod funkcie f.

o, [/ V4 3vId\\ | M 18y
2\ 37 14 T —18v14 —18V14

Z toho vyplyva, ze D je sedlovy bod funkcie f. a

= —1620.
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Priklad 5.27 Vysetrite lokdlne extrémy a sedlové body funkcie f(z,y) = zy - In(z?

Riesenie: Defini¢ny obor funkcie f je Dy = R?\ (0,0). Najdeme stacionarne body.

222y 2xy?
! = 1 2 2 ! — 1 2 2 .
L@y =y W@ +y)+ 55 Ly =eh@+y)+ =5
y - In(z? + 4?) + % =0 5 7 In(a® +9°) + 355 ) =
v-ln(a® +y%) + 2y = z (In(z? +y?) + ﬂQ—fyZ 0

Rozlisime niekol’ko pripadov:

261

+ 7).

(5.24)

1. x = 0. Potom y # 0 (pretoze (0,0) ¢ D;) a dostaneme In(y?) = 0. St dve rieSenia
y1 = 1, yo = —1. f(0,1) = f(0,—1) = 0. Stacionarne body si A = (0,1,0),

B =(0,-1,0).

2. y = 0. Potom z # 0 a dostaneme In(z?) = 0. Opit st dve rieSenia 3 = 1, 4
f(1,0) = f(—1,0) = 0. Stacionarne body si C = (1,0,0), D = (—1,0,0).

= 1.

3. £ #0, y# 0. Ked z oboch rovnic (5.24) vyjadrime In(z? + y?), dostaneme rovnicu

% = % Jej riesenim je |x| = |y|. Spétne dosadime do ststavy (5.24) a dosta-
neme
222
In(22?) + ——— =0, = 272 = e 1.
x4+ y?
1
Potom |z| = [y| = . Rovnica ma 4 riesenia

|
o
a
-
a
N—

(k)
() 1-C

o
9

|
o
o)
N————

Vypocitame funkéni hodnotu f(E) = f(H) = —a, f(F) = f(GQ) = 5. Stacionarne

body maja stradnice

_ 1 1 1 _ 1
E = (\/%7\/%7_%)7 F= (\/_2737_

_ 1 1 1
H = <_E7 _\/_2737 _2_e>

— 1 1

1 1
ma%); G_ <_\/%7\/%7

Rl
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Druhé parcialne derivacie si:

21y N dzy(x® +y°) — 22%y(2x) 2%y + 6ay?

fro(®,y) = = ’
22 + 42 (332 + y2)2 (:1:2 +y2>2
ey Y Anlat )~ 2Py 6y 2y
yy\" 22 + 42 (22 + 12)? (22 + 12)? )
2 22%(2® + %) — 20%y(2y)
" - 1 2 2 —
f:cy(’x? y) n(x _I_ y ) + x2 + y2 + (:UZ _|_ y2)2
224 + 2y
. 2 2
= In(z” +y°) + —(xQ R

Pomocou kritéria 5.2 budeme analyzovat’ jednotlivé stacionarne body.

0 2
2 0

Dy (f,(0,1)) = Da(f, (0, =1)) = Da(f, (1,0)) = D(f, (=1,0)) = =—4

Body A, B, C, D su sedlové.

=4, [r.(B)=fr.(H) =2

rx

D2<f7E):D2(fvﬁ) :‘ g

V bodoch E a H ma funkcia f lokdlne minima.

-2 0
0 -2

~ ~

DQ(va) :D2(va):

Obr. 5.19. Graf funkcie f a jej stacionarne body

Priklad 5.28 VysSetrite lokalne extrémy a sedlové body funkcie
floy) =2 +y' +4(2® — y°) + 5(2% + ¢?).
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Riesenie: Najdeme stacionarne body.
fi(z,y) = 42° + 122* + 10z, fo(@,y) = 4o — 129 + 10y.
z(4z? + 122 4+ 10) = 0, L T= 0,
f£(0,0) = 0. Funkcia f ma jediny stacionarny bod A = (0,0,0). Vypoc¢itame druhé par-

cidlne derivéacie:

fo (@, y) = 122% 4+ 240+ 10, f) (x,y) = 12y° — 24y + 10, f2 (2,4) =0

Pomocou kritéria 5.2 zistime, ¢i mé funkcia f lokalny extrém v A.

10 0

=100, f7(0,0) = 10.
N 7£(0,0)

Dy(f,(0,0)) =

V' A mé funkcia f lokdlne minimum.

Obr. 5.20. Graf funkcie f

O

Priklad 5.29 VySetrite lokdlne extrémy a sedlové body funkcie f(z,y) = zy + 2 + %.

Riesenie: Dy = {(x,y) € R*;x # 0, y # 0}. Najdeme stacionarne body.

25 40
! _ / _
fx(x7y)_y_p7 fy(l’7y)—$—?
x—% = 0 x—% = x(1—§—§x3>:0.
Sustava rovnic ma jediné rieSenie xy = g, Yo = 4. f (3,4) = 30. Stacionarny bod je

A= (g, 4, 30). Druhé parcialne derivacie:

20 80
f;;(l’,y) - Fa fg;/y(‘ray) - E? f:gy<x7y) =L
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Pomocou kritéria 5.2 zistime, ¢i ma funkcia f lokdlny extrém v A.

(G 1] 2G4

Funkcia f ma v bode A lokdlne minimum.

1

16
5

5
L g

Obr. 5.21. Graf funkcie f

Priklad 5.30 Vysetrite lokdlne extrémy funkcie f(z,y,2) = 22+ 9>+ 22 +yz —2+y—2u.

Riesenie: Najdeme stacionarne body.

fé([ﬁ,y,Z):2ZE—2, f;(x,y,z):2y+z—|—1, f;((L’,y,Z)ZQZ—Fy—l

20 —2 = 0, Ty = 1,
20+ z2z+1 = 0, = Yo = —1,
2z + Y — 1 = 07 Zo = 1,

f(1,=1,1) = —2. Funkcia f méa jediny stacionarny bod A = (1, —1,1, —2).

)

Druhé parcialne derivacie:

we(T,y,2) = 2, w(2,y,2) =0, v (z,y,2) =0
(LY, 2) =2, vy, 2) =1
v(T,y,2) =2

Pomocou kritéria 5.1 zistime, ¢i ma funkcia f lokalny extrém v bode A.

0
2 0

DZ(fa(L_l?l)) = =4, DS(fa(L_l?l)) =

o O N
i V]
—
Il
=2

" (1,—1,1) = 2. Funkcia f ma v bode A lokalne minimum. O
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5.4.2 Viazané extrémy

Mame dana funkciu f : R" — R, ktorej extrémy hladame a vizby (stastavu k rovunic s n

premennymi, k < n)

91(3717 To, ..., xn) - 0,

L1, Ly «v.y Ty = 0,
ml ) (5.25)
gk('rh T2y ooy xn) = 0.

Ulohou je néjst’ extrémy funkcie f na mnozine M C R™, ktora je dana ststavou (5.25).
Predpokladame, ze funkcia f aj funkcie g; st dvakrat diferencovatelné v kazdom bode
mnoziny M. Viazany extrém funkcie f s vizbou (5.25), je lokdlny extrém funkcie f,

zizenej na mnozinu M. St dve metdédy hl'adania viazanych extrémov:

1. Ak to funkcie g; umoznuja, k premennych vyjadrime pomocou zvysnych n — k
premennych. V tomto pripade tlohu prevedieme na hl'adanie lokdlnych extrémov
funkcie s n — k premennymi.

2. Metoda Lagrangeovych multiplikdtorov Tito metodu si vysvetlime na funkcii dvoch
premennych f a jednej vazbe, funkcii g.

Obr. 5.22. Vrstevnice funkcie f, vizba ¢ a doty¢nica ku g v bode A

Predpokladame, ze f ma v bode (A, f(A)) hl'adany extrém. Potom, ako vidime na
obr. 5.22, doty¢nica ku g, prechadzajuca cez bod A (v rovine z = 0) je zhodna
s doty¢nicou k vrstevnici funkcie f, ktord prechadza bodom A. Z toho dostaneme,
ze gradient k f v A je nasobkom gradientu ku g v A, teda

Vf(A) = =AVg(A).

Okrem toho, bod A lezi na grafe funkcie g, teda g(A) = 0.

Ked’ vahu zovseobecnime na funkciu n premennych f a k vizieb g; (1 = 1,2,... k),

dostaneme stustavu rovnic s n+k neznamymi - stiradnicami bodu A a Lagrangeovymi
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koeficientami Aq, ..., Ag
of "L 9y,
8_%($1ax27---amn)+iz:;/\i8—$l($1,$2,...,l’n) = 0,
of i o
axn(x1>$27---,$n)+;)\ia—x;(x1,x2,...,xn) = 0, (5.26)
g1(x1,29,...,2,) = O,
ge(x1, 29, ... x,) = 0.

Poznamka 5.5 Nevyhodou tejto metody je, ze sa nemusi podarit’ najst’ vSetky via-
zané extrémy. Moze nastat’ situacia, ze metdéda najde stacionarny bod, ale kritérium

5.1 tento bod neidentifikuje ako extrém. Tito situaciu ilustrujeme prikladom 5.33.

Pri pouziti metody Lagrangeovych multiplikdtorov pomocou kritéria 5.1, resp. 5.2,
testujeme stacionarne body funkcie

k
Fy (@, ..o xn) = flo,..z0) + Z/\Z-g,»(xl, cey Tp). (5.27)
i=1

Priklad 5.31 Néajdite viazané extrémy funkcie f(x,y) = xy — z +y — 1 pri vézbe
r+y—1=0.

Riesenie: 7 rovnice z +y — 1 = 0 vyjadrime y dosadime do funkcie f (tym vytvorime

funkciu jednej premennej f;):
y=1-1r = filx)=fr,1-2)=2(l-2)—a+1—2—-1=—-2"—2z.

Hlad&me stacionérne body funkcie f;.

1
filx)==2x—-1, —220—1=0 = T0=—3.
Potom gy, = % a f (—%, %) = }l. Pouzijeme kritérium 2.2 na overenie extrémov funkcie
jednej premennej.
/(x)=-2<0= f; nadobuda pre zy = —5 lokélne maximum.
Funkcia f ma, pri vizbe z +y —1 =0, v bode A = (—%, %, }l) viazané maximum. O
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Priklad 5.32 Najdite viazané extrémy funkcie f(z,y,2)

r4+y—3z2+7=0ax—y+2—-3=0.

Riesenie: 7 viazieb dostaneme

r4+y—3z = —7 N y = 2o -1,
r—y+z = 3 z = x+2.

267

2% + y? + 22 pri vizbach

Mnozina M, dané vizbami, je priamka. Premenné y, z dosadime do funkcie f a dostaneme

funkciu jednej premennej f;.

fil) = f(z,20 — L,z +2) =2+ (20 — 1)* + (v +2)* = 62° + 5.

Hl'adame stacionarne body funkcie f. fi(x) = 12z, z toho dostaneme rovnicu

120 =0 = 27=0.

Potom yy = —1, 2o = 2 a f(0,—1,2) = 5. Pouzijeme kritérium 2.2

U(zx) =12 = f; nadobuda pre zy = 0 lokalne minimum.

Funkcia f ma, pri vizbach t+y—32+7=0ax—y+2—3 =0, v bode A= (0, —1, 2,5)

viazané minimum.

|

Priklad 5.33 Najdite viazané extrémy funkcie f(x,y,2) = x + 222 + zy + 22, ak

r+y—3z—1=0a3z+4y =0.

Riesenie: Pouzijeme metddu Lagrangeovych multiplikdtorov. Zavedieme funkciu F), »,

Fyxo(zy,2)=x+ 222 + xy 4+ 22 + AMx+y—32—1)4+ X(3z + 4y).

Vypocitame parcidlne derivacie funkcie F), y,:

oF

s (0y,2) = eyt Bk
OF

%(J%yvz) = $+/\1+4)\2a

8F)\1)\2

R (x,y,2) = 2z—3)\.

7 parcidlnych derivacii a vézieb dostaneme sistavu rovnic

\

1+4z +y+ A\ + 3 0

T+ +4N = 0
22—3\ = 0 =

r+y—3z = 1

0

3r + 4y

)

A1
A2
Zo
Yo
20

_ 44
181
28
181

_ 68
181
51
181

_ 66
181
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Oznatme A = (=8 5L _ 663 yypo&itame druhé parcidlne derivacie.
1817 181 181 yp P
BQF)\IAQ . 4 62F)\1>\2 0 82F)\1)\2 —9
Ox2 (I"yaz) - 5 8y2 <x7yvz) ) 022 (xhya Z) - &
9%Fx xy 82 Fxy x, 9 Fx i,
dzdy ($7y7 Z) =1, 9102 (a:,y, Z) =0, dydz (a:,y, Z) =0.

Pouzijeme kritérium 5.1

4 1

D2<f7A): 1 0

=—1 = v A nebol potvrdeny viazany extrém funkcie f.

Priklad vypocitame este raz, teraz bez pouzitia Lagrangeovych multiplikadtorov.

7 vizieb vyjadrime premenné y a z pomocou x:

3r + 4y =0 z Ly -1

r+y—3z = 1} L Y= —%[E
- 12 3

7 toho dostaneme funkciu f;

3 01 1\ 181, 17 1
fl(.%) = f <£C, —le', E:C — §) = ml’ -+ 1—81' + 5

Néajdeme stacionarne body fi. fi(z) = 23552 + 1%, 2 toho

181 +_17 . 68
— 2+ —= = To= ———.
72 18 0 181

Lahko sa presvedéime, 7Ze aj suradnice 1 a 2o vyjdu rovnako ako pri metode Lagrangeovych

multiplikdtorov. Pouzijeme kritérium 2.2 na overenie extrémov.

181
V(zo) = - = funkeia fi dosahuje lokalne minimum pre zo = — 2.
f(@o, 90, 20) = 5. Bod (A, f(A)) = (-2, &, — =, 8L je viazanym minimom funkcie
f pri danych vazbéch. a

Metb6da Lagrangeovych multiplikitorov neodhalila v tomto priklade viazany extrém. Aj
napriek tomu, tato metéda ma svoje vyhody, ked’ nevieme z vizieb zredukovat’ premenné.

5.4.3 Globalne extrémy

Majme diferencovatelni funkciu a uzavrett oblast’” M, ktorej hranica je diferencovatel'nd
az na konecne vela bodov, (vrcholov oblasti). Globélne extrémy funkcie f na uzavretej
oblasti M moézu byt’

e v staciondrnom bode, leziacom v oblasti M,
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e na hranici oblasti M vo viazanom staciondrnom bode,

e vo vrcholoch oblasti M.

Porovname hodnoty f vo v8etkych stacionarnych bodoch, viazanych stacionarnych bodoch
a vo vrcholoch oblasti M a zistime najvicsiu a najmensiu hodnotu funkcie f.

Priklad 5.34 Zistite najvii¢§iu a najmensiu hodnotu funkcie f(z,y) = 2% + 37

v obdlzniku s vrcholmi A = (0, —1), B = (2,—1), C = (2,2) a D = (0,2).

— 3xy

Riesenie: Najdeme staciondrne body funkcie f.

of a2 of _ o
ax(x,y)—?ﬁv 3y, ay(ff:,y)—y 3x.

Z toho
322 -3y = 0 = 2 = 0
$2 (Y = Y x N Ty e
y*—3x = 0 z*—3r = 0 T, = /3.

Potom y; = 0, y» = ¥/9. Ozna¢me E = (0,0), F = (¥/3, ¥/9). Mame dva stacionérne
body. E aj F lezia v obdlzniku ABCD.

VySetrime hranice.

e Strana AB: y = —1, x € [0, 2]. Zavedieme funkciu

1
fi(z) = flx,—1) =2° — 3 + 3z
a hladame jej stacionarne body pre x € [0, 2]:

fi(x) =32 +3, 32°+3 =0 nema rieSenie.

e Strana BC: x = 2, y € [—1,2]. Zavedieme funkciu

1
foy) = F(2.y) =8+ 2y° = 6y
a hl'adame jej stacionarne body pre y € [—1,2]:

)=y’ =6, ¥=6=0 = y,==2V6

+/6 ¢ [—1,2], funkcia f, nema stacionarne body pre y € [—1,2].
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e Strana CD: y =2, x € [0,2]. Zavedieme funkciu

@) = f,2) = 0 = S 6
a hl'adame jej stacionarne body pre z € [0, 2]:
fiz) =322 =6, 32°—6=0 = 15==+V2
Ty = —/2 ¢ [0,2], mame jeden viazany stacionarny bod. Oznaéme G = (v/2, 2).

e Strana AD: z =0, y € [—1,2]. Zavedieme funkciu

fily) = F0.9) = 50

a hl'adame jej stacionarne body pre y € [—1,2]:
By =y, =0 = 4y =0

Nasli sme viazany stacionarny bod. Tento bod sme uz nasli predtym ((0,0) = E).

Zistime hodnoty funkcie f v bodoch A, B,C, D, E, F, G:

Obr. 5.23. Graf funkcie f v obdlzniku ABCD
Najmensia hodnota funkcie f je —3 a dosahuje sa v bode F = (¥/3,3/9), najvicsia
hodnota funkcie f je % a dosahuje sa vo vrchole B = (2, —1). O

Priklad 5.35 Zistite najvicsiu a najmensiu hodnotu funkcie f(z,y) = e~V (322 4-2¢2)
v kruhu k@ 22 492 < 4.
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Riesenie: Najdeme stacionarne body.

0
a—i(m,y) = —2x€_$2_yz(3x2+2y2)—|—6x6_$2_y2,
0
8_§<x, y) = —2ye " V(327 4+ 29°) + dye Y

Z toho (e7**~¥" # 0) dostaneme stistavu rovnic

—2x(322 +2y*—-3) = 0
—2y(3z* +2y*—2) = 0

St tri moznosti: 1. z = 0, y je l'ubovolné, 2. x #0 ay =0, 3. © # 0, y # 0. Rozoberieme

tieto tri moznosti.

=0 = y(yz—l):O, (x#0,y=0) = 22 =1,

322 +2y> = 3,
0, 0) =

Mame pit’ bodov A = (0,0), B = (0,1), C = (0,—1), D = (1,0), £ = (—1,0). V tretom

pripade stiistava rovnic nemé rieSenie.

Vygetrime hranicu 22 + y? = 4. Po dosadeni do f dostaneme funkciu
fi(z) = e H2* +8)

a hladame jej stacionarne body pre x € [—2,2]:
fl(x) =22, 2e'z=0 = z=0.

Dostali sme body F' = (0,2), G = (0,—-2).

Body H = (—2,0) a I = (2,0) berieme ako vrcholy (stacionarne body funkcie f; sme
hladali pre = € [-2,2]).

Zistime hodnoty funkcie f v bodoch A, B,C,D,E, F,G, H,I:

f(A) =0, f(B)=f(C)=2¢"", f(D)=f(E)=3e"=1105
f(F) = f(G)=8e"", f(H)=f(I)=12e"*=0,220.
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Obr. 5.24. Graf funkcie f v kruhu 22 + y? < 4, pohl'ad zhora a zdola

Najmengia hodnota funkcie f je 0 a dosahuje sa v bode A = (0,0), najvic¢sia hodnota
funkcie f je 3e™! a dosahuje sa vo vrcholoch D = (1,0) a E = (—1,0). O

Priklad 5.36 Zistite najvi¢Siu a najmensiu hodnotu funkcie f(z,y) = 2* — %* v kruhu
ko a?+9% <4

Riesenie: Najdeme stacionarne body.

0 0
e =20 ) =2

7 toho budeme mat’ sustavu rovnic

2c = 0
= ax=y=0

Nasli sme jeden stacionarny bod. Ozna¢me A = (0,0). VySetrime hranicu z? + y? = 4.
PouZijeme metodu Lagrangeovych multiplikatorov. Zavedieme funkciu f) predpisom

Alzy) =2 =y + AN2? +y° — 4).

Viazané stacionarne body ziskame riesenim ststavy rovnic V fy(z,y) = 0, 22 +y? = 4, to

znamena:
r oy A
R 2 +2\r = 0 0 2 1
awzfy“ggf“f*@ =0 p=> —2+2y = 0 p= 0 -2 1
>yt = 4 > +y? = 4 2 0 -1
—2 0 1

Mame 4 viazané stacionarne body. Ozna¢ime B = (0,2), C' = (0,—-2), D = (2,0), £ =
(—2,0).

Zistime hodnoty funkcie f v bodoch A, B,C, D, FE
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Obr. 5.25. Graf funkcie f v kruhu 22 + 9% < 4

Najmensia hodnota funkcie f je —4 a dosahuje sa v bodoch B = (0,2) a C' = (0, —2),
najvacsia hodnota funkcie f je 4 a dosahuje sa v bodoch D = (2,0) a £ = (—2,0). |

Priklad 5.37 Zistite najvii¢siu a najmensiu hodnotu funkcie f(z,y) = zy*(4 — z — y)
v trojuholniku, ohrani¢enom priamkami p; : x =0, ps: y=0, ps: v +y =6.

Riesenie: Zistime vrcholy daného trojuholnika. A = p; Npe = (0,0). B = p; Nps = (0,6),
C = ps Np3 = (6,0). Najdeme stacionirne body.

of 204 N2 ﬁ _ N 2
ax(fv,y)—y(ll T —y) — Y, 8y(fﬂ,y)—2fcy(4 T —y) — Y.

Z toho budeme mat’ sistavu rovnic

yd-20-y) = 0

rxy(8 =22 —-3y) = 0

y =0, x l'ubovolné,
} = r=0, y=4,

r=1 y=2

Mame 2 stacionarne body, ozna¢me D = (0,4), E = (1,2). Oba body lezia v trojuholniku
ABC'. Okrem toho, kazdy bod priamky y = 0, leziaci v trojuholniku ABC, je taktiez

stacionarnym bodom.

Zistime viazané stacionarne body na hranici trojuholnika.

e pi: x=0,ye0,6]. Zavedieme funkciu

fily) = f(0,y) =0 funkcia je kontantna.

e po:y =0,z €[0,6]. Zavedieme funkciu

fo(z) = f(x,0) =0 funkcia je konstantna.
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e p3: x=06—y, y € [0,6]. Zavedieme funkciu

fs(y) = f(6 —y,y) = —=2(6 —y)y* = 2y° — 12y

a hl'adame jej stacionarne body pre y € [0, 6]:

fily) =6y* —24y, Gyly—4)=0 = y =0, yo=4.

Méame dva viazané stacionarne body, ktorych siradnice (x,y) sa C' = (6,0) (vrchol
trojuholnika), F' = (2,4).

Zistime hodnoty funkcie f v bodoch A, B,C, D, E, F"
f(A)=f(B)=f(C)=f(D)=0, [f(E)=4, [(F)=-64

Obr. 5.26. Graf funkcie f v trojuholniku ABC

Najmensia hodnota funkcie f je —64 a dosahuje sa v bode F' = (2,4), najvicsia hodnota
funkcie f je 4 a dosahuje sa v bode E = (1,2). O

Priklad 5.38 Zistite najvicsiu a najmensiu hodnotu funkcie f(z,y) = cosx cosy cos(z +
y) vo §tvorci, danom vrcholmi A = (0,0), B = (7,0), C = (7, 7), D = (0, 7).

Riesenie: Najdeme stacionarne body.

0

a—f(:c,y) = —sinxcosycos(x + y) — cosx cosysin(x + y),
T

of . :

—(x,y) = —cosxsinycos(z+y)— coszcosysin(z +y).

y

7 toho dostaneme stustavu rovnic

—sinz cosycos(z +y) — cosxcosysin(z +y) = 0
—coszsinycos(x +y) —coszcosysin(zr +y) = 0

Rozlisime niekol’ko pripadov.
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s

1. x =7, potom cos y cos (% + y) = 0. Z toho, pre y € [0, 7] dostaneme y; = 0, y = 7,
ys = m. Oznacime F = (3,0), F = (3,3), G = (3, 7).

2. ¢ #
Oznad¢ime H = (0 ) I

< oy

(teda cosz # 0), y = 5, potom cos (:L’—i— %) = 0. Z toho 4 = 0, x5 = 7.
:( 2)'

3. ¥ # 5,y # 5. Potom budeme mat’ sistavu rovnic

sinx cos(z +y) + cosasin(z +y) = 0 } N tglr+y) = —tgz, (5.28)

siny cos(z +y) + cosysin(z+y) = 0 tg(z+y) = —tgy,

tgx = tgy a z toho, pre x,y € [0, 7] vyjde z = y. Dosadime do ststavy (5.28)

tg2r = — tgz, x € [0,n] = 2x=1-—-2 = x:g
Oznacime J = (%, %)
VySetrime funkciu f na hranici $tvorca.
e AB:y=0, x € [0, 7]. Zavedieme funkciu
fi(z) = f(x,0) = cos® x.
Néjdeme jej stacionarne body pre = € [0, 7]
fi(x) = —2sinzcosx, —2sinzcosz=0 = =€ {O,g,n}.

Pre x = 0 a x = 7 dostaneme vrcholy A, B. Pre x = 7 dostaneme bod FE.
e BC :xz=m, y€[0,n]. Zavedieme funkciu
faly) = f(m,y) = — cosy cos(m + y) = cos’y.
Najdeme jej stacionarne body pre y € [0, 7]
foly) = —2sinycosy, —2sinycosy=0 = yE€ {0, g,ﬂ'} :
Pre y =0 a y = 7 dostaneme vrcholy B, C. Pre y = 7 dostaneme bod I.
e CD:y=m, x€l0,7]. Zavedieme funkciu
fa(z) = f(x,7) = — cosx cos(x + 7) = cos® x.
Néjdeme jej stacionarne body pre z € [0, 7]
fi(x) = —2sinzcosx, —2sinzcosz=0 = =x€ {O,g,w}.

Pre x = 0 a x = m dostaneme vrcholy C, D. Pre x = § dostaneme bod G.
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e AD:x =0, y € [0, 7]. Zavedieme funkciu
faly) = f(0,y) = cos®y.
Najdeme jej stacionarne body pre y € [0, 7]
fo(y) = —2sinycosy, —2sinycosy=0 = y¢€ {0, g,w} .

Pre y = 0 a y = m dostaneme vrcholy A, D. Pre y = 7 dostaneme bod H.

Zistime hodnoty funkcie f v bodoch A, B,C,D,E,F,G, H, 1, J:
f(A)=[f(B)=f(C)=f(D)=1, [f(E)=[f(F)=[f(G)=[f(H)=/f{)=0,
1) = =3

i ¥ . S R R

Obr. 5.27. Graf funkcie f vo stvorci ABC'D

Najmensia hodnota funkcie f je —% a dosahuje sa v bode J = (%, %) Najviacsia hodnota
funkcie f je 1 a dosahuje sa vo vrcholoch A, B,C, D. a

Priklad 5.39 Zistite najvicsiu a najmensiu hodnotu funkcie f(z,y) = 22+2y? —zy+z+1
vo §tvorci, danom vrcholmi A = (0,0), B = (3,0), C = (3,3), D = (0, 3).

Riesenie: Najdeme stacionarne body.

of of
al — o —y+1, =L —dy — .
ax(ffc,y) r—y+1, 8y(ﬁc,y) y—x

7 toho dostaneme ststavu rovuic

20—y = —1 Ty = —%
Yy - 0 717
dy—z = 0 Yo = —3

} (1) ¢oanco

VySetrime hranice.
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e Strana AB:y =0, z € [0, 3]. Zavedieme funkciu
fi() = f(z,0) =2® + 2 + 1.
Néjdeme stacionarne body f; pre x € [0, 3].

1
file)=22x+4+1, 2z+1=0 = x:—§¢[0,3].

e Strana BC : x =3, y € [0, 3]. Zavedieme funkciu

fa(y) = f(3,y) = 2y* — 3y + 13.

Néjdeme stacionarne body f; pre y € [0, 3].

3
foly) =4y =3, 4y-3=0 = y=-_.

Oznacime E = (3, %)
e Strana CD :y =3, x € [0,3]. Zavedieme funkciu
f3(z) = f(z,3) = 2* — 22 + 19.
Néjdeme stacionarne body f3 pre x € [0, 3].
filx)=2r-2, 20-2=0 = x=1.
Oznac¢ime F' = (1,3).
e Strana AD : x =0, y € [0, 3]. Zavedieme funkciu
faly) = f(0,y) = 2" + 1.
Najdeme stacionarne body f4 pre y € [0, 3].
fily) =4y, 4y=0 = y=0
(0,0) je vrchol A.

Zistime hodnoty funkcie f v A, B,C,D, E, F":

®
1}

1]

Obr. 5.28. Graf funkcie f vo stvorci ABC'D

277
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Najmensia hodnota funkcie f je 1 a dosahuje sa vo vrchole A = (0,0). Najvicsia
hodnota funkcie f je 22 a dosahuje sa vo vrchole C' = (3, 3). O

5.5 Cvicéenia

Cvicenie 5.1 Najdite defini¢né obory funkcii a nacrtnite ich:

fl(x7y) - #ﬁig: fQ(xay) In (y 4) f3<x7y) = ln(x2 ’ tgy):
falwy) =l ((z = 3)y — 1), filr.y) = Ypmrs, ol y) = arcsin(z +),
j}(x,y):é, f8($ay):\/@

Cvicenie 5.2 Nakreslite vrstevnice danych funkeii pre z = 0,1, 2,3 a rezy rovinami
r=0,1,2, y=0,1, 2, ak existuju:
filz,y) :l’2+y27 fley) =5, fslay) =ay,

f4(£(3 y) mya f5<x7y) = ﬁ

Cvienie 5.3 Vypocitajte opakované, resp. dvojné limity (ak existuji):

. . . . 2_9 3 . . 2 3
lim lim Sz 08y - im lim 2%,  lim lim 2Y, lim lim Z=2%8%%  Jim lim 5%
z—0 y—) T Y3 z—0 y—0 y—0z—0 T—00 Yy—00 z+y Y—00 T—00 z+y
. 2_1)eY . . . .
lim & x—l)e , lim aY, lim 2, lim S lim xsiny .
(x)y)%(lal) (ac,y)—>(0,1) (xvy)_)(271) (l‘,y)—>(00,—()0) Y (r,y)—)(O,oo)

Cvicenie 5.4 Najdite dotykové roviny k danym funkciam v dotykovom bode T; a zistite
defini¢ny obor tychto funkeii:

file,y) =23 =3zy + 93 Ty = (0;2;7),  folz,y) = arctan £; Tp = (2;2;7),

fa(x,y) 224+ y?2—=9; T3 = (5;-3;7), f4(x,y):\/6x—w2—y -5 T, =(3;0;7),
fs(z,y) = e™ +3; T5 = (3;0;7), fo(z,y) =In = (1;1;7),

frlx,y) =Y Ty = (3;3;7), fs(x,y) = \/19 — 952 —y% Ty = (=3;1;7).

CvicCenie 5.5 Najdite dotykové roviny k danym funkcidm, ktoré si rovnobezné s rovi-
nami 7;:

filz,y) =In%; 7 2w +y+3=2folz,y) = eV 1y oz =2 — 5,

fs(xy) =22 +9% 13 v+ 3y =z, fa(z,y) = 2%y% 14 20+ 2y — 3= 2.

CviCenie 5.6 Rozviiite funkcie f; do Taylorovho polynému T3( f;, A;, x).

fila,y) = e, Ay = (0,0).
fo(x,y) =e®Iny, Ay =(0,1).
fs(z,y) =In %, As = (1,1).
fu(z,y) =sin(z —y), As=(0,7)
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Cvicenie 5.7 Najdite lokalne extrémy a sedlové body funkei
file,y) =2y —2* +3y°,  folw,y) =2 +y° — 122y + 3,
f3(xay) :Q?y(12—l’—y), f4(96,y)=x3—96y2+y2,

2

fsley)=ay- eV folwy)=(z—y) e

CvicCenie 5.8 Najdite lokalne extrémy funkcii
flr,y,2) =2 =3ay® +y* —w+ 2y — 2%, gla,y,2) = 22% + 3y* — 22° + ay.

Cvicenie 5.9 Najdite viazané extrémy funkcie f(z,y) = 22 — xy + 22, ak y = .

Cvicenie 5.10 Najdite viazané extrémy funkcie f(z,y,2) = 2% + y? — 22,

akr+2y —z=1r—-y+2z=2.

23

Cvi¢enie 5.11 Néjdite viazané extrémy funkcie f(z,y,2) = & — 32% —x +y* + 2y + a2,
akx —2y—z+1=0.

Cvicenie 5.12 Najdite najvicsiu a najmensiu hodnotu funkcie f(x,y) = xy*(4 — z —y)
v trojuholniku ABC' s vrcholmi A = (—1,—-1), B =(-1,0), C' = (0,—1).

Cvicenie 5.13 Najdite najvidsiu a najmensiu hodnotu funkcie f(x,y) = 52%—y* v kruhu
2?4yt =4

2

Cvicenie 5.14 Najdite najvic¢siu a najmensiu hodnotu funkcie f(z,y) = 2* — 2y + 3>

na oblasti M, danej nerovnost'ou |z| + |y| < 1.

Cvicenie 5.15 Najdite najvicsiu a najmensiu hodnotu funkcie f(x,y) = x? — 3zy + 3>
na oblasti M, danej nerovnost'ami 0 < |z| +y < 1.

Cvicenie 5.16 Najdite najvidsiu a najmensiu hodnotu funkcie f(x,y) = 23 + 3* — 62y
vo §tvorci s vrcholmi A = (—1,-2), B = (-1,1),C = (2,1),D = (2,—-2).

Cvicenie 5.17 Najdite najvidsiu a najmensiu hodnotu funkcie f(x,y) = 2% — 3> — 6y
v obdlzniku s vrcholmi A = (0, —2), B = (0,1),C = (1,1), D = (1, -2).
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Vysledky cviceni

Kapitola 1

Cvicenie 1
(a) (x:17y:27Z:_1>7 (b) [.T:3,y:07224]7

() (z=2+10t,y=y,z2=-1-7t), (@) (z=-L,y=—-1,2=1),
(e) (x=28-9t,y=t,2=—2+ 1), (f) nema rieSenie,

(8) (x=—2t+2,y=2tz=t), (h) nemaé riesenie,
(i (ngay:_%azz_3)7 (j) [:[;:_Ly:%,zzl‘_so},
(k) (z=2,y=1,2=—4), 1) (z=1y=-2,2=2).

Cvigenie 2 |A| = 1, |B| = 1, |C| = =7, |D| = 16, |E| = 80, |[F| = —40, |G| = —64,
|H| = -8, |K| = 15

Cvicenie 3

3 -2 —4 -7 2 -1
Alt=—3 -4 2 4 [, Bl=—%] 2 -5 —-13 |,
8 —4 —10 2 -5 18
-7 -9 -7 4
13 24 —15 . . L 1o
¢l= 7B 8 D=y 27 —11 —13 —4 |’
—24 —45 28 ST B
4 —12 4 -8
—4 10 22 —10 —~13 7 13 -2
ol 1 0 4 4 —4 Pl 1 -9 6 9 —6
8 0 —8 —16 8 |’ 15 20 —20 —-35 10
2 -7 -9 3 1 -4 -1 -1

Cvicenie 4

_18 —6 17
(@Xz(i_é)(@X:(éi) @©x=| 12 1 -9,
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(d)X:< 11 18 —1;)) (0 X =

-7 =10
20 21 29

@ X=|-8 -9 —13|, M)x=
5 -4 -5

) 1 4

(»X:<28), (1) X =
15

(m)X:<22>, (n) X =

(p) matica X neexistuje.

w DN
=

CviCenie 5 p: 7Tx —9y — 132451 =0, |Ap| = %.

Cvicenie 6 pN7: (z=ty=—t—

CviCenie 7 pN 7
1,524 rad.

(e=Ft- %y

555

Cvicenie 8 pNp: (aszg,y:%,z:%), siny = =

Cvigenie 9 |pq| = 4V2.

Cvicenie 10 pNgq = (-2,3), cosy = 5,

Cvicenie 11 |pq| = \3—911. Cvicenie 12 |Ap| =
Cvicenie 15 P = /74.

CviCenie 14 V = 1.

3

v =0,322rad.

Cvicenie 17 |pq| = 2. Cvifenie 18 V = 17.

V222

Cvicenie 19

1
AZ>\1:3,)\2:—3,271:/{5< 1),172:/{7<

110

21 °

118 14
) X=L| 78 2
10 8 —4

17 —23

—

@ <8 —11)’
25 0 1
W x=| 6 -8 5
9 —15 10
(wxz(l -
3 6 3

2 -
Vovan | T

Cvicenie 13 V = 18.

Cvicenie 16 V = 3.




1 1
Di/\1:3,)\2:1,?71:k’( ),ﬁ2:k< >,
1 -1
1 1
EI/\lz—]_,/\2:—3,171:]{/’(1),172:]6( 1),

3 1++10
Fil=-14+v10, \g= 110, & =k Ty =k ,
1 i . <1+\/ﬁ Uz -3 )
—4 1—v17
S), — 3+VIT — 3=VIT & =
G.)\l—3+217,)\2—3217avl—k<1_\/ﬁ>7v2_k< A >,

H:)\1:0, )\2:—10,171:]{7(

(a) Elipsa, 922 + 9> = 1, vz 2

Cvi€enie 20 (

(f) Dve rovnobezky, 17% = 1, v; = \/?5 (
(g) Hyperbola, 47% — 4> =1, vz = (

(h) Elipsa, 10z% + 55* = 1, v; = %2 (
V5
5

(i) Hyperbola, 37% — 2y? = 1, v;

Kapitola 2

Cvicenie 1

D(f1) =R\ {3}, funkcia je prosta, fi'(z) = 3258, D7) =R\ {3}.

D(fy) =R\ {\3/—_2}, funkcia je prosta, fy '(z) = ¢ 31+_2f, D(fy') =R\ {1}.

D(f3) = (0,1) U (1,00), funkeia je prosta, f; ' (x) = exp (525), D(f5') =R\ {3}.
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D(f,) = R\ {5}, funkcia je prosta, f, ' (z) = log ——5, D(f; ") =(0,1) U (1, 00).
D(fs) = R, funkcia je prosta, fi'(z) = tg (logy ), D(f;') = (2 3, 2%).

D(fs) = (=5, 0), funkcia je prosta, f3'(x) = 1012 — 5, D(f;') = R,

D(f;) = R\ {2}, funkcia je prosta, f-*(z ) = 21{1&,, (f{l) = (0,€?) U (e?, 00).
D(fs) = (0,3), funkcia je prosta, fg'(z) = 2+er, D(fs') =

D(fy) = R, funkcia je prosta, fg_l(a:) =In (ffgé), D(fy ) = (%, %)

D(f10) = R, funkcia je prosta, fi,' () =z, D(f;,') =

CvicCenie 2 Navod je v nasledujtcich obrazkoch

f(x)

f(x+2)

f(z)+2

Obr. 5.1. Funkcia f a aditivne konstanty Obr. 5.2. Funkcia g a nasobné konstanty

Cvicenie 3

(a) Funkcie sa rozne, lebo maji rozne defini¢né obory.
(b) Funkcie sii rozne, lebo maji rozne definiéné obory.
(c) Funkcie sa rovnajiu. (d) Funkcie sa rovnaja.

Cvicenie 4

(a) 07 (b > (C) _17 (d) ﬁ@ (e) %a (f) _%7 (g) zl),a (h) 07 (1) — 00,
(j) limita neex1stuje, (k) oo, (1) —oco, (m)7, (n)—3, (o) -3, (p)oo,

(q) oo, (r) —oc.

Cvidenie 5

filz) = §Va, fi(2) = =575, 3(x) = cos .,

filx) = 428 + 62> + 20, fiw) = L bla) = g,
fh(z) = 4" In4 + 423, fs(z) = =5, o(z) = 2cos(2z),
flo(z) = sinhz — sinz, () = (2% +22)e”,  fio(x) =¥ (22 + 1),
flala) = arctga+ 125, fly(x) = Sslstwems g0y 2

Cvicenie 6 ¢ (z) = 2ze®™, gh(x) = 2(e")?, ¢h(x) = =5, gi(z) = Ban,



1, prezxze (—% +2km, 5+ 2k7r)
Hx) = kez , gi(r)=1prexz >0,
95() —1 prez € | (5 + 2km, 3 + 2kn) 95() P
kEZ
gv(x) =1 pre x # 5 + k, gs(x) = 2z sin(5z) + 522 cos(bz),
go(z) = 222, Fho(z) = 2,
gil(x) = 1n(ﬁlw)ﬁ%> gi2<x> =2z COS(Q:'Q),
g15(z) = 2sinz cos x = sin(2x), gu(r) = 2%,
915(‘T) = #7 gi6<x> = lixQ’
/ _ —T / _ 1
gi7(z) = 213’ gis(z) = )27’
Gio(x) = — tgz pre x € (=% + 2km, T +2km), gh(x) = —15 arccos2(5x)\/1_12w,
9 (z) = H%-
CvicCenie 8 . _
W (z) =2'" (—Inz + =2), Wy(z) = 2% (cos xInx + H2L),
hi(x) =0, hy(x) = (sin )= (— sinzIn(sinz) + %),
hs(z) = garesine (—%11“_’”12 + —arcj“”C), h(z) = 2*° (2xInx + z),
Wo(z) =2 (e"Inz + <), hy(z) = (22 + 3)* <2 In(z* + 3) + I‘é”ffg),
hy(z) = (2)" (In2 —Inz — 1).

Cvicenie 9
/ _ 1
81(‘1.) T V1422
sh(z) = e (1+202),
s () = 5e% + 5rte””,
sh(z) =0 pre z ¢ {kZ;k € Z},
so(x) = 21r;§j3>
Slll(x) = (3952-7-1)27
8/13(‘7:) - (1+x2)_ai"ccotgx’
_ 1
si5(7) = e Pre T # 0,
3/17('%.) = :]32\/7%77
3 arctg? \/x
sho(x) = #g,
shy(x) = ST cos z.
Cvicenie 10
Funkcia fi: T = (5,/5), t:
Funkcia fo: 7 =(0,0), t:
Funkcia f5: T =(0,1), ¢:
Funkcia f,: T =1(1,3), t:

so(x) = 3cosx — 3cos(3x),

sy(z) = 1227

sg(x) = cotgx pre x € (2km, (2k + 1)m),

_ —1

SIS(x) - (x+53) In(z+5)’

Spala) = err a2l

siu(z) = =L pre x € ((2k + 1), 2kn),

sie(z) = (Inz)” (In(lnz) + =),
tgez—i_co:eix

Sale) = Er

Sho(2) = \/%Wa

~ Vo=l —=5), n:y-V5=

=z, n:y=—u.

—1=—u, n:y—1=ux.

—3="(z—-1), n:y—3=—2(x—1).

—2v/5(z — 5).



Funkcia f5: T = (%, O), t:y=0, n:r=73.

Funkcia fs: T =(0,0), t¢: y=n=x, n: —x.

Funkcia f;: T = (3, %), t:y %— lios(as —-3), n:y g = %(3} 3)
Funkcia fs: T =(3,4), t: y—4=—-3(x—3), n: y—4=23(z-3)

Cvicenie 11

ti: y+4=>5(x+5 Py+d=—2(x+5
Funkcia fi: Li Yt (x+5) , My ?(QH_ .
ta: y—6=>5(x+7) ny: y—6=—2(x+7)
tv: y=x—1 Yy =— 3
Funkcia fo: Ley=a , ey T .
to: y=x—3 ne: y=—x+3
Funkcia fs: t:y—%:?)(x—g), n:y—%z—%(m—g).
Funkcia f;: t: y=2r—1+1n2, n: y:—%w—l—%+ln2.
Funkcia f5: t: y = 2z, n: y:—%x.
Funkcia fg: t: y=x+1, n: y=-—-x+1.
Cvicenie 12
Funkcia fi: t: y=—2 —e 2, n: y=x—3e >
Funkcia fo: t: y %z?(x—g), n y—%:—%(x—%)
th:y—2=—-3(x-3 —2=2(x—-3
Funkcia f3: Ly ) 3(¢ = 3) , ey (z=3) .
ty: y=—5(+1) ne: y=2xz+1)
Cvicenie 13
Funkcia fi: t: y=1. Funkcia fo: t: y=-eL.
t1: y===Z%
Funkcia f3: vy 4 Funkcia fy: t: y=—e L.
to: y="°
t1: :2 tq _ﬁ -1
Funkcia f5: Loy Funkcia fy: A 62 2,1
ty: y=— lo: y=—5ez

Cvicenie 14

Funkcia fi: D(f1) = (—1,1), je rydzo rastica, lokdlne extrémy nemé, na (—1,0) je
konkavna, na int. (0,1) je konvexna, Inflexny bod je I = (0,0).

Funkcia fa: D(fz) = R, na int. (—o0,0) je rydzo rastica, na int. (0,00) je rydzo kle-
sajica, v bode M = (0,1) ma lokdlne maximum. Na int. (—oo, —%) je konvexnd, na

int. (—%, %) je konkdvna, na int. (%, oo) je konvexné. Inflexné body ma I, = (—%, e’%)

a _[2 = (%, 6_%>.
Funkcia fs: D(f3) = R, na int. <—oo,—\/i6> je rydzo klesajica, na int. (—\/Lé, \/Lé) je

rydzo rastica, na int. <\/ng oo) je rydzo klesajica. Lokidlne maximum ma v bode M =

(% \/ige*%>, lokélne minimum m4 v bode m = (—\/Lg, —\/Lge’%). Na int. (—oo, —ﬁ) je

konkavna, na int. (—ﬁ, 0) je konvexné, na int. <O, ﬁ) je konkavna, na int. (ﬁ? oo>
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1 o 1 1 -
ak= (55 550
Funkcia fy: D(fy) = R\ {0}, na int. (—o0, 0) aj na int. (0, co) je rydzo klesajica, lokalne

extrémy nema. Na int. (—oo, —%) je konkdvna, na int. (—%, O) je konxexné, na int. (0, 00)

je konvexné. Inflexné body ma I, = (—ﬁ, —ﬁie

je konvexna. Inflexny bod ma [ = (-1, e72).

Funkcia f5: D(f5) = (—3,3), na int. (=3, 0) je rydzo rastiica, na int. (0,3) je rydzo kle-
sajica, v bode M = (0,In9) ma lokdlne maximum. Je konkavna, inflexné body nema.
Funkcia fo: D(fs) = [0,27], na int. [0,7) je rydzo rastica, na int. [(7, 27 je rydzo kle-
sajuca, v bode (m,7) mé lokdlne maximum. Je kokavna, inflexné body nema. (Podla
poznamky 2.10 je na int. (0,7) aj na (m, 27) konvexna aj konkéavna.)

Funkcia fr: D(f7) = R, na int. (—oo, —2) je rydzo klesajica, na int. (—2, oo) je rydzo
rastica, v bode m = (—2,0) ma lokdlne minimum. Na int. (—oo, —3) je konkévna, na
int. (—3,—1) je konvexnd, na int. (—1,00) je konkdvna. Inflexné body ma I, = (—3,1n2)
aly=(—1,In2).

Funkcia fs: D(fs) = R, je rydzo rastica, lokalne extrémy nemé. Na int. (—oo, 0) je kon-
vexné, na int. (0, 0o) je konkavna. Inflexny bod ma (0, 0).

Funkcia fo: D(f9) = (0,00), na int. (0, e~ ') je rydzo klesajica, na int. (™!, 0o) je rydzo
rastiica, v bode m = (e™!, —e™!) m4 lokdlne minimum. Je konvexnd, nem4 inflexné body.
Funkcia fio: D(f10) =

klesajica, v bode (e, e7!) ma lokdlne maximum. Na int. <0, e%> je konkévna, na int.

(0, ), na int. (0, e) je rydzo rastica, na int. (e, c0) je rydzo

(e%, oo) je konvexné. Inflexny bod ma I = (e%, %e_

Funkcia fii: D(fi1) = R\ {0}, na int.v (—oco, 0) a na (0, 1) je rydzo klesajica, na int.
(%, oo) je rydzo rastica, v bode m = (%, %62) mé lokilne minimum. Na int. (—oo, 0)
a na int. (0, co) je konvexna. Inflexné body nema.

Funkcia fi2: D(f12) = R\ {0}, naint. (—oo, 0) a na int. (0, co) je rydzo klesajica, lokalne

extrémy nemd. Na int. (—oo, 0) je konkdvna, na int. (0, co) je konvexna. Inflexné body

[SI[3Y

nema.

Funkcia fi3: D(f13) = R, na int. (—oo, 0) je rydzo klesajica, na int. (0, 0o) je rydzo
rastica, v bode m = (0, 0) ma lokalne minimum. Je konvexnd, inflexné body nema.
Funkcia fi4: D(f14) = R, na int. (—oo, _\/3) je rydzo rastiica, na int. (—\/g, \/3) je rydzo
klesajtica, na int. (v/3, 0o) je rydzo rasttca, v bode M = (—\/g, %77 — \/3) je lokalne ma-
ximum a v bode m = (\/5, V3 - %71’) je lokalne minimum. Na int. (—oo, 0) je konkavna,
na int. (0, co) je konvexna. Inflexny bod ma I = (0,0).

Funkcia fi5: D(fi5) =R\ {% 4+ km;k € Z}. Naint. (=2 + km, 3 + km) je rydzo rastica,
lokalne extrémy nemé. Je konvexné aj konkévna na intervaloch (—% +km, 5+ k7r). In-
flexné body nema.

Funkcia fi6: D(f16) = (—00, 0], funkcia je rydzo rastica, najvicgia hodnota je v bode
M = (O, %), lokdlne minimum nema. Je konvexné, inflexné body nema.

Funkcia fi7: D(fi7) = (—o0, —1]U[1, 00), je rydzo klesajtca na int. (—oo, —1] aj na int.
[1, 00), najmensiu hodnotu ma v bode m = (—1, —7—2r), najviacsiu hodnotu mé v bode
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M = (1, Z). Na int. (—oo, —1] je konkévna, na int. [1, 00) je konvexnd. Inflexné body
nema.

Funkcia fis: D(fis) = U (2km, (2k + 1)7), na int. (2km, 2km + Z) je rydzo klesajica,
keZ

na int. (2km + 2, (2k 4+ 1)m) je rydzo rasttca, v bodoch my, = (2kw + 2, 0) ma lokélne
minim4. Funkcia je konvexna na int. (2k7, (2k + 1)7), inflexné body nema.

Cvicenie 15 Strana vystrihnutého $tvorca ma mat’ 4 cm.

Cvigenie 16 Drot treba rozdelit’ tak, aby strana §tvorca mala dizku T cm.

Cvicenie 17 Optimalna Sirka tramu je b = \f a optimélna vyska je h = fd
Cvi¢enie 18 Zakladna trojuholnika ma mat’ dizku v/3r a vyska ma byt’ %r
Cvicenie 19 Vyska kuzel'a ma byt’ r a polomer podstavy % Y5

Cvicenie 20 Polomer vpisaného valca musi byt’ %r

Cvi€enie 21 K bodu A je najblizsie bod (2, 3).

Cvic¢enie 22 Polomer valca musi byt’ r = 3 a vyska v = 6.

Cvicenie 23 Musi doplavat’ do miesta, ktoré je od bodu C vzdialené o /3 km.

Cvi€enie 24 Optimélna rychlost’ lode je v = 6v/6 £2.

Cvi€enie 25 In(1,1) = 0,95. Na odhad s chybou € < 0,001 sta&i zvolit’ Taylorov rozvoj
druhého stupna.

Cvicenie 26 arctg(0,2) = 0,1973, pre chybu odhadu plati e < 6,4 - 1075.

Cvicenie 27

T4(s1n3x,2, ):—1+%(:p—1)2_2(x_£)47

T (thx 0 x)—2x—|—8 3

Ty(e*, )—1+2x+2x+ s2% 4 2o

T4(smh 0 x)—x+

Ts(In(z + 3), —2,a:)_x+2——(a;+2) +3(x+2)% — 1z +2)* + iz +2)°.



Cvicenie 28

Funkcia f1: D(f1) = R\ {1}, asymptota bez smernice: = 1, asymptota so smernicou
v ooy = —1.

Funkcia fo: D(fy) = R\ {—1,1}, asymptoty bez smernice: x = —1, x + 1, asymptota
SO smernicou v +00: y = .

Funkcia f3: D(f5) = (0, 00), asymptota bez smernice: x = 0, asymtota so smernicou v oo:
y=0.

Funkcia fy: D(fy) = (=3, 3), asymptoty bez smernice: x = —3, x = 3, asymptoty so smer-
nicou neexistuja.

Funkcia f5: D(fs) = R\ {0}, asymptoty bez smernice neexistujii, asymptota so smernicou
v +oo: y = 0.

Funkcia fg: D(fs) = (—o0, 0], asymptoty bez smernice neexistujt, asymptota so smerni-
cou v —oo: Yy = —73.

Funkcia fr: D(f7) = R\ {0}, asymptota bez smernice: = 0, asymptoty so smernicou
neexistuju.

Funkcia fs: D(fs) = (0, 00), asymptoty neexistuju.

Funkcia fo: D(fs) = R\ {0}, asymptota bez smernice: x = 0, asymptoty so smernicou
v ooy =x+ 1.

Kapitola 3

Cvicenie 1
(a) — cos(5z?), (b) 1P (c) substitiicia t = 3%, nasledne z = 1 — 2, vysledok:

—sarcsin3”,  (d) ; 2$+3)4, (e) 33/ (2z+7)°, (f) —13/(10 —2f)2,

(g) substiticia t = 2°, vysledok: 1 arctgz?, (h) {In’z, (i) In|sin(e”)],

(j) vyraz rozsirte s S22 nasledne subst1tuc1a t = cosz, vysledok: 3 In (igg:i),
(k) Ln (ngggi) (1) Lln[sin(2z +1)], (m) tg(z®—1), (n) 1In|cos(a? —1)],

(o) 5 ln (arctgz), (p) —er, (@) 2(3+2?) (In(3+22) —1), (r) isin’z, (s) 1 te?a,
(t) Bm, (u) = arctg (Slm)

Cvicenie 2

(a) 2z(Inz —1), (b)x arctgx —sIn(1+2?), (c) % (lnx -1,
(d) x22+1 arctgr — 5, (e) % (ln r—Inz+13), (f)z In(l+az?) —2z+2arctgz,

(g) 2¢V*(y/z — 1), (h) 2(cos(ln z)+sin(lnz)), (i) Inz(ln(lnz) — 1),

(j) ze” cos 2z 4 2e"sin 2z, (k) x-arccosz —v/1— 2, (1) & sina sin 3z + % cos x cos 3z,
(m) 2va3 arctg /7 — + Hx), (n) 3 coshzsinha — £,

(0) 2 cosh 3z cosh 2z — 2 smh 3z sinh 2z.

289



Cvicenie 3
(a) lln‘x—_?’, (b) L +In|1—21], (c)4ln|e—2 —6n|z+2[+5nfx—5]|,
3
(d) & 1n|m+2| + 2 In(z? — 62 + 10) 4+ 2 arctg(z — 3), (e) ﬁ—kﬁqLan}i—j
(f) f£n|= (g) 7+x—ln|x—1|+gln‘x—%‘—%ln}x—k%},
(h) 2x—|—21n\:c—1|—|—ln|x—2|—31n|x—5], (i) $In|2?+2z|—In[1+z|, (§)2In |22

z+1 z12°
(k) In|z — 3| — $In(1 +42?) —  arctg2z, (I) 2+ 5ln|z| — 3 arctgz.

Cvicenie 4
(a) £ —fcos2z, (b) z—2yx+2In(yz+1), (c)In|sinz|, (d) —gcos®z,
(e) — cotgr—z, (f)z’sinz+2rcosz—2sinz, (g)ln(coshz), (h) —%e‘mZ, (i) 26‘/E,

() 3 arctg ($), (k) TIn (=) (1) $In (3E22) —In|sinz|, (m) % “lnz —

(n) & arctge — 5 + éln(l +a2%),  (0) 2y/z(In|z| —2), (p) 5In’x, (CI) e,
(r) sin(Inz).

Cvi€enie 5

(a) V2—1, (b) £, o) led+3et+ed+1e?—2 (d)e—vfe, (€)2, (£) I, (g)0,
(h)Z, (i) 2m2-1 ()2 (k)In3, ()22 (m)2In2-1, (n)4-2arctg2,
Em ®i+h @i-n O OG-Dii-% OF-F

(wWhi ()1-2 w1, (x)1, (y)2mlm2-3 (2) <2

Cvicenie 6

(a)3, (b) 3 ()3 (d)i (d)125, (e) 22, (f) L, (g) B2, (h) 4,
(i) %, ) % —8In2, (k) %, (1) }l— 2—16, (m)3—e, (n) s1nh1 = 26 ,
(o) %7? (\/_— %) — %(\/g —-1), (p) z (q) %(e*’r +1), (r) P= 4, rovnice doty¢nic
sita: y=—da+7, tg: y=2x—8, (s)474, (t) 3, (u)8In2+8(1+ V3).

Cvicenie 7

(a) %ﬁ, (b) 1, (c) 3a’m, (d) 2a’m

Cvicenie 8 Objem kuzel'a je 67 cm.

Cvicenie 9 Objem gule je 167.

Cvicenie 10

() &m. (b) ¥ (& —k+2a), (0 &7 (@5 () Br (0)ir (p) inv2

(h) 572

Cvicenie 11
(a) 227, (b) &, (c) 7 (aln’a—2alna+2a—2).
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Cvicenie 12
(a) 7, (b)), (c)7(3r*—2).

Cvidenie 13
(a) sinh1 =<1 (b) 1+ 1Ing.

CvicCenie 14
(a) 2n%a, (b)m, (c) %

Cvicenie 15 47 1r?

Cvilenie 16 (a) #07 @ﬂ', (b) m(2 + In(e? 4+ 2) — In3) (pmocka: pouZite sub-

stitciu ¢ = e* +1),  (c) 2ra?

Cvicenie 17
(a) $m, (b) 2on(e 1), (c) dne?

Cvicenie 18 Hmotnost’ tyce je m = Zékg, staticky moment M = % kg-m a jej t'azisko mé
stradnicu 7' = 1m.

Cvigenie 19 Hmotnost tyce je (1 — e~ 1) kg a jej t'azisko ma stradnicu T' = <=2 m.

o

Kapitola 4

Cvicenie 1

@ y=5te (B)y=. (y=1 @y=c" () =er-1
cew’He

(f) y = 1766352-4-35'

Cvicenie 2
2
xT

22
(@) y = —5+ce> >, (b)y=zo—g+ce™, (c)y=je*+ce™, (d)y=Iltce 7,
(@y=—z—j+c’ (Oy=5+5 (By=5-""

Cvicenie 3 Implicitné tvary v8eobecnych rieseni cviceni (a)—(d) st

(@) c=Inly+z[+ 5, (b)y’=3;(5—2%),
(c)c—3lnz=1ln(2y® —yz +2%) + % arctg?—\};, (d) y —xInly| = cz.
Explicitné tvary vSeobecnych rieseni cviceni (e)—(f) su
2
1.8
(@y:qm%@7(ﬂy:;m%ﬁ7(®y:(%+%3 ), @)%—F—ifj?

e %4ce3”
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Cvicenie 4

() x =33+ z|+c=5Inly| +v,

(c) y=csinz —a

(e) y = —In(1 — ce),

(8) v = c+2Mn(1 + %),
(i) y=z+ 2%+ c(1 +2?),
(k) y=—Inxz +cln’z,
(m) y = z?sinz + cz?,

(b) z + In|z| + ¢ =y + arctgy,
(d) =& = In(ccos ),

(£) y = —nfe — ),

(h) y =3+ Va2 — 1,
G)y=e +ce?,

(1) y = —cosw + =& 4 1
(n) y =1+ ccos?z.

Cvicdenie 5 o
(a) y = arctgr — 1 + 4e™ 8, (b) y = —e* " — panu %7
2 2

(c)2lnz+z—-2—e=5lny+y, (d)y:%ge%—i—%e%.

Cvicenie 6
(a) Yy = 0162:(3 + c263:13 _ Ie*iﬁ} (b) Yy = 616296 + 626336 + 21.633:’
(C) Yy = Cle2x +0263x + Cos63x _ 51n33x7 (d) Yy = 01623U + C2€3x + 1'2 _ % + 17
4 .
(€) yo = 16”4 2* + VR (f) vy, = c1€*® + c2e®® — ¥ sin .

Cvicenie 7 , \
(@) yo = 1 + 2657 + €7, (b) y» = ¢1 + c2e5” + 2 — bz,
(€) Yo = 1 +c2e3” + Lcosa — Ssina (d) y, = 1 + coes” + wes?,
() yo =c1+ €57 + 5cos gI; £) yo =1 + CoedT & %e’x(— cosx + sin ).

Cvicéenie 8 i §

(a) y, = c1€3 + coxes + 2z,
(€) yo = c1€3 + cozed —sinZ,

z z 2 =z
(b) y» = c1e3 + cozes + Fes,

z z 1
(d) y» = c1e3 + cowes + gezxy

(€) yo = c1e5 + cowed + S(zcosz —sinz), (f) y, = c1e3 + cawes + Lwe’.

Cvicenie 9

1
37
(b) y» = ¢1 cos 3z + co8in 3z + 3€” — x - cos 3,

(a) Yy = ¢1 cos 3z + ¢o8in 3z + 32% + 2% —

(c) y» = ¢1co83x + cosin 3z + %26‘”,

(d) y, = c1 cos 3z + ¢y 8in 3w + 322 + 2€32,

(€) y» = c1 cos 3z + o sin 3z + 3% + z (sin 3z — 5 cos 3z),
(f) y, = ¢ cos 3x + ¢y sin 3z + €37 cos .

Cvicenie 10
3

(a) y, = €3*(cicosx + casinz) + x — 1’

(b) Yo = 631(01 CcoS T + ¢9 sin :13) + ZL‘2€217

(c) yo = €**(c1cosz + casinz) + xe* sinz,

(d) yo = €**(c1 cosz + ¢y sinx) 4 cosx + %Sin x,
(e) y, = e3*(ci cosT + cysinzx) + (1 — ) cos ,
(f) yo = €3x(01 cosx + cosinz) + €3 4+ %e—Zx'
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Cvicenie 11

3 2
(a) Yo = 01€Qx + o €2$ —+ 03{1;'262m —+ % _ % + 17
(b) yy = c16*" + cow €2 + c3x?e® + 1Pe*”,

(c) yo = c1e® + cox €2® + c3x?e® 4 icos 2x.

CvicCenie 12

(a) yo = c1cos § + cosin § 4 cgzcos § + cuxsin § + 16 cos x — 48 sin 1,

. . 1 _1
(b) vy =Clcos§~|—6281n§ +03xcos§+c4xsm§ + e2¥ —4e 2%,

J— x : x x . €T 2 x . x
(¢) yo = crcos 5 4 casin§ + c3wcos § + cywsin § + @ (0085 —25111—),

2

(d) y, = c1cos § + cpsin§ + cgxcos § + ¢y sin § + 423 — 822 + 16.

CvicCenie 13

(a) y=1Le" —3e% +ze”, (b) y=—cos3z + 2sin3z + cos(2z) — sinz,
() y=3e*+23—-2x—3, (d)y=e"—6xe”+cosz+ 2sinz.

Kapitola 5

Cvicenie 1

D(f1) ={(z,y) € R%a* +y* # 9},

D(f3) = (0, 00) X (4, 00) U (—00, 0) X (—o0, 4),
D(f3) = kLEJZ{(x,y) eR%z#£0,y€ (km, 2 +km)},
D(fy) = (3, 00) x (4, 00) U (=00, 3) x (—o0, 4),
D(fs) = {(z,y) e R =1 <z +y <1},

D(f7) =R*\ ({(0,y);y € R} U {(z,0);z € R}),
D(fg) = (—00,0] x (—00,0] U[0,00) x [0, 00).

Cvicenie 3

lim lim S2ZSY — 1 lim lim 2¥ = 1, limlima¥ =0,  lim lim =223
T0y—Z T Y3 z—0y—0 y—0 x—0 T—00 Y—00 Tty

lim lim x2+_3%13 = 00, lim (IQ_# = 2e, lim 2¥ =0, lim 2Y =2,
y—ooz—00 THY (@y)=1n  ° (@) —(0,1) (@)= (2,1)

lim 2ty — 0, lim xsiny=0.

($,y)—>(00,—00) r ¥ (a:,y)—>(0,oo)
Cvicenie 4

f1(0,2) =8, 7: z—8 = —6x + 12(y — 2), f2(2,2) =%, 7: 2 —-8= %(x—Q)—i(y—2),
f3(5a_3):577'2_5:@_5)_%@"‘3)7 f4(3,0):277'12—2—07

f5(370):477_: 2_4:31/, f6(171)2077—: Z:—IE—Fy,
f(3,3)=1,7: z—1=x—y, fs(=3,1)=3,7: z—3=2x+3—-(y—1)

293



Cvicenie 5

Vfi(z,y) = —%,—),ztohox—Q,y—l fl( ) In2,0: z—ln2:—2(a:—%)+x—1,
Vfo(z,y) = ((e"7Y  —2yet ),ztohoxzo,y:(), f2(0,0)=1,0: z—1=nux,
Vfg(x,y):(2x,2y),ztoh0x:%7y:%, (%7%)2379 2_2237_%‘1‘3(3/_%)7
Viz,y) = 2xy? 22%y), ztohox =1,y =1, fu(1,1)=1,0: 2—1=2(z—1)+2(y — 1).

Cvicenie 6

1 1
T3(f1, A1, X) = 1+(a:+y):§(:1:2+21:y—|—y2)+—:c3+3:c2y+31:y2+y3).

(
3!
Ty(fo A2 X) = (y=1)+ 5(2ely— 1)~ (= 1) +

+ '(3x (y—1) = 3z(y — 1)* +2(y — 1)*).

3!
Ty(fs As X) = (2 =1)— (= 1)+ 5(~(— 1+ (g~ 1) +
by =1 =20y - 1)),
Ts3(fy, Ay, X) = —:c—l—(y—w)—i—%(x?’—3x2(y—7r)+3x(y—7r)2—(y—ﬂ)3).

CvicCenie 7

Pre funkciu fi: (0,0,0) je sedlovy bod, (36, 5 3888) je lokalne maximum.

Pre funkciu fy: (0,0, 3) je sedlovy bod, (24, 144, —6909) je lokalne minimum.

Pre funkciu f3: (4,4,64) je lokdlne maximum, (0,0,0), (0,12,0), (12,0, 0) st sedlové body.
Pre funkciu f;: (0,0,0), (1,4/3,1) st sedlové body. (Navod na overenie bodu (0,0,0) —
vySetrite parcidlnu funkciu f(z,0).)

Pre funkciu f5: (0,0, 0) je sedlovy bod, (72, ‘2[, ée_1>, (—‘/75, —‘/75, %e‘l) st lokalne max-

V2 V2 1,1 (_ii 1

ima, (%5, =%, —3€ ), 55 %5 ,—56 ) st lokalne minima.

Pre funkciu fg: (—%, 5 —\%) je lokalne minimum, (%, -1,

\/LE) je lokalne maximum.
Cvicenie 8

Pre funkciu f: (%, 0,0, —i) je stacionarny bod, nie je tam extrém.

Pre funkciu g: (0,0,0,0) je stacionarny bod, nie je tam extrém.

Cvicenie 9 Parcidlna funkcia f(z,z) = 22> ma miniméalnu hodnotu 0 a dosahuje sa
v bode (0,0).

x % —x, g — x) =22+ %x — 2 m4a minimalnu hodnotu

’ 3
)

CV1cen1e 10 Parcialna funkcia f (
9 a dosahuje sa v bode (—— g 2
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Cvicenie 11 Parcialna funkcia f(z, y,x 2u+1) = %—% 22y +1y% + 2y mé mlnlmalnu
hodnotu —§, ktorti dosahuje v bode (2,1, —1). V bode (1,0, 2) dosahuje hodnotu — 6, nie

je to extrém.

Cvigenie 12 f(A) = —6, f(B) = f(C) =0, f (-3, —%) = —Z. Minimélna hodnota
funkcie f v trojuholniku ABC je —6, dosahuje sa vo vrchole A, maximalna hodnota je 0,

dosahuje sa vo vrcholoch B, C.

Obr. 5.4. Funkcia f z cvicenia 12 Obr. 5.5. Funkcia f z cvicenia 13

Cvicenie 13 f(0,0) = 0, £(2,0) = f(—2,0) = 20, f(0,2) = f(0,—2) = —4. Minimalna

hodnota funkcie f v kruhu 22 + y* < 4 je —4, dosahuje sa v bodoch (0,2) a (0, —2), max-

imalna hodnota je 20 a dosahuje sa v bodoch (2,0) a (—2,0). (Navod: pouZzite substitiiciu
2 2

y*=4—2°)

Cvicenie 14 f(0,0) = 0, f (3,3

)= f(23) = 5 f(m32) = F(—2) = 0
f(1,0) = £(0,1) = f(=1,0) = f(0, > L
(

Minimalna hodnota funkcie f vo $tvorci

|z| + |y| <10, dosahuje sa v bode (0,0). Maximélna hodnota je 1, dosahuje sa vo vrcho-
loch §tvorca (1,0),(0,1),(—1,0), (0, —1).

o ...X ""1EI

Obr. 5.6. Funkcia f z cvicenia 14 Obr. 5.7. Funkcia f z cvicenia 15

Cvitenie 15 f(0.0) =0, f(1,0) = f(~1,0) =1 = f(0.1), f (1.4) = ~4. F (-%.4) = &.
Miniméalna hodnota funkcie f v trojuholniku |z|+y < 1 je —}1, dosahuje sa v bode (% %)

Maximalna hodnota j Je , dosahuje sa v bode (—%, %)

295



Cviéenie 16 f(0,0) = 0, f(v/2,1) = 1 — 4v/2 = —4,657, f(A) = —21, f(B) = 6,
f(C) = =3, f(D) = 24. Minimalna hodnota funkcie f v obdlzniku ABCD je —21 a do-
sahuje sa vo vrchole A. Maximéalna hodnota je 24 a dosahuje sa vo vrchole D.

Obr. 5.8. Funkcia f z cvicenia 16 Obr. 5.9. Funkcia f z cvicenia 17

hodnota funkcie f v obdlzniku ABCD je —8 a dosahuje sa vo vrchole A. Maximalna
hodnota je 9 a dosahuje sa vo vrchole D.

296



Literatura

1]

12l

131

4]

[5]
6]

17l

18]
19]
[10]
[11]

[12]

Birkhoff, G., Mac Lane, S.: Prehl'ad modernej algebry, Bratislava: Alfa, 1979 (preklad
anglického originalu A Survay of Modern Algebra).

Elias, J., Horvath, J., Kajan, J.: Zbierka uloh z vyssej matematiky 1, Bratislava: Alfa,
1979.

Elias, J., Horvath, J., Kajan, J.: Zbierka iloh z vyssej matematiky 2, Bratislava: Alfa,
1986.

Elias, J., Horvath, J., Kajan, J.: Zbierka iloh z vyssej matematiky 3, Bratislava: Alfa,
1979.

Gillman, L., McDowell, R.H.: Matematickd analijza, Praha: SNTL, 1980.

Handlovicova, A., Misik, L., Schneider, Z., Siréﬁ, J.: Riesené tlohy z matematiky I,
Bratislava: Vydavatel'stvo STU v Bratislave, 1998.

Handlovicova, A., Kalnova, A., Misik, L., Siraf, J.: Riegené ulohy z matematiky 11,
Bratislava: Vydavatel'stvo STU v Bratislave, 2000.

Ivan, J.: Matematika 1, Bratislava: Alfa, 1983.
Ivan, J.: Matematika 2, Bratislava: Alfa, 1989.
Kluvének, I., Misik, L., évec, M.: Matematika I, Bratislava: SN'TL, 1959.
Kluvének, I., Misik, L., évec, M.: Matematika 11, Bratislava: SNTL, 1963.

Svec, M., éalét, T., Neubrunn, T.: Matematickd analyza funkcii redlnej premenney,
Bratislava: Alfa, 1987.

297



	Úvod
	Lineárna algebra
	Základné pojmy
	Matice a vektory
	Gaussov tvar a hodnost matice

	Gaussova eliminacná metóda
	Determinanty matíc
	Pojem determinatu
	Determinanty a riadkovo (stlpcovo) ekvivalentné operácie
	Cramerovo pravidlo

	Aritmetické operácie s maticami
	Súcet, násobenie matíc konštantou a transponovanie matíc
	 Súcin matíc
	Inverzné matice
	Maticové operácie a determinanty
	Maticové rovnice

	Analytická geometria
	Základy vektorového poctu
	Analytická geometria v rovine
	Vyjadrenie priamky v rovine
	Vzdialenost bodu od priamky
	Analytická geometria v trojrozmernom priestore
	Priamka a bod
	Rovina a bod
	Dve priamky
	Obsahy rovnobežníkov a objemy rovnobežnostenov

	Lineárne transformácie
	Lineárne transformácie a maticové operácie
	Lineárne transformácie a súcin matíc
	Inverzné matice a inverzné transformácie
	Lineárne transformácie a maticové rovnice
	Niektoré špeciálne transformácie
	Matica otocenia o uhol 
	Matica osovej súmernosti

	Vlastné císla a vlastné vektory
	Vlastné císla a vlastné vektory matice
	Kvadratické formy

	Cvicenia

	Diferenciálny pocet
	Úvod do funkcií jednej premennej
	Základné pojmy
	Rovnost funkcií
	Symetria a periodicita funkcií
	Prosté (jedno-jednoznacné) a inverzné funkcie
	Monotónnost funkcií
	Lokálne extrémy
	Elementárne funkcie
	Mocninové funkcie
	Polynómy a racionálne (lomené) funkcie
	Exponenciálne a logaritmické funkcie
	Goniometrické a cyklometrické funkcie
	Hyperbolické funkcie
	Absolútna hodnota a funkcia signum

	Limity a spojitost funkcií
	Postupnosti a ich limity
	Spojitost funkcií
	Limity funkcií
	Vlastné limity vo vlastných bodoch
	Nevlastné a jednostranné limity
	Limity v nevlastných bodoch
	Císlo e
	Asymptoty
	Asymptoty so smernicou
	Asymptoty bez smernice

	Derivácie
	Geometrická interpretácia a definícia
	Základné vzorce na derivovanie
	Základné pravidlá
	Derivácia zloženej a inverznej funkcie
	Logaritmické derivovanie
	Derivácie vyšších rádov
	Aplikácie

	Extrémy, konvexnost a konkávnost
	Monotónnost a lokálne extrémy
	Konvexnost a konkávnost
	Globálne extrémy

	Diferenciály a Taylorov polynóm
	Diferenciály funkcie
	Lagrangeova veta o strednej hodnote a Taylorov rozvoj

	L'Hospitalovo pravidlo
	Parametrické krivky
	Cvicenia

	Integrály
	Neurcité integrály
	Základné vztahy
	Integrovanie racionálnych funkcií
	Metóda per partes
	Prvá skupina integrálov typu Pn(x)f(x)dx
	Druhá skupina integrálov typu Pn(x)f(x)dx
	Integrály pocítané ako rovnice
	Substitucná metóda
	Integrály typu R(sinx, cosx)dx a R(sinhx,coshx)dx
	Integrovanie výrazov s odmocninami

	Urcité integrály
	Základné vztahy
	Nevlastné integrály
	Urcitý integrál ako funkcia hornej hranice

	Geometrické aplikácie urcitých integrálov
	Obsah rovinnej oblasti
	Explicitne dané hranice oblasti
	Parametricky dané hranice oblasti
	Objemy rotacných telies
	Explicitne dané hranice rotacnej oblasti
	Parametricky dané hranice rotacnej oblasti
	Dlžka krivky
	Explicitne daná funkcia (krivka)
	Parametricky daná funkcia (krivka)
	Obsah rotacnej plochy
	Explicitne dané hranice rotacnej plochy
	Parametricky dané hranice rotacnej plochy

	Fyzikálne aplikácie urcitých integrálov
	Cvicenia

	Obycajné diferenciálne rovnice
	Úvod
	Komplexné císla
	Spôsoby vyjadrenia komplexných císel
	Aritmetika komplexných císel
	Komplexne združené císla a korene polynómov
	Základné pojmy teórie diferenciálnych rovníc
	Motivacné príklady

	Diferenciálne rovnice prvého rádu
	Separované a separovatelné diferenciálne rovnice
	Lineárne diferenciálne rovnice 1. rádu
	Homogénne diferenciálne rovnice
	Bernoulliho diferenciálne rovnice

	Lineárne diferenciálne rovnice 2. a vyšších stupnov
	Základné pojmy
	Lineárne diferenciálne rovnice bez pravej strany
	Lineárne diferenciálne rovnice so špeciálnou pravou stranou

	Cvicenia

	Funkcie viacerých premenných
	Základné pojmy a vztahy
	Vzdialenosti a podmnožiny R2
	Funkcie dvoch premenných a ich grafy
	Limity a spojitost

	Parciálne derivácie a diferencovatelnost
	Parciálne derivácie
	Diferencovatelnost a dotyková rovina
	Retazové pravidlo
	Gradient a derivácia v smere

	Parciálne derivácie vyšších rádov
	Základné pravidlá
	Taylorov rozvoj

	Extrémy
	Lokálne extrémy a sedlové body
	Viazané extrémy
	Globálne extrémy

	Cvicenia

	Výsledky cvicení
	Kapitola 1
	Kapitola 2
	Kapitola 3
	Kapitola 4
	Kapitola 5

	Literatúra



