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1 Uvod

V aplikacnej praxi sa tak ¢asto stretdvame so snahou odhadnut nahodné
zlozky pomocou niektorého zo zndmych rozdeleni, v idedlnom pripade toho
istého druhu a ich pripadni zavislost modelovat pomocou matice Pearsono-
vych korela¢nych koeficientov. AvSak tento pristup dava zmysel iba v pri-
pade zdruzeného normélneho rozdelenia. Ak jednotlivé zlozky zdruzené viac-
rozmernym normélnym rozdelenim st aj jednotlivé okrajové rozdelenia nor-
maéalne. Opacna implikacia ale neplati. Z toho vyplyva, ze akonahle nemozno
niektori zo zloziek nahodného vektora vhodne odhadnut normalnym rozdele-
nim, automatické uprednostnenie Pearsonovho korela¢ného koeficientu pred
inymi mierami zavislosti straca svoje opodstatnenie.

V poslednych dvoch desatroc¢iach minulého storocia doslo k prudkému
rozvoju v oblasti finan¢énej matematiky spodsobeného I'ahSou dostupnostou
vykonnej vypoctovej techiky a snahou aplikovat matematické modely inspi-
rované modelmi pouzivanymi vo fyzikalnych aplikaciach v obore financif a po-
istovnictva. Rovnako dochadza k masivnej automatizicii, ktorej odrazy vidno
v presadeni sa elektronického obchodovania, robotického obchodovania na ak-
ciovom trhu, automatickému vyvazovaniu portfélia a.i. Bolo to obdobie viery
v moznost dostatocne odhadniit budtce spravanie a riziko s pouzitim kvanti-
tativnych metod. Bezne pouzivané modely predpokladali Gaussovo rozdelenie
odchyliek, avsak skutocné hodnoty vykazovali ¢asto tplne iné znaky. Kriza
v roku 2009 naplno odhalila slabiny matematickych modelov pouzivanych v
kvantitativnych ekonomickych metddach postavenych na vlastnostiach Gaus-
sovho rozdelenia. Niektoré z problémov pouzitia nevhodnych mier zavislosti
mozno aspon ¢iastocne vyriesit s pomocou Struktir nazyvanych kopuly.

Na rozdiel od koeficientu korelacie, kopuly riesia problém, ako popisat za-
vislostna struktiru medzi viacerymi ndhodnymi premennymi, jednoznacne.
S pomocou kopul mozno rozdelit proces vytvarania mnohorozmerného roz-
delenia na dva samostatné kroky. V prvom kroku je potrebné definovat alebo
odhadnut jednotlivé okrajové rozdelenia ndhodnych veli¢in, v druhom kroku
ich spojit do mnohorozmerného rozdelenia ndhodnej premennej. Je potrebné
dodat, ze slovny zaklad slova kopula, slovo copulae, v latin¢ine znamena spa-
jat. Vel'mi nazorne tak toto slovo opisuje samotnu podstatu a aj najcastejsie
pouzitie kopil v praxi.

V prvom desatro¢i 21. storocia nastal prudky rozvoj v teorii kopil ako
aj v ich aplikiaciach. Najvicsia pozornost kopuldm bola venovana v oblasti
poistovnictva, finan¢nictva, manazmentu rizika a vodohospodarstva, kde su
s pomocou kopil odhadované zdruzeného rizika napr. prirodnych katastrof
a strat. Pri tychto aplikaciach je snaha z nameranych hodnot vhodne od-



hadnuat kvantily mnohorozmerného rozdelenia pre extrémne udalosti. Dalsou
blizkou oblastou je pouzitie kopil na generovanie ndhodnych ¢isel zo zdruze-
ného rozdelenia napr. na ucel metéd Monte Carlo simulacie a stochasticke;j
optimalizacie [11, 103]. Uplatnenie kopuly pomaly nachadzaju aj v meto-
dach umelej inteligencie, strojového ucenia a bioinformatiky [34, 62, 33]. Ich
uplatnenie je Siroké a mozno ich pouzit vsade tam, kde potrebujeme dobre
odhadnut vzajomnu zéavislost ndhodnych premennych za predpokladu, ze sa
zavislostna struktira nemeni. Spominany predpoklad jasne obmedzuje ob-
last pouzitia. Po prudkom rozvoji v oblasti vyskumu a praktického nasade-
nia kopul prislo dnes v oblasti finan¢nictva k istej stagnécii prave z tohto
dovodu. Spravanie trhu je chaotické a zéavislostna struktiura medzi jednotli-
vymi skimanymi premennymi sa ukazala v skuto¢nosti ¢asovo premenliva.
Na podobné limity naréza dnes aj pouzitie v oblasti vodného hospodarstva.
Klimatické zmeny poslednych desatroc¢i sposobuju, Zze mladsie data z posled-
nych rokov obcas nepokracuji v trende platnych zavislosti vypozorovanych
zo starsich dat [10, 88, 40].

Vyzvou je rovnako aj modelovanie komplexnej zavislostnej struktury vac-
sicho mnozstva nahodnych premennych bez apriornej znalosti zavislostnej
struktury. So zvacésujicou sa dimenziou nahodného vektora rastie aj kom-
plexita zavislostnej Struktary a vypoctova zlozitost pri odhadovani struktary
zavislosti. Viaceré dvojrozmerné modely totiZz nie je Tahké rozsirit do viac-
rozmernych, pripadne ich rozsirit tak, aby sme neobmedzili rozsah réznych
typov zévislostnych struktur. V poslednom case nachéddzaja uplatnenie tzv.
hierarchické modely kopul [5, 16]. Problémom v pripade modelovania zé-
vislostnej struktiry pre vécsie dimenzie je neposlednom rade aj dostatocné
mnozstvo dat, ktoré je potrebné ziskat na dobry odhad a dostato¢ny popis si-
tuécie ohladom stochastickej zavislosti. Problémy v tomto smere robia préave
extrémne udalosti, ktoré sa sami o sebe vyskytuju zriedkavo, o to viac, ked
st podmienované vyskytom dalSej alebo dalsich extrémnych a teda velmi
casto aj zriedkavych udalosti.

Za zmienku stoji aj prinosné polemicka diskusia ohladom praktického po-
uzivania kopil, kedy st ¢asto kopuly v praxi nasadzované bez hlbsich znalosti
o ich vlastnostiach aj v pripadoch, ked sa aplikované modely vyslovene ne-
vhodne pouzité, obéas aj s vaznymi nasledkami [81, 45, 57, 19, 20, 73, 90, 82|
a [75, 76].

Cielom tejto prace bolo predstavit a popisat zékladné vlastnosti kopl
v slovenskom jazyku, charakterizovat ich niektoré v praxi ¢asto pouzivané
triedy, demonstrovat pouzitie Standardnych tried kopil v praktickych apli-
kéciach a navrhnat nové metody konstrukcie koptl na odhad konkrétnych
typov zavislosti z dat, vratane aplikacie kopiil na realne data.



2 Klasické miery zavislosti

V celej kapitole predpokladdme pevne urcéeny pravdepodobnostny priestor

(Q,%, P).

Snahy kvantifikovat zavislost nahodnych premennych st zjavné uz od
pociatkov matematickej statistiky ako vedeckej discipliny. Do dnesného dna
existuje velké mnoZstvo roznych mier zavislosti [56]. Medzi najznamejsie a v
praxi najcastejsie pouzivané patri Pearsonov korelaény koeficient.

Definicia 2.1. Nech X a Y siu ndhodné premenné, pre ktoré plati 0 <
Var(X) <oo a0< Var(Y) < co. Velicinu

_ Cov (X,Y)
\/Var (X) \/Var (Y)

nazyvame Pearsonov korelacny koeficient, kde
Cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y) a Var (X) =E (X?) —]E(X)2.

pp (X, Y) (1)

Odhad hodnoty Pearsonovho korelacného koeficientu zo vzorky tdajov
velkosti n mozno vyjadrit v tvare:

! Z?:l (Xi _X) (YZ’ _Y)

SXSy

n—1

rp =
kde X aY st jednotlivé vyberové priemery a sy a sy st vyberové smerodajné
odchylky jednotlivych vzoriek.

Veta 2.1. Vlastnosti Pearsonovho korelacného koeficientu: Nech X a Y si
ndhodné premenné, pre ktoré plati Var (X),Var (Y) € (0,00). Potom pp
ma nasledujice vlastnosti:

1. Komutativita, pp (X,Y) = pp (Y, X)
2. Normalita, —1 < pp (X,Y) <1

3. Ak Y =aX +b,a,b €R, potom pp(X,Y)=1<a>0a
pp (X, Y)=—-1<a<0

4. Ak si X a'Y wvzdjomne nezdvislé ndhodné premenné, potom
pp (X7 Y) =0

5. Ak ¢ (X) = ¢X +d,c,d € R, potom pp (¢ (X),Y) = pp(X,Y), ak
c>0 (pr((,O(X),Y) :_pP(X7Y)> ak ¢ < 0.

5



Veta 2.1 ukazuje, ze Pearsonov korela¢ny koeficient je vybornym indika-
torom linearnej zavislosti medzi nahodnymi premennymi X a Y. V pripade,
ak pp (X,Y) = 0 povieme, ze premenné X a Y si vzajomne nekorelované.

Nedostatky Pearsonovho korelacného koeficientu:

e Predpoklad konecnijch hodndt disperzii a ndhodnijch premenngch X a
Y
je silne limitujucim faktorom. Pokial by ktorakolvek z nahodnych pre-
mennych bola z niektorého zo Standardnych rozdeleni s nekonecnou
alebo s nedefinovanou disperziou, nie je mozné vyjadrit hodnotu ko-
rela¢ného koeficientu. Medzi klasické priklady takychto Standardnych
rozdeleni patri napriklad Paretovo rozdelenie, Cauchyho rozdelenie alebo
aj Studentovo rozdelenie pre malé hodnoty stupiia volnosti.

e Nulovd hodnota Pearsonovho koeficientu koreldcie neimplikuje nezdvis-
lost nahodngjch premenngjch.
Prepodkladajme ndhodnt premennt X z rovnomerného rozdelenia
U(—1,1) a premenni Y = X?2. D4 sa lahko ukazat, Ze pre takto zvo-
lené X aY, pp(X,Y) = 0, hoci st obe premenné vzajomne funkéne
zéavislé. Vzajomna nezévislost nahodnych premennych z nulovej hod-
noty Pearsonovho korelacného koeficientu vyplyva iba v pripade, Ze
zdruzena distribu¢né funkcia nahodnych premennych je z mnohoroz-
merného norméalneho rozdelenia.

e Pearsonov korelacny koeficient je invariatnyg iba voci linedrnym trans-
formdciam.
V pripade nelinearnej monoténnej transformacie sa hodnota korelac-
ného koeficientu nezachovava.

e Mazimdlne a minimdlne dosiahnutelné hodnoty pre dané mmnohoroz-
merné rozdelenie nemusia byt nutne -1 a 1.
Ak pracujeme s mnohorozmernym rozdelenim, ktoré nie je normaélne,
nemozno vo vseobecnosti z hodnot korelacného koeficientu usudzovat
silu vzadjomnej zéavislosti.
Nézorny priklad je uvedeny v [36]. Nech X ~ LogN (0,1) a nech
Y ~ LogN (0,0%),0 > 0. Potom z definicie log-norméalneho rozdelenia
plati: X =eZ aY = ¢7? kde Z ~ N (0,1). Minimalnu a maximalnu
dosiahnutelni hodnotu Pearsonovho koeficientu tak mozno urcit ako
Prmin (X,Y) = pp (eZ,e_"Z) a
PpPmaz (X, Y) = pp (eZ, 6"2).



Zo znamych vztahov pre vypocet strednej hodnoty a disperzie tak
mozno odvodit:

e -1
B [C) (2)
pomas (X.V) = g

Vie=1) (e =1)

7 grafov hodnot ppmin & ppmas pre rozne hodnoty o na obrazku 1 vidno,
ze pre rastiice hodnoty smerodajnej odchylky smeruji obe krajné dosia-
hnutelné hodnoty k 0. Napr. pre zvolené o = 1 dostavame ppin, (X,Y) =
—e~ L. Usudzovat preto o sile zavislosti z hodnot Pearsonovho korelac-
ného koeficientu nemozno. Situacie blizke spomenutému prikladu boli
v uz praxi viackrat pozorované.

04t
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Obr. 1: Vykreslenie zavislosti oboch limit Pearsonovho korela¢ného koefici-
netu v zavislosti od vel'kosti smerodajnej odchylky.

Nedostatky Pearsonovho korela¢ného koeficientu ndm umoznuja sformu-
lovat vhodné pozadované vlastnosti idealnej ¢iselnej charakteristiky miery
zéavislosti dvoch ndhodnych premennych. Predpokladajme dve ndhodné pre-
menné X a Y a idealnu ¢iselna charakteristiku miery zéavislosti ozna¢me 9.
Od tejto ¢iselnej charakteristiky je rozumné pozadovat nasledujice vlastnosti
[36, 93]:

1. Komutativita: § (X,Y) = 4§ (Y, X)
2. Normalita: =1 <4 (X,Y) <1



3. 0(X,Y) =1« X,Y st navzajom zdruzené kopulou M a
J(X,Y)=—-1< X,Y st navzajom zdruzené kopulou W.

4. Spravanie vo¢i monoténnym transformaciam: Ak ¢ : R — R je ry-
dzo monoténna transformacia, potom d (¢ (X),Y) = (X,Y) ak ¢ je
rastica a d (¢ (X),Y) = =0 (X,Y), ak ¢ je klesajuca funkcia

5. Nulova hodnota v pripade nezéavislosti: § (X,Y) = 0 & X, Y st vza-
jomne nezavislé

Lemma 2.1. /93] Neewistuje zdvislostnd miera spliiajica zdrover vlastnost 4
a vlastnost 5.

Casto pouzivané alternativne miery zavislosti kompenzuji niektoré nedos-
tatky Pearsonovho korela¢ného koeficientu. Predpokladajme vzorku dvojroz-
mernych ndhodnych dat (x;,v;),i € 1...n. Aby sme zaistili platnost vlast-
nosti 3. a vlastnosti 4., navrhneme mieru zavislosti tak, Ze nebudeme brat
do uvahy ¢iselné hodnoty vo vzorke, ale poradie jednotlivych hodndt v ramci
usporiadania po zlozkach. Formaliziciou a drobnou tupravou tejto myslienky
zavedieme pojem konkordancie.

Definicia 2.2. Predpokladajme ndhodnyg vektor (X,Y") an pozorovani z neho.
Povieme, Ze pdr pozorovani (z;,vy;) a pdr (x;,y;) su konkordantné, ak z; < x;
implikuje aj y; < y; alebo ak pre x; > x; plati zdroveri aj y; > y;.

Podobne, povieme, Ze pdry pozorovani z ndhodného vektora (X,Y) su diskor-
dantné, ok x; < x; implikuje y; > y; alebo z x; > x; vyplyva y; < y;.
Alternativne mozno povedat, Ze pdry pozorovani z ndhodného vektora (X,Y)
a si konkorantné, ak plati (xv; — x;) (y; — y;) > 0 a pdry si diskordantné, ak
spliiaji (z; — ;) (y; — y;) < 0.

Na zaklade definicie konkordancie a diskordancie mozno definovat nasledu-
juice miery zavislosti.

Definicia 2.3. Nech (X1,Y1) a (X2,Ys) st nezdvislé ndhodné vektory z rov-
nakych rozdeleni. Kendallovym T nazveme rozdiel pravdepodobnosti

T=P[X;—Xo) (Y1 —Y2) >0 — P[(X1 — Xo) (Vi = Ya) < 0] (4)

Rovnaki mieru mozno urcit aj pre vijberovi vzorku z ddt. Nech (z;,y;),1 €
1...n je vzorka ddt z ndhodného vektora (X,Y'). Nech ¢ a d oznacuji pocet
konkordantnyjch a diskonkordantniych pdarov. Kendallovym tau pre vzorku ddt
nazveme ¢islo

c—d

k:c+d (5)
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Definicia 2.4. Nech (X1,Y1), (X2,Y2), (X3,Y3) sd tri vzajomne nezdvislé
nahodné vektory s rovnakym rozdelenim. Spearmanovym koeficientom pora-
dovej korelacie budeme oznacovat hodnotu

ps =3 (P[(X1—X2) (Y1 =Y3) > 0] = P[(X; — X3) (Y1 —Y¥3) <0]). (6)
Spearmanovo p mozno urcit aj pre vzorku dat {(z;, y;)}-, pomocou vztahu
rs = rp (Rank (x), Rank (y)), (7)

kde x a 'y su vektory tvorené x-ovymi a y-ovymi zloZkami vzorky ddt a
Rank (z) oznacuje vektor poradi hodnot vektora z v usporiadani podla velkosti
vzostupne. V pripade, Ze pre dve a viac zloZiek x plati x; = x;,1 # j,i,] €
1...n, potom sa prislusngm zloZkdm wvektora s rovnakou hodnotou priradi
priemernd hodnota poradi. Ak by vdcsiemu mnoZstvu zloZiek vektora mali byt
priradené priemerné hodnoty, potom je vhodné vykonat korekciu popisani

napr. v [24].

Veta 2.2. Vlastnosti Spearmanovho a Kendallovho koeficientu poradovej
korelacie: Nech X a'Y siu ndhodné premenné. Potom miery zdvislosti ps a T
maju nasledujice vlastnosti:

1. Komutativita:
pPs (X> Y) = pPs (}/a X>7
T(X,Y) = pp (Y, X);

2. Normalizovanost:
—-1< pPs (XaY) < 1;
-1<7(X,)Y)<1;

3. akY = f(X), kde f je rydzo monoténna funkcia potom
ps (X,)Y)=7(X,Y) =1< f je neklesajica
a
ps (X,Y)=7(X,Y)=—1< [ je nerastica;

4. ak su X a'Y wvzdajomne nezdvislé ndhodné premenné, potom
pPs (X7 Y) = T(Xv Y) = 0;

5. ak ¢ (X) je neklesagica transformdcia, potom
ps (90(X) 7Y) = pPs (XaY) a
T(p(X),Y)=7(X)Y),
podobne, ak ¢ (X) je nerastica transformdcia, potom
pPs (90 (X) 7Y) = —pPs (XvY) a
T(p(X),Y)=—-7(X,Y).



3 Kopuly

Je zrejmé, Ze nech akokol'vek zadefinujeme mieru zavislosti dvoch nahodnych
premennych, pomocou jediného ¢isla nemozno dostatocne vystihnut vsetky
aspekty zavislosti. Situacie dobre ilustruju nasledujtce obrazky:

curs
curmsn

Obr. 2: Priklad rozdielnych distribuénych funkcii zdruzenych mnohorozmer-
nych rozdeleni so zhodnymi okrajovymi rozdeleniami

arpe
s

Obr. 3: Priklad distribuénych funkcii mnohorozmernych rozdeleni s réznymi
okrajovymi rozdeleniami a s rovnakym zavislostnym modelom

Za rozumnu tak mozno oznacit myslienku najst sposob, ako popisat za-
vislost dvoch nahodnych premennych bez ohladu na ich okrajové rozdelenia.
Zobecnenie tejto myslienky vedie na pojem kopula. Nasledujice pojmy a tvr-
denia st podrobne popisané v [87].

Definicia 3.1. Symbolom AZ*H (x,y) oznacime rozdiel funkcngch hodnot
funkcie H : R - R pre x rovné Ty a xy, tj. APH (v,y) = H (22,y) —
H (x1,y). Podobne A2 H (x,y) = H (v,1y2) — H (7,11).

Definicia 3.2. H-mierou mnoziny A = [x4, x| X [ya, yn] nazveme funkciu:
Vir (A) = A A H (2, y) = H (wn,y0) — H (Ta,yn) — H (h, Ya) + H (24, Ya)-

Definicia 3.3. Funkciu H : R© — R nazveme 2-rasticou, ak Vi (A) >
0,VA = [xq,zp] X [Ya,Ynl s Ta, Th, Ya, yn € R.
Definicia 3.4. Distribu¢nou funkciou budeme nazjvat taki funkciu F : R —

I, ktord spliia nasledujice podmienky:
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1. F je neklesajica
2. F je spojita zlava
3. F(—00)=0aF(oc0)=1

Definicia 3.5. Zdruzenou distribu¢nou funkciou nazveme funkciu:
H:R xR — I splnajicu nasledujice podmienky:

1. H je 2-rastica
2. H je spojita zlava v oboch premenngch
3. H(x,—00) = H(—00,y) =0,Vo,y € R a H (00,00) = 1

Teraz mozme zadefinovat 2-kopulu. Ak bude z kontextu zrejmé, ze pracujeme
s dvojrozmernou funkciou, budeme pouzivat iba termin kopula v tom istom
vyzname.

Definicia 3.6. Funkciu C : I? — I nazveme 2-kopulou, ak spliia zdrover
vsetky nasledujice podmienky:

1. funkcia C' je ukotvend:

Vu,v €I :C(u,0)=C(0,v)=0 (8)

2. pre funkciu C platia okrajové podmienky:
Vu,v €I :C(u,1) =u,C(1,v) =v 9)

3. funkcia C' je 2-rastica:
Ve (A) > O, VA = [ud, Uh] X [Ud7 Uh] , Ud, Up, Vg, Up € I (10)

Lemma 3.1. Nech C : I? — I je ukotvend 2-rastica funkcia. Potom je C
neklesajicou funkciou v ktorejkolvek svojej premenney.

Z definicie kopuly, Lemmy (3.1) a za predpokladu spojitosti zlava vo
vSetkych premennych mozno ukéazat, ze kazda kopula je zaroven zdruzenou
distribuénou funkciou ziZenou na 2. Lemma (3.1) zaru¢uje neklesajicost v
jednotlivych premennych, oborom hodnét kopuly je interval [0, 1]. Z platnosti
okrajovych podmienok v definicii kopuly a 2-rasttcosti preto vyplyva, Ze
funkcie F'(u) = C(u,1) a G (v) = C(1,v) st distribuénymi funkciami a
funkcia C' je ziZenie niektorej spojitej zdruzenej distribu¢nej funkcie H s
nosicom v R na I2 (=H|I?).

Dodrzime konvenciu z [87] a premenné 2-koptl budeme oznacovat v a v.
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Veta 3.1. Nech C je kopula. Potom pre Yu,v € I plati:
W (u,v) =maz (u+v—1,0) < C(u,v) < min(u,v) =M (u,v). (11)

Funkcie W a M definované predpisom W (u,v) = maz (u +v —1,0) a

M (u,v) = min (u,v) nazyvame dolnd a hornd Fréchet-Hoeffdingova hranica.
Je trividlne ukézat, ze funkcie W a M sa kopuly. Kopula I dana vztahom
IT (u,v) = u - v sa ¢asto nazyva kopula nezdvislosti, resp. produktovd kopula.

Nasledujtice vety nam urcia ohranicenia na rychlost rastu pre kopuly.

Veta 3.2. Predpokladajme, Ze C' je kopula. Potom pre Vuy, ug, vi,vy € I,u; <
U, V1 < Vg € I plati:

|C (ug,v2) — C (ur,v1) | < fug — wa| + |va — w1l (12)

t.g. C' je 1-Lipschitzovska pre Ly-normu. Funkcia C' je preto zdrovern aj rov-
nomerne spojitd na I2.

Veta 3.3. Nech C je kopula. Potom pre Yu,v € I, ak dané derivdcie existuju,
tak splriaji:

oC
< — <
0< 5 (u,v) <1 (13)
oC
< — <
0< 5 (u,v) <1 (14)

Veta 3.4. Sklarova veta: Nech H je zdruZend distribucnd funkcia s okrajo-
vymi rozdeleniami F a G. Potom existuje takd kopula C, Ze Vx,y € R:

H (z,y) = C(F(x),G () (15)

Ak F a G si spojité, potom je C urcend jednoznacne, v opacnom pripade je
C' urcend jednoznacne na mnozine Range (F') X Range (G).

Naopak, ak C' je kopula a F' a G su distribucné funkcie, potom funkcia H je
zdruZend distribucnd funkcia s okrajovymi rozdeleniami F a G.
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Sklarovu vetu mozno povazovat za zakladnt vetu v oblasti teérie kopl.
S jej pomocou je mozné prepojit pojem kopuly s tedriou pravdepodobnosti,
Statistikou a s praktickymi aplikdciami. Aby sme vSak mohli dobre praco-
vat v oblasti pravdepodobnosti a Statistiky, potrebujeme na tucel definicie
kvantilovej funkcie vhodne definovat zovSeobecnenie inverznej funkcie.

Definicia 3.7. [/9] Nech [a,b],[c,d] C R a nech funkcia f : [a,b] — |[c,d]
je monotonna a nekonstantnd. Potom pseudo-inverznou funkciou nazveme
funkciu fY 2 [c,d] — [a,b] definovanii predpisom.:

Y (y) = sup{x € [a, 0] | (f () —y) (f (b) = f (a)) < O} (16)
pre vSetky y € [c,d].

Viac o zovSeobecneniach inverznych funkcii mozno najst napr. v pracach

[35], [64].

Veta 3.5. Nech X a 'Y su spojité ndhodné premenné s distribucnymi fun-
kciami F' a G. Potom X a'Y si stochasticky nezdvislé vtedy a iba vtedy, ak
H (z,y) = Cxy (F(2),G (y)) = IL(F(2),G (y) , Yo,y € R.

Po zadefinovani pojmu 2-kopuly a kratkom zhrnuti niektorych jej dole-
zitych vlastnosti, ktoré budeme potrebovat. V tejto kapitole zadefinujeme a
zhrnieme niektoré potrebné vlastnosti doélezitej triedy kopul. Trieda Archi-
medovskych koptl je pre tcely prace obzvlast dolezita, pretoze predstavuje
sposob ako popisat urcity typ zavislostnej struktary s pouzitim jednoduch-
Sieho aparéatu ako v pripade v8eobecnych kopil.

Definicia 3.8. Aditivnym generatorom kopuly, skrdtene aj generatorom,
oznacime spojiti a rydzo klesajicu funkciu ¢ : I — [0,00], ¢ (1) = 0. Fun-
kcia oY 1 [0, 00] — I definovani nasledovne:

R oA

je pseudo-inverznou funkciou ku generdtoru w. V pripade ak ¢ (0) = oo, t.j. v
pripade ak oY = o™ nazgvame funkciu o striktnym generdtorom kopuly.

Lemma 3.2. Nech o : [ — [0,00] je spojitd, rjdzo klesajica funkcia splia-
Juca p (1) =0 a nech 0=V je jej pseudo-inverzom. Potom funkcia C : I? — I
definovand predpisom:

C (u,0) = ¢ (o (u) + ¢ (v)) (18)
spliia okrajové podmienky (8) a (9) pre 2-kopulu.
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Veta 3.6. Nech ¢ : I — (0,00) je spojitd, rydzo klesajica funkcia, kde
(1) = 0 a nech =Y je jej pseudo-inverzom. Potom je funkcia C : I? —
I,C (u,v) = =Y (¢ (u) + ¢ (v)) 2-kopula vtedy a prdve vtedy, ak o je kon-
vexnd.

Kopuly spliajtce predpis (18) nazyvame Archimedovské kopuly. Ak je
generator kopuly striktny, kopulu nazyvame striktnou kopulou.

Medzi v praxi ¢asto pouzivané triedy Archimedovskych kopil patria ko-
puly urcené nasledujtucimi predpismi:

o Ali-Mikhail-Haq kopula:

urcena generatorom generatorom:

1—60(1—t
o) = =010, (19)
pre 0 € [1,00) s funkénym predpisom:
uv
= ; 20
C (u,v) 0w -0 (20)
e Claytonova kopula:
urcend generatorom generatorom:
L s
go(t)ZE(z -1), (21)
pre 0 € [—1,00) \ {0} s funkénym predpisom:
_1
C (u,v) = [maz (v’ +v"=1,0)] ?; (22)
apred=0,C =1L
e Gumbelova kopula:
urcené generatorom generatorom:
o (1) = (Int)’, (23)
pre 0 € [1,00) s funkénym predpisom:
C (U, U) _ 67[( flnu)9+(flnv)0]; (24)
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o Gumbelova-Hougard kopula:
urcena generatorom generatorom:

¢(t)=In(l—-0Int), (25)
pre 0 € (0,1] s funkénym predpisom:

C (u,v) = upe o, (26)
e Frankova kopula:

urcend generatorom generatorom:

e 1
t) = —ln— 27
o)=L, @

pre 0 € (—oo,00) \ {0} s funkénym predpisom:

679u o 6791) .
C(u,v) = —%ln (1 + ( (6}2 (_ D 1>> . (28)

V pripade, ze § = 0,C =11, pre § = 0c0,C = M apre ) = —oo0,C =W.

Okrem spomenutych tried existuje velké mnozstvo inych tried kopul, ¢a-
stokrat urenych viacerymi parametrami. V&¢Sina z nich bola vytvorena za
konkrétnym tcelom modelovat niektord zo zavislostnych struktir pozorovanu
v praxi. Podrobnosti mozno néjst v [87, 58, 32].

Zovseobecnenim triedy Archimedovskych kopul bola odvodenéd pre nas
ucel zaujimava trieda kopul [9).

Definicia 3.9. Dvojrozmerni funkciu C, 4 nazveme Archimax kopulou, ak
Ju mozno zapisat v tvare

Conu.0) = (0@ + o)A ()

@ (u) + ¢ (v)
Yu,v € I, kde

1. A: 1 —[1/2,1] je konvexnd funkcia, pre ktord plati
max (1l —z,2) < A(z) <1,Vzel

2. ¢ je generdtorom Archimedovskej kopuly.

Funkciu A nazyvame Pickandsovou zdvislostnou funkciou Archimax kopuly

Cya.
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Veta 3.7. Ak funkcia C, 4 spliia podmienky definicie (3.9), potom je Cy,.a
2-kopulou.

Trieda Archimax kopiil je pre nas zaujimava, pretoze sme schopni pomo-
cou generatora vytvarat kopulu, ktora je nekomutativna, ¢o je v praxi casty
pripad a umoznuje tak kompenzovat najvacsi nedostatok triedy Archimedov-
skych kopul.

V pratickych aplikiciach kopul sa mozno ¢asto stretnit s pojmom empi-
rické kopuly. NajCastejsSie sa pouzivaju na tucel odhadu hodnot kopuly ziskane;j
z meranych tdajov.

Definicia 3.10. Predpokladdme vzorku didajov {(z;, ;) i, velkosti n z dvoj-
rozmerného spojitého rozdelenia. Empirickou kopulou nazveme funkciu C,
dani vztahom

i\ 1
Cn (ﬁ’ ﬁ) ) ; L,y <oy 0y vy (Tk0 Uk) 5 (30)

kde . je i-ta hodnota z-ovej suradnice vzorky vo vzostupnom usporiadant,
podobne y, ;) je j-ta hodnota y-ovej suradnice vzorky vo vzostupnom uspo-
riadant, pricom predpokladdme réznost pozorovanyjch idajov x, . .., x, resp.

yh"'ayn'

Uz z definicie mozno vidiet, Ze empirické kopuly nie st kopulami v pravom
slova zmysle, kedZe st jednozna¢ne definované iba v niektorych bodoch I2
Je vsak mozné ich spojito dodefinovat tak, aby kopulami boli. V pripade me-
ranych dat a z nich vytvorenej empirickej kopuly je celd pravdepodobnostné
masa velkosti 1 sistredena rovnomerne v n bodoch. Redistribiciou pravde-
podobnostnej masy do mnozin [x(k_l),x(k)] X [y(k_l),y(k)} mozno dosiahnit
dodefinovanie hodnoét na celom I2. Definiciu 3.10 mozno I'ahko rozirit aj pre
vyssie dimenzie.
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4 Prakticka aplikacia kopiil

V praktickej ¢asti prace sme modelovali vplyv zmeny hodnoty HDP Nemecka
na zmenu hodnoty HDP vybraného statu regionu V4. Z praktickych dévodov
sme vybrali do porovnania Slovensko. Dévodom bola spolo¢néd mena a po-
dobné statistické charakteristiky ¢asovych radov Slovenska a Nemecka, ktoré
nam umoznili za dodrzania predpokladov modelov ARIMA vytvorit z rezidui
modelov kopulu. Pomocou kopuly sme modelovali zavislost zmien HDP oboch
krajin. Do porovnania sme pridali este Raktsko, ktoré ma rovnaki spolo¢nu
menu a so Slovenskom zdiela spolo¢ni histériu, ale je suc¢astou hospodar-
skeho priestoru D-A-CH, t.j. vizba na hospodarstvo Nemecka je uzsia, ¢o
mozno pozorovat z odhadov hodndét mier zavislosti ziskanych z empirickych
dat. Ostatné Staty bud nespliali predpoklad asovo stabilnej variancie za
zvolené obdobie (Madarsko, Polsko) alebo ich nebolo mozné vhodne mode-
lovat pomocou zvolenej Struktiary modelu (Cesko) za podmienky zachovanie
predpokladu pouzitia ARIMA modelu (normélne rozdelenie rezidui). V pri-
pade pouzitia rozdielnej strukttury modelu v porovnani s ostatnymi krajinami
by nebolo mozné zmysluplne interpretovat kopulu vytvorenu z rezidui mo-
delu. Udaje sme ziskali z databazy EUROSTAT zverejnenych diia 15.5.2020
[37].

Obr. 5: Grafy sezénne neocistenych tdajov HDP Rakuska, Ceska, Nemecka
a Slovenska v milibnoch € za obdobie Q1 2010 az Q4 2019

Surové tidaje sme pomocou otvoreného softwarového balika gretl meto-
dikou X-12-ARIMA o¢istili od sezénnych vplyvov a trendové zlozky odhadli
pomocou vhodnych modelov typu ARIMA(1,1,2).

Odstranenim trendovej zlozky sme ziskali rezidud, z ktorych sme vytvorili
dve kopuly pokryvajice stochastickt vizbu medzi tdajmi HDP Slovenska a
Nemecka a viizbu medzi HDP Rakuska a Nemecka. Aby sme z rezidui vy-
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Krajina ‘ ARIMA model

Nemecko | (1 —0,291L) (1 — L)y, = (1 — 0,703L + 0.507L%)e, + 4499, 341
Raktsko | (1—0,359L) (1 — L)y, = (1 —0,417L + 0,137L?)e, + 469, 037
Slovensko | (1 —0,665L) (1 — L)y, = (1 — 0,677L + 0,393L2)e, + 60, 195

Tabulka 1: Odhadnuté modely ¢asovych radov rozdielov HDP jednotlivych
statov.

tvorili kopuly, bolo potrebné jednotlivé zlozky transformovat prislusnou jed-
norozmernou distribu¢nou funckiou, v nasom pripade distribu¢nou funkciou
normélneho rozdelenia.

Krajina | p [mil. €] | o [mil. €]
Nemecko | -103,988 | 4411,497
Rakusko 3,659 458,699
Slovensko 3,488 139,678

Tabulka 2: Parametre normalneho rozdelenia rezidui rozdielov HDP jednot-
livych statov.

Bodové diagramy datovych bodov na odhad oboch kopl:

sgc ey

(a) Slovensko/Nemecko (Cskge) (b) Rakusko/Nemecko (Carge)

Obr. 6: Bodové diagramy (scatter plot) rezidui modelov HDP pouzité na
odhad hodnét empirickych kopl.

Z bodovych diagramov mozno predpokladat pozitivne hodnoty mier za-
vislosti. Pre obidve kopuly Csipe a Caipe sme vypocitali zéakladné miery
zéavislosti (Pearsonov korelaény koeficient, Spearmanovo pg a Kendallovo 7),
ktoré tento predpoklad potvrdzuju.

Ako vidno, hodnoty rozdielov rezidui HDP Slovenska a Nemecka, popi-
sané empirickou kopulou Cgige, vykazuju iba velmi nizku mieru pozitivnej
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Kopula ‘ pp ‘ ps ‘ T
Slovensko/Nemecko | 0,1137 | 0,1270 | 0,0692
Rakusko/Nemecko | 0,3560 | 0,3265 | 0,2333

Tabulka 3: Hodnoty mier zavislosti pre jednotlivé empirické kopuly.

zéavislosti, ¢o nas nuti pracovat aj s hypotézou o nezavislosti rozdielov rezi-
dui HDP Nemecka a Slovenska. V pripade zavislosti rozdielov rezidui HDP
Rakuska a Nemecka, reprezentovanych empirickou kopulou Clyge, je miera
pozitivnej zavislosti jasne signifikantnejsia. S pomocou softwaru Matlab sme
metodou maximalnej vierohodnosti odhadli parametre jednotlivych typov
kopil, pripadne kopil ziskanych transforméciou prevratenim niektorej z osi.

Kopula ‘ Parametre ‘ AIC
Clayton | & =0,222 | 0.213
Gumbel | & =1,315 | -5,216

Tabulka 4: Najlepsi odhady kopuly Csrge a kopuly Casge s prisluchajucimi
hodnotami Akaikeho informa¢ného kritéria.

Okrem $tandardnych kopul sme sa pokusili overit aj moznost pouzitia nie-
ktorej z kopul z triedy Archimax vykreslenim transformovanych bodov pre
jednotlivé typy generdtorov do priestoru s definovanou Pickandsovou fun-
kciou, avsak netispesne.

Pre parametrické odhady koptl s najnizsimi hodnotami Akaikeho infor-
maé¢ného kritéria (AIC) sme uspesne vykonali testy dobrej zhody odhadova-
nej kopuly (GOF = goodness of fit) Miinchhausenovou metédou. Vzhladom
k nizkemu poc¢tu datovych bodov (n = 40) je na mieste v zaujme dobrého
odhadu snaha zredukovat pocet parametrov na minimum.

S aktualnymi nominalnymi hodnotami HDP podla EUROSTAT pre prvy
kvartal roku 2020 uvedenymi v tabulke 4 sme vykonali porovnanie odhadov
zmeny HDP Rakuska a Slovenska podla nasho modelu so skuto¢ne namera-
nou zmenou HDP oboch statov. Na zéklade znamych nameranych odchylok
HDP v Nemecku sme odhadli zmeny hodnot HDP na Slovensku a v Rakisku
pomocou metdédy Monte Carlo. Z odhadnutych kopul sme vytvorili podmie-
nené rozdelenia pravdepodobnosti a na zaklade nameranej zmeny hodnoty
HDP v Nemecku za prvy kvartal roku 2020 sme vygenerovali nahodne vzorky.
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Aktuélne hodnoty zmien HDP v jednotlivych $tatoch porovname s rozdielmi
aktualnych hodnot HDP od idealnej predpovede. Na vytvorenie kazdej z pred-
povedi vygenerujeme N = 1000000 vzoriek.

Krajina ‘ HDP ‘ odhad HDP ‘ AHDP
Nemecko | 847440,0 8799745 -32534.,4
Rakusko 95706,2 101473,1 -5766,9
Slovensko | 21485.3 22992,2 -1506,9

Tabulka 5: Nominélne a sezénne neocistené hodnoty HDP jednotlivych statov
za prvy kvartal roku 2020 v mil. €.

Krajina | Predpoved | min max | priemer | AHDP
Rakusko II -2354.4 | 2229.6 3,7 -5767,0
Rakusko Caice -3739,7 | -3198,5 | -3723,6 | -5767,0
Slovensko II -641,9 | 704,0 3,6 -1506,9
Slovensko Cskae -1306,0 | 482.8 -948.5 -1506,9

Tabulka 6: Vyhodnotenie odhadov zmeny HDP v zavislosti od zmeny HDP
Nemecka za prvy kvartal roku 2020 vo¢i meranej hodnote zmeny HDP daného

statu metédou Monte Carlo za predpokladu empirickej a stcinovej kopuly v
mil. €.

Napriek vyrazne zjednodusenému modelu a extrémnemu poklesu hodnoty
HDP z dévodu obmedzenia hospodérskej ¢innosti v stvislosti s pandémiou
ochorenia COVID-19 pocas prvého kvartalu roku 2020 mozno povazovat vy-
sledky za uspokojivé. Vzhladom k skuto¢nosti, ze Slovensko vstupilo do Euro-
z6my v roku 2008, t.j. tesne pred zac¢iatkom finan¢nej a naslednej hospodarskej
krizy, nebolo mozné pouzit viac tdajov na ucel presnejsieho odhadu kopuly
bez toho, aby sme porusili niektory z nutnych predpokladov modelovania
¢asovych radov. Z vygenerovanych vzoriek velkosti N = 1000000 mozno s
dostatoc¢nou istotou tvrdit, Ze odhad pomocou parametrickej kopuly odhad-
nutej z historickych tidajov bol presnejsi aj napriek tomu, Ze ani jeden z
odhadov nebol schopny dostato¢ne presne reagovat na tak vyraznu skokovia
zmenu hodnot HDP. Treba dodat, Ze nés relativne jednoduchy model ani nie
je schopny vhodne vystihnat vplyv rozdielnych opatreni a rozdielnych zaciat-
kov platnosti karanténnych opatreni na Slovensku, v Nemecku a v Raktusku.
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5 Zaver a diskusia

Praca naplnila stanovené tézy. V teoretickej ¢asti préace s prakticky uplatni-
telnymi vysledkami sme venovali najvacsiu pozornost triede Archimax kopl.
Ukézali sme ekvivalenciu triedy konickych kopil a triedy Archimax kopul za-
lozenych na generatore kopuly W. Nésledne sme pre konicke kopuly odvodili
vztah pre vypocet Spearmanovho p zo znalosti Pickandsovej funkcie zavis-
losti. Bolo snahou pouzit tato triedu kopul aj v praktickej aplikacii, avsak
udaje vykazovali rozdielnu $truktiru zavislosti. V aplikicii sme sa s rovnakym
vysledkom pokusili pouzit aj kopuly extrémych hodnét, ktoré rovnako patria
do triedy Archimax kopil. V praktickej aplikicii sa najlepsie uplatnili Clay-
tonova a Gumbelova kopula, ¢o vzhladom k skutoc¢nosti, Ze sme pracovali s
ekonomickymi datami, nie je nijako prekvapujice [71].

Hlbsie sme preskumali aj viaceré konstrukeie kvéazi-kopil (ordinalne suéty
a defektové transformacie), t.j. Struktary, ktoré st zovSseobecnenim kopul.
Na zaklade defektovych transformacii sme alternativne definovali nepresné
kopuly, matematicki struktaru, ktora na mnozine kvazi-kopil reprezentuje
myslienku p-hyperintervalov. V tejto konstrukcii vidime mozné budtce Sirsie
praktické uplatnenie.

Vo vicsine praktickych aplikacii vidno snahu modelovat tidaje pomocou
niektorej zo znamych tried kopul. Systematicky sa pre kazda z uvazovanych
tried koptl vyberie pre danu triedu vhodné metéda odhadu a nasledne sa s
jej pomocou odhadnt parametre kopuly. Vhodnost jednotlivych modelov sa
nasledne posudi na zaklade vysledkov testov GOF a vyberie sa najvhodnejsi
model.

Alternativou pre mensie vzorky udajov by mohli byt neparametrické mo-
dely postavené na empirickych kopulach, pripadne niektoré ich rozsirenia.
Pristup pomocou empirickych kopul moZzno navyse automatizovat. Hlavnou
nevyhodou aplikicie empirickych kopul vo finan¢nej matematike a ich pripad-
nom vyuziti pri Monte Carlo simulaciach je nevhodna struktira ndhodnych
vzoriek ziskanych z empirickej kopuly na tento ucel. Ttto nevyhodu mozno
odstranit pomocou niektorych znamych rozsireni. Linearne rozsirenie empi-
rickej kopuly mé pravdepodobnostnu intepretaciu, kedZe ho mozno ziskat po-
mocou linearnej interpolacie empirickych distribuénych funkcii jednotlivych
nédhodnych premennych. Ostatné rozsirenia empirickej kopuly ako pouzitie
vinkovej transformacie, odhad hustoty s pomocou Gaussovskych jadier, pri-
padne odhad s pomocou Bernsteinovych polynémov st v praxi pouzivané,
avSak tazko ich interpretovat Statisticky [84]. V préaci mozno najst porovna-
nie jednotlivych metéd. Mnohé zo spominanych rozsireni mozno pouzit aj v
pripade viacerych rozmerov.
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