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Predslov

T&to ucebnica oboznami ¢itatelov so zadkladmi pouzivania softvéru Mathematica. Jej sticastou si aj
kapitoly, v ktorych si s pouzitim tohto softvéru spracované témy z matematickej analyzy a linedrnej
algebry (zdkladnd matematika pre Studentov technickych odborov). Uéebnica je urcéend predovset-
kym posluchac¢om studijného programu Matematicko-pocitacové modelovanie ako zakladny studijny
materidl pre predmet Softvér (Mathematica 1).

Zaroven vsak poslizi aj ako doplnkova studijna literattira pre dalsie predmety tohto studijného
programu, pri ktorych sa v rdmeci ich vyuky pouziva softvér Mathematica: Softvér (Mathematica 2),
Statistické metédy, Numerické riesenie diferencidlnych rovnic, Metéda koneénych prvkov, Finanéna
matematika, Pridenie kvapalin a plynov, Diferencidlna geometria, Fyzikdlne principy v matema-
tickom modelovani 2, Numerické metédy v prideni, Biomechanika, Optimalizicia 2 a Spracovanie
obrazu. Ucéebny text je vhodny aj pre vsSetkych studentov, ktori pri vypracovavani svojich bakalér-
skych, diplomovych a dizertacnych prac vyuzivaju tento softvér.

Nasa ucebnica vychadza z velmi rozsiahleho dokumentového centra softvéru Mathematica, ktoré
je jeho sucastou. V dokumentovom centre sa nachadza mnozstvo informécii, ktoré struéne aj pod-
robne popisuju jednotlivé zabudované funkcie. Ich pouzitie je v nom demonstrované na prikladoch
roznych trovni od velmi jednoduchych az po Specifické aplikicie. Studentom, ktori by sa chceli
vzdeldvat nad rdmec nasej ucebnice, odporicame rozsiahlu knihu od Leonida Shifrina [1], ktorad vy-
svetluje principy softvéru Mathematica v ovela SirSom rozsahu. Naopak, ¢itatelov, ktorym postacia
len nevyhnutné zdklady, odkazujeme na knihu od Stephena Wolframa [3]. Jej autor je zdroven aj
hlavnym tvorcom tohto softvéru. Praca so softvérom Mathematica je tam predstavend na jednodu-
chych prikladoch strucne a pritom velmi vystizne. Online verzia tejto knihy je zdarma dostupna na
https://www.wolfram.com/language/elementary-introduction/2nd-ed /. Na zaver sa eSte zmienime
o skriptach od Magdy Komornikovej a Karola Mikulu [2]. Niektoré témy st podrobnejsie spracované
v nasej ucebnici, iné v ucebnici [2]. AvSak od vydania tychto skript preslo uz viac ako 20 rokov a
za ten Cas sa aj vyvoj softvéru Mathematica posunul vyrazne dopredu. Nasa ucebnica vychadza z
verzie 12.0, ktora bola uvedend na trh 16.4.2019.

Radi by sme vyjadrili iprimnt vdacnost recenzentom doc. RNDr. Daniele Velichovej, CSc., Ing.
Viere Kleinovej, PhD. a Ing. Marii Bossaert Tjessovej, PhD., za ich podnetné pripomienky, ktoré

prispeli k skvalitneniu ucebnice.
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Kapitola 1
Uvod do softvéru Mathematica

Wolfram Mathematica je symbolicky vypoctovy softvér, ktory méa v sebe zabudovany rozsiahly
matematicky aparat, a to v takej forme, Ze je vhodny aj pre matematickych laikov. Vyuziva sa teda
nielen na univerzitach a vo vyskumnych instittciach, ale svoje uplatnenie nasiel aj v Sirokej palete
praktickych oblasti (inzinierske tlohy, spracovanie dat, Statistika...). Svojim vyuzitim je podobny
softvérom Matlab, Maple a tiez programovaciemu jazyku Python. Jeho nevyhodou v porovnani s
klasickymi programovacimi jazykmi je fakt, ze nedokaze vytvorit vystupny sibor spustitelny na
pocitaci, v ktorom nie je softvér Mathematica nainstalovany.

Vyvoj softvéru Mathematica zacal v roku 1986 Stephen Wolfram. O rok neskdr zalozil v Cham-
paign (Illinois) firmu Wolfram Research, ktord neustile vylepsuje a dopliia tento softvér. V roku
1988 bola na trh uvedena prva verzia 1.0. V sicasnosti je najnovsou verziou 12.2 (od 16.12.2020).

Wolfram Mathematica, tak ako aj programovacie jazyky, dokaze vykonavat zakladné matema-

tické operacie. Podrobnejsie sa im budeme venovat v kapitole 3.

In[1l:= Cos[0] + 1
Out[l]l= 2

Avsak softvér Mathematica na rozdiel od vacSiny softvérov a programovacich jazykov dokéze vy-
konavat aj symbolické vypocty. Napriklad integrovat, derivovat, ba dokonca aj riesit diferencidlne

rovnice.

In[2]:= /bz Sin[zldz

out2]= Cos[al - b Cos[b] - Sin[a] + Sin[b]
In[3:= DSolvel[u’[x] + ulx] == a Sin[x], ulx], x]
out3]= {{ulx] — e¢™* C; + %a(-Cos [x] + Sin[x]1)}}

Moznost zadavat kéd, ktory je formatovany podobne, ako by ho pisal matematik na papier, ho robi

lahko citateInym.

11



KAPITOLA 1. UVOD DO SOFTVERU MATHEMATICA 12

Pouzivanie symbolickych vypocétov si detailnejsie predstavime v kapitoldch 6, 10 a 11.
Softvér Mathematica pouziva ako zdkladnt détovi Struktira zoznam (po angl. list), ktory slazi

nielen na reprezentaciu dat, ale taktiez aj na reprezentovanie vektorov a matic.

= {1, 2} + {2, 1}
outls]= {3, 3}

So zoznamami sa vo vSeobecnosti oboznamime v kapitole 4 a ako reprezentantov vektorov a matic
si ich predstavime v kapitole 12.
Silnou strankou softvéru Mathematica je aj jeho vizualizaény aparat. Umozinuje nielen vyborne

vizualizovat zadané data,

In[6]:= ListPlot[{4, -2, 9/5, 1.5, Sqrt[8]1}]

Out[6]= af o

s

ale taktiez aj grafy funkcii zadanych symbolicky.

In[7]:= Plot[z Sin[z], {z, -7, 7}]

Out[7]=

1.0+

0.5F
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In[gl= Plot3D[x? + y2, {x, -1, 1}, {y, -1, 1}]

Out[8]=

v
1.0

V kapitole 9 si predstavime zobrazovanie zakladnych geometrickych utvarov.

In[9]:= Graphics[{Red, Triangle[{{0, 0}, {0, 1}, {3, 0}}]1}]

Out[9]=

Definovanie funkcii sa da v softvéri Mathematica zadavat réznymi spésobmi. Jeden z nich je

velmi podobny zapisu z klasickej matematiky.

n10}= flx_1:= x2
f[2] + f[z]

out[10]= 4 + z2

Dalsie sposoby definovania funkcif vratane ich benefitov a obmedzeni si predstavime v kapitole 8.
Prednosti softvéru Mathematica ocenia aj ti, ktori preferuju klasické proceduralne programo-

vanie. Softvér Mathematica totiz umoznuje pouzivat For, Do cykly, If, Which podmienky a dalSie

funkcie zname z proceduralneho programovania.

In[11]:= sum = O0;
For[i =1, i < 999, ++i,
sum += 1./(i"6)
]

sum
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Out[11]= 1.01734

V texte za slovenskymi terminmi uvadzame v zatvorkach ich anglické ekvivalenty. Upozornujeme,

ze nejde o najvystiznejsi preklad, ale o konkrétne anglické terminy pouzivané v softvéri Mathematica.



Kapitola 2

Zakladna struktuara

Softvér pozostava z dvoch zakladnych modulov, z vypoctového jadra (po angl. kernel) a z uzivatel-
ského rozhrania (po angl. front end). Rozhranie prijima od uzivatela prikazy, odovzdava ich jadru
na spracovanie a zobrazuje ziskané vysledky. Softvér Mathematica vyuziva vlastny programovaci
jazyk Wolfram.

Prikazy sa zaddvaji do uzivatelského rozhrania tzv. zapisnika (po angl. notebook) pozri Obr.
2.1, ktory je mozné ulozit na disk, znovu nacitat a editovat. Ked otvorime novy zapisnik, objavi
sa prazdny dokument. Hned, ako zacneme zadavat prikaz alebo text, vytvori sa bunka (po angl.
cell). Bunka sa uzavrie (ukond¢i) okamzite potom, ako ju (jej zadanie) odosleme na spracovanie do
jadra stlacenim klavesovej kombinacie Shift a Enter. Jadro prikaz vykona a vrati vysledok spét

uzivatelskému rozhraniu, ktoré ho zobrazi.

In[12]:= & + 5
Out[12]= 10

V tomto pripade jadro vratilo ¢islo 10 a uzivatelské rozhranie ho zobrazilo. Ak odosleme na spra-
covanie funkciu zobrazujicu grafické objekty, jadro vrati spaf mnozinu zakladnych geometrickych
objektov, ktoré uzivatelské rozhranie zobrazi graficky (pre viac informécii pozri kapitolu 9). Hranaté
zatvorky na pravej strane zapisnika ohranicuju jednotlivé bunky.

Bunku, do ktorej zadavame prikazy, definicie funkcii, premennych a podobne, oznacujeme ako
vstupni (po angl. input). Vstupnd bunka méze obsahovat jeden prikaz alebo aj viac prikazov st-
casne. Po jej odoslani a spracovani v jadre uzivatelské rozhranie zobrazi vysledok vo vystupnej (po
angl. output) bunke, ktord bude v zapisniku umiestnend pod jej prislichajicou vstupnou bunkou.

Vysledok méze byt ¢islo, vektor, matica, graf atd.
In[13]:= Sin[Pi] + Cos[Pil

Out[13]= -1

15
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£ Untitled-1* - Wolfram Mathematica 12.0

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
mil=a=b=3 ~
outlT}= 3
n2l= 2+a+5h
CutfZ}= 28 E
L
100% =~
Obr. 2.1: Priklad zapisniku vo verzii Wolfram Mathematica 12.0
Kazd4 vstupna bunka je oznacend ako In[n]:=, kde n je jej poradové ¢islo v zapisniku a jej

zodpovedajica vystupna bunka ako Out[n]=. Toto sa vyuziva, ked chceme dalej pracovat s vysled-
kami z predchddzajicich vypoctov. Vysledky vstupnych buniek (zobrazené vo vystupnych bunkach)
sa daju pouzivat pomocou prikazu Out [n], ktory je totozny s prikazom %n. Ak chceme aplikovat

posledny vysledok, tak stac¢i pouzit len prikaz % a na predposledny vysledok %%.
In[14]:= Out [15] + %14
Out[14]= 9

Este praktickejsi sposob vyuzivania predchédzajicich vysledkov je ulozenie tychto vysledkov do
premennych, ktoré si predstavime v nasledujicej sekcii.

Softvér Mathematica, na rozdiel od klasickych programovacich jazykov, nevykonava prikazy v
takom poradi, ako st napisané. Prikazy si vykonané, az ked sa na dani bunku nastavime kurzorom
mysi a stlaéime Shift+Enter. A kedZe sa mézeme mysSou nastavit na jednotlivé bunky v réznom
poradi, moze sa stat, ze prikazy boli vykonané v inom poradi, ako st zapisané. Poradie, v akom
boli bunky zavolané, zistime podla poradového ¢isla n v oznaceni bunky In[n].

Textové (po angl. text) bunky obsahujui len text (zvycajne komentére k rieSenym prikladom).

Poznamka 2.1

Ked do bunky za¢neme pisat text, po pridani prvého znaku za prvii medzeru sa objavi ponuka

Convert to Text Cell na zmenu vstupnej bunky na textovii bunku. Po kliknuti na tento text sa
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bunka zmeni na textovi. Pri odoslani textovej bunky do jadra na spracovanie je tato poziadavka
ignorovand. Zadana textovd bunka zostava nezmenend a nezobrazi sa k nej ziadny vystup. Do
jadra na spracovanie je mozné odoslat len vstupné bunky. Alternativne sa styl bunky moze

zmenit pomocou prikazov v hornom menu v ponuke Format — Style.

Poznamka 2.2
Niekedy je vhodné mat ulozené len tdaje vo vstupnych bunkach, napr. z déovodu pamétovej
uspornosti, ked st vystupné tdaje obrovskych rozmerov. Vsetky vystupné bunky v zépisniku

odstranime prikazom v hornom menu Cell — Delete All Output.

Ak vstupné bunka obsahuje viac prikazov, piseme kazdy z nich do samostatného riadku.

In[15]:= & + 5
Sin[Pi] + Cos[Pil

Out[15]= 10
Out[16]= -1

Viac prikazov mézeme zadat aj do jedného spolo¢ného riadku, ale musia byt oddelené bodkociar-
kou. Bodkociarka za prikazom (na konci riadku za jedinym prikazom a aj medzi prikazmi) zabrani
vytvoreniu vystupnej bunky. Prikaz sa sice vykona, ale jeho vystup sa nezobrazi v zapisniku. Vy-
uziva sa to napr. ked nejaké vysledky vypoctov ukladame do premennych, s ktorymi budeme dalej

pracovat, ale nepotrebujeme poznat ich konkrétne hodnoty.

In[17]:= & + 5;
Sin[Pi] + Cos[Pi];

Do jednej bunky piseme prikazy, ktoré spolu stvisia a maja byt vykonané v sériovej postupnosti.
Nie je vhodné zadéavat do spolo¢nej bunky prikazy, ktoré sa maji vykonat len raz s prikazmi, ktoré
chceme opakovat. Ak sa dodatocéne rozhodneme rozdelit prikazy jednej bunky do dvoch samostat-
nych, tak sa nastavime kurzorom mysi na miesto rozdelenia. Potom klikneme pravym tlacidlom
mysi a po zobrazeni ponuky prikazov klikneme lavym tlacidlom mysi na Divide Cell.

Bunky moézeme kopirovat, vymazat, nastavit v nich typ pisma a podobne. Bunku, s ktorou
chceme pracovat, musime najskor vyznacit — t. j. klikneme lavym tlacidlom mysi na hranati zét-
vorku, ktord ju vpravo oznacuje. Vyznacit mozeme sicasne aj viaceré bunky idtce za sebou tak, ze
sa kurzorom mysi nastavime na zatvorku prvej z nich a drziac lavé tlacidlo mysi tahdme po vsetkych
ich zatvorkach. Ak chceme vlozit novit bunku medzi dve uz existujiice, nastavime sa kurzorom mysi
pod prva z nich a stla¢ime lavé tlacidlo mysi. Ked sa objavi vodorovné c¢iara cez cely zapisnik,

mozeme zadavat vstup do novej bunky.



KAPITOLA 2. ZAKLADNA STRUKTURA 18

Poznamka 2.3

V pripade, Ze potrebujeme prerusit vypocet este pred jeho skonéenim (napr. z dévodu jeho
zacyklenia alebo jeho extrémne dlhého ¢asu), klikneme v hornom menu na Evaluation —

— Abort Evaluation.

2.1 Premenné a symboly

Pod premennou rozumieme symbolicky nézov, ktory mé priradenti hodnotu alebo iné data. Za
symbol sa povazuje hocico, ¢o moéze fungovat ako premenna, ale nemé priradent hodnotu. Nazov
premennej moze obsahovat len pismend a ¢éisla. Nemd6ze vsSak ¢islom zacinat.

Niektoré nazvy premennych, napr. Pi, E, I, si chranené (po angl. protected), to znamend, Ze

im nemézeme priradif hodnotu (kedze ju uz maji prednastavent).

( Poznamka 2.4

Softvér Mathematica ma preddefinované niektoré matematické konstanty. Predstavime si len

tie najznamejsie.

Pi Ludolfovo ¢islo 7 = 3.14159

E Eulerovovo ¢islo e &~ 2.71828

I imagindrna jednotka komplexného é&fsla i = /—1
Infinity 00

Degree konstanta na prevod radidnov na stupne: {55

GoldenRatio zlaty pomer ¢ = (1 ++/5)/2 ~ 1.61803

Tieto konstanty sa okrem klasického zaddvania pomocou ndzvu daju zadat aj pomocou ich
ikon (7, e, 1, 00,... ) z matematickej palety, pozri Pozn. 3.2. Informécie o ostatnych preddefi-

novanych konstantach najdete v dokumentovom centre softvéru Mathematica, pozri Pozn. 2.8.
_ J

Ako nazov premennej nemoézeme pouzit ani nazvy funkcii zabudovanych v softvéri Mathematica.
Ak chceme zvolit ndzov premennej, ktory ju vystizne vyjadruje, avSak zaroven je totozny s nédzvom
zabudovanej funkcie, mézeme pouzit jeho slovensky ekvivalent, alebo anglicky variant s malym za-
¢iatotnym pismenom. Nazvy zabudovanych prikazov, funkcii, premennych... v softvéri Mathematica

zacinaju vzdy velkym pismenom. Premennej sa priraduje hodnota pomocou =
In[18]:= a = 1

Out[18]= 1
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Poznamka 2.5

V softvéri Mathematica je matematickd rovnost definovand pomocou ==, zatial ¢o = oznacuje
priradenie — t. j. symbolu nalavo od = priradi hodnotu, vyraz alebo data nachadzajtice sa
napravo od =.

Dve znamienka "rovna sa" sa pouzivaju napr. pri rieSeni rovnic (pozri sekciu 11.1) a pri

vykreslovani konttr funkcii (pozri podsekciu 5.2.2).

Nézov premennej moze byt lubovolne dlhé postupnost znakov, nesmie vsak zacéinat ¢islicou. T istu

hodnotu mézeme priradif aj viacerym premennym stucasne, napr.
In[19)= a = b =3
Out[19]= 3
In[20]:= 2 + a + 5b
Out[20]= 20

Po priradeni hodnoty premennej sa toto priradenie ulozi do paméte jadra. Ak potom otvorime
dalsi zapisnik, priradenie premennej zostava platné aj v nom. Priradenie premennej sa d& zrusit

nasledujicimi sposobmi:

1. Predefinovanim premennej, napr.

In21]:= a = 3; a + 2
Out[21]= b
In[22]:= a = 11; a - 4

Out[22]= 7

2. Uvolnenim, vy¢istenim (po angl. clear) premennej pomocou Clear [a]. Z premennej a sa stane
symbol a (nemd priradent ziadnu hodnotu). Sticasne mézeme uvolnit aj viacero premennych,

funkcii..., napr. Clear [k, pom].
In[23:= a
Out[23]= 11
In[24]:= Clear[a]

In[25]:= a
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Out[25]= a

3. Volbou z horného menu Evaluation — Quit Kernel — Local. Tento prikaz vymaze z
paméte jadra vsetky uzivatelské definicie a priradenia. Prikaz Clear[] je vhodné pouzivat v
tlohach s va¢sim mnozstvom definicii na miestach, kde uz vieme, ze dalej nebudeme pouzivat

stcasné priradenie premennych.
In[26]:= a + b
Out[26]= a + b

4. Zatvorenim softvéru Mathematica,t. j. vsetkych zapisnikov. (Zapisnik je vhodné predtym ulo-

zit pomocou volby z horného menu File — Save as).

Symboly st v softvéri Mathematica zobrazované modrou a premenné a funkcie &iernou farbou.

Poznamka 2.6

Softvér Mathematica sa ndm snazi pomoct vykreslenim symbolov a premennych réznymi far-
bami. Premenné a funkcie s priradenou hodnotou st vykreslené €iernou. Premenna bez pri-
radenia je vykreslend modrou farbou a vtedy ju chapeme ako symbol, ktory sa da pouzit pri
symbolickych vypoétoch. Zelenou farbou su vykreslené lokdlne premenné (pozri sekciu 8.3)
a trochu inym odtiennom zelenej si vykreslené niektoré Specidlne vstupné parametre funkcii,
ktoré vicsinou sluzia ako lokdlne symboly, pozri funkcie Plot (v kapitole 5), D a Integrate
(v kapitole 10). Réznymi odtieimi ¢ervenej nds softvér Mathematica upozornuje na rozne
konflikty a chyby.
Dalsie informécie o farbach premennych sa daji néjst v hornom menu File —

— Preferences v karte Appearance — Syntax Coloring.

{ Preferences

Interface Appearance Services Security Parallel  Internet & Mail Adwvanced

Syntax Coloring  Debugger  MNumbers  Graphics
Enable auternatic syntax celoring (] Show color spectra

Local Variabkles  Errors and Warnings  Other

The local variables of Module and With . Default
Module[ {x = 2, y = 3, exponent}, exponent = 25 {x, y}=rementee]

Functicn arguments and pattern names (Also make Italic) . Default
func[x_, power_] := {x, a2, xPeEry

Variables made special by use in arguments . Default

Table [xF""°", {1, 1, 5}, {powery 1, 5}]
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2.2 Funkcie

Softvér Mathematica ma viac ako 300 000 vstavanych funkcii. Pod pojmom "funkcia" rozumieme
v programétorskom prostredi postupnost na seba nadvézujicich prikazov tvoriacich jeden logicky
celok, ktoré su priradené nejakej premennej. Telo funkcie moze tvorit aj jediny prikaz. Po zavo-
lani funkcie sa vykond postupnost tychto prikazov, pripadne vystupom bude aj nejakd navratova
hodnota.

V niektorej literatiire si pojmom "funkcia" oznacované len tie podprogramy, ktoré vracaji nejaki
hodnotu a tie, ktoré vykonavaju iba prikazy st nazyvané "procedury". V nasej ucebnici vsak budeme
obidve tieto kategérie oznacovat jednotne ako "funkcie".

Funkcie mézu vykonédvat napriklad vratenie nejakej vystupnej hodnoty v zévislosti od vstupnych
dat, ulozenie vstupnych parametrov do siboru, upravenie prvkov nejakého zoznamu, vykreslenie
nejakého grafického objektu atd.

Nézvy vstavanych funkcii zacinaji vzdy velkym pismenom. Ak st ndzvy viacslovné, kazdé
dalsie slovo v nazve funkcie zac¢ina tiez velkym pismenom, napr. Table, Solve, Sum, PlotStyle,
ListVectorPlot atd. V nazve nesmi byt medzery. Medzera je totiz jeden zo spésobov zadania
znamienka krat v ndsobeni. Okrem funkcii priamo zabudovanych v softvéri Mathematica si m6zeme
zadefinovat aj vlastné (tzv. uzivatelské), pozri kapitolu 8.

Za funkciou sa pisu hranaté zatvorky []. Medzi zatvorky sa pisu vstupné parametre. Funkcie
maju dopredu definovany pocet parametrov, ktoré mézu ako vstup dostat. Funkcia méze mat rozny

pocet moznych vstupnych argumentov alebo aj Ziaden.
In[27]:= Plot [Xz, {x, -1, 1}]

Out[27]=

0.6
04+

0.2

T S S R S P R S S S S |
-1.0 -0.5 - 0.5 1.0

Niektoré vSsak mozu dostat ako vstup Iubovolny pocet argumentov (napr. suc¢tova funkcia Plus)
alebo zoznam Iubovolného poétu argumentov (napr. funkcia Mean, ktoréd vracia ako vystup aritme-

ticky priemer vsetkych vstupnych argumentov).
1
In[28]:= Plus [2, -8, T7.33, ?]

Mean[{2, -8, 7.33, -, 93, -122}]

~ie
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Out[28]= 1.47286
-4.58786

V softvéri Mathematica pod pojmom ”zoznam” rozumieme objekt, ktory v sebe drzi viaceré prvky
a zapisuje sa pomocou krutenych zatvoriek {}. Viac informéacii o zoznamoch najdete v kapitole 4.
Viacero typov funkcii ma aj nepovinné vstupné parametre, tzv. volby, v tvare:

NazovVolby—NastavenieVolby.
Inf29]:= Plot[x?, {x, -1, 1}, PlotStyle — Red]

Out[29]=

1 L L L L 1 L L L L L L 1 L L L L 1

-1.0 -05 - 0.5 1.0

Funkcie je mozné aj vnarat do seba. Pre vicsinu funkcii plati, Ze sa najskor vyhodnotia prikazy
v argumentoch funkcie a nésledne sa vystupné hodnoty posli ako vstup do vonkajsej funkcie.

Napriklad pre prikaz
In[30]:= Log[Sin[Pi/2]]
Out[30]= O

sa najskor vyhodnoti Sin[Pi/2] ako 1 a néasledne sa funkcia Log zavold s tymto argumentom a
vyhodnoti na 0.
Neplati to pre vsetky funkcie. Niektoré funkcie musia pracovat so vstupmi ako s vyrazmi, preto

ich softvér Mathematica nevyhodnoti, ale posle funkcii v nezmenenom tvare. Napriklad
InB31:= Solvel[y? - y == 3, y]
ou= Hly = S ~VIDY, &y 5 A+ VDR
Vystupy funkcii sa daji ukladat do premennych.

In[32]:= riesenie = Solvely® - y == 3, yl;

graf = Plot[x?, {x, -1, 1}, PlotStyle — Red];

S touto premennou mozeme dalej pracovat.
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In[33]:= riesenie

graf
1 1
ou33= {{y — 5(1 -V/13)}, {y — 5(1 + V/13)}}

Out[34]= 10f

1

-1.0 -0.5

[ Poznamka 2.7
Za nazvy premennych neodporucame volit jedno—dvojznakové skratky, prospesnejsie je pouzivat
také pomenovania, ktoré vystizne vyjadruji podstatu premennych. Ak sa totiz na nas kod pozrie
niekto iny, vhodné volba nézvov premennych (ale aj nasich funkcii) mu ulahéi porozumenie
kédu.

Toto pravidlo zachovavajte aj v pripade, ze ide o kéd vytvoreny len pre vasu vlastnt potrebu.

Ak sa nan pozriete o niekolko tyzdnov, mesiacov neskor, neprehladne napisanému kédu bude

naro¢né porozumiet, napriek tomu, ze ste ho pisali vy.
k J

2.3 Chybové hlasenia funkcii

Ked odosleme na spracovanie do jadra softvéru funkciu s netrividlnym vstupom (takym, pre ktory
nedokdze ndjst rieSenie pomocou pravidiel zabudovanych v nej), vypiSe sa pod vstupni bunku
chybové hlasenie.
o0
In[35]:= / x dx
—00
. Integral of x does not converge on {—o0,00}.
oo
Out[35]= / x dx
-0
Vystupna bunka sa zobrazi az pod tymto hlasenim a v nej sa nachadza nasa poziadavka, ktoru
sme odoslali vo vstupnej bunke na spracovanie do jadra. Je to zapri¢inené tym, ze funkcia, ktord
sme pouzili, nedokaze najst rieSenie pre zadané vstupné argumenty. V predchadzajicom priklade

chybové hlasenie informuje o tom, ze zadany integral nekonverguje.



KAPITOLA 2. ZAKLADNA STRUKTURA 24

Avsak v niektorych pripadoch s netrividlnym vstupom dostaneme vo vystupnej bunke namiesto

zadanej neriesitelnej poziadavky chybné riesenie.
In[36]:= ries = Solvel[x < 4, x]

: The solution set contains a full—dimensional component; use Reduce

for complete solution information. >
out[3e]=  {{}}

V predchadzajicom priklade hlasenie informuje, Ze mnozina rieseni obsahuje "full-dimensional com-
ponent'(t. j. Ze miera rieSenia je rovnaka ako miera priestoru, v ktorom hladdme rieSenie) a z tohoto
dovodu odportca pouzit na rieSenie nasej poziadavky namiesto funkcie Solve funkciu Reduce. Na-
priek tomuto upozorneniu dostaneme ako vystup nejaké (avsak chybné) rieSenie. Od funkcie Solve
sme ocakavali, ze vrati zoznam x, pre ktoré plati x < 4. Funkcia nam vsak vratila prazdny zoznam,
¢o nie je spravne riesenie. Chybové hlasenie je teda v tomto pripade istym sposobom upozornenim
na moznu chybni interpretaciu vysledku (pre pouzitie nevhodnej funkcie).

KedZze chybové hldsenie sa nepovazuje za sucast vystupnej bunky, tak sa do premennej ries

ulozil len prazdny zoznam.

In[37]:= ries

out[37]= {{}}

2.4 Dokumentové centrum

Ak chceme zistit, ako presne funguje nejakéd funkcia, ktorej ndzov pozname a aké volby (po angl.

options) pre 1iu moézeme pouzit, mame dve moznosti:

1. Napisat do vstupnej bunky NazovKonkretne jFunkcie. Potom sa zobrazi pismeno i v modrom

krizku. Tu méame tri moznosti:

(a) Kliknit lavym tlac¢idlom mysi na modry krizok a vtedy sa zobrazi okno s podrobnymi
informaciami o pouziti danej funkcie. Najdeme tam tiez volby, ktoré sa daju v ramci
funkcie pouzit, hypertextové ndzvy stvisiacich funkcii a zakladné (po angl. basic) aj
zlozitejsie priklady (po angl. neat examples) aplikovania funkcie. Priklad, ktory je vhodny
na riesenie nasej tlohy, si mozeme skopirovat do zapisnika, zamenit v nom zadané hodnoty

za nase, vymazat alebo pridat don pozadované volby a podobne.

(b) Postavit sa kurzorom mysi na NazovKonkretnejFunkcie. Vtedy sa okrem pismena i
v modrom kruzku zobrazi aj znak dvoch sipok smerujicich nadol a po kliknuti lavym

tla¢idlom mySi na ne sa zobrazi stru¢ny navod pouzitia danej funkcie.


http://reference.wolfram.com/language/ref/message/General/General.html
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(c) Postavit sa kurzorom mysi na NazovKonkretnejFunkcie a stlacit klaves F1. Vtedy sa

zobrazi okno s podrobnymi informaciami o pouziti danej funkcie popisané v bode 1a.

2. Napisat do vstupnej bunky ?NazovKonkretnejFunkcie alebo ??NazovKonkretnejFunkcie a
odoslat vstupni bunku (bez kliknutia na modry krizok) na spracovanie do jadra sucasnym
stlacenim klavesov Shift a Enter. Potom sa zobrazi stru¢ny navod pouzitia danej funkcie
ukonceny znakmi ». Ked klikneme Tavym tlac¢idlom mysSi na », zobrazi sa (resp. zavrie sa)

okno s podrobnymi informaciami o pouziti danej funkcie popisané v bode 1a.

Poznamka 2.8

Ak hladdme nejaké pre nds nezname zabudované funkcie (pripadne nejaké matematické infor-
mécie), ktoré by ndm boli ndpomocné pri rieseni nasich uloh, mézeme vyuzit volbu z horného
menu Help — Find Selected Function. Potom sa nam zobrazi okno dokumentového cen-
tra s nazvami réznych oblasti matematiky. Klikneme lavym tlacidlom na ti, do ktorej spadé
rieSenie nasej ulohy a zobrazi sa nam zoznam jej podoblasti. Opétf klikneme lavym tlacid-
lom, tentokrat na najvhodnejsiu podoblast nasej tilohy. Vtedy sa ndm zobrazi okno, v ktorého
hornej casti bude struéna charakteristika danej podoblasti a pod nou hypertextové nazvy za-
budovanych funkcii rozdelené tematicky do viacerych skupin. Po kliknuti lavym tlacidlom mysi
na nejaky z tychto hyperlinkov, dostaneme informacie o tejto funkcii, ako to bolo opisané v

predchadzajicom odstavci.

Poznamka 2.9

Ak ide o nejaké zakladné zabudované funkcie, mézeme obist pomoc dokumentového centra a
nazov priamo ,uhadnut®. Nazvy zabudovanych prikazov su totiz c¢asto totozné s ich anglic-
kymi ndzvami. Ked za¢neme pisat anglicky ndzov (zac¢inajici velkym pismenom), stacia prvé
dve pismend, zobrazi sa nam zoznam zabudovanych prikazov zac¢inajicich na tieto pismena.
Ked o niektorom z nich predpokladame, ze by mohol byt pre nds zaujimavy, nastavime sa nan
kurzorom mysi. Vtedy sa vedla zobrazi pismeno i v modrom krtzku a po kliknuti nan lavym
tlacidlom mysi sa zobrazi okno s podrobnymi informéciami o pouziti danej funkcie. Zoznam
zabudovanych prikazov zacinajucich na nejaké pismend sa da zobrazit aj prikazom ?pismenax.
Ked sa na niektory z nich nastavime kurzorom, zobrazi sa pismeno i v modrom krizku (na
zobrazenie okna s podrobnymi informéciami) a znak dvoch sipok smerujucich nadol (na zobra-

zenie stru¢ného navodu pouzitia danej funkcie).

2.5 Zhrnutie

V tejto kapitole sme sa oboznamili s grafickym rozhranim softvéru Mathematica, jeho zdkladnym

ovladanim, zapisom funkcii a pracou s nimi a s definovanim premennych. Taktiez sme si ukazali,
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ako pracovat s dokumentovym centrom, ktoré je vybornym prostriedkom na dalsie Stadium tohto
softvéru. V nasledujicich kapitolach si predstavime dalsie zaklady softvéru Mathematica a vybrané
zabudované funkcie. Clenenie kapitol bolo zvolené vzhladom na potreby tudentov aplikovanej ma-

tematiky.



Kapitola 3

Aritmetické operacie a matematické

funkcie

Aj ked softvér Mathematica bol vytvoreny predovsetkym na riesenie zlozitych komplexnych 1loh z
praxe, moze zaroven sluzit aj ako vedecka kalkulacka. Jej prednostami si: vysoka presnost (ktord
sa naviac da réznymi volbami optimélne prispésobovat), uzivatelskd nendrocnost a mnozstvo zabu-

dovanych matematickych funkcii.

3.1 Aritmetické operacie

Zakladné matematické operacie sa v softvéri Mathematica zadavaju pomocou klavesnice nasledovne:

x+y scitanie najnizsia priorita
X~y odcitanie najnizsia priorita
X*y nasobenie stredné priorita

x/y delenie resp. zlomok vysoka priorita

Xx"n umocnenie najvyssia priorita

V pripade, ze vyraz obsahuje viacero operacii, poradie, v ktorom sa vypocitaji, je dané podla pri-
ority operatora. Prioritu aritmetickych operacii menime pouzitim okrihlych zatvoriek. Ich spravne
pouzivanie je velmi doélezité. Stac¢i mald nepozornost a zmeni sa zadanie prikladu. Napr. chceme

zadat e*, avsak ak vyraz 5x neddme do zatvorky, softvér Mathematica to vyhodnoti ako e°x.

In[1]:= e~ bx
e~ (5x)

Out[1]= e%x

(BSX

27
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Dalsou velmi ¢astou chybou, ktorej sa $tudenti dopustaju, je zabtdanie zatvoriek pri deleni, ak je

delitelom sucin. Napr. ak chceme zadat Sin[x]/2x a vyraz 2x neddme do zatvorky, v désledku
Sin[x]

poradia operacii to softvér Mathematica vyhodnoti ako
Vsetky operécie sa daji zadat aj pomocou zabudovanych funkcii. Napriklad + sa da zadat

pomocou funkcie Plus[x,y].

In[2:= 1 + 2;
Plus[1, 2]

Out[2]= 3

Cvicenie 3.1

Scitajte ¢isla 5, 7 a .

Cvicenie 3.2

Od é&fsla 12 odéitajte sucet ¢isel 1, 2 a 7.

Znak * medzi ¢initelmi v ndsobeni mozeme nahradit medzerou alebo na nésobenie pouzijeme zabu-
dovani funkciu Times[x,y]. Ak zaddme medzeru medzi dva d¢initele, tak ju softvér Mathematica

pre lepsiu ¢itatelnost nahradi svetloSedym x.

In[3]:= 1 * 2;
1 X 2;
Times[1, 2]

Out[3]= 2

Delenie v tvare podielu dvoch cisel x sa d4 zadat pomocou klédvesovej skratky Ctrl4-/. Zlomok

y
vieme zadat aj pomocou vstavanej funkcie Divide [x,y].

In[4:= 1/2;
1

2
Divide[1, 2];

N -

Out[4]=

1
Viac o tom, preco softvér Mathematica vracia 5 namiesto 0.5, sa dozviete v podkapitole 3.3. Ak
je vystupom vypoctu zlomok, softvér Mathematica ho vzdy vracia upraveny v zékladnom tvare (t.

j. najvacsi spolocny delitel ¢itatela a menovatela je ¢islo 1).
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Poznamka 3.1

Na zaciatku tejto sekcie sme pre zjednodusenie trochu zavadzali. V softvéri Mathematica totiz
ziadny operator na odc¢itanie dvoch ¢isel nie je zabudovany. Na tento tcel sa vyuziva operator
na negaciu c¢isla -x, ktory sa pomocou funkcie da zadat ako Minus[x]. Tento operator je do-
konca vyhodnoteny ako Times[-1, x]. Takze ked napiSeme x-y, v skuto¢nosti sa tento vyraz
vyhodnoti ako Plus[x,Times[-1, y]]. Z matematického hladiska st tieto operacie ekviva-

lentné.

Cvicenie 3.3

Aky vysledok vrati softvér Mathematica, ak predelime ¢islo 12 ¢islom 97

Poznamka 3.2

Softvér Mathematica umoznuje zadavat kod ako stylizovany text. Takyto kod sa da zadévat
pomocou palety z horného menu Palletes — Basic Math Assistant alebo pomocou klave-
sovych skratiek. Tie sa daji najst v palete. Ked prejdeme kurzorom mysi na konkrétny prikaz,
po kratkom case sa nam zobrazi klavesova skratka pre tento prikaz. Vécsina klavesovych skra-

tiek je kombindcia Ctrl+klavesa alebo [Esc]text[Esc].

4 Untitled-1 * - Wolfram Mathernatica 12.0

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes | 595/c VIEE0 Assistant
o 2 Calculator @ &
Injsg]= 3
Basic Advanced
outjs8}= 9
E4 ¥ t g *  Documentation
7 8 9 | "L Va2 m @
In[B2):= I Vx dx a 5 @ e oYToc
1 y
1 2 3 - .
(= Superscript
E . u} M + —
oueziE — [-1+7 %) {a Keyboard entry: -6
T \ Tab Enter T rEooTT =T oTTTT
Input from Above Create Input Cell
n
_— . Output from Above Create Text Cell
In[&3):= 1
- Command Complete IMake Template
1 i
ouiEEs o n({l+n) Basic Commands
P

Na umocnovanie moézeme pouzit aj zabudovani funkciu Power [x,n] alebo klavesovi skratku Ctrl+6,

pomocou ktorej zaddme umoctiovanie v klasickom tvare x".

In[5]:= 273;
Power[2, 3];
23
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Out[5]= 8

V pripade, Ze je exponent zidporne ¢islo, vysledok bude v tvare zlomku.

In[6]:= 271/5

Out[6]: Q]-T

( )
Cvicenie 3.4

Umocnite 5 na 1/2.

Cvicenie 3.5

Umocnite 5 na —1.

V pripade, ze zdkladom mocniny je Eulerovo ¢islo, mézeme na umocnenie pouzif namiesto

funkcie Power [e¢,n] aj funkciu Exp[n].

Cvicenie 3.6

Pomocou funkcie Exp umocnite @ na piatu.

Tieto aritmetické operacie sa daji vzadjomne kombinovat, napr.

In[7]:= 2(3 + 5% - g)

93754
3

Out[7]=

Poznamka 3.3

Okrem operatorov, ktoré sme si predstavili, existuje este vela dalsich, napr. logické a porovnava-
cie (11, >, ==,...). Prioritu jednotlivych operatorov v spolo¢nom vyraze zistime pomocou funkcie
FullForm, ktora ako vystup vracia zadany vyraz vyjadreny pomocou funkcii reprezentujucich

operatory.

In[8]:= FullForm[a * b + c * d]
FullForm[a > b || ¢”d + e * f]

Out[8]= Plus[Times[a, b], Times[c, d]]]
Or[Greater[a, b], Plus[Power[c, d], Times[e, fl]]
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Ak si nie ste isti, v akom poradi sa vyhodnocuju operécie, pouzite radsej nadbytocné okrihle

zatvorky. Tie totiz okrem vynutenia priority operécii v zlozitych vyrazoch napomahaju aj

¢itatelnosti kédu.

3.2 Matematické funkcie

Okrem uz vyssie spomenutych funkcii: Plus, Times, Power, Exp... ma softvér Mathematica v sebe

zabudované mnozstvo dalsich funkcii. Uvddzame len tie najpouzivanejsie.

Sqrt [x]

Abs [x]

x!

Logla,x]

Log[x]

Min[x,y,...]

Max[x,y,...]

Divisors[n]

Limit [f [x] ,x—x0]

Limit [f [x] ,x—x0,Direction—1]
Limit [f[x],x—x0,Direction—-1]
Sum[f[i],{i,imax}]
Sum[f[i],{i,imin,imax}]
Sum[f[i],{i,imin,imax,krok}]
Product [f[i],{i,imax}]

Product [f[i],{i,imin,imax}]

odmocnina

absolutna hodnota

faktorial

log, =

In(x)

minimum z ¢isel x, y,...

maximum z ¢isel x, y,...

delitele cisla n

limita funkcie f[z] v bode x=x0

limita funkcie f[z]| zlava v bode x=x0
limita funkcie f[z] sprava v bode x=x0
suma f[i] od i=1 po i=imax

suma f[i] od i=imin po i=imax

suma f[i] od i=imin po i=imax s krokom krok
sucin fli| od i=1 po i=imax

[i]
sucin f[i] od i=imin po i=imax
[i]

Product [f[i],{i,imin,imax,krok}] sucin fli] od i=imin po i=imax s krokom krok

Na odmocnenie mézeme pouzit aj funkciu Power [x,1/2] alebo znak odmocniny z palety.

In[9]:= Sqrt[9];
Power[9, 1/2];

Vo)

Out[9]= 3

Na n-té odmocniny pouzivame funkciu Power [x,1/n] alebo znak n-tej odmocniny z palety.

In[10]:= Power[27, 1/3];

Out[10]= 3
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Faktorial sa da zadat aj pomocou funkcie Factorial [x].

In[11]:= 4!;
Factorial[4]
Out[11l]= 24

Funkcie Sum a Product mdézeme zadat z horného menu Palettes — Basic Math Assistant klik-

nutim na ich ikony v Typesetting.

In[12]:= Sum[i, {i, 10}1;
10
Dy b
i=1
Out[12]= 55

Tu sa prvykrat stretdvame s tym, ze softvér Mathematica analyzuje zadany prikaz symbolicky a na
zaklade tejto analyzy ho upravi. Toto je mozné vdaka tomu, Ze na rozdiel od mnohych vypoctovych
softvérov dokaze vykonavat nielen ¢iselné, ale aj symbolické vypocty. Softvér Mathematica najskor
analyzuje sumu so zadanymi vstupnymi parametrami a ked ju vie zjednodusit, tak ju zjednodusi a
az potom vypocita. Tento princip zabezpeéi velmi rychle vypocty aj v zdanlivo ¢asovo naroénych

pripadoch, ako je napr. tento:

99999999
In[13]:= Z i

i=1

Out[13]= 4 999 999 950 000 000

V tomto priklade bol na tpravu zadanej sumy pouzity vieobecny vzorec Y1 ii = 3(n + 1)n a
nasledne sa n nahradilo ¢islom 99999999. Nazorne si to ukazeme na priklade, kde ako hornd hranicu

nezadame konkrétne cislo ale symbol n.
In[14]:= Z?=1 i
1
Out[14]= §(n + Dn

Vsimnite si, Ze symbol n je vo funkcii Sum povazovany za celé ¢islo (aj ked vo vSeobecnosti softvér
Mathematica pracuje so symbolmi ako s ¢islami komplexnymi).
Viaceré vstavané funkcie z nasledujuicich kapitol, napr. Derivative a Integrate z kapitoly 10,

maju v sebe zabudované symbolické vypocty.

Cvicenie 3.7

Scitajte prvych 30 faktoridlov.

Funkcia Limit [vyraz, x — xo] vypocita lim, ~,, vyraz.
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In[15]:= Limit[Sin[a x]/Sin[b x], x — 0]

Out[15]=

o'

Za xo v limite mozeme dosadit aj +00 a to bud zadanim z palety (pozri Pozn. 3.2), alebo pomocou

preddefinovanej konstanty Infinity.
In[16]:= Limit[(1 + x/n)"n, n — Infinity]

Out[16]= @*
Vystupy niektorych limit m6zu vracat aj hodnotu Indeterminate (z angl. neurcité), ako napr. v

nasledujicom priklade.
In[17:= Limit[1/x, x — 0]
Out[17]= Indeterminate

Je to zapricinené faktom, Ze jednostranné limity pre dany vyraz v bode xo=0 st rozne. Limita zlava
nadobtida hodnotu —oo, zatial ¢o limita sprava +o00. Ak chceme pocitat jednostranni limitu, musime

pridat volbu Direction — 1 (pre limitu zlava) alebo Direction — -1 (pre limitu sprava).

In[18]:= Limit[1/x, x — 0, Direction — 1]
Limit[1/x, x — 0, Direction — -1]

Out[18]= —00

o

Naslednujuice funkcie si predstavime bez obsiahlejSieho komentara, kedze ich pouzitie je jedno-
duché.

Zaokruhlovacie funkcie

Round [x] najblizsie celé ¢islo
Floor[x] najvicsie celé ¢islo mensie alebo rovnajice sa x

Ceiling[x] najmensie celé ¢islo vicsie alebo rovnajice sa x
Goniometrické funkcie

Sin[x] sinus
Cos[x] kosinus
Tan[x] tangens

Cot[x] kotangens
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Cyklometrické funkcie

ArcSin[x] arkussinus
ArcCos[x] arkuskosinus
ArcTan[x] arkustangens

ArcCot[x] arkuskotangens
Hyperbolické funkcie

Sinh[x] hyperbolicky sinus
Cosh[x] hyperbolicky kosinus
Tanh([x] hyperbolicky tangens
Coth[x] hyperbolicky kotangens

Cvicenie 3.8

Vypocitajte hodnoty funkcii fi(x) = sin(x), fo(x) = cos(x), f3(z) = tg(x) a fa(x) = cotg(z) v
bode /2.

3.3 Presné a priblizné (numerické) vypocty

Softvér Mathematica rozliSuje nasledujtce typy ¢isel: celé (po angl. integer), raciondlne (po angl.
rational), redlne (po angl. real) a komplexné (po angl. complex). Upozornujeme, zZe tato klasifikdcia
nie je uplne totoznd s klasifikdciou ¢isel v klasickej matematike. V nej sa napr. ¢isla 7 a 7, (t.j. 7,0)
rovnaju a patria medzi celé aj redlne cisla. Avsak softvér Mathematica tieto dve ¢isla rozliSuje. Za
celé cislo povazuje len ¢islo 7. VSetky cisla obsahujice desatinnii bodku zaraduje totiz medzi ¢isla

realne.

Poznamka 3.4

Kedze Mathematica je americky softvér, namiesto desatinnej ¢iarky sa v nej pouziva desatinna
bodka.

Aj ked sa za desatinnou bodkou nenachadza ziadne ¢islo (pripadne len 0), a teda ¢islo sa javi ako celé,
softvér berie do tvahy moznost, ze na nejakom vzdialenom desatinnom mieste sa moéze nachddzat
nenulova cifra. Takze v softvéri Mathematica si pod pojomom redlne ¢islo mézeme predstavovat
priblizné ¢islo, ktorého presnii hodnotu nepozname. Podobné je to aj pre dvojicu ¢isel 7/3 a 7./3
(alebo 7/3.). Prvé ¢islo je v softvéri Mathematica povazované za raciondlne a zlomok obsahujici

desatinnt bodku za ¢islo realne.
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Poznamka 3.5

V softvéri Mathematica je zabudovana funkcia Head (z angl. hlava), ktord vracia vo vystupe

"hlavu” (typ najvrchnejSej funkcie) vstupného argumentu.

In[19]:= Head[7]
Head[7.]
Head[7/3]
Head[7./3]

Out[19]= Integer
Real
Rational
Real

[ Poznamka 3.6
V pripade, ze vstupnym argumentom funkcie Head sii zlozené vyrazy, vo vystupoch dostavame

napr. nasledujice vysledky.

In[20]:= Head[Log[2 + 1/2]1]
Head[2 + Logl1/2]]

Out[20]= Log
Plus

Cel reprezenticiu vyrazu ziskame pomocou funkcie FullForm.

In[21]:= FullForm[Log[2 + 1/2]]
FullForm[2 + Log[1/2]]

out[21]= Log[Rationall[5, 2]]
Plus[2, Times[-1, Log[2]]]

Komplexné ¢isla su ¢isla obsahujice imaginarnu jednotku. V softvéri Mathematica ju zadavame z
klavesnice pomocou symbolu I alebo z palety pomocou symbolu 1. Redlnu a imagindrnu zlozku
komplexného ¢isla ziskame ako vystup funkcii Re [komplexne_cislo] a Im[komplexne_cislo].

Mozu nimi byt celé, raciondlne alebo redlne disla.

In[22]:= Head[5/7 + 41I]
Re[5/7 + 4I]
Im[5/7 + 41I]
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Out[22]= Complex

B>l o

Softvér Mathematica pracuje odlisne s presnymi a pribliznymi ¢islami. Celé a racionélne ¢isla hod-
noti ako presné ¢isla a redlne ¢isla (t. j. ¢isla s desatinnou bodkou) ako ¢isla priblizné. Ak je aspon
jedna zo zloziek komplexného ¢isla redlne ¢islo, tak aj toto komplexné ¢islo je klasifikované ako pri-
blizné ¢islo. Ak zadame do nejakého vypoctu vsetky operandy ako presné ¢isla, softvér Mathematica
vrati vysledok bud v tvare presného cisla, alebo v tvare vyrazu obsahujiceho presné ¢isla a operacie

s nimi. Druha moznost nastava v pripadoch, ked sa vysledok neda vyjadrit ako presné ¢islo.

In[23]:= 5+5
Sin[Pi/2]
2
1+ —

2
2 + Logl[1/2]

Out[23]= 10
1
1+ !
V2
2 - Logl[2]

Kedze softvér Mathematica v dvoch poslednych pripadoch predchadzajiceho prikladu nedokéazal
najst vysledok v tvare presného ¢isla, funkcie Log, Sqrt a Plus zostali v nevycislenom tvare. Avsak,
ak ¢o i len jeden z mnohych operandov vstupujtcich do vypoctu je priblizné ¢islo, tak aj vysledok

bude priblizné dislo.

In[24:= 5. + 5

Sin[Pi/2.]
2
1. + —
2
2. - Logl[2]
Out[24]= 10.
1.
1.70711
1.30685

Tato vlastnost sa prejavi aj v pripade, ak do prikladu s komplexnym ¢islom doplnime za imaginadrnu

zlozku desatinnu bodku.

In[25]:= Head[5/7 + 4.I]
Re[5/7 + 4.1]
Im[5/7 + 4.1I]
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Out[25]= Complex
0.714286
4.

Matematické konsStanty, ako napr. w a e, sa povazuju za presné Cisla.

In[26]:= 100Pi
100.Pi

Out[26]= 1007
314.159

Vypocty s pribliznymi ¢islami st rychlejsie. To sa ale vyrazne prejavi len pri naroc¢nejsich vypoc-
toch. Ak v takychto tlohach striktne nepotrebujeme presny vysledok, je velmi vhodné pracovat s
pribliznymi ¢islami (staci prvé z presnych ¢isel zmenit na priblizné pridanim desatinnej bodky zan).
V pripade, ze vysledok je presné ¢islo v komplikovanom tvare, mézeme ho dat vypisat ako priblizné
pomocou funkcie N (z angl. numerical, t. j. numerické, vyéislené). Tato funkcia sa moze aplikovat

dvoma spdsobmi.

In[27):= N[1000Pi]

1+ 42
N[J]
1000
1000Pi // N

1+ /2
1Odgﬁ// N
Out27~ 3141.59
0.00241421
3141.59
0.00241421

Viac o tom, ¢o presne operator // znamend, sa dozviete v sekcii 8.2.

Softvér Mathematica méa prednastavené zobrazovanie priblizného ¢isla na Sest nenulovych cifier.
V skutoc¢nosti st tieto ¢isla ulozené v paméti s viacerymi ciframi na desatinnych miestach, ale zvysné
pre praktickost nie st zobrazené vo vypise. V pripade, ze potrebujeme vy¢islit vysledok s presnostou

na n cifier, pouzijeme funkciu N v nasledujicom tvare N[cislo,n].

In[28:= N[100Pi, 2]
N[100Pi, 3]
N[100Pi, 30]

out[28]= 3.1x102
314.
314.159265358979323846264338328
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Poznamka 3.7

Ak chceme zmenit pocet zobrazovanych cifier vo vSetkych nasledujicich vystupoch, staci kliknuat
v hornom menu na Edit — Preferences — Appearance — Formatting —

— Numbers a pri vlastnosti Displayed precision nastavit potrebny pocet cifier.
_ J

3.4 Zhrnutie

V tejto kapitole sme si predstavili zakladné operacie a funkcie softvéru Mathematica. Vysvetlili sme
si, ze operdcie maji roznu prioritu (prednost pred inymi), a preto je dolezité pri vypoctoch spravne
zadat ich poradie (napr. pomocou okrihlych zétvoriek zmenit prioritu operécii).

Pri vypoctoch s ¢islami je délezité si uvedomit, s akym typom ¢isel (presné alebo priblizné)
pracujeme, kedze toto moze mat vplyv nielen na rychlost vypoctu, ale aj, ako si ukdzeme v kapitole

6, na vysledok.



Kapitola 4
Zoznamy

V tejto kapilote si predstavime zoznam (po angl. list). Je to jeden zo zdkladnych objektov v softvéri
Mathematica. Zapisuje sa pomocou kritenych zatvoriek {}. Z matematického hladiska sa vyuziva

na definovanie vektorov a matic.
In[1]:= vektor={1, 0, 0};
In[2]:= matica={{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, 0, 1}3};

Tento pohlad na zoznamy si blizsie predstavime v kapitole 12.

7 programatorského hladiska sa vyuziva na posielanie viacerych parametrov v jednom argumente
funkcie. A kedZe funkcia méze vracat len jeden objekt, zoznamy sa pouzivaji ako navratova hodnota
aj v situdciach, kde je vo vystupe siucasne viacero objektov (moézu byt aj rozneho typu). Vzdy, ked
napiseme nieco do kritenych zatvoriek, ide o zoznam. Podobne, vzdy, ked je vo vystupe nieco v
kritenych zatvorkach, tak je to zoznam.

Napriklad funkcia na riesenie rovnic Solve dostava parametre pomocou zoznamov a ako vystup

vracia zoznam
In[3:= Solvel{x + y == 1, x - y == 2}, {x, y}]
3 1
out3]= {{x — U — —5}}

V predchadzajicom priklade je prvym parametrom zoznam dvoch rovnic. Druhy parameter je zoz-
nam dvoch nezndmych. Vystup je zoznam s jednym prvkom a tento prvok je opat zoznam, v tomto
pripade s dvoma prvkami. Prvy je riesenie pre prvii neznamu a druhy riesenie pre druht neznamu.
Viac sa o funkcii Solve dozviete v kapitole 11.

Na zaciatku kapitoly si ukazeme, ako sa zoznamy zapisuji, ako sa pristupuje k jednotlivym
prvkom zoznamu a ako sa tieto prvky daju prepisovat (t. j. nahradit inymi prvkami). V druhej ¢asti

si predstavime zakladné funkcie na vytvaranie zoznamov a ich dpravu.

39
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4.1 Zapisovanie zoznamov a pristup k ich prvkom

Zoznam si mozeme predstavovat ako usporiadantit mnozinu ¢isel alebo inych objektov. Zapisuje sa

pomocou krutenych zatvoriek a prvky zoznamu si oddelené Ciarkami.

In[4]:= {1, 3, 3/4, 15}
3
out[4]= {1, 3, —, 15}

4

Zoznam moze obsahovat prvky rézneho typu; ¢isla, symboly, matematické vyrazy alebo iné zoznamy.

5
In[5]:= {5, {65, 7, 8}, Logl2], Logldl, b, ¢, x5 - 3x + 7, 60, 79};
Zoznamy sa daju ukladat do premennych.

5
nfs)= 1list = {_, {85, 7, 8}, b, c, 60, 79}

5
oufs)= {3, {85, 7, 8}, b, c, 60, 79}

Cvicenie 4.1

Vytvorte zoznam s prvkami cos(0), cos(m), cos(2m), cos(37), cos(4m) a ulozte ho do premennej

kosinus.

K jednotlivym prvkom mozeme pristupovat pomocou dvoch hranatych zatvoriek [[1]1 (na rozdiel

od funkcii, pri ktorych pouzivame len jedny hranaté zatvorky). Zoznamy sa indexuji od jednotky.

In[7]:= list[[1]]

5
Out[7]: 5

( 3\

Cvicenie 4.2
kosinus = {1, -1, 1, -1, 1}

Vyskusajte, ¢o sa stane, ak sa budeme snazit pristipit k siestemu prvku zoznamu kosinus.
\ J

( )
Cvicenie 4.3

kosinus = {1, -1, 1, -1, 1}

Treti prvok zoznamu kosinus umocnite na druht.
\ J

V pripade zaporného indexu 1ist[[-i]] vracia i-té ¢islo od konca.

In[g]:= 1ist[[-3]]

Out[8]= ¢
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Cvicenie 4.4
kosinus = {1, -1, 1, -1, 1}

K tretiemu prvku zoznamu kosinus pripocitajte jednotku.

Tento pristup k prvkom mézeme vyuzit aj na prepisanie hodnoty prvku.

In[9]:= 1list[[1]] = 25;
list

outlg]= {25, {55, 7, 8}, b, c, 60, 79}

Na prepisovanie hodnoty prvku sa moéze pouzit aj funkcia ReplacePart[list,y,1i]. i-ty prvok v
zozname list sa nahradi hodnotou y a funkcia vrati novy zoznam s nahradenou hodnotou. Pévodny

zoznam list zostdva nezmeneny.
In[10]:= list
outji0]- {25, {55, 7, 8}, b, c, 60, 79}

In[11]:= ReplacePart[list, y, 4]
list

out[11]= {25, {55, 7, 8}, b, y, 60, 79}
{25, {55, 7, 8}, b, c, 60, 79}

Cvicenie 4.5
kosinus = {1, -1, 1, -1, 1}

V predchadzajicich cvi¢eniach zmena hodnoty prvku zoznamu kosinus nezavisela od hod-
not inych prvkov. Teraz nahradte druhy prvok zoznamu kosinus prvym prvkom umocnenym

na posledny prvok.

Cvicenie 4.6

kosinus = {1, -1, 1, -1, 1}

Vytvorte dvojprvkovy zoznam, ktory bude obsahovat prvy a druhy prvok zoznamu kosinus.

Zo zoznamu sa da vybrat zoznam, ktory obsahuje i-ty az j-ty prvok pomocou [[i;;3j1].

In[12]:= list[[2;;4]1]

out[12]= {{55, 7, 8}, b, c}
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Cvicenie 4.7
kosinus = {1, -1, 1, -1, 1}
Vytvorte dvojprvkovy zoznam, ktory bude obsahovat prvy a druhy prvok zoznamu kosinus

pomocou znacenia, ktoré sme sa prave naucili.

\ J

Ked vynechdme druhy index, prikazom [[i;;]] dostaneme zoznam od i-tého prvku az po posledny.

In[13]:= list[[3;;]]
out[13]= {b, ¢, 60, 79}

Podobne, ked vynechdme prvy index, prikazom [[;;j]l] dostaneme zoznam od prvého prvku po
j-ty. Takyto vyber sa dé ziskat aj pomocou funkcii Take a Drop. Funkcia Take [1ist,i] je ekvivalen-
tom funkcie 1ist[[;;i]] a funkcia Drop[list,i] ekvivalentom funkcie 1ist[[i+1;;]1]. Funkcie
Take a Drop naviac funguji aj pre zdporné i, t. j. pozicia i je tu vyhodnocované od konca zoznamu.
Pomocou funkcie Part[1ist,{ii,is,13,14,-...}] ziskame zoznam, ktorého prvkami budd prvky
na vymenovanych poziciach zoznamu list.

Prikazy z predchadzajiceho odstavca sa daja vyuzif na prepisanie viacerych prvkov zoznamu

sucasne.

In[14]:= list[[5;;]11={x, y};
list

out[14= {25, {55, 7, 8}, b, ¢, x, y}

Toto sa vsak neda vyuzit pri funkcidch Take a Drop.
In[15]:= Drop[list, 4] = {x, y}

: Tag Drop in Drop[{25,{55,7,8},b,c,x,y},4] is Protected.

out[15]= {x, y}

Cvicenie 4.8
kosinus = {1, -1, 1, -1, 1}

Nahradte prvé dva prvky zoznamu kosinus poslednymi dvoma prvkami.

Zoznam na lavej strane priradenia a zoznam na pravej strane priradenia musia mat rovnaky rozmer
(t. j. rovnaky pocet prvkov). Ak si rozmery rozne, tak sa kazdy nahradzany prvok nahradi celym

zoznamom 7 pravej strany.

In[t6]:= 1list[[3;;4]1] = {5, 10, 15};
list
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out[16]= {25, {55, 7, 8}, {5, 10, 15}, {5, 10, 15}, x, y}

Cvicenie 4.9
kosinus = {1, -1, 1, -1, 1}
Nahradte treti prvok zoznamu kosinus zoznamom, ktorého prvky su posledné tri prvky

zoznamu kosinus.

4.1.1 Vnorené zoznamy

Druhy prvok zoznamu list je taktiez zoznam. A kedze 1ist[[2]]] nam tento zoznam vracia,

znovu staci pouzit [[1]1]1] na ziskanie jeho i-teho prvku.
n[17]:= list[[2]][[3]]
Out[17]= 8

Takyto zapis by sa pri viacerych vnorenych zoznamoch mohol stat neprehladnym. Z tohoto dévodu

odportucame pouzivat radsej alternativny zapis.
In[18]:= list[[2, 3]1]
Out[18]= 8

V dalsom texte tejto ucebnice budeme pouzivat uz len tento tspornejsi zapis.

Aj v pripade vnorenych zoznamov mdzeme vyuzit zapis s dvoma bodkoc¢iarkami ; ;.

In[19]:= list = {{11, 12, 13}, {21, 22}, {31, 32, 33, 34}};
list[[1;;3, 1;;2]]

out[19)= {{11, 12}, {21, 22}, {31, 32}}
Novy zoznam, ktory obsahuje vsetky prvé prvky podzoznamov, moézeme ziskat nasledovne.
In[20]:= list[[;;, 111
Out[20]= {{11}, {21}, {31}};
A podobne sa da tento zapis vyuzit na prepisanie viacerych prvkov stcasne.

in21]:= list[[1;;3, 1;;2]] = {{ax, ay}, {bx, by}, {cx, cy}};
list

outl21]= {{ax, ay, 13}, {bx, by}, {cx, cy, 33, 34}}
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4 A

Cvicenie 4.10

kosinus = {1, -1, {1, -1, 1}, -1, 1}
Nahradte v zozname nachadzajicom sa na tretej pozicii v zozname kosinus prvé dva prvky

symbolmi a a b.

Dizka (t. j. podet prvkov) zoznamu sa dé zistit pomocou funkcie Length[1ist]
In[22]:= Length[list]
Out[22]= 3
alebo pomocou funkcie Dimensions[1list].
In[23):= Dimensions[list]
out[23]= {3}

Zoznam, ktorého prvky st zoznamy rovnakej dizky, ma v softvéri Mathematica Specidlne postavenie
a oznacujeme ho matica (po angl. matrix) (viac o maticiach v kapitole 12). Ich rozmery sa daju
zistit pomocou funkcie Dimensions[1list], ktord vracia zoznam rozmerov (t. j. pocet riadkov a

stipcov matice).

In[24]:= matica={{1, 0, 0, 0}, {0, 1, 0, 0}, {0, 0, 1, 0}};

Dimensions [matical
Out[24]= {3, 4}

Pri vytvarani zoznamov mozeme ist aj hlbsie a vytvorit zoznam zoznamov zoznamov.

In[25):— list2x2x3 = {{{111, 112, 113}, {121, 122, 123}},
{{211, 212, 213}, {221, 222, 223}}};

Dimensions[list2x2x3]

out2s]= {2, 2, 3}

4.2 Vytvaranie zoznamov Upravou inych zoznamov

Nové zoznamy sa daju vytvarat zdkladnymi matematickymi operaciami medzi dvoma zoznamami

rovnakej dlzky

npeel:= {1, 2, 3} + {3, 2, 8}
{1, 2, 3} - {38, 2, 8}
{1, 2, 3} * {3, 2, 8}
{1, 2, 3y / {38, 2, 8}
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out[26]= {4, 4, 11}
outp7]= {-2, 0, -5}
Out[28]= {3, 4, 24}
1 3
ut2o= {=, 1, =
Out[29] {3 8}

alebo pomocou zoznamu a ¢isla (resp. ¢isla a zoznamu)

+

N N NN

inz0l:= {1, 2, 3}
{1, 2, 3} -
{1, 2, 3}
{1, 2, 3}/

*

out[30]= {3, 4, 5}
out[31]= {-1, 0, 1}
out[32= {2, 4, 6%}

3
5}

1
Out[33]= {—-, 1,
ut[33] {2

Cvicenie 4.11

Vytvorte zoznam celych ¢isel od -3 po 3. Pomocou nasobenia zoznamov vytvorte zoznam dru-

hy’ch mocnin ¢isel od -3 po 3. Ulozte ho do premennej mocniny.

Dva a viac zoznamov sa da spojit do jedného pomocou funkcie Join.
In[34:= list = Join[{a, b, c}, {d, e, £}, {g, h, i}]
out[34= {a, b, ¢, d, e, £, g, h, i}

Na zaciatok zoznamu sa da pridat dalsi prvok pomocou funkcie Prepend a na jeho koniec pomo-
cou funkcie Append. Tieto funkcie nezmenia pévodny zoznam, ale vratia ako vystup novy zoznam s

pridanym prvkom.

In[35]:= Prepend[list, 1]
Append[1list, 100]

out[3s]= {1, a, b, ¢, d, e, £, g, h, i}

outj36]= {a, b, ¢, d, e, £, g, h, i, 100}
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Ak potrebujeme zmenit vstupny zoznam, uloZime vrateny zoznam do pdévodného zoznamu alebo

pouzijeme namiesto funkcii Prepend a Append priamo funkcie PrependTo a AppendTo.

In[37]:= list = Prepend[list, 1]
AppendTo[list, 100]

out37]= {1, a, b, ¢, d, e, £, g, h, i}

out[38)= {1, a, b, ¢, d, e, £, g, h, i, 100}

Cvicenie 4.12

mocniny = {9, 4, 1, 0, 1, 4, 9}

Pridajte na zaciatok a koniec zoznamu mocniny druht mocninu ¢isla -4 (resp. 4).

V pripade doplnenia nejakého prvku na Tubovolnii poziciu v zozname sa da pouzit funkcia
Insert[list, prvok, il, ktora do zoznamu list prida prvok na i-t poziciu a nasledujtce prvky

posunie o jednu poziciu dalej.
In[39]:= list = Insert[list, x, 4]
out[39]= {1, a, b, x, ¢, d, e, f, g, h, i, 100}

Softvér Mathematica umoznuje viaciuroviové zoznamy spédjat do jednoiroviového zoznamu a

naopak. Funkcia Partition[zoznam, n] rozdeli zoznam na podzoznamy diéky n.

In[40]:= list = Partition[{ax, ay, 13, bx, by, cx, cy, 33, 34}, 3]
outj40]= {ax, ay, 13}, {bx, by, cx}, {cy, 33, 34}}

Funkcia Flatten odstrani vSetky vnitorné zoznamy a vytvori jeden dlhy zoznam.

In[41]:= Flatten[list]
outj41]= {ax, ay, 13, bx, by, cx, cy, 33, 34}

Pri praci s datami ulozenymi v zoznamoch sa ¢asto pouzivaji funkcie Position, Count, MemberQ,
Reverse, Sort, DeleteDuplicates a aj funkcie Min a Max, ktoré sme si predstavili v podkapitole
3.2.

In[42]:= a = {1, 3, 3/4, 15}
In[43]:= Min[a]

3
Out[43]: Z
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In[44]:= Max[a]
Out[44]= 15

V pripade, Ze zoznam obsahuje aj symbol, tieto funkcie vracaji ako vystup symbol a najmensie (resp.
najvicsie) c¢islo. O symbole sa totiz nevie, ¢i je va¢si alebo mensi ako najmensie (resp. najvicsie)
¢islo. Ak funkciu Min (resp. Max) aplikujeme na zoznam obsahujici podzoznamy, tak vystupom je

spolo¢né minimum (resp. maximum) z hodnoét prvkov zoznamu a prvkov jeho podzoznamov.

Inj45]:= list = {25, {55, 7, 8}, b, c, 60, 79}
In[46]:= Min[list]

Out[46]= Min[7, b, c]

In[47]:= Max[list]

Out[47]= Max[79, b, c]

Cvicenie 4.13
mocniny = {16, 9, 4, 1, 0, 1, 4, 9, 16}

Vytvorte zoznam, v ktorom prvy prvok bude miniméalne ¢islo a druhy prvok maximalne

¢islo zo zoznamu mocniny.

Pomocou funkcie Reverse vieme usporiadat prvky zoznamu v opac¢nom poradi.
Injsg]:— list = {25, {55, 7, 8}, b, c, 60, 79}
In[49]:= Reverse[list]
outjao]— {79, 60, c, b, {55, 7, 8}, 25}

Vsimnite si, ze poradie prvkov vnitorného zoznamu zostalo nezmenené. Pévodny zoznam list sa

vSsak nemeni.
In[50]:= list

outjs0)— {25, {55, 7, 8}, b, c, 60, 79}

Cvicenie 4.14

kosinus = {1, -1, {a, b, 1}, -1, 1}

Zamente poradie prvkov podzoznamu na tretej pozicii v zozname kosinus, takym spdso-

bom, aby sa zmenil aj pévodny zoznam kosinus.
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Dalsou funkciou, ktord sa vyuziva pri praci so zoznamami, najmé v Statistike, ale aj v injch oblas-
tiach, je funkcia Sort. Tato funkcia usporiada prvky zoznamu podla nasledujicich pravidiel. Ak st
tieto prvky ¢isla, tak st v novovytvorenom zozname usporiadané vzdy vzostupne. Ak st to sym-
boly, tak st usporiadané v abecednom poradi. A ak si niektoré prvky ¢isla a niektoré symboly, tak
su najskor ¢isla vo vzostupnom poradi a za nimi symboly v abecednom poradi. Za nimi nasleduja

podzoznamy zoradené podla dizky. Ich prvky vak zostdvaji v povodnom porads.

In[51]:= Sort[list]

outjs1]= {25, 60, 79, b, c, {55, 7, 8}}

Cvicenie 4.15

kosinus = {1, -1, {a, b, 1}, -1, 1}

Zoradte prvky v zozname kosinus.

Ak sa niektoré hodnoty vyskytuji v zozname opakovane, mozeme duplicitné prvky odstranit po-

mocou funkcie DeleteDuplicates[list]. Pévodny zoznam zostava nezmeneny.

In[52]:= 1ist3 = {5, up, 2, down, up, down, 2, 3, 4, up, 3, up, 7, 3, 1};
DeleteDuplicates[list3]
list3

outj52]= {5, up, 2, down, 3, 4, 7, 1}
{5, up, 2, down, up, down, 2, 3, 4, up, 3, up, 7, 3, 1}

Cvicenie 4.16

mocniny = {16, 9, 4, 1, 0, 1, 4, 9, 16}

Odstrante duplicitné prvky zo zoznamu mocniny.

Pomocou funkcie Position[1list,y] vieme zistit, na ktorych poziciach sa nachadza v zozname 1ist

prvok s hodnotou y.

In[53]:= Position[list3, up]

outls3]= {{2}, {6}, {10}, {12}}

[ CviGenie 4.17
mocniny = {16, 9, 4, 1, 0, 1, 4, 9, 16}
Kolké najmensie ¢islo v zozname mocniny je ¢slo 97 Cisla s rovnakou hodnotou st v tomto
priklade povazované za to isté cislo.

Pomoécka: Pouzite funkcie DeleteDuplicates, Sort a Position.
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Funkcia Count[list,y] vracia ako vystup pocet pozicii, na ktorych sa nachadza v zozname

list prvok s hodnotou y.

In[54]:= Count[list3, up]
Out[54]= 4

Funkcia MemberQ[list,y] vracia pomocou True a False informéaciu o tom, ¢i sa v zozname list

nachadza prvok s hodnotou y.

In[55]:= MemberQ[list3, up]
MemberQ[list3, upol

Out[55]= True

False

Na zoznamy sa d4 pozerat aj ako na matematické mnoziny. Softvér Mathematica mé vstavané
funkcie stvisiace s mnozinovymi operaciami. Funkcia Union [mnozina;, mnozina,] (z angl. zjedno-
tenie) vytvori zoznam obsahujici zjednotenie prvkov mnozin mnozina; a mnozina,. Usporiadanie

prvkov novovytvoreného zoznamu je také isté ako pri funkcii Sort.

{13 2, 3, 4};
{4, 2’ 1, 6: _1};

Union[mnozinal, mnozina2]

In[56]:= mnozinal

mnozina2

outse]= {-1, 1, 2, 3, 4, 6}

Funkcia Intersection[mnozina;, mnozina,] (z angl. prienik) vytvori zoznam obsahujtci prienik
prvkov mnozin mnozina; a mnozina,. Usporiadanie prvkov novovytvoreného zoznamu je také isté

ako pri funkcii Sort.

In[57:= Intersection[mnozinal, mnozina2]

out[57]= {1, 2, 4}

Cvicenie 4.18
mocniny = {16, 9, 4, 1, 0}
{1’ _1: {a’ b’ 1}’ _1: 1}

Vytvorte zoznam obsahujtci prvky, ktoré st prvkami zoznamu mocniny a zaroven aj prv-

kosinus

kami zoznamu kosinus.
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Cvicenie 4.19

Pomocou funkcie Length zistite, kolko prvkov ma vysledny zoznam z predchadzajiceho cvice-

nia.

Funkcia Complement [mnozina;, mnozina,] (z angl. doplnok) vytvori zoznam obsahujuci prvky

mnoziny mnozinaj, ktoré sa nenachddzaji v mnozine mnozina,.

In[58]:= mnozinal = {1, 2, 3, 4};
mnozina2 = {4, 2, 1, 6, -1};
Complement [mnozinal, mnozina2]

Complement [mnozina2, mnozinail
out[s8]= {3}

out[59]= {-1, 63}

4.3 Vytvaranie zoznamov pomocou vstavanych funkcii

V tejto casti si ukdzeme, ako vytvarat nové zoznamy pomocou vstavanych funkcii. Prva funkcia,
ktord si predstavime, je RandomReal [{Xpin,Xnax},n] (z. angl. ndhodné, reilne), ktord vygeneruje

zoznam n nahodnych realnych ¢isel z intervalu od xpin PO Xpax-
In[60:= RandomReal [{-3, 2.5}, 4]

outjeo]= {-0.131144, 0.692681, -2.86273, -1.17733}

V pripade, Ze vynechdme druhy vstupny parameter, tak funkcia RandomReal vracia jedno redlne
¢islo. V pripade, ze druhym vstupnym parametrom je zoznam celych ¢isel {n; ,n,, . ..}, tak funkcia

vracia zoznam zoznamov S rozmerom nj Xn, X...

In[61]:= RandomReal[{-1, 2}, {3, 2}]
outf1]= {{1.3625, 1.33724}, {0.90865, 1.6254}, {-0.992239, 1.15147}}

Obdobnou funkciou k funkcii RandomReal je funkcia RandomInteger (z. angl. ndhodné, celé), ktord

funguje rovnako, avsak namiesto ndhodnych realnych cisel vracia ndhodné celé ¢isla.

Cvicenie 4.20

Vytvorte maticu velkosti 4 x 5, ktorej prvkami budi ndhodné celé ¢isla z rozsahu od -10 do 10.
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Cvicenie 4.21

Pomocou zabudovanej funkcie zistite maximélny prvok matice z predchéadzajiceho cvicCenia.

Dalsou vstavanou funkciou je Range (z angl. rozsah), ktord vytvara zoznamy postupnych ¢isel.
Moze dostat tri rozne vstupy. Range [ig.¢] vracia ako vystup zoznam celych ¢isel od {1, ... ,imax]};
Range [ipin,inax] zoznam celych ¢isel od {ipin, . .- >inax]}; @ Range [ipin s ipaxs

di] zoznam tychto ¢isel s krokom di.

In[62:= cislaPo = Range[10]

outle2—= {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}
In[63]:= cislaOdPo = Range[-3, 7]

out[63]= {-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}
In[64]:= cislaOdPoKrok = Range[-3, 7, 0.5]

oute4]= {-3., -2.5, -2., -1.5, -1., -0.5, 0., 0.5, 1., 1.5,
2., 2.5, 3.,3.5,4., 4.5, 5., 5.5, 6., 6.5, 7.}

Vsimnite si, ze vystupom je zoznam realnych ¢isel a nie zlomkov. Kedze deliaci krok 0.5 je redlne
¢islo, tak vSetky cisla vystupu su zapisané ako redlne ¢isla. Ak chceme, aby cisla vystupu boli
zapisané ako zlomky, musia byt vsetky vstupné parametre bud celé ¢isla (bez desatinnej bodky),

alebo zlomky.

In[65]:= cislaOdPoKrok = Rangel[-3, 7, 1/2]

out[6s]= {-3 > 3 L
t = - PNE) ~ s
ut[65] 5 5 .
1) 3, P 7}
2

Cvicenie 4.22

Pomocou funkcie Range a nasobenia zoznamov vytvorte zoznam druhych mocnin ¢isel z rozsahu
od -10 do 10 s deliacim krokom 0.5.

Niektoré funkcie dokazu vytvarat nové zoznamy, ak ako vstupny parameter dostant zoznam (ide

vacsinou o matematické funkcie napr. Sin, Log, Sqrt).

In[66):= Sin[Range [0, 5]]
out[66]= {0, Sin[1], Sin[2], Sin[3], Sin[4], Sin[5]}

Vystupom je funkcia aplikovand na prvky vstupného zoznamu.
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Poznamka 4.1

Nie vSetky funkcie dokézu ako vstupny argument prijat zoznam a vratit zoznam vystupov
funkcie aplikovanej na prvky vstupného zoznamu. Funkcie s touto vlastnostou sa nazyvaja
Listable. Ci je nejakd funkcia Listable alebo nie, sa dé zistit pomocou funkcie Attributes(z

angl. atributy).

In[67]:= Attributes[Sin]
out[67]= {Listable, NumericFunction, Protected}

Vystupom funkcie Attributes je zoznam atribitov (vlastnosti) vstavanej funkcie, ktord je jej

vstupnym argumentom.

Najvseobecnejsia funkcia na vytvaranie zoznamov je funkcia Table [vyraz,{i,ipin,inax,di}],

kde vyraz je predpis, v ktorom sa premennd i postupne meni od ipin PO ipax S krokom di.

Inj68):= Table[i?, {i, -2, 2, 0.5}]
outfes]= {4., 2.25, 1., 0.25, 0., 0.25, 1., 2.25, 4.}

Vstup di nie je povinny. V pripade, ze ho vynechdme, je jeho prednastavend hodnota 1. V pripade,

ze vynechame igi,, jeho hodnota je tiez 1.

4 A

Cvicenie 4.23

Pomocou funkcii Range a Table vytvorte zoznam dizky 10, ktorého prvkami budd zoznamy
celych &sel od 1 po n, kde n je poradie prvku v zozname. Napr. pre zoznam dlzky 3 dostaneme

{{1},{1,2},{1,2,3}}.

Cvicenie 4.24

Nahradte prvy prvok v kazdom podzozname vysledného zoznamu z predchadzajiceho cvicenia

¢islom 0.

Ak chceme vytvarat zoznam zoznamov, mdzeme ako vstupny argument funkcie Table pouzit

dalsiu funkciu Table.
In[69]:= Table[Tablel[i/j, {j, 1, 2}], {i, 1, 3}]
1 3
outjeo]= {{1, 5}, {2, 1}, {3, 5}}

Kedze vytvaranie vnorenych zoznamov sa casto pouziva, existuje v softvéri Mathematica funkcia
Table aj v tvare Table[vyraz,{i,inin,imax,di},{j,JpinsJmax>di}s - -1, ktord funguje rovnako

ako vnorenie Table do Table.
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In[70]:= Tablel[i/j, {i, 1, 3}, {j, 1, 2}]
1 3
Out[70]= {{1, 5}, {2, 1}, {3, 5}}

Vsimnite si, ze poradie zoznamov reprezentujucich rozsah indexov i a j je v 2-indexovej verzii
Table opacné v porovnani s vnorenou l-indexovou verziou Table do 1-indexovej verzie Table. Vo

viac-indexovej verzii Table zoznam napisany Uplne vpravo prislicha najvniutornejSiemu zoznamu.

Cvicenie 4.25

Zadajte do vstupnej bunky prikaz pomocou funkcie Table, ktorého vystupom bude zoznam

{{1}, {2, 2}, {8, 38, 3}, {4, 4, 4, 4}, {5, 5, 5, 5, 5}}.

Vo vécsine programovacich jazykov sa najskor vypocitaju vstupy do funkcie a az potom sa
zavold samotna funkcia uz s konkrétnymi c¢islami. Napr., ak by sme mali zadefinované i=1, j=1
a potom by sme zavolali predchadzajicu funkciu Table, tak by sme v skutocnosti volali prikaz
Table[1, {1, 1, 3}, {1, 1, 2}]. Pre vyvarovanie sa takychto problémov ma softvér funkcie,
ktorych vstupné parametre sa ponechaji v tvare symbolu (t. j. nenahradia sa hodnotami). Tieto

symboly sa potom pouzivaju ako lokdlne premenné.

( \

Poznamka 4.2

Softvér Mathematica rozlisuje dva typy premennych: globalne a lokalne. Premenné, s ktorymi
sme sa doteraz stretavali v tejto ucebnici st nazyvané globalne. Ich nizov je odvodeny z toho,
Ze su pristupné a pouzitelné globalne, t. j. na lubovolnom mieste programu pocas jeho behu.
Pojmom "lokalne premenné" oznacujeme premenné definované vnitri funkcii, ktoré sa pouzi-
vaju len lokalne, t. j. vnuatri funkcii, v ktorych su definované. Ich zmena neovplyvni globalne
premenné s rovnakym nazvom a ani hodnoty tychto globdlnych premennych nemaja ziadny
vplyv na lokdlne premenné. S lokdlnymi premennymi sa stretneme aj pri funkciach Module a

Block, pozri sekciu 8.3.

_ J

Vdaka tomu zostane v nasledujicom priklade hodnota i nezmenena.

In[71]:= i = 10;
Table[i, {i, 1, 3}]

1

out[71]= {1, 2, 3}
10

V predchadzajicom priklade je i vnuatri funkcie Table lokalnou premennou. Zatial ¢o i pred funkciou
Table je globdlna premenna. Ak maja lokdlna aj globalna premenné rovnaky nazov, tak plati, ze

lokalna premennd mé vnutri svojej funkcie prednost pred globalnou.
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Poznamka 4.3

Vlastnost drzat vstupné parametre nevyhodnotené sa v softvéri Mathematica oznacuje vyrazom
Hold (z angl. drzat). Vstavané funkcie mézu nadobudat vlastnosti: HoldAll (z angl. drzat
vSetko), HoldFirst (z angl. drzat prvy), HoldRest (z angl. drzat zvysSok). HoldA1l drzi vSetky
vstupné parametre nevyhodnotené. HoldFirst len prvy a HoldRest vsSetky okrem prvého.

Vlastnosti jednotlivych funkcii sa daju zistit pomocou funkcie Attributes.

In[72:= Attributes[Table]

Out[72]= {HoldAll, Protected}

Poznamka 4.4

Funkcia Table mé vstupné parametre v tvare Table [vyraz,{i,ipin,inax}t], t. j. prvy parame-
ter je vyraz, ktory funkcia vyhodnocuje. Druhy parameter je zoznam premennej, dolnej hranice
a hornej hranice. S takymto stylom zaddvania vstupnych parametrov sa stretneme aj pri inych
funkciach, s ktorymi sa neskér oboznamime. Napr. funkcia Plot [£,{xX, Xpin » Xuax}] sliZiaca na
vykreslenie grafu funkcie £ podla hodnoty premennej x od Xgin PO Xpax dostiva parametre
v rovnakom tvare (pozri sekciu 5.1), taktiez aj funkcia Integratel[f,{x,Xpin,Xnax}], ktord

vypocita urcity integral predpisu £ na danom intervale (pozri podsekciu 10.2.1).

4.4 Zhrnutie

V tejto kapitole sme si predstavili zoznamy, ktoré sa zapisuji pomocou kritenych zatvoriek {}. K
ich prvkom sa pristupuje pomocou dvojitych hranatych zatvoriek [[1]. Tie mézeme pouzit aj na
pristup k podzoznamu nejakého zoznamu. Rozmery zoznamu vieme zistit pomocou funkcie Length
alebo Dimensions.

So zoznamami sa daji vykonavat zdkladné matematické operacie. Funkcie Append, Prepend a
Insert sltzia na vkladanie novych prvkov do zoznamu. Nové zoznamy prvkov sa daju generovat
podla nejakého predpisu pomocou funkcie Table. V kapitole 8 si predstavime dalsi sposob vytvarania
zoznamov pomocou funkcie Map a v kapitole 7 pomocou nahradzania a vzorov.

V nasledujuicich kapitolach sa so zoznamami budeme stretavat casto. V kapitole 5 si ukdzeme,
ako zobrazit graf zo zoznamu ¢isel a v kapitole 12 budeme k zoznamom pristupovat ako k vektorom

a maticiam.



Kapitola 5

Grafické zobrazovanie matematickych

funkcii

Softvér Mathematica mé v sebe zabudovanu grafiku vysokej kvality. Jej ovladanie je jednoduché
a znacne intuitivne. Vdaka Sirokej palete grafickych volieb umoznuje velmi precizne vykreslovat
pozadované vlastnosti grafov. Z tychto dévodov si Studenti Casto volia prave softvér Mathematica
na grafické zobrazovanie vysledkov vo svojich zavereénych pracach aj v pripadoch, ked boli rieSené
v inych programatorskych prostrediach. Grafika tohto softvéru je taktiez vhodnym zobrazovacim
nastrojom pre komercné tlohy z praxe. Svoje uplatnenie nachddza aj v pedagogickom procese pri
osvojovani si poznatkov o funkcidch — zasluhou nazornosti poméaha vytvarat u Studentov lepsiu

predstavu.

5.1 Funkcia Plot

Zakladnou vstavanou funkciou na vykreslovanie grafov matematickych funkcii je funkcia s jednodu-
chym nézvom Plot (po angl. zobraz). Jej syntax je nasledovné: Plot [f,{x,Xnin,Xnax}], kde £ je
predpis funkcie jednej premennej, ktorej graf chceme dat vykreslit, x je premenna tejto funkcie a
Xnin @ Xpax SU hranice oblasti vykreslenia. Predpis funkcie mézeme zadat do Plot priamo alebo po-
mocou premennej, ktorej je priradeny tento predpis (podrobnejsie o tom v kapitole 8). V obidvoch

pripadoch softvér Mathematica zobrazi rovnaky graf.

In[i]:= Plot[x?, {x, -3, 3}1;
kvad[x ]:= x2

Plot[kvad[x], {x, -3, 3}]

95
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Out[1]=

Rovnako ako funkcia Table aj funkcia Plot drzi vstupy nevyhodnotené, pozri Pozn. 4.3 a text nad
nou. Vstupny parameter x je teda lokdlna premennd. To znamena, ze nezalezi na tom, ¢i sme predtym
pouzivali premennt s rovnakym nazvom x, jej hodnota nijako neovplyvni vstupny parameter funkcie

Plot.

Poznamka 5.1

Upozornujeme, ze pre potreby ucebnice sme niektoré grafické vystupy softvéru Mathematica

velkostne zmensili.

Namiesto symbolu x reprezentujiceho premenni funkcie, mézeme pouzit fubovolny symbol.
In[2]:= Plot[Sin[z], {z, -2m, 27}]
Out[2]=

1.0

0.5F

-2 L 2 4 6

( Poznamka 5.2

Je potrebné si uvedomit, ze £ nie je funkcia z programatorského hladiska, ale matematicky

predpis funkcie s premennou x. A teda nasledovné volanie funkcie je nespravne.

In38]:= Plot[Sin, {x, -2m, 27}]
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Out[3]= 1.0-_

0.5F

-0.5}+

-1.0+

\ J

V dalsom texte kapitoly budeme obcas menif nézov tejto premennej. Aj napriek tomu vSak ho-
rizontalnu os grafu budeme v texte oznacovat ako os x a vertikdlnu ako os y. Prvym vstupnym

parametrom funkcie Plot je predpis funkcie alebo zoznam predpisov funkcii.

In[4:= Plot[e”, {v, -2, 2}];
Plot[{e", v}, {v, -2, 2}]

Out[4]=

V druhom pripade sa vykreslia grafy vSetkych funkcii zoznamu do jedného obrazku. Kazdy z nich

bude zobrazeny inou farbou.

r

Cvicenie 5.1
Vykreslite do jedného obrazku grafy funkcii f(x) = z¢,i = 0, ..., 10 na oblasti (-1, 1). Vypisovat
vsetky predpisy funkcii jeden po druhom by bolo velmi pracné. Vyuzite namiesto toho funkciu

Table.

Vsimnite si, ze ak Table vlozite priamo do Plot, vykreslené grafy funkcii budi mat rovnaka

farbu.

Plot vie zobrazit grafy funkcii na danych intervaloch aj v tom pripade, ked funkcie nie st definované

vo vSetkych bodoch tychto intervalov.

In[s]:= {Plot[1/x, {x, -1, 1}], Plot[Loglx], {x, -1, 2}1}
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Out[5]= 10 C

Vystupom funkcie Plot je objekt a teda je ho mozné ulozit do premennej. Obrazok, ktory sa
zobrazi po zavolani premennej plotGaussovaKrivka je len spdsob, ako softvér Mathematica tento

objekt interpretuje.

In[6]:= plotGaussovaKrivka = Plot [e_xz, {x, -1, 1}1;

Ked tato premennt dame zobrazit, vystupom bude graf funkcie.

In[7]:= plotGaussovaKrivka

Out[7]=

1

-1.0 —05 F 05 1.0

5.1.1 Volby funkcie Plot

V sekcii 2.2 sme sa zmienili, ze niektoré vstavané funkcie maju volby, ktorymi mozeme prispdosobit
ich fungovanie.

Povinné vstupné parametre funkcie Plot si len predpis funkcie a ohranicenie oblasti, na ktorej
sa ma graf funkcie vykreslit. Farba grafu, obor hodnét, skdla a dalsie charakteristiky boli zvolené
automaticky. Tieto vlastnosti sa daji menit pomocou tzv. volieb. V tejto podsekcii si niektoré z

nich predstavime, s dalSimi sa oboznamime v kapitole 9.

Styly vykreslenia grafu

Volba PlotStyle slizi na zmenu stylu vykreslenia grafu funkcie. Umoznuje napr. zadat réznymi
sposobmi farbu, hribku a prerusovanie zobrazovanych grafov funkcii. Ocenime ju najmaé pri potrebe

rozlisovat viaceré grafy funkcii v jednom obrazku. Farba sa zaddva pomocou PlotStyle—Farba.



KAPITOLA 5. GRAFICKE ZOBRAZOVANIE MATEMATICKYCH FUNKCIT 59

Najjednoduchsi sposob jej zadania je pouzitie anglického nazvu preddefinovanej farby, napr. ¢ervenej

(po angl. red).

In[g]:= Plot[0.2Sin[u], {u, 0, 107}, PlotStyle — Red]

AL
AN

Zoznam vsetkych preddefinovanych farieb a charakteristiku jednotlivych vstavanych direktiv na

vytvaranie farieb najdete v sekcii 9.2.
Ak zobrazujeme zoznam grafov funkcii v jednom obrazku, mézeme ich odlisit od seba réznymi
stylmi, ktoré zadavame ako zoznam stylov. Prvy styl prisldcha prvému grafu, druhy druhému,...,

posledny poslednému. Nasledujuci priklad reprezentuje rozlisenie grafov funkcii pomocou farieb.

in[o]:= Plot[{Sin[ul, Sin[u®l}, {u, 0, 27}, PlotStyle—{Darker [Green], Orangel}]

Out[9]= 10}

0.5

-1.0

Cvicenie 5.2
Vykreslite do jedného obrazku grafy funkcii f(z) = In(x) a g(z) = @* na oblasti (—1,1). Prvy

graf vykreslite modrou a druhy zelenou farbou.

V pripade, ze pripravujeme obrazok zoznamu grafov funkcii pre ¢iernobielu tlac, je vhodné volif styly,
ktoré aj v takejto verzii zabezpecia dostatocnt rozlisitelnost. V nasledujicom priklade prezentujeme
pouzitie direktiv Thick (z angl. hrubd), Dashed (z angl. preruSovand), Dotted (z angl. bodkovand)
a DotDashed (z angl. bodkociarkovand).
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In[10]:= Plot[{x, 2x, 3x, 4x}, {x, -3, 3}, PlotStyle — {Thick, Dashed, Dotted,
DotDashed}]

Out[10]=

Rozsirenou verziou direktivy Thick je direktiva Thickness[hrubkal, ktord umoznuje pomocou

parametra hrubka presne nastavif pozadovand hriabku ciar.

In[11:= Plot[{x, 2x}, {x, -3, 3}, PlotStyle—{Thickness[0.005], Thickness[0.01]}]

Out[11]= 6

Podobne, rozsirenim direktivy Dashed je direktiva Dashing[{ciarka, medzera}], ktord umoz-
nuje pomocou parametrov ciarka a medzera nastavit presne velkost ¢iarky a velkost medzery.
V pripade, Ze pozadujeme, aby Ciarky a medzery boli rovnako dlhé, staci pouzit zdkladnt verziu

Dashing[ciarka].

In[12]:= Plot[{x, 2x, 3x}, {x, -3, 3}, PlotStyle — {Dashing[{0.05, 0.01}],
Dashing[{0.02, 0.02}], Dashing[0.02]}]
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Out[12]=

Ak chceme priradif jedinému grafu funkcie viacero roznych stylov, zaddvame ich tiez ako zoznam

stylov.

In[13:= Plot[Exp[x], {x, -3, 3}, PlotStyle — {Magenta, Thick, Dashed}]

Out[13]: 20 [

———

]
]
I
1

Cvicenie 5.3

Vykreslite graf funkcie f(z) = cotg(x) na oblasti (—5,5) ¢ervenou, ¢iarkovanou ¢iarou, ktora

mé &iarky dizky 0.1 a medzery dizky 0.3.

Na poradi jednotlivych direktiv v zozname nezélezi. V pripade, Ze zobrazujeme zoznam grafov funkcii

a chceme nastavit niektorym zobrazovanym grafom viacero Stylov, pouzijeme zoznam zoznamov

direktiv.

In[14]:= Plot[{x, 2x, 3x}, {x, -1, 1},

PlotStyle — {{Cyan, Dashed}, Yellow, {Purple, Dotted, Thickl}}]
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Out[14] 3 R
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Viac grafov funkcii vieme zobrazit do jedného obrazku aj pomocou vstavanej funkcie Show. Vystup
z predchédzajiceho prikladu mézeme vytvorit aj nasledujicim spdsobom. Zobrazenia jednotlivych

grafov funkcii priradime do samostatnych premennych a zobrazime ich pomocou funkcie Show.

In[15]:= prva = Plot[x, {x, -1, 1}, PlotStyle — {Cyan, Dashed}];
druha = Plot[2x, {x, -1, 1}, PlotStyle — Yellow];
tretia = Plot[3x, {x, -1, 1}, PlotStyle — {Purple, Dotted, Thick}];

Show[tretia, druha, prval

Out[15]= 1.0l B

051 )

L L L L 1 L L L L L L L L L L L L
-1.0 -0.5 Sl 0.5 1.0

' -1.0

Na poradi vstupnych argumentov funkcie Show zilezi. Obor hodnét zobrazenia zoznamu grafov
funkcii sa automaticky nastavuje podla oboru hodnét grafu prvej funkcie. Pri zobrazovani zoznamu
grafov funkcii do jedného obrazku pomocou funkcie Plot sa obor hodn6t zoznamu grafov nastavi

podla grafov vSetkych funkcii zoznamu.

Cvicenie 5.4

Vykreslite do jedného obrazku grafy funkcii f(x) = tg(z) a g(x) = cotg(x) na oblasti (0, 5).

Nastavte grafom tychto funkcii rézne farby a roézne ¢iarkovanie.

Funkcia Show sa pouziva najmaé v situaciach, kde zobrazujeme do jedného obrazku rozne grafické
prvky (vystupy réznych vstavanych zobrazovacich funkcif). Prospesna je vSak aj v pripadoch, ked zo-

brazujeme vyssi pocet grafickych prvkov pomocou rovnakej zobrazovacej funkcie (Plot, Graphics).
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Kazdy graficky prvok mézeme zadefinovat samostatne a ulozit ho do pomocnej premennej. Potom
vsetky grafické prvky zobrazime do jedného obrdzku pomocou funkcie Show. Ziskame tak lepsiu
prehladnost zadania ako v situdcii, ked s vsetky grafické prvky zobrazené len pomocou jedinej
zobrazovacej funkcie.

Posledna direktiva volby PlotStyle, s ktorou sa budeme blizsie zaoberat je direktiva Opacity
(z angl. nepriehladnost). Vyuziva sa najméa v situdciich, ked sa zobrazované grafy funkcii ¢iastocne
prekryvaju (napr. v obrazku zobrazujicom graf funkcie a graf jej Taylorovho rozvoja, pozri str. 160).
Zadava sa v tvare Opacity[nepriehladnost], kde parameter nepriehladnost nadobiida hodnoty
z intervalu (0,1). Hodnota 1 reprezentuje tuplni nepriehladnost (rovnaké situdcia, ako keby sme
vobec nepouzili direktivu Opacity) a hodnota 0 tplni priehladnost (t. j. zobrazovand funkcia nie
je viditelna).

Graf zobrazovanej funkcie nemusi mat na celom priebehu rovnaki farbu. Pomocou volby Color-
Function vieme roznymi farbami rozlisit jeho jednotlivé casti v zavislosti od hodndét, ktoré funkcia

nadobuda.

In[16]:= Plot[x"56 - 6x"4 + x"3 + 36x"2 - 20x - 18, {x, -2.3, 4},

ColorFunction — "TemperatureMap"]

Out[16]=

~

40

20

Zoznam nastaveni farebnych schém volby ColorFunction najdete, ked v hornom menu kliknete na
Help — Find Selected Function a do okienka na vyhladavanie zadate vyraz "Color Schemes".
Ako si zadefinovat svoje vlastné farebné schémy si ukdzeme v Pozn. 9.5 v sekcii 9.2, ktord sa venuje

roznym farebnym modelom.

Styly vykreslenia oblasti

Doteraz sme ani v jednom priklade nedefinovali rozsah vykreslenia grafu funkcie na y-ovej osi.
Funkcia Plot méa v sebe naprogramovany automaticky vyber vSetkych volieb. Pre pracu uzivatela
je vicsinou tento automaticky vyber postacujuci. Napr., pre funkciu f(z) = 1/z ndm nevykresli

vSetky hodnoty na intervale (—1, 1), kedze tie by boli z rozsahu (—oo, c0).



KAPITOLA 5. GRAFICKE ZOBRAZOVANIE MATEMATICKYCH FUNKCIT 64

Ak nédm vsak prednastaveny vyber nevyhovuje, mdzeme funkcii Plot zadat hranice zobrazenia
pre y-ovi os pomocou volby PlotRange—{y,in» Vnpaxt> Kde Ypin @ Ypay SO hranice rozsahu vykres-

lenia na y-ovej osi.

In[17]:= Plot[z, {z, -1, 1}, PlotRange — {-2, 1}]

Out[17]=

I I I L I I
-3 -2 -1 1 2 3

Pomer velkosti vysky a sSirky obrazku grafu je tiez voleny automaticky.

In[18]:= Plot[0.28in[u], {u, 0, 107}]

CAAAAN
AR

Takyto graf moze sice delailnejsie geometricky zndzornovat funkciu, ale niekedy podava mylnd

informéciu o hodnotéch funkcie a tvare jej grafu, kedze dizka dielikov na z-ovej a y-ovej osi moze
byt rézna. V pripade, Ze pozadujeme, aby vykresleny graf nebol zdeformovany (t. j. aby dieliky na

osi x aj osi y boli rovnako velké), mozeme ho zmenit pridanim volby AspectRatio—Automatic.

In[19]:= Plot[0.2Sin[u], {u, O, 107}, AspectRatio — Automatic]

Out[19]= ¥ : y :
u[ ] 5 10 15 20 25 30

Ak by bol pre nasu pracu vhodnejsi iny pomer, mozeme nahradif nastavenie Automatic parametrom

k, ktory oznacuje pomer vysky a sirky obrazku.

In[20]:= Plot[0.28in[u], {u, O, 107w}, AspectRatio — 2]
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L]

0.1H

Out[20]=

Styly vykreslenia osi
Vykreslenie osi sa da vypnat pomocou volby Axes.

In[21]:= Plot[0.2Sin[u], {u, 0, 107w}, Axes — False]

Out[21]=

In[22]:= Plot[0.2Sin[ul, {u, 0, 107}, Axes — {True, False}]

65



KAPITOLA 5. GRAFICKE ZOBRAZOVANIE MATEMATICKYCH FUNKCIT 66

AL
VUV

Niekedy je ziadice posunuf zaciatok stradnicovej stustavy do nejakého iného bodu. Na tento tcel

Out[22]=

sa pouziva volba AxesOrigin, ktord napravo od sipky dostava zadany novy bod prieniku osi.

In[23]:= Plot[1/(x - 2) + 3, {x, 0, 4}, AxesOrigin — {2, 3}]

Out[23]=

Okolo grafu mézeme vytvorit rdm (po angl. frame) volbou Frame s nastavenim True.

In[24]:= Plot[Sin[x], {x, -2Pi, 2Pi}, Frame — True]

Out[24]= 4,

0.0

S T O S S S ST T T S SO SO B

-6 -4 -2 0 2 4 6

V pripade, ze potrebujeme zobrazit osi siradnicovej sustavy bez ¢iarok (po angl. ticks) na nich,

pouzijeme volbu Ticks — None.



KAPITOLA 5. GRAFICKE ZOBRAZOVANIE MATEMATICKYCH FUNKCIIT 67
In[25]:= Plot[Sin[x], {x, -2Pi, 2Pi}, Ticks — None]

Out[25]=

Ciarky sa na stradnicovych osiach zobrazuji automaticky a reprezentuji na nich celé ¢isla, pripadne
ich polovice alebo desatiny. Niekedy je vsak vhodnejsie mat vyznacené ciarky, ktoré viac zodpove-
daju grafu zobrazovanej funkcie, napr. pri goniometrickych funkciach vykreslit ¢iarky prislichajtce

hodnotam ¢isla 7. Nasledujuci priklad znazornuje zadanie vlastnych dielikov na osi x aj osi y.

In[26]:= Plot[Sin[x], {x, -2Pi, 2Pi}, Ticks — {{-2Pi, -Pi, 0, Pi, 2Pi},
{-Pi/4, 0, Pi/4}}]

Out[26]=

>N

>N

Pripadne mo6zeme zadat len ¢iarky na osi x a na osi y ich zobrazi softvér automaticky.

In[27]:= Plot[Sin[x], {x, -2Pi, 2Pi}, Ticks — {{-2Pi, -Pi, O, Pi, 2Pi},
Automatic}]
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Out[27]= 1.0

0.5

Pri rieseni niektorych iloh je vyhodné zobrazit graf s mriezkou. Jednoduchsie sa na nom sleduja
zmeny funkcie, pripadne ¢itaju z neho hodnoty vo vybranych bodoch. Ked priddme volbu GridLines
(z angl. mriezkové ¢iary) s nastavenim Automatic, tak sa na grafe vytvori mriezka. Pozicie jej Ciar

su preddefinované v softvéri, zodpovedaji automatickému zobrazovaniu ¢iarok na osiach grafu.

In[28]:= Plot[Cos[x], {x, 0, 2Pi}, GridLines — Automaticl]

Out[28]= 1.0 [

0.5

-1.0f
Vlastné nastavenie pozicii ¢iar sa zadava rovnakym spésobom ako pri volbe Ticks.

In[29]:= Plot[Cos[x], {x, 0, 2Pi}, GridLines — {{0, Pi/2, Pi, 3Pi/2, 2Pi},
{_1, 0’ 1}}]

Out[29]= 10 I

0.5

-1.01
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Ked pouzivame volby GridLines, Frame alebo Axes, mdzeme pomocou volieb GridLinesStyle,
FrameStyle alebo AxesStyle zadat styl zobrazenia mriezky, rdmu alebo osi. Tieto volby vyuzivaju
rovnaké direktivy ako volba PlotStyle a naviac umoznuju nastavit aj velkost ¢islic na osiach a

rame a velkost pisma v popise osi.

In[30]:= Plot[60t, {t, 0, 10},
AxesStyle — {Darker[Green], {Brown, 17}}]

Out[30]=  G0O
500
400
300
200
100

F 2 4 6 8 10

Zoznam direktiv, napr. {Brown, 17}, je mozné zadat aj pomocou Directive [Brown, 17].

In[31:= Plot[Sin[x], {x, 0, 2Pi}, Frame — True,
FrameStyle — Directive[Darker [Green], Dashed, 21]]
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In[32]:= Plot[Sin[x], {x, 0, 2Pi}, GridLines — Automatic,
GridLinesStyle — Directive[Dotted, Red]]
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Out[32]=

1.0

051 frri
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Upozornujeme, ze ak by sme v predposlednom a v poslednom priklade pouzili namiesto Directive

zoznam direkt{v, neboli by vystupy rovnaké. Ak by bol zadany zoznam dvoch volieb, prva by bola

priradend zvislym a druha vodorovnym c¢iaram.

In[33]:=

Out[33]=

Plot[Sin[x],

GridLinesStyle — {Dotted, Red}]

{x, 0, 2Pi}, GridLines — Automatic,

1.(‘,»

-0.5

o

-1.6

Ak by zadany zoznam obsahoval tri alebo viac volieb, vystup by bol rovnaky ako v pripade, keby

sme nezadali volbu na tpravu stylu.

Osi mézeme oznacit automaticky (t. j. s pouzitim premennej zo zadania) pomocou volby

AxesLabel—Automatic.

In[34:= Plot[0.2Sin[u], {u, 0, 107w}, AxesLabel — Automatic]

Out[34]=

0.1

0.2

A

VVVVY
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Ak chceme zadat vlastny popis osi, nahradime nastavenie Automatic zoznamom nasich oznaceni.

In[35:= Plot[0.28in[u], {u, 0, 107w}, AxesLabel — {u, 0.2Sin[ul}]

Out[35] —  0.2sin(u)
0.2

0.1

In[36]:= Plot[56t, {t, O, 10}, AxesLabel — {"pocet osob", "produkcia v kg"}]

In[37]:= Produkcia v kg
50

40

30

L L L L - pocet osob
2 4 6 8 10

V druhom priklade st prvky zoznamu zadané ako text, t. j. retazec znakov. V softvéri Mathematica
je takyto typ vstupného argumentu oznacovany ako String (z angl. retazec). Ak by sme nepouzili

uvodzovky, dostali by sme nasledujuici vysledok.

In[38]:= Plot[5t, {t, O, 10}, AxesLabel — {pocet osob, produkcia v kg}]

Out[38]= kgprodukciav
50

40f
30f
20f

10

. L . . - osob pocet
10
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Jednotlivé skupiny znakov oddelené medzerami sii povazované za symboly a softvér Mathematica
ich usporiadal v abecednom poradi. Ak by sme chceli ako popis zadat nejakd premennt, ktorej
uz v predchadzajucich krokoch bola priradena nejaka hodnota, museli by sme ju zadat ako prvok
typu String (retazec znakov v tivodzovkach). Ak by sme totiz nepouzili ivodzovky, namiesto ndzvu
premennej by v popise osi bola zobrazena jej hodnota. Toto zaddvanie vstupnych argumentov ako
symboly, premenné alebo prvky typu String je jednotné aj pre volby PlotLabel, PlotLabels,
PlotLegends a FrameLabel.

Volba PlotLabel sliizi na pridanie popisu celého grafu.

In[39]:= Plot[{x, 2x, 3x}, {x, -3, 3}, PlotLabel — "grafy funkcii"]

Out[39]= grafy funkcii
10

P S R T
-3 -2 = t 1 2 3

-104%-

Volby PlotLabels a PlotLegends sa pouzivaji na popis jednotlivych grafov zobrazovanych funkcii.
Obidve majé rovnaky sposob zaddvania, ale volba PlotLabels zobrazi popisy vedla zobrazovanych

grafov, zatial ¢o volba PlotLegends vytvori v pravej ¢asti obrazku legendu s oznacenim grafov.

Inj40]:= Plot[{x, 2x, 3x}, {x, -3, 3}, PlotLabels — Automatic]

Out[40]= 10

-10-

Inf41:= Plot[{x, 2x, 3x}, {x, -3, 3}, PlotLegends — Automatic]
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Out[41]=

10
Zobrazovanym grafom funkcili mézeme priradit aj vlastné oznacenia, ktoré zadavame ako zoznam

prvkov typu String.

In[42]:= Plot[{x, 2x, 3x}, {x, -3, 3}, PlotLabels — {"f(x)=x", "g(x)=2x",
llh(x)=3xll}]

Out[42]= h(x)=3x
g(x)=2x

f(x)=x

-10L

In[43]:= Plot[{x, 2x, 3x}, {x, -3, 3}, PlotLegends — {"f(x)=x", "g(x)=2x",
llh(x)=3xll}]

Out[43]=

— f(x)=x
— g(x)=2x
— h(x)=3x

-10-

Ram grafu sa da oznacit pomocou volby FrameLabel.
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In[44]:= Plot[Sin[x], {x, -2Pi, 2Pi}, Frame — True,

FrameLabel — {"hranal", "hrana2", "hrana3", "hrana4"}]

Out[44]= hrana3
1.0+
0.5
o~ [ <
© ©
2 00 g
< r <
-0.5F
_1 -O : 1 n n n 1 n n n 1 n n n n n n 1 n n n 1 n n n 1
6 -4 -2 0 2 4 6

hrana1

Ak pozadujeme, aby popis bo¢nych hran nebol kolmy, priddme naviac volbu RotateLabel—False.

In[45]:= Plot[Sin[x], {x, -2Pi, 2Pi}, Frame — True, RotateLabel — False,

FrameLabel — {"hranal", "hrana2", "hrana3", "hrana4"}]

Out[45]= hrana3
101
05f
hrana2 0.0 | hrana4
-0.5+
_10; L L L L L L
-6 -4 -2 0 2 4 6

hrana1

Dalsim volbam a stylom sa uz nebudeme venovat. Citatela odkazujeme na dokumentové centrum

softvéra Mathematica, pozri sekciu 2.2.

Cvicenie 5.5

Pozrite si v dokumentovom centre funkciu Plot a jej volby (po angl. options). Vyskusajte si

niektoré z nich.

5.2 Funkcie typu Plot

Okrem zékladnej zobrazovacej funkcie Plot st v softvéri Mathematica zabudované dalsie funkcie,
v ktorych nazve sa tiez nachadza slovo Plot. Tieto funkcie maji v sebe vo velkej miere vstavané

volby, ktoré sme si predstavili v predchiadzajicej podsekcii.
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5.2.1 Funkcie ListPlot a ListLinePlot

V niektorych situdcidch, napr. pri zobrazovani dat, potrebujeme zobrazit nie spojitt funkciu, ale
len diskrétne body reprezentujice vstupné data. Na tento ucel slizi vstavana funkcia ListPlot (z
angl. zoznam zobraz). Pouziva sa v dvoch verziach: na zobrazenie zoznamu hodnét alebo zoznamu

dvojhodnotovych dat. Zoznam moézeme zadat ako vstup priamo alebo pomocou nejakej premennej.

In[46]:= ListPlot[{4, -2, 9/5, 1.5, Sqrt[81}];
zozn={4, -2, 9/5, 1.5, Sqrt([8]l};
ListPlot [zozn]

Out[46]: a4l °

af

Pri zobrazovani dvojhodnotovych dat je vstupom funkcie ListPlot zoznam dvojprvkovych zozna-
mov.
In[47]:= dvojzozn={{0.5, 3}, {2.3, -8}, {5.7, 0.8}};

ListPlot [dvojzozn]

Outf47]l= |

2+
4+

6

8 k o
Vo funkcii ListPlot sa pouzivaju na nastavenie stylu zobrazenia rovnaké volby a viaceré direktivy
ako vo funkcii Plot.

In[48]:= zozn={4, -2, 9/5, 1.5, Sqrt[8]};

ListPlot[zozn, PlotStyle — Green, AxesLabel — {"poradie", "hodnoty"},
PlotRange — {-2.1, 4.1}, AspectRatio — Automatic]



KAPITOLA 5. GRAFICKE ZOBRAZOVANIE MATEMATICKYCH FUNKCIT 76

Out[48]: hodnoty
4+ °

e e L e 1w L poradie
5

Sl .
Okrem direktiv, ktoré sme si predstavili pre funkciu Plot, sa ¢asto pouziva direktiva

PointSize[velkost] (z angl. velkost bodu), ktord umoznuje nastavit pozadovanu velkost zobra-

zovanych bodov.

In[49]:= zozn={4, -2, 9/5, 1.5, Sqrt[8]};
ListPlot[zozn, PlotStyle — {Green, PointSize[0.02]}]

Out[49]= 4 o

N
N
w
EN
(&)

Cvicenie 5.6

Vytvorte zoznam druhych mocnin ¢&isel od -1 po 1 s krokom 0.1 a zobrazte ich na grafe, kde

x-0vé4 0s je oznacend ako x a y-ova os ako z2.

Pomocka: vyuzite poznatky z kapitoly 4.
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Diskrétne body dokézeme zobrazit pospajané (kazdy bod spojeny linedrne so svojim predchodcom)

pomocou volby Joined (z angl. spojené).
In[50]:= ListPlot[zozn, Joined — True]

Out[50]= 4

w

N

-

Prikaz ListPlot [zozn, Joined—True| je ekvivalentom vstavanej funkcie ListLinePlot [zozn].

In[51]:= ListLinePlot [zozn]

Out[51]= 4

-2

Styl pospajania bodov nastavujeme rovnakymi volbami ako $tyl zobrazenia matematickych funkeif

vo vstavanej funkcii Plot.

In[52]:= ListPlot[zozn, PlotStyle — {Orange, Thickness[0.01]}, Joined — Truel;
ListLinePlot [zozn, PlotStyle — {Orange, Thickness[0.01]}]
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Out[52]= 4f

_1:_

_2:_

Linearne pospéjanie bodov zodpoveda interpolacii prvého radu. Rad interpolécie menime pomocou

volby InterpolationOrder — n (z angl. rdd interpolacie).
In[53]:= Table[ListLinePlot[zozn, InterpolationOrder — nl], {n, {0, 1, 2, 4}}]
Out[53]= 4
3
2
1

{

= N W b

-1
-2

Cvicenie 5.7

Vytvorte zoznam druhych mocnin ¢isel od -1 po 1 s krokom 0.25 a zobrazte ich ako graf spojitej

funkcie interpolovanej 0., 1., 2. a 3. rddom.

Aj ked grafy z predchadzajiceho prikladu pre rad interpoldcie 2 a 4 sa vizualne javia ako rovnaké,

ukazeme na nasledujucich datach.

In[54]:= z01={0, 0, O, 0, 1, 0, O, O, O}
Table[ListLinePlot[z01, PlotRange — All, InterpolationOrder — n],
{n, {2, 8}}]
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Out[54]= 1.0} 1.0F
0.8} 0.8F
061 06}
loat 04 }
02! 02}
T _0_2:_ 2 \/& é\/ 8

Pripomenme, Ze pri interpolovani zoznamu dat mézeme zadat rad interpolacie maximalne o jednotku
nizsi, ako je pocet prvkov tohto zoznamu. Ak by sme toto pravidlo porusili, softvér by nas na to

upozornil nasledovnym sposobom.

In[55]:= z01={0, 0, O, O, 1, 0, O, O, O}
ListLinePlot[z01, PlotRange—All, InterpolationOrder—9]

ListLinePlot: 9 is not a valid interpolation order specification, or the given order is too high
for the input array {{1.,0.},{2.,0.},{3.,0.},{4.,0.},{5.,0.},{6.,1.},{7.,0.},{8.,0.},{9.,0.} }..

Out[55]= 10l

0.6+
04F
0.2

! L L L L

2 4 6 8

KedZze deviaty rad interpolécie sa v predchddzajicom priklade nedal aplikovat, graf vo vystupnej

bunke je zobrazeny s pouzitim preddefinovaného prvého radu interpolacie.

( 3\

Poznamka 5.3

Pri spracovavani dat v Statistike sa funkcia ListPlot pouziva niekedy v kombinacii s funkciou
Fit (z angl. napasovat, prisposobit). Jej vystupom je polynomicka funkcia, ktora je pre dany
stupen polynému najlepsou aproximéaciou vstupnych dat. Ak je stupen polynému mensi ako
pocet prvkov dat o viac ako jednotku, graf polynomickej funkcie (az na ojedinelé vynimky)

neprechadza bodmi, ktoré reprezentuji hodnoty dat.

In[56]:= zozn={4, -2, 9/5, 1.5, Sqrt[8]};

f1 = Fit[zozn, {1, x}, x]
f2 = Fit[zozn, {1, x, x°}, x]
£f3 = Fit[zozn, {1, x, %2, x°}, x]




KAPITOLA 5. GRAFICKE ZOBRAZOVANIE MATEMATICKYCH FUNKCIT

Out[56]=

Out[57]=

Out[58]=

Out[59]=

Out[60]=

In[61]:=

Out[61]=

In[62]:=

f4 = Fit[zozn, {1, x, %%, x°, x*}, x]

£10 = Fit[zozn, {1, x, %2, x>, x*, x°, %%, ¥/, %8, %%, x'°}, x]

1.27863 + 0.115685 x

6.55706 - 4.40868 x + 0.754061 x>

17.9973 - 20.4794 x + 6.88274 x° - 0.680964 x>

53.3284 - 87.0759 x + 47.4248 x* - 10.4952 x> + 0.817851 x*

21.137 - 21.3243 x + 3.32158 x° + 0.862064 x> + 0.0311071 x* -
0.0203706 x°> - 0.00611759 x® - 0.00100023 x’ - 0.0000725428 x® +
0.0000190369 x° + 0.0000109177 x°

data = ListPlot[zozn, PlotStyle — PointSize[0.02]];

aproximacie = Plot[{f1, f2, £3, f4}, {x, 1, 5}, PlotRange — All,
PlotStyle — {DotDashed, Dotted, Dashed, Thick},

PlotLegends — "Expressions"];

Show[aproximacie, datal

data = ListPlot[zozn, PlotStyle — PointSize[0.02]];
aproximacie2 = Plot[{f4, £10}, {x, 1, 5}, PlotRange — All,
PlotStyle — {Thick, Dashed}, PlotLegends — "Expressions"];

Show [aproximacie2, datal

80
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Out[62]=

f4
f10

-2

-3

\ J

5.2.2 Funkcia ContourPlot

Tato vstavana funkcia sa pouziva na zobrazovanie kriviek zadanych implicitne, ako napr. kuzelose-
ciek. Jej predpis je nasledovny ContourPlot[lava == prava,{xX,Xpmin,Xmaxts{Y>Vnin»Ymaxt]l, kde
lava je lava a prava je prava strana rovnosti reprezentujicej mnozinu bodov, ktori chceme dat
vykreslit, Xpin & Xpax sU hranice oblasti vykreslenia v horizontdlnom smere a y,;, & yp., sU hranice
oblasti vykreslenia vo vertikalnom smere. V nasledujicom priklade zobrazime do jedného obrazku

kruznicu, elipsu a hyperbolu.

In[63]:= ContourPlot[{x"2 + y~2 == 1, x72/4 + y~2/9 == 1,
x~2/9 - y~2/16 == 1}, {x, -10, 10}, {y, -10, 10},
PlotLegends — "Expressions"]

out[e3]= tof " T~ T T T T T T T

o
T T
1

o
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-0, /N
-10 -5 0 5 10
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Pomocou ContourPlot vieme graficky riesit sistavy rovnic. Hranice rozsahu zobrazenia musia
byt dostatocne Siroké, aby sa riesenie nachddzalo na zobrazovanej ploche. Pripominame, ze rovnost

sa zapisuje pomocou dvojice znamienok "rovna sa', pozri Pozn. 2.5.

In[64]:= ContourPlot[{x + y == -2, x - y == 30}, {x, 0, 20}, {y, -20, -10},
PlotLegends — "Expressions"]

Out[p4]= -tof" = = T T T T T T Tt

14+ i

— X+y=-2

x-y =30
-16 8

200,

0 5 10 15 20

Pomocou volby ContourStyle vieme (podobne ako s PlotStyle) menit $tyl vykreslovania kon-
tar.

Funkcia ContourPlot taktiez sluzi na vykreslovanie izociar (kontur, vrstevnic) 3D ploch a jej
rozsirend verzia ContourPlot3D na vykreslovanie izoploch — to je vSak uz obsahom druhého dielu

tejto ucebnice.

5.2.3 Funkcia ParametricPlot

Pomocou tejto vstavanej funkcie sa daji zobrazovat krivky dané parametricky (po angl. parametric
curves). Jej syntax je nasledovnd: ParametricPlot [{fy,fy},{t,tnin,tnax}], kde £y je x-ovd a fy
je y-ova zlozka parametricky danej krivky, t je parameter krivky a tpin a tpax st jeho hranice.

V nasledujticom priklade vykreslime priamku prechadzajicu bodmi A = [3,2] a B = [8, 5]. Této

priamka mé smerovy vektor u = B — A = [8 — 3,5 — 2] = [5, 3] a jej parametrické vyjadrenie je:

p:x=3+4+5t
y=2+3tteR.
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Za parametre tpin a tpax dosadime hodnoty reprezentujice zaciatoény a koncovy bod zabrazovaného

tseku priamky (¢ = 0 zodpovedd bodu A a t = 1 zodpoveda bodu B).

In[65]:= ParametricPlot[{3 + 5t, 2 + 3t}, {t, -2, 2}]

Out[65]=

Dalej zobrazime kruznicu so stredom S = [s1, s2] a polomerom 7.

In[66]:= r = 3; sl = 5; s2 = 2;
ParametricPlot[{sl1 + r Cos[t], s2 + r Sin[t]}, {t, 0, 2Pi}]

Out[66]=

Cvicenie 5.8

Vykreslite elipsu so stredom v bode [0,0] s hlavnou osou v smere z s dlzkou 2 a vedlajsou osou

v smere y s dlzkou 1.5.
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Nakoniec ukazeme zobrazenie asteroidy a epicykloidu v jednom obrazku.

3Cos[t] + Cos[3t];
yaster = 3Sin[t] - Sin[3t];
xepic = 9Cos[t] - Cos[9t];
yepic = 98in[t] - Sin[9t];
ParametricPlot [{{xaster, yaster}, {xepic, yepic}}, {t, -Pi, 2Pi},

In[67]:= xaster

PlotLegends — {"asteroida", "epicykloid"}]

Out[67]=

—— asteroida
epicykloid

Ku funkcii ParametricPlot existuje rozsirend verzia ParametricPlot3D. Pomocou nej vieme

zobrazovat parametricky dané krivky v 3D priestore a taktiez aj 3D plochy.

5.2.4 Funkcia PolarPlot

Tato vstavana funkcia slizi na zobrazovanie kriviek danych v polarnych siradniciach. Jej predpis je
nasledovny: PolarPlot [r,{,0uin,0uax}], kde polomer r a uhol 0 st polarne siradnice zobrazovanej
krivky. Softvér Mathematica ju vykresluje na intervale (fpin,0nax). Vystupom je zobrazend krivka
(rcos(0),rsin(0)).

V nasledujicom priklade zobrazime logaritmicku spiralu, ktorej polomer rastie exponencialne s

velkostou uhla. Je dané vztahom: r = ae®.

Inf6g:= a = 2; b = 0.1;
PolarPlot[a Exp[b t], {t, -2Pi, 2Pi}]
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Out[68]=

Cvicenie 5.9

Pomocou funkcie ParametricPlot ziskajte vystup z predchadzajiceho prikladu.

Pomocka: Prevod z polarnych do kartézskych stiradnic mé predpis x = rcos(f) a y = rsin(6).

5.2.5 Funkcia RegionPlot

Pomocou tejto vstavanej funkcie vieme vykreslovat oblasti (po angl. regions) roviny. Jej predpis

je nasledovny: RegionPlot [oblast, {xX, Xpin, Xmax}t, {¥, ¥pi }1, kde oblast je oblast ro-

n? Ymax
viny vyjadrend pomocou logickych tvrdeni, xui, & Xpax sU hranice oblasti zobrazenia v horizontalnom
smere a Ypin @ Ypax SU hranice oblasti zobrazenia vo vertikdlnom smere.

V nasledujicom priklade zobrazime oblast ohrani¢ent parabolou a priamkou. Dve nerovnice

ohranicujice oblast st spojené logickym operatorom && (”a zaroven”).

In[69]:= RegionPlot[y > x"2 && y < x + 5, {x, -4, 4}, {y, 0, 8}]
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T
|

Out[69]= 8

0 -

1 L L L 1 L L L 1 L L L 1 L L L 1

-4 -2 0 2 4

Dalsf priklad pouzitia funkcie RegionPlot néjdete v sekcii 11.2.

5.2.6 Funkcie viacerych premennych

Zékladnou vstavanou funkciou na zobrazovanie grafov funkcif viacerych premennych je funkcia
Plot3D[f, {X,Xnin,Xnax}> {¥>¥min>Vmaxtl - Od funkcie Plot sa liSi v tom, Ze £ je predpis funkcie

dvoch premennych a treti (dodatoény) argument je druhd premennd a jej hranice.

In[70]:= Plot3D[u?Sin[v], {u, -1, 1}, {v, 0, 7}]

Out[70]=

Kedze tato ucebnica pokryva len rozsah uciva prvého semestra predmetu ”softvér Mathematica”,

zobrazovanie grafov funkcii viacerych premennych si podrobnejsie predstavime v jej druhom diele.



KAPITOLA 5. GRAFICKE ZOBRAZOVANIE MATEMATICKYCH FUNKCIT 87

5.3 Funkcia Manipulate

V niektorych situdcidch je prospesné poznaf, ako vybrany parameter ovplyviuje graf. Moze ist o
grafy z praxe reprezentujice napr. ekonomické a hospodarske ukazovatele. Taktiez pri vyuke je
dolezité nazorne prezentovat vplyv jednotlivych parametrov na tvar grafu, napr. ukdzat, ako sa
meni graf funkcie f(z) = sin(nx) v zévislosti od parametra n.

Jedna z moznosti, ako to dosiahntf je zobrazenie viacerych grafov funkcii do jedného obrazku.

In[71]:= Plot[{Sin[x], Sin[2 x], Sin[4 x]}, {x, 0, 17/8Pi},
Ticks — {{0, 1/2Pi, Pi, 3/2Pi, 2Pi}, Automatic},
PlotStyle — {Thick, Dashed, Dotted}, PlotLabels — Automatic]

Out[71]= 10 - ; sin(4 x)
sin(2 x)

sin(x)

) BT )

-1.0+

Avsak takéto rieSenie sa v pripade vacsieho poctu funkcii stédva neprehladnym.

DalSou moznostou je zobrazenie tabulky grafov jednotlivych funkecif.

In[72]:= Table[Plot[Sin[n x], {x, 0, 17/8Pi},
Ticks — {{0, 1/2Pi, Pi, 3/2Pi, 2Pi}, Automatic}], {n, 1, 12, 1}]

- NS
VY

10

Out[72]=

05

{

-05

-10

10

05

-05

-10

10

05

-05

-10

1.0 1.0

05 05

-05 -05

-10 -10 -10

Tento spdsob je sice prehladnejsi, ale v pripade vysokého poctu hodnét sledovaného parametra je
dost neprakticky. Ako alternativa k tomuto spdsobu sa pontika pouzitie funkcie Manipulate, ktora

umoznuje vytvarat interaktivne grafy a objekty. VSimnime si, Ze jej predpis
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Manipulate [vyraz,{n,nyi,,0pax,dn}] je rovnaky ako predpis funkcie Table (pozri str. 52). V pri-
pade funkcie Manipulate vyraz vyraz reprezentuje zobrazovany graf, objekt alebo vyraz obsahujtci
parameter n, ktory nadobtida hodnoty z rozsahu {ngi, ,ngax} s krokom dn. V nasledujicom priklade
pouzijeme pre funkciu Manipulate rovnaky vstupny argument, aky mala funkcia Table v predché-

dzajicom priklade.

In[73]:= Manipulate[Plot[Sin[n x], {x, O, 17/8Pi},
Ticks — {{0, 1/2Pi, Pi, 3/2Pi, 2Pi}, Automaticl}], {n, 1, 12, 1}]

n b an n
2 z

_osk

~1of

Ako vystup sa ndm zobrazil graf s hodnotou meniaceho sa parametra n a nad nim lista s posuvnym
bezcom. Ked klikneme na maly Stvorcek so znamienkom ”plus” nachadzajtci sa za liStou, zobrazi
sa pod listou menu sluziace na manipuldciu sledovaného parametra a néasledne aj zobrazovaného

grafu.

Out[74]=

n

ED T

z n an n
2 2

o5}

~10f

Uplne vlavo v menu sa nachédza okienko, v ktorom sa vypisuje hodnota sledovaného parametra.

Na zaciatku sa rovna hodnote ny;,. Tito hodnotu mézeme zmenit prepisanim alebo posunutim bezca

na liSte pomocou pocitacovej mysi.

Out[75]=
0

;:: ' |
VY
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Umiestnenie bezca (a teda aj hodnota v prvom okienku) sa d4 zmenit aj pomocou menu pod
listou. Kliknutim na tretie okienko so ”sipkou” sa spusta a zastavuje animéacia. Hodnota v prvom
okienku sa postupne meni, prechddza celym rozsahom {npip,ngax} s krokom dn a prislusne k tomu
sa meni aj zobrazovany graf. Druhé a stvrté okienko slizi na krokovanie animécie dozadu a do-
predu. Kliknutim na piate a Sieste okienko animéaciu zrychlujeme a spomalujeme. Posledné okienko
slizi na zmenu smeru animacie. Mo6ze nadobtidat stavy: Forward (dopredu), Backward (dozadu) a

Forward and Backward (dopredu a dozadu).

Cvicenie 5.10

Zobrazte kruznicu s polomerom r na oblasti (—2,2) x (—2,2), kde sa polomer r bude dat menit

pomocou Manipulate.

Funkcia Manipulate umoznuje manipulovat sticasne s viacerymi parametrami. Nasledujtci pri-

klad reprezentuje situaciu s dvoma parametrami.

In[76]:= Manipulate[Plot[m Sin[n x], {x, 0, 17/8Pi},
Ticks — {{0, 1/2Pi, Pi, 3/2Pi, 2Pi}, Automaticl}],
PlotRange — {-5, 5}], {m, 1, 5, 1}, {n, 1, 12, 1}]

Cvicenie 5.11

Zobrazte elipsu s osami dlzky a, b na oblasti (—2,2) x (—2,2), kde sa dlzky osf a, b daji menit

pomocou Manipulate.

Cvicenie 5.12

Zobrazte kontturu funkcie sin(x) cos(y) = ¢ na oblasti (0,4m) x (0,47), kde sa parameter ¢ bude

dat menif pomocou Manipulate od —1 po 1.
\ J

Okrem funkcie Manipulate je v softvéri Mathematica zabudovand podobné funkcia Animate. Obidve
funkcie maji rovnaky predpis. Vystupom funkcie Animate je uz spustend animécia so zobrazenym
menu. D4 sa zastavovat a opdtovne spustat kliknutim na okienko so ”sipkou”. V menu tejto funkcie

sa nenachadzaju okienka na krokovanie.



KAPITOLA 5. GRAFICKE ZOBRAZOVANIE MATEMATICKYCH FUNKCIT 90

In[77:= Animate[Plot[Sin[n x], {x, 0, 17/8Pi},
Ticks — {{0, 1/2Pi, Pi, 3/2Pi, 2Pi}, Automatic}], {n, 1, 12, 1}]

Out[77]= v G—m PIEEIB]

B i
B B 3 .
z 2
= \\/
1o}

Funkcia Animate podobne ako funkcia Manipulate umoziiuje manipulovat sicasne viacero para-

metrov.

In[78]:= Animate[Plot[m Sin[n x], {x, O, 17/8Pi},
Ticks — {{0, 1/2Pi, Pi, 3/2Pi, 2Pi}, Automatic}],
PlotRange — {-5, 5}], {m, 1, 5, 1}, {n, 1, 12, 1}]

Out[78]=

Poznamka 5.4

V tejto kapitole sme si predstavili vyuzitie funkcii Animate a Manipulate na zobrazovanie
grafov. AvSak obidve funkcie mo6zu vratit aj negraficky vystup, napr. vyraz s meniacim sa

parametrom n.

In[79]:= Animate [Expand[(a+b)~n],{n,0,10,1}]

Out[79]= | | M PIEEIE]

a®+6a°b+15a*b?+20a°b>+15a%b*+ 6ab” + b®
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5.4 Aplikacie zobrazovania grafov funkcii — graf funkcie a jeho

dotycnica

Vykreslovanie grafov funkcii je dobry sposob, ako ziskat prehlad o funkcidch: o ich vlastnostiach,
o tom, ako jednotlivé parametre ovplyvnuju grafy funkcii, o vztahoch medzi funkciami... Napr.
zobrazenie grafu funkcie a jeho doty¢nice ndm pomdéze uvedomit si vyznam derivécie.

Zadanie: Vykreslite do jedného obrdzku graf funkcie f(x) = 2% a jeho dotycénicu v bode [1, f(1)].
Funkcia f(z) = 2% m4 derivaciu f/(z) = 2z. V bode [1, f(1)] je f'(1) = 2. Doty¢nica grafu funkcie
v bode [1, f(1)] je priamka, ktord prechadza bodom [1, f(1)] a ma smernicu 2. Vseobecna rovnica
priamky je d(z) = ax + b, pricom [z,y] st stradnice bodov tejto priamky. Smernicou priamky,
ktora je grafom linedrnej funkcie d(z) = az + b je derivacia tejto funkcie (t. j. konStanta a). Z
vyssie uvedeného plati, ze a = 2. Kedze dotyé¢nica prechddza bodom grafu funkcie [1, f(1)], plati
f(1)=2-14+b = b= f(1) — 2. A kedze f(1) =12 =1, tak b = —1 a teda rovnica doty¢nice je
d(z) =2x — 1.

Zobrazme obidve funkcie do jedného obrazku.

Injgol:= Plot[{x?, 2x - 1}, {x, -2, 2}]

Out[80]= 4 /

I I I I
-2 -1 1 2

2

Zadanie: Vykreslite graf funkcie f(x) = In(z) spolu s jeho dotycénicou v bode [xq, f(x¢)]. Pomo-
cou Manipulate budeme menit hodnotu argumentu xg.
Vieme, ze doty¢nica v bode [xg, f(x0)] je grafom linedrnej funkcie d(x) = f'(zo)(x — xo) + f(x0).
Derivacia funkcie f(x) = In(x) je f'(z) = 1/z. Rovnicu doty¢nice grafu funkcie v bode [z, f(zo)]

zadame nasledovne.
1
1= — (x - x0) + Logl[x0]
x0

Najskor si ulozme do pomocnej premennej zobrazenie grafu funkcie f(z) = In(z).

In[82]:= funkciaPlot = Plot[Log[x], {x, 0, 3}, PlotStyle — Orange]
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Out[82]= [

3k
Potom pomocou Show zobrazime graf funkcie f(z) = In(z) a jeho doty¢nicu do jedného obrazku.

Bod x0 budeme menit pomocou Manipulate.

1
In[83]:= Manipulate[Show[funkciaPlot, Plot [—O (x - x0) + Loglx0], {x, 0, 3}1],
X
{x0, 0.01, 3}]

Out[83]=

x0

(@]

0.5 1.0 1.5 20 25 3.0

21

5.5 Zhrnutie

V tejto sekcii sme si predstavili zobrazovanie grafov matematickych funkcii. Zakladnou vstavanou
funkciou na vykreslovanie grafov funkcii je Plot. Ma v sebe zabudované mnozstvo volieb a direk-
tiv, ktoré umoznuju detailne nastavovat vlastnosti grafickych vystupov. Oboznamili sme sa s tymi
najcCastejsie pouzivanymi.

Predstavili sme si aj dalsie zobrazovacie funkcie uréené na vykreslovanie grafov specidlnych ty-
pov funkcii: ContourPlot (implicitne dané funkcie), ParametricPlot (parametricky dané funkcie),
PolarPlot (funkcie dané v poldrnych stradniciach), RegionPlot (rovinné oblasti dané pomocou
logickych tvrdeni). Grafy reprezentujice diskrétne data (zoznamy ¢iselnych hodnét) sa daji zobra-
zovat pomocou ListPlot.

Vysvetlili sme aj vytvaranie interaktivnych vystupov pomocou funkcii Manipulate a Animate.
Tieto funkcie umoznuju interaktivne menit (nielen) grafy v zavislosti od jedného alebo aj viacerych

meniacich sa parametrov.
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S viacerymi z tychto funkcii sa stretneme aj v dalSom texte tejto ucebnice, kedze vizualiza-
cia grafov funkcii a dat poslizi ako vybornd pomocka pri oboznamovani sa s dalsimi vstavanymi

funkciami softvéru Mathematica.



Kapitola 6
Uprava vyrazov

Velkou prednostou softvéru Mathematica je jeho schopnost prevadzat symbolické vypocty. Ked
namiesto ¢isel alebo konkrétnych funkcii zaddme do vypoctu symboly (premenné bez priradenia),
vypocet prebehne a softvér Mathematica vrati vysledok obsahujici zadané symboly.

Naviac, ak zaddme vo vyraze vSetky ¢isla ako celé ¢isla (¢isla typu Integer, bez desatinnej
bodky) alebo podiel celych ¢isel, softvér Mathematica k takémuto vyrazu pristupuje inak ako vicsina
programovacich jazykov. Tento pristup je podobny tomu, ako by sme s takymito ¢islami pracovali
na papieri. Namiesto toho, aby sme napr. zlomok 1/3 alebo &islo v/2 vy¢islili, tak ho ponechdme v
zadanom tvare a pokracujeme vo vypoctoch. Vysledkom teda nebude jedno reédlne ¢islo (¢islo typu

Real, s desatinnou bodkou), ale vyraz obsahujtci zlomky a odmocniny, ktory to ¢islo reprezentuje.
In[1]:= 1/3 + \/§X

1
Outil= 2 + V2x

6.1 Funkcia na zjednodusenie vyrazov — Simplify

V mnohych pripadoch st vSak takéto vystupy zapisané vo velmi komplikovanych tvaroch. Pomocou
vstavanych funkcii ich vieme previest na jednoduchsi tvar alebo na tvar, ktory je pre nasu dalsiu
pracu vhodnejsi. NajvyuzivanejSou funkciou na dpravu vyrazov je funkcia Simplify (z. angl. zjed-
nodus), ktord prevedie vstupny vyraz (ak je to mozné) na jednoduchsi tvar. D& sa pouzivat dvoma

sposobmi (viac sa o operatore // dozviete v sekcii 8.2).

In[2]:= Sin[x]"2 + Cos[x]"2
Simplify[Sin[x]~2 + Cos[x]"~2]
Sin[x]"2 + Cos[x]"2 // Simplify

out2]= Cos[x]? + Sin[x]?
1
1

94
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Tato funkcia nesluzi len na tpravu algebraickych vyrazov (obsahujtcich symboly), ale pouziva
sa aj na vyrazy Ciselné.

1 _2(4+\/H)
3+ 411 3+ 411

In[3;= 3 -

Out[3]= %(11 - 3V/11)

Niektoré vyrazy sa nedaju zjednodusit bez toho, aby softvér dostal zadané informécie o vstupnom

vyraze. V softvéri Mathematica su vSetky nezadefinované symboly povazované za komplexné ¢isla.
In[4]:= Simplify[Sqrt[x~2]]

Out[4]= \/X;2

Predpoklady (po angl. assumptions) tykajice sa vstupného vyrazu mozeme zadat do funkcie Simplify

pomocou volby Assumptions.
In[5]:= Simplify[Sqrt[x~2], Assumptions — x>0]
Out[5]= X

Bez predpokladu, Ze premennd x je redlne ¢islo, neplati rovnost Va2 = |z|,Vz, a teda softvér
Mathematica vracia vyraz v neupravenom tvare. Ak v nasich vypoctoch pracujeme so symbolmi,
o ktorych vieme, ze st prvkami (po angl. elements) mnoziny realnych ¢isel alebo mnoziny celych

¢isel, moézeme tuto informéciu zadat. D4 sa to urobit nasledujicimi spésobmi.

In[6]:= Simplify[Sqrt[x~2], Assumptions — Element[x, Reals]]
Simplify[Sqrt[x~2], Assumptions — x € Reals]

Out[6]= Abs [x]
Abs [x]

V softvéri Mathematica st zabudované aj skratené verzie prikazov pre zadavanie predpokladov

(vynechanie Assumptions->).

In[7):= Simplify[Sqrt[x~2], x>0];
Simplify[Sqrt[x~2], Element[x, Reals]];
Simplify[Sqrt[x~2], x € Reals];

Upozornujeme este na existenciu funkcie Assuming, pomocou ktorej sa tiez daju zadavat pred-
poklady. Jej predpis je nasledovny: Assuming[predpoklady,vyraz]. Prikazy z predchadzajicich

prikladov by sa pomocou nej zapisali nasledovne.
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In[g]:= Assuming[x>0, Simplify[Sqrt([x~2]]1]
Assuming[x € Reals, Simplify[Sqrt[x~2]]]

Out[8]= X
Abs [x]

Zapis predpokladov pomocou funkcie Assuming je sice komplikovanejsi, ale da sa aplikovat aj v
situaciach, kde nie je mozné pouzit volbu Assumptions, napr. zadanie predpokladov pre integral

zadany pomocou symbolu [, pozri str. 165.

( A

Cvicenie 6.1

Symbol € sa da zadat pomocou palety, pozri Pozn. 3.2 v podkapitole 3.1. Vyskusajte zadat

predchadzajuci priklad pomocou palety a pomocou klavesovej skratky.

Cvicenie 6.2
Funkcie f(z) = In(x) a g(z) = @ su inverzné funkcie, a teda vyraz In(e”) sa d4 napisat za
uréitych podmienok ako x. Pouzite funkciu Simplify na zjednodusenie vyrazu In(e®) s takym

predpokladom na z, aby sme dostali vysledok .

Funkcia Simplify mé aj svoju rozsirent verziu funkciu FullSimplify (z angl. plne zjednodus). T4
je sice pomalsia, ale ma v sebe zabudované dalsie dodato¢né tupravy vyrazov suvisiace hlavne so

specidlnymi funkciami.

n[9]:= Simplify[x Gamma[x]]
FullSimplify[x Gamma[x]]

Out[o]= x Gamma [x]

Gamma [l + x]

Funkcia FullSimplify vrati vzdy aspon taky jednoduchy vyraz, aky by vratila funkcia Simplify.

Cvicenie 6.3

To, ze st funkcie x Gamma[x] a Gamma[1 + x] totozné, sa dé overit aj pomocou funkcie Plot.

Zobrazte obidve funkcie na rovnakom grafe na definicnom obore z € (0,1).

Dalsie funkcie na tpravu vyrazov moézeme podla typu vyrazov, na ktoré sa aplikujui, rozdelit
do troch skupin: funkcie sliziace na pracu s polynémami, trigonometrickymi vyrazmi a zlomkami.

Niektoré funkcie, napr. Factor, ExpandAll..., patria sticasne do dvoch kategorii.
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6.2 Funkcie pre polynémy

Pri préaci s polynémami sa najcastejsie pouzivaju dve navzdjom opacne fungujice funkcie Expand

(z angl. rozlozit) a Factor(z angl. ¢initel). Funkcia Expand rozlozi zadany vyraz na polyném.

In[10]:= Expand[(a + b)~4]

out[10= a* + 4a®b + 6a%b? + 4ab® + b*

Cvicenie 6.4

Rozlozte vyraz (z — y)(x + y) na polyném.

Funkcia Factor upravi zadany polyném na stc¢in polynémov ¢o najnizsieho stupna.
In[11:= Factor[a®4 + 42”3 * b + 62”2 * b"2 + 4a * b"3 + b~4]
out[il]= (a + b)*
In[12]:= Factor[x~10-1]

2+X3+X4)

outliz= (-1 +x)@ +x)1 -x+x>-x>+xHU +x+x

Cvicenie 6.5

Upravte vyraz a® + 3a?b + 3ab® 4+ b na suc¢in polynémov ¢o najniz$ieho stupna.

Cvicenie 6.6

Néjdite rieSenia rovnice x2 + 5 — 84 = 0.

Pombcka: Lava strana rovnice a 22 + b z + ¢ = 0 sa d4 napisat v tvare a (z —r1)(x — r2),
kde r1 a r9 st riesenia rovnice.

Poznamka: V softvéri Mathematica existuje funkcia Solve, ktord sa pouziva na rieSenie
takychto rovnic (pozri kapitolu 11). Sposob rieSenia pouzity v tomto cviceni je zamerany na

precvic¢enie funkcie Factor.
\ J

Ak mdme polyném, ktory obsahuje viacero ¢lenov s rovnakymi x", mézeme Cleny s rovnakymi

mocninami s¢itat pomocou funkcie Collect [vstup,x] (z angl. zhromazdi).

2 2

In[13]:= Collect[a? %2 + a x* + a x, x]

outl13]= a x + (a + a?) x°
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V pripade, ze potrebujeme zistit len koeficient pred nejakym konkrétnym clenom, nemusime
prevadzat cely vyraz na sicet polynémov pomocou funkcie Collect alebo Expand, stac¢i pouzit

funkciu Coefficient [vyraz,Y]. Tato funkcia vracia koeficient pred ¢lenom Y v zadanom vyraze.

In[14]:= Coefficient[(x + 1)°8, x"2]
Coefficient[(x + 1)°8, x"5]
Expand[(x + 1)78]

Out[14]= 28
56

1 + 8x + 28%x% + 56x° + 70x* + 56x° + 28x° + 8x” + x°

Cvicenie 6.7

Aky koeficient sa nachadza vo vyraze (a + b+ c)? pred ¢lenom a + b?

Funkciu Expand sme v predchadzajiucom priklade pouzili len pre overenie spravnosti fungovania
funkcie Coefficient. VSimnite si, ze funkcia Coefficient nevracia len ¢iselny koeficient, ale celu

zvysnu cast ¢lena polynému, z ktorého bol vybrany Y.
In[15]:= Coefficient[(a + b) "4, b"2]

Expand[(a + Db)"4]

Out[15]= 6a
a* + 4a% + 6a%b? + 4ab® + b*
Ak aplikujeme funkciu Coefficient [vstup,Y] na polyném, v ktorom sa nachadza viacero ¢lenov
obsahujucich Y, tak vystupom funkcie bude sicet koeficientov tychto ¢lenov.
In[16]:= Coefficient[9x"2 + 4x"3 + 8x - 5x"2 - x"3 + 7x"2, x"2]

Collect[9x"2 + 4x"3 + 8x - 5x"2 - x°3 + 7x"2, x]

Out[16]= 11

8x + 11x% + 3x°

Ak potrebujeme previest na tvar polynému nielen ditatel, ale aj menovatel, pouzijeme namiesto

funkcie Expand funkciu ExpandAll.

In[17]:= Expand[(a + b)"2 / (c + d)~2]
ExpandAll[(a + b)"2 / (c + d)~2]

a2 2ab b?
Out[17]= 5 + 5+ 5
(c + d) (c + d)* (¢ +d)
a2 2ab b2

+ +
c? + 2cd + @2 c? + 2cd + 42 c? + 2cd + g2
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Na delenie polynéma polynémom sa pouzivaji funkcie PolynomialQuotient [p,q,x] (z angl. poly-
nomicky podiel) a PolynomialRemainder[p,q,x] (z angl. polynomicky zvysok). Prva z nich vracia

polyném p vydeleny polynémom q (x je premennd tychto polynémov), druhd zvySok po tomto

deleni.

Inf18:= p = 2x"3 + x"2 - 9x - 10;
q=x+1;
PolynomialQuotient [p, q, xI
PolynomialRemainder[p, q, x]

Out[18]= -8 - x + 2x°

-2

6.3 Funkcie pre trigonometrické vyrazy

Na tpravu trigonometrickych vyrazov sa pouziva skupina funkcii zac¢inajtcich slovom Trig. Zmie-
nime sa len o tych najdolezitejsich. Funkcia TrigExpand je rozsirenim funkcie Expand, ma v sebe

naviac zabudované aj rozklady trigonometrickych vyrazov.

In[19]:= Expand[Sin[2x]]
TrigExpand [Sin[2x]]

out[19]= Sin[2x]
2Cos [x]S8in[x]

Opacnou funkciou ku funkcii TrigExpand nie je funkcia TrigFactor, ale funkcia TrigReduce.

In[20]:= TrigFactor[2Cos[x]Sin[x]]
TrigReduce [2Cos [x]Sin[x]]

Out[20]= 2Cos[x]Sin[x]
Sin[2x]

Cvicenie 6.8

Rozlozte vyraz sin(a + ).

Poznamka 6.1

V softvéri Mathematica je zabudovana aj funkcia Reduce. Ta ale upravuje len rovnice a nerov-

nice (nie polynomické vyrazy). Viac si o nej povieme v kapitole 11.

Funkcia TrigFactor prevadza trigonometrické vyrazy na tvar sicinu.
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In[21]:= TrigFactor[Sin[x] + Sin[y]]

Out21]— 2Cos[§ - %Jsm[g + %J

6.4 Funkcie pre zlomky

V softvéri Mathematica je zabudovanych viacero funkcii, ktoré nam ulahé¢ia pracu so zlomkami.
Predstavime si len tie najpouzivanejsie.
Funkcia Cancel (z. angl. vykratit) upravi zlomok na zakladny tvar (vydeli ¢itatela aj menovatela

najvacsim spoloénym delitelom).
In[22]:= Cancel[(a - b) / (a"2 - 2a * b + b"2)]

Out[22]=

a-b>b
Avsak, ak dostane funkcia Cancel ako vstup sucet zlomkov, upravi na zékladny tvar len tieto zlomky
(samostatne, nescita ich).
In[23:= Cancell(x + 1) / (x"2 -1) + (x-1) / "2 - 1)]
1 1
+
-1 + x 1+ x

Out[23]=

Cvicenie 6.9

Vykratte zlomok GQ:ZQ.

a

Funkcia Together (z angl. spolo¢ne) upravi stcet zlomkov na jeden zlomok pomocou jednoduchého

pravidla.

In[24]:= Together[a/b + c/d]

bc+ad

Out[24]= —

Na vysledny zlomok sa naviac automaticky aplikuje kratenie (ako keby sme pouzili funkciu Cancel).

In[25]:= Together [x"2/(x"2 - 1) + x/(x"2 - 1)]

Out[25]= 1
-X

Podobne funguje aj funkcia Factor. Ak namiesto polynému dostane ako vstup sicet zlomkov,
sCita ich a vysledny zlomok vrati upraveny v zakladnom tvare. Tato funkcia na rozdiel od funkcie

Together naviac c¢itatela aj menovatela rozlozi na sic¢in polynémov ¢o najnizsieho stupna.
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In[26]:= Together[x"2 / (x"2 - 2x - 15) -1 / (x72 - 2x - 15)]
Factor[x"2 / (x"2 - 2x - 15) -1 / (x"2 - 2x - 15)]

-1 + %2

-15 - 2% + %
(-1 + 0 + x)

(-5 + x)(3 + x)

Out[26]=

Cvicenie 6.10

Upravte stcet ;%5 + ﬁ na jeden zlomok.

Posledné funkcia, s ktorou sa blizsie oboznamime, je funkcia Apart. Tato funkcia upravi vstupujici

zlomok na stucet parcialnych zlomkov.
In[27]:= Apart[(9x~2 - 2x - 8 )/(x"3 -4x)]

+

2 4
X

Out[27]= t oy
X

-2 +x
In[28]:= Apart[(x - 2) / (x"4 + 3x"3 + 4x + 12)]

5 .\ -22 + 15x - 5x2
23(3 + x) 23(4 + x°)

Out[28]=

Moézeme ju teda povazovat za opacni funkciu k funkcii Together.
Prelinanie vlastnosti vstavanych funkcii softvéru Mathematica je sp6sobené postupnym vyvojom
tohto softvéru. Ten sa stale zdokonaluje, dopliuju sa don nové funkcie a aj do tych uz existujicich

nové vlastnosti, preto sa funkénost vstavanych funkcii moze lisit v zavislosti od konkrétnej verzie.

6.5 Zhrnutie

V tejto kapitole sme si predstavili najdolezitejsie vstavané funkcie pouzivané na upravovanie vyrazov.
Pomocou nich sa daji upravovat nielen ¢iselné, ale aj algebrické (obsahujice symboly) vyrazy.
Upozornili sme, zZe softvér Mathematica implicitne povazuje vSetky symboly za komplexné cisla
a ukézali sme, ako sa daju zadat podmienky (predpoklady) na mnozinu, do ktorej symbol patri.
Zéakladnou vstavanou funkciou na tpravu vyrazov je Simplify, existuje k nej aj rozsirend verzia
FullSimplify. Oboznamili sme sa aj s dalsimi vstavanymi funkciami, ktoré sa pouzivaji pri praci
s polynémami, trigonometrickymi vyrazmi a zlomkami.

S vyrazmi sa budeme stretavat aj v nasledujicich kapitolach, napr. pri derivacidch a integra-
loch. Vyraz totiz moze sluzit aj ako predpis matematickej funkcie. Pri pouzivani Plot sme tiez

zobrazovanu funkciu zadavali ako vyraz.



Kapitola 7
Nahradzanie a vzory

Dolezitou stucastou softvéru Mathematica je pouzivanie nahradzania a vzorov. Nahradenie sa zadava
pomocou tzv. transformac¢ného pravidla: vzor—nahradenie. Dosadzovaci operator /. pozostava z

dvoch znakov: lomitka a bodky bez medzery medzi nimi.

In[1l:= Sin[x] + x /. x—2
Out[l]= 2 + Sin[2]

V klasickej matematike existuje ekvivalentny zépis sin(x) —|—x‘m_>2. Vyuziva sa hlavne pri derivaciach
dsin(x) | )
dz lz—2
vo vyslednom vyraze nahradza x hodnotou 2.

(napr. z dévodu, ze najskor sa vyraz musi podla premennej z zderivovat a az potom sa

Dosadzovaci operator /. sa vyuziva aj nasledne po prikazoch, ktoré vo svojich vystupoch vracaju

vysledky v tvare transformac¢ného pravidla, napr. po funkcidch Solve a FindRoot.
In[2}:= dosadenie = FindRoot[{x + 2y == 7, 3x - y == 1}, {{x, 1}, {y, 1}}]
out2]= {x—1.28571, y—2.85714}
n[3:= x"2 + y~2 /. dosadenie

Out[3]—= 9.81633

7.1 Dosadzovanie hodn6t za symboly vo vyrazoch

Pri komplexnejsich tlohach castokrat potrebujeme odvodit jednotlivé na seba nadvizujice kroky
vSeobecne (t. j. so symbolmi, bez ¢iselnych hodnét) a az do vysledku chceme dosadit ¢iselné hod-
noty. Toto sa vyuziva napr. ak chceme riesit viacero iloh rovnakého typu s réznymi vstupnymi

parametrami.

In[i= y + x /. x—=b

102
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Out[l]l= b + y

Cvicenie 7.1

Nahradte vo vyraze In(y) + y symbol y ¢islom e.

Symbol sa dd nahradif aj priamo v premennej, v ktorej je ulozeny vyraz so symbolom, ktory

chceme nahradit.

x"2 - 5x
vysl /. x—2

In[2]:= vysl

vysl

Out[2]l= -bx + x
-6

-bx + x

Ak chceme vyraz po nahradeni ulozit do premennej, moézeme to urobit nasledovne.

3= vysl = x"2 - 6x /. x—2
vysl

Out[3]= -6
-6

Ked dosadzame sicasne viacero hodnot, moézeme ich zadat ako zoznam nahradeni (alebo pomocou

premennej urobit postupne viacero nahradeni za sebou).

Inf4:= 2x + 3y - x *x y
2x + 3y - x xy /. {x—=2, y—=>-1}
pom = 2x + 3y - x xy /. x—=2
pom /. y—-1

Out[4]= 2x + 3y - Xy
3
4 +y
3

Za symboly sa daju dosadzat nielen ¢iselné hodnoty, ale aj iné vyrazy. Na poradi, v akom st hodnoty

dosadzované, nezalezi.

In5:= x +y
x+y /. {x—=2, y—>x+3}
x +y /. {y—=x+3, x—>2}
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Out[5]= x + ¥y
5+ x

5 + x

Cvicenie 7.2

Vo vyraze a? + b? nahradte symbol a vyrazom sin(z) a symbol b vyrazom cos(x).

Vsimnite si, ze v poslednom priklade pri dosadzovani za y pomocou dosadzovacieho operatora je
premenni x povazovana za symbol aj napriek tomu, ze sme sticasne za x dosadili ¢iselnti hodnotu
2. Ak vsak namiesto dosadzovacieho operatora pouzijeme priradovaci prikaz, vysledok bude ¢iselnd
hodnota.

Infel:= y = x + 3; x = 2;

x + y
Out[6]= 7

Dosadzovaci operator /. dosadi za symbol (symboly) len v jednom konkrétnom vyraze (mé lo-
kélny charakter) na rozdiel od priradovacieho prikazu s globalnym charakterom. Po priradeni sa zo
symbolov stavaju premenné a svoju hodnotu si uchovavaji aj v nasledujicich krokoch. Priradenie
sa da zmenif predefinovanim pomocou nového priradovacieho prikazu alebo ho mézeme odstranit
prikazom Clear (z premennej sa opat stane symbol).

Softvér Mathematica umoznuje nahraditf vo vyraze nielen symboly, ale aj zlozitejsie vyrazy, ba

dokonca aj nejaké konkrétne ¢islo inym ¢islom.

1
7= 872 + — + 872 /. {s"252, 1/2+100}
out[7]= 104

V takychto situaciach je vSak potrebné davat pozor na to, ako softvér Mathematica upravuje vyrazy.
Pred nahradenim totiz softvér Mathematica najskor upravi vyraz, v ktorom nahradzame. V pripade

nepozornosti (alebo neznalosti) mozeme dostat prekvapujice vysledky.
1

s"2 + 5
In[8],= ——= . S N
o /- 157292, 1/25100}
S
102
Out[8]: —5
S

102

V predchddzajicom priklade softvér Mathematica povazuje vyraz —- za sicin 102 s a teda s~
S

sa nezhoduje s ¢lenmi, ktoré maji byt nahradené. Toto ale nie je zrejmé z vystupu, ktory nam softvér

2

Mathematica vracia. Ako je vyraz interne reprezentovany vieme zistit pomocou funkcie FullForm.
Jej vystupom je tvar vstupného vyrazu, v ktorom je tento vyraz ulozeny v paméti softvéru a s

ktorym softvér Mathematica priamo pracuje.
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n9l:= % // FullForm

Out[9]= Times[102, Power[s, -2]]

Cvicenie 7.3

Ak vo vyraze (2% +1/2)/2 + 2? nahradime z? ¢islom 2 a 1/2 ¢islom 100 dostaneme necakany

vysledok. Vysvetlite preco.

Ak potrebujeme pouzivat to isté transformacné pravidlo opakovane, je vyhodné ulozit ho do

nejakej premennej.

In[10]:= dosadenie = {s—3, t—5};
s + t /. dosadenie
s - t /. dosadenie

s * t /. dosadenie

Out[10]= 8
-2
15

Ak aplikujeme na vyraz zoznam zoznamov transformacnych pravidiel, vystupom je zoznam

vyrazov s nahradeniami.

aha

In[11]:= /. {{vaha—20.3, objem—1.1}, {vaha—31.2, objem—1.5}}

out[11]= {18.4545, 20.8}

Cvicenie 7.4

Vo vyraze x? + 2 — 12 nahradte symbol z ¢slom 3 a ¢islom —4 tak, aby vysledok bol zoznam

nahradeni.

Vystup v tvare zoznam zoznamov nam vracia napr. funkcia Solve, ked mé rovnica alebo sistava

rovnic viac rieseni. Viac si o tejto funkcii povieme v kapitole 11.

Cvicenie 7.5

Prikaz Solve[x™2 + x - 12 == 0, x] vracia rieSenie rovnice 22 + z — 12 = 0 ako zoznam
nahradeni. Nahradte vo vyraze z2 + x — 12 vSetky z rieSeniami rovnice pomocou vystupu

funkcie Solve.
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Na zaver si predstavime este jeden sp6sob nahradzania pomocou dosadzovacieho operatora a to
pripad, ked nahradzame nie konkrétny vyraz, ale vseobecny vzor (po angl. pattern). VSeobecny vzor
sa zaddva pomocou podéiarkovnika _ (v softvéri Mathematica sa oznacuje pojmom ”blank” t. j.
prazdne miesto). Reprezentuje Iubovolny vyraz nachddzajici sa v nejakom konkrétnom zlozitejsom

vyraze.

n[12:= x™2 + y°2 /. _"2—a
Out[12]= 2a

V predchadzajicom priklade je napravo od dosadzovacieho operatora zadané pravidlo, ze ” cokolvek
na druhi” nachadzajice sa vo vyraze nalavo od dosadzovacieho operatora sa nahradi symbolom a.

Toto cokolvek (zadané znakom podéiarkovnika) je dokonca mozné pomenovat (jeho nézov za-
dévame tesne pred znak podé¢iarkovnika) a to ndm umoziuje nahradzat nalavo od dosadzovacieho
operatora cokolvek vyrazom obsahujicim toto cokolvek v nejakom presne predpisanom tvare. Tato

vlastnost je prezentovana na nasledujicom priklade.

In[13}:= a”b + c¢~d /. x_"y_—=y"x

Out[13]= b"a + d"c

4 A

Poznamka 7.1

Existuje aj oneskorena verzia nahradenia. Zadava sa pomocou znakov :>, ktoré sa po stlaceni
medzerovnika automaticky skonvertuji na symbol =—. Na rozdiel od klasického nahradzania tu

dochédza k vycisleniu az po nahradeni. Tento rozdiel vystizne ilustruje nasledujtci priklad.

In[14:= {x, x} /. x—RandomReal[]
out[14]= {0.365978, 0.365978}
In[15]:= {x, x} /. x:>RandomReal[]
out[15]= {0.711075, 0.883911}

V prvom pripade boli vo vystupe obidve ¢isla rovnaké, kedze najskor prebehlo vy¢islenie (vy-

generovanie ndhodného ¢isla) a az potom nahradenie. V druhom pripade najskor prebehlo

nahradenie a az potom vy¢islenie (vygenerovanie ndhodnych ¢isel).
- J

7.2 Funkcie vyuzivajice vzory

Pouzivanie vzorov predstavuje silny nastroj softvéru. So vzormi sa stretdvame nielen pri nahradzo-
vani, ale vyuzivaju sa aj vo viacerych vstavanych funkciach. S niektorymi z nich sa teraz obozné-

mime.
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Funkcia Cases[zoznam, vzor] vracia vystupny zoznam prvkov, ktoré sa zhoduja zo vzorom.

In[16]:= Cases[{a + b, a + a, ¢ + Sin[x], 56 + 7, 4}, x_ + y_]
out[16]= {a + b, ¢ + Sin[x]}

Vsimnite si, ze vo vystupe nie je a+a a tak isto ani 5+7, kedZe najskor sa vyrazy vyhodnotili na
2a a 12 a az potom sa overovalo, ¢i sa zhoduju so vzorom. Cases[zoznam, vzor—nahradenie]

umoznuje vyuzit nahradzovacie pravidlo na nahradenie prvkov, ktoré splnaja vzor.

In[17]:= Cases[{a + b, a + a, ¢ + Sin[x], 56 + 7, 4}, x_ + y_—1 + y]
out[17= {1 + b, 1 + Sin[x]}

Prikaz Position[zoznam, vzor] vracia indexy prvkov, ktoré sa zhoduju so vzorom.

In[18]:= Position[{a + b, a + a, c + Sin[x], 5 + 7, 4}, x_ + y_]
outf18]=  {{1}, {3}}

Tato funkcia sa da aplikovat aj na vnorené zoznamy.

In[19]:= Position[{{a, a, a}, a, a}, al
out[19]= {{1, 1}, {1, 2}, {1, 3}, {2}, {3}}

Prva dvojica vystupu reprezentuje informaciu, ze v prvom prvku zoznamu sa nachadza dalsi zoznam
a jeho prvy prvok sa zhoduje so vzorom, druhd a tretia dvojica informéciu, ze druhy aj treti prvok
tohto podzoznamu sa tiez zhoduju so vzorom a Stvrté a piate ¢islo informaéaciu, ze aj druhy a treti
prvok zoznamu sa tiez zhoduji so vzorom.

Pomocou funkcie DeleteCases[zoznam, vzor] mdzeme zo zoznamu odstranit prvky zhodujice

sa SO Vzorom.
In[20]:= DeleteCases[{a~2, b + ¢, Sin[x"2], 57E}, x_"y_]
out20]= {b + ¢, Sin[x?1}

Vsimnite si, Ze x~2 nebolo odstréanené (kedze je len argumentom funkcie a nie samostatnym prvkom)
a naopak prvok 5°E bol odstraneny (kedze ho softvér Mathematica nevie presne vy¢cislit a tak zostal

v nevy¢islenom tvare zhodujicom sa so vzorom).
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7.3 Zhrnutie

V tejto kapitole sme si predstavili dosadzovaci operator /., ktory umoznuje nahradzanie symbolov a
vyrazov ¢iselnymi hodnotami, symbolmi a vyrazmi. Upozornili sme, Ze pri dosadzovani do vyrazov je
dolezité davat pozor, v akom tvare s tymto vyrazom softvér Mathematica pracuje. Tato informacia je
vystupom funkcie FullForm. Oboznamili sme sa aj s oneskorenym nahradzanim, ktoré sa pouziva pri
nahrddzani vystupmi niektorych funkcii (ked potrebujeme, aby vy¢islenie prebehlo az po dosadenti).

Dalej sme predstavili vzory. Zadavaji sa pomocou symbolu _ a reprezentuji Iubovolny vyraz
nachadzajici sa v nejakom konkrétnom zlozitejSom vyraze. Vysvetlili sme ich tlohu nielen pri na-
hradzani, ale aj v rdmci viacerych funkcii, v ktorych sa pouzivaji. So vzormi sa stretneme v kapitole
8 o vytvarani uzivatelskych funkcii a stretli sme sa s nimi aj pri zobrazovani funkcii zadanych ako
f[x_]:= predpis funkcie. Svoje miesto zaujimaju vzory aj pri definovani tzv. riedkych matic,

ktoré si predstavime v kapitole 12.



Kapitola 8
Vytvaranie uzivatelskych funkcii

Na vyvoji softvéru Mathematica pracuju stovky programatorov. Do kazdej jeho novej verzie su
dopliiané dalsie vstavané funkcie a v si¢asnosti ich je uz viac ako 300 000, pozri podsekeiu. 2.2. Avsak
aj napriek tomuto obrovskému mnozstvu zabudovanych funkcii je pri rieseni niektorych dloh velmi
prospesné pouzivat vlastné (uzivatelské) funkcie. Tymto terminom st oznacované funkcie, ktoré
uzivatel naprogramuje sam. Vyuzivaji sa zvyc¢ajne v tlohach, v ktorych sa niektoré prikazy (alebo
skupiny prikazov) vyskytuju opakovane. Uplatnenie nachadzaji aj vo velmi dlhych programoch,
ktoré sa pouzitim uzivatelskych funkcii stavaji prehladnejsimi.

V softvéri Mathematica existuje viacero spdsobov, ako definovat uzivatelské funkcie. Prvy sa

podoba na matematicky zapis funkcie.

n[i:= flx_1:= x2

Druhy spdsob je pomocou Function (z angl. funkcia).

2= g = Function[x, x°]

Obidve takto zadané funkcie sa volaji rovnakym spésobom ako vstavané funkcie.

In[3l:= f£[3]
gl3]
Out[3]= 9

V nasledujtcich sekcidch si podrobnejsie predstavime obidva pristupy. PopiSeme ich spolo¢né crty
a odlisnosti; a taktiez vyhody a nevyhody ich pouzitia v réznych aplikiciach.
8.1 Funkcie matematického stylu

Ide o najbeznejsi spdsob definovania funkcii v softvéri Mathematica. Ako priklad uvadzame nasle-

dujuce definicie funkcii.

109
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4= f[x_J:= x + Cos[x]
vysledok([x_]:= 2x - 3Expl[x]

Za povsimnutie stoji, ze sa nevytvorila vystupnd bunka. Je to spdsobené tym, ze pri definovani
funkcii sa nepouziva klasické priradenie (pomocou znaku =), ale tzv. oneskorené priradenie pomocou
znaku :=. Podrobnejsie vysvetlenie tohto znaku sa nachddza v podsekcii 8.1.1.

Vyrazy na lavej strane £ a vysledok sl ndzvy uzivatelskych funkcii. x je ndzov lokélnej premen-
nej, pozri Pozn. 4.2. Vo vstupe funkcie musi byt nutne nasledovany podciarkovnikom _. V softvéri
Mathematica je tento znak oznacovany angl. terminom ”blank”. Zabezpeci, ze vstupom uzivatel-
skej funkcie méze byt akykolvek vyraz. Na pravej strane definicie funkcie sa podciarkovniky za

premennymi nepisu. Podrobnejsie sme sa s podc¢iarkovnikmi oboznamili v kapitole 7.

( A

Cvicenie 8.1

Definujte funkciu, ktord ma matematicky predpis f(z) = 22 + e*. Akt hodnotu nadobtida této

funkcia v bode x = 37

\ J

( N\

Cvicenie 8.2

Zobrazte graf tejto funkcie na definiécnom obore (-1,1), pozri kapitolu 5.

Funkcie f a vysledok boli definované pre jeden vstupny argument. Ked si tieto funkcie zavolané s

dvoma (alebo viacerymi) vstupnymi argumentami, softvér Mathematica vrati zadany vyraz spat.

In[5]:= £[1, 1]
out[s]= f[1, 1]

Vo vécsine programovacich jazykoch by sa v takejto situdcii zobrazilo chybové hlisenie. Softvér
Mathematica je v tomto odlisny. Ked dostane ako vstup nieco, ¢o nie je definované (napr. £[1,1] z
predchédzajiceho prikladu), tak vo vypoctoch pracuje s takymto vyrazom, ako keby to bol symbol.

Tato definicia funkcie ma vsak jednu nevyhodu. V pripade, ze v premennej, ktorda bude pouzita

ako nazov funkcie, je ulozend nejakd hodnota, softvér zobrazi chybové hlasenie.

Inf6]:= g = 5;
glx_1:=x

: Tag Integer in 5[x_] is Protected. >
out[6]= $Failed

7 tohto hlasenia je zrejmé, ze softvér vyhodnotil nase zadané prikazy ako ziadost o zadefinovanie
funkcie s ndazvom 5. Tato nezrovnalost je zapri¢inend faktom, ze premennej g sme priradili hodnotu

5 este pred definovanim rovnomennej funkcie.


http://reference.wolfram.com/language/ref/message/General/SetDelayed.html
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Takze, ak méa byt funkcia zadefinovana nazvom premennej, ktord bola pri predchadzajicej praci
pouzitd, musime tito premenni najskor uvolnit (odstranit jej priradenie v paméti) pomocou vsta-

vanej funkcie Clear, pozri str. 19.

In[7]:= Clear [g]
glx_1:=x

Funkcie s viacerymi vstupnymi argumentami sa definuji obdobne, pridanim dalsich lokalnych pre-

mennych.

nfg:= ulx_,y_,z 1:=x%+ y% + z
ul3, 3, 2]

Out[8]= 20

Vstup funkcie méze byt zlozitejsi ako len n-tica vstupnych parametrov. Napr. v nasledujicom pri-
klade je vstupom zoznam dizky dva (t. j. dvojprvkovy zoznam). Lokélny nazov prvého prvku vstup-

ného zoznamu je x a druhého y.
o= vi{x_,y_}l:= x% + y2

In[10]:= x = {3, 3};

v[x]

Out[10]= 18

Cvicenie 8.3

Vytvorte funkciu, ktorej vstupnym argumentom bude zoznam prvkov a jej vystupom nahodny

prvok tohto zoznamu.

Vstupnymi argumentmi nasledujicej uzivatelskej funkcie si samostatna lokdlna premennd a zoznam
lokalnych premennych. Pripomenme, ze takyto typ vstupu ma aj vstavana funkcia Table, pozri
Pozn. 4.4.

In[11]:= integralPlot[vyraz_, {x_, a_, b_}]:= {Integratelvyraz, {x, a, b}],
Plot [vyraz, {x, a, b}]}

Vystupom tejto uzivatelskej funkcie bude teda zoznam obsahujici dva prvky. Prvym prvkom je
¢islo — vystup vstavanej funkcie Integrate (pozri podsekciu 10.2.1), ktord slizi na vypocet uréitého

integralu. Druhym prvkom je graf zadaného argumentu vyraz.

In[12]:= Clear [x];
integralPlot [x?, {x, -1, 1}]
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2
Out[12]= {§ ,

0.5 1.0

Pred pouzitim funkcie integralPlot so vstupnym parametrom x musi byt najskér premennd x
uvolnené. Ak by sa to neurobilo, tak by do funkcie integralPlot nebol dosadeny symbol x, ale
hodnota v fiom ulozené. Nésledkom toho by funkcia Integrate dostala ako vstupny parameter
¢islo a nie symbol, podla ktorého ma integrovat. To by zapric¢inilo prerusenie vypoctu a zobrazenie
chybového hlasenia upozornujticeho na konflikt vo vstupnom argumente.

V niektorych vstavanych funkcidch, napr. P1lot alebo Table je tento problém prekonany. Vstupné
premenné su zabudované ako lokalne, takze hodnota rovnomennych globalnych premennych ich

neovplyvnuje.

( )

Cvicenie 8.4

Ulozte do premennej x nejaki hodnotu a zavolajte funkciu integralPlot [x?, {x, -1, 1}].
Zistite, aké chybové hlasenie softvér Mathematica vypise a aky vystup tato funkcia vrati.
Je dobré oboznadmift sa s moznymi chybami, aby ste v pripade vlastnych chyb v zlozitejsich

funkciach vedeli, v ktorej casti kédu ich hladat.

8.1.1 Omneskorené priradenie :=

Premennym mézu byt priradené hodnoty alebo data pomocou tzv. klasického priradenia. Vyraz
na pravej strane od znamienka = sa vyhodnoti, ulozi do premennej na lavej strane a zobrazi vo

vystupnej bunke.

In[13]:= x = 3;
b

x +1
Out[13]= 4

Ak je pri priradeni pouzité namiesto klasického priradenia tzv. oneskorené priradenie (t. j. namiesto
znamienka = znamienko :=), vyraz na pravej strane sa bez vyhodnotenia ulozi do premennej na

lavej strane. Vystupnd bunka sa nezobrazi.

In[14]:= c:= x + 1

Vyraz sa vycisli (a jeho hodnota zobrazi vo vystupnej bunke) az po zavolani premenne;j.
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In[15]:= €
Out[15]= 4

KedZe predpis ulozeny vo funkcii ¢ je zavisly na x, v pripade zmeny x sa zmeni aj hodnota, ktoru

vrati funkcia c.

In[l6]:= x = 8;

C

Out[16]= 9

Cvicenie 8.5

Vytvorte prikaz, ktory po zavolani vykresli graf vzdy inej ndhodne generovanej postupnosti 10

Cisel.

Uzivatelské funkcie sa definuji pomocou oneskoreného priradenia. Na nasledujicom priklade je

ukézané, ¢o by sa stalo, ak by v nich bolo pouzité klasické priradenie.

n[17:= h[x_] = x + Cos[x]
out[17]= 8 + Cos[8]

Rozdiel medzi obidvoma typmi definicii je zrejmy uz v ich predpisoch. V pripade pouzitia one-
skoreného priradenia je premennd x na pravej strane zobrazend zelenou farbou (pozri napr. prvy
priklad v sekcii 8.1), zatial ¢o pri pouziti klasického — ¢iernou. To vyjadruje, Ze v prvom pripade
ide o lokdlnu premenni a v druhom o premennt, ktorej je nieco priradené. Pri volani funkcie h (s

klasickym priradenim) dostdvame vzdy rovnaky vysledok bez ohladu na vstupny argument.
In[18]:= h[5]
Out[18]= 8 + Cos[8]

Aj pomocou klasického priradenia vieme zadefinovat uzivatelski funkciu tak, aby fungovala ako
klasickd matematickd funkcia, ale ndzov jej vstupného argumentu nesmie byt totozny s nazvom
nejakej globalnej premennej. Ak taka premennd uz existuje, alebo si nie sme isti, ¢i sme premennt
s rovnakym nazvom nepouzivali pri predchadzajicej praci, sta¢i na jej uvolnenie pouzit funkciu

Clear.

In[19]:= Clear [x]
h[5]

Out[19]= 8 + Cos[8]
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n[20l:= h[x_] = x + Cos[x]
h[5]

Out[20]= x + Cos[x]

5 + Cos[5]

V niektorych uzivatelskych funkcidch vsak oneskorené priradenie spésobuje problémy (vzhladom na
absenciu vyhodnotenia vyrazu), zatial ¢o rovnaké funkcie s klasickym priradenim funguji sprévne.
Ako priklad uvddzame uzivatelski funkciu, v ktorej definicii sa vyuziva vstavana funkcia D sliziaca

na derivovanie (pozri kapitolu 10).

In[21]:= Clear [x]
hi[x_] = D[x + Cos[x], x]
h1[4]

Out[21]= 1 - Sin[x]
1 - Sin[4]

Pri pouziti klasického priradenia je vyraz najskér vyhodnoteny (t. j. v predchidzajicom priklade
zderivovany) a potom priradeny premennej na lavej strane. Takze funkcii hl bol priradeny vysledok
vyhodnocovania t. j. 1 - Sin[x].

Pri pouziti oneskoreného priradenia je vyraz priradeny premennej bez vyhodnotenia

In[22]:= h2[x_]:= D[x + Cos[x], x]

Takze funkcii h2 bola priradend funkcia derivujica vyraz x + Cos[x] podla x. Ak zavoldme fun-
kciu h2 so vstupnym argumentom 4, softvér Mathematica to vyhodnoti ako poziadavku zderivovat

4 + Cos[4] podla ¢isla 4 a vypise chybové hlasenie.
In[23]:= h2 [4]
: 4 is not a valid variable.

Out[23]= 04(4 + Cos[4])

Uzivatelska funkcia z predchddzajiceho prikladu bude fungovat spravne aj s oneskorenym pri-
radenim, ak na pravi stranu doplnime vstavani funkciu Evaluate (z angl. vyhodnot). Tato funkcia

zabezpedi, ze vyraz sa pred priradenim do premennej vyhodnoti.

In[24:= h3[x_]:= Evaluate[D[x + Cos[x], x]]
h3[4]

Out[24]= 1 - Sin[4]
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Rovnako ako pri vstavanych funkcidch, mézeme aj pri nami definovanej funkcii pouzit ? pred jej

nézvom (pozri str. 25), aby sme ziskali definiciu tejto funkcie.

In[25]:= 7h3
Outl25]= " Symbol
Global’h3

Definitions h3[x_]:=1-Sin[x]
Full Name Global'h3

~

Cvicenie 8.6

Pomocou 7 zistite, aké informacie Vam vypise softvér Mathematica o jednotlivych uzivatelskych

funkciach zadefinovanych v tejto podsekcii.

Cvicenie 8.7

Vyraz Sin[alCos[b] - Cos[alSin[b] sa da upravit na jednoduchsi tvar. Ak by sme pomocou
tohto vyrazu definovali funkciu dvoch premennych a a b, vykonalo by sa zbytoc¢ne vela ope-
racii. Zadefinujte funkciu sinamb, ktora bude ako vystup vracat zjednoduseny vyraz z vyrazu
Sin[alCos[b] - Cos[alSin[b]. Pouzite funkciu Simplify zo sekcie 6.1.

Pomocou prikazu ?sinamb overte, ¢i je skutoc¢ne vo funkcii sinamb definovana zjednodusena

forma vyrazu Sin[alCos[b] - Cos[a]lSin[b].

8.1.2 Podciarkovnik

Podciarkovnik za lokalnou premennou vo vstupe uzivatelskej funkcie umozni, aby vstupnym argu-
mentom tejto funkcie mohol byt akykolvek vyraz. Ak by sme ho vynechali, vytvorilo by sa len jediné
priradenie (pre x). Takze uzivatelskd funkcia by fungovala iba v pripade, ak by sme jej ako vstupny

parameter zadali x.

np26):= kl[x]:= x + 1
k[7]

out[26)= k[7]

7 vystupu predchadzajiceho prikladu by sa mohlo zdat, ze funkcia k nebola definovana. V skutoc-

nosti vsak bola definovana len pre jediny vstupny argument x.

n[27]:= k[x]
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Out27]= x + 1

Ak by premennej x bola este pred definovanim funkcie priradend nejaka hodnota, napr. ¢islo 7,
tak by funkcia bola definovana pre vstupny argument, ktorym by bola tato priradend hodnota (a

zaroven aj pre x alebo inti premennd, ktord ma priradeni hodnotu 7).

In[28]:= Clear [k]
X =17;
k[x]:=x + 1
k[7]
k[x]

Out[28]= 8

Ked si dame vypisat definiciu funkcie k, softvér Mathematica nam zobrazi informéaciu, ze tato

funkcia je definovana pre hodnotu 7.

In[29]:= 7k
Out[29]=  Symbol
Global'k

Definitions k[7]=8
Full Name Global'k

A

Funkcie (nielen tie v softvéri Mathematica) si v skutocnosti len predpisy pre nahradzovanie. Pre
definovant funkei £ [x_]:=x"2 volanie f [2] znamend: nahrad c¢okolvek (reprezentované vstupnym

argumentom pomenovanym x) hodnotou 2 a vypocitaj vyraz.

f Poznamka 8.1 )

Ak vo vstupe funkcie nahradime podciarkovnik vyrazom _head, kde namiesto head napiSeme
konkrétny navratovy typ funkcie Head (pozri Pozn. 3.5), mnozina moznych vstupnych vyrazov

sa zUzi len na tento konkrétny navratovy typ funkcie Head.

nBo:= f1[x_]:= 10x + 3
f2[x_Integer]:= 10x + 3
f1[2]
£1[2.5]
£2[2]
£2[2.5]
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Out[30]= 23
28.
23
£2[2.5]

8.1.3 Definovanie funkcie pre r6zne vstupné argumenty

KedZze uzivatelské funkcie sa daju definovat pre rézne ciselné vstupy, méze vyvstat otazka, co sa
stane, ak zadefinujeme funkciu pre nejaky c¢iselny vstup a potom funkciu s rovnakym menom pre
iny ¢iselny vstup. Premaze druhé definicia prvi, alebo budi sticasne platné obidve? Ukazeme si to

nézorne na nasledujicom priklade.

ni31:= m[1]:= 7

m[2] := 15
In[32]:= m[1]

m[2]
Out[32]= 7

15

7 vystupov je zrejmé, ze v platnosti zostala aj prva definicia. Potvrdime si to aj zobrazenim definicie

funkcie m.
In[33]:= 7m
Out[33]=  Symbol
Global'm
Definitions 2{;_} z Z5

Full Name Global'm

A

Funkcie definované pre konkrétne ¢isla sa daji pouzivat ako indexované premenné. Moézeme ich

povazovat za alternativnu verziu ku zoznamom.

4 A

Poznamka 8.2
Vzdy, ked zavolame funkciu m[vstup], softvér Mathematica vyhodnoti, ¢i sa vstup zhoduje so
vzorom m[1] a ak &dno, vystupom bude ¢islo 7. Ak sa nezhoduje, postupuje vyhodnocovanie

dalej az dovtedy, kym sa nendjde taky vzor, s ktorym sa vstup zhoduje. Ak skontroluje vsetky

vzory (definicie) a vstup sa nezhoduje so Ziadnym z nich, tak vrati ako vystup m[vstup].
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4 A

Poznamka 8.3

Definovanie funkcie pre rézne vstupné parametre sa oznacuje terminom “pretazenie funkcie”
(po angl. function overloading). S tymto pojmom sa ¢asto stretdvame aj v inych programovacich

jazykoch.

. J

Funkciu je mozné dodefinovat aj pre vseobecny vstup.

n[34]:= m[x_]:= Cos[x]

V takomto pripade aj napriek tomu, zZe by vseobecnd definicia mohla platit aj pre predtym zadefi-

nované ¢iselné vstupy, maju vyssiu prioritu definicie pre konkrétne vstupy.

In[35]:= m[1]
m[2]
m[4]

Out[35]= 7
15
Cos[4]

Potvrdime si to opéf zobrazenim definicie funkcie m.

In[36]:= 7m
Out[36]: Symbol
Global'm

m[1]:=7
Definitions m[2]:= 15
m[x_] := Cos[x]

Full Name Global'm

A

V softvéri Mathematica rovnako ako vo vic¢sine modernych programovacich jazykov s podpo-
rované rekurzivne funkcie. Pod pojmom "rekurzivne funkcie” rozumieme v programovacom jazyku
funkcie, ktoré odkazujui sami na seba. To znamen4, ze obsahuji vo svojom tele prikaz na volanie

samej seba. Vybornym prikladom rekurzivnej funkcie je zadefinovanie faktorialu.

In[37]:= faktoriall[n_]:= n faktorial[n-1]

Pozorny citatel si vSimne, ze takto definovana funkcia bude volat samua seba nekonecnokrat. Tento
problém je zapriCineny tym, ze funkcia nemd definovany tzv. zdkladny pripad, teda vstup, pre
ktory vie vypocitat hodnotu bez rekurzivneho volania. Pre faktoridl je to hodnota 1 pre vstup

n = 0. Prirodzenou volbou pre doplnenie zdkladného pripadu je pouzitie klasickej programéatorske;
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podmienky If. AvSak s programétorskymi podmienkami sa oboznamime az v druhom diele tejto
ucebnice a kedze v programétorskom jazyku je dobré drzat sa stylu, ktory je pre jazyk prirodzeny,

zékladny pripad priddme pomocou definicie funkcie pre vstup 0.

In[38]:= faktorial[0] = 1;

Nakoniec overime, ¢i nasa funkcia funguje spravne.

In[39]:= faktoriall[5]
Out[39]= 120

Pripomenme, ze v softvéri Mathematica existuje aj vstavana funkcia Factorial, pozri sekciu 3.2.

( Poznamka 8.4 )

V skutocnosti rekurzivna funkcia neméze volat samu seba az nekonecnokrat. Kazdé volanie
funkcie sa totiz ukladd v paméti pocitaca a kapacita pamate je obmedzena. Okrem toho je
v softvéri Mathematica zadefinovana hornéd hranica, ktora urcuje kolkokrat maximalne sa re-
kurzivna funkcia moze volat. Tato premennd sa nazyva $RecursionlLimit a jej preddefinovana

hodnota je 1024. Ttto hranicu mézeme jednoducho zmenit pomocou nasledujiceho prikazu.

In[40]:= $RecursionLimit = 2048;

Je mozné nastavit ju aj na hodnotu oo.
In[41:= $RecursionlLimit = Infinity;

Upozornujeme, ze aj v takomto pripade je pocet volani limitovany velkostou pamaéte.

Cvicenie 8.8

Zadefinujte uzivatelska funkciu, ktord vracia prvky Fibonacciho postupnosti. Pripomenme,
ze Fibonacciho postupnost mé nasledovny predpis: fibonacci(0) = 0, fibonacci(l) = 1 a
fibonacci(n) = fibonacci(n — 1) + fibonacci(n — 2).

Poznamka: V softvéri Mathematica existuje vstavana funkcia Fibonacci.

Cvicenie 8.9

Zobrazte prvych 10 prvkov Fibonacciho postupnosti na grafe.

Pomocka: Pouzite funkciu ListPlot.

Pozorny citatel si urcite vSimne, Ze na vypocet fibonacci(n) potrebujeme vypocitat fibo—
nacci(n — 1) a fibonacci(n — 2); a na vypocet fibonacci(n — 1) potrebujeme fibonacci(n — 2) a

fibonacci(n — 3). Takze fibonacci(n — 2) sa pocita zbytocne dvakrat. Keby sme tuto tlohu riesili
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na papieri, bolo by na prvy pohlad zrejmé, ze vysledok pre fibonacci(n —2) si po prvom vypocitani
staci niekde zapisat a pri druhom pouziti ho namiesto pocitania stac¢i precitat. Softvéru vsak tato

suvislost musime zadaf my, napr. nasledovne.

In[42]:= fibomacci[0] = 0; fibomacci[1] = 1;

fibonaccil[n_]:= fibonacciln] = fibonaccil[n - 1] + fibomaccil[n - 2]

Vzdy, ked zavolame funkciu fibonacci pre nejaké n, tak sa jej vysledok ulozi do definicie fibonacci [n]

a pri jej dalSom volani so vstupom n sa vréati priamo tato uloZzena hodnota (bez opatovného vypoctu).

4 A

Cvicenie 8.10
Zadefinujte funkciu fibonacci takym spdsobom, ako v predchadzajicom priklade. Zavolajte
funkciu fibonacci pre vstup 7. Pomocou ? zistite, ako je zadefinovana funkcia fibonacci.

Vsimnite si, pre aké rozne vstupy je funkcia zadefinovana.

8.2 Anonymné funkcie

Dalsi sp6sob, ako zadefinovat uzivatelski funkciu, je pouzitie Function. V softvéri Mathematica sa
takto definované funkcie oznacuju terminom ”pure function”, v slovenskej literattre pojmom ”ano-
nymné funkcia”, pripadne aj "lambda funkcia”. V tejto uc¢ebnici budeme pouzivat termin "anonymna

funkcia”. Ako priklad takto definovanej funkcie uviddzame nasledujticu definiciu.
In[43):= £ = Function[x, x + Cos[x]]
Out[43]= Function[x, x + Cos[x]]

Predpis takto definovanej funkcie je nasledovny: Function[parameter, telo], kde parameter
oznacuje lokdlny nazov vstupnej premennej a telo je definicia funkcie. Takto definovanu funkciu

volame klasickym sposobom.

In[44]:= £ [1]

out[44]= 1 + Cos[1]

Cvicenie 8.11

Zadefinujte nejakt matematickt funkciu pomocou Function a potom dajte zobrazit jej graf.

Vyhoda takejto definicie spociva v tom, zZe jej nemusime dat meno kvoli tomu, aby sme ju mohli apli-
kovat (podla toho ndzov anonymné funkcia). Anonymnu funkciu pre vstupny argument 1 zadavame

nasledovne.

In[45]:= Function[x, Sin[x] + 2][1]
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Out[45]= 2 + Sin[1]

Vstupom funkcie viacerych parametrov je zoznam tychto vstupnych argumentov.
Inf46]:= £ = Function[{x, ¥y}, x% + y2]

Out[46]= Function[{x, yI, x2 + y2]
13

Inf47]:= Function[{x, y}, x? + y?1[2, 3]
Out[47]= 13

Vstupné parametre moézeme Iubovolne pomenovat. Ich nazvy moézu byt jednoznakové alebo viaczna-
kové. Definicia anonymnej funkcie dokonca umoznuje pouzivat vstupné parametre bez nazvu, a to
takym sposobom, ze Function[] obsahuje iba telo (bez Casti parameter) a v Casti telo s nazvy

parametrov nahradené pomocou symbolu #.

In[48]:= Function[Sin[#] + Cos[#]][3]
Out[48]= Sin[3] + Cos[3]

Ak ide o funkciu viacerych parametrov, prvy parameter oznacujeme ako # alebo #1 a dalSie pomocou

#n, kde n je poradové ¢islo parametra.

In[49]:= Function[Cos[#] + Sin[#2]]
Function[Cos[#] + Sin[#2]][3, 8]
Function[Cos[#1] + Sin[#2]][3, 8]

Out[49]= Function[Cos[#1] + Sin[#2]]
Cos[3] + Sin[8]
Cos[3] + Sin[8]

Vsimnite si, ze aj ked sme v prvom prikaze predchiadzajticeho prikladu pouzili ako prvy parameter

#, v jeho vystupe bol prvy parameter zobrazeny ako #1.

Cvicenie 8.12

Zadefinujte nejakd matematicki funkciu pomocou Function (bez toho, aby vstupny parameter

mal svoj ndzov) a potom dajte zobrazit jej graf.

Kedze tymto sposobom nedefinujeme, kolko vstupnych parametrov funkcia mé, ale len kolko ich
pouziva, takto definované funkcie mézu dostat Tubovolny pocet vstupnych parametrov. Nadbytocéné

parametre su ignorované.
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In[50:= Function[Cos[#1] + Sin[#2]]([3, 8, 9]
Out[50]= Cos[3] + Sin[8]

Posledny, ale v programéatorskej praxi najvyuzivanejsi spdsob je definicia anonymnej funkcie bez
pouzitia Function. Ukoncenie definicie funkcie je dané pomocou znaku &(ampersand). V tomto

pripade sa d& funkcia z predchadzajticeho prikladu zapisat nasledovne.

In[51]:= g = Cos[#] + Sin[#2]&
gl3, 8]

outjs1]= Cos[#1] + Sin[#2]&
Cos[3] + Sin[8]

In[52]:= Cos[#] + Sin[#2]&[3, 8]
Out[52]= Cos[3] + Sin[8]

Nevyhodou tohto zapisu funkcie je fakt, ze neumoznuje definovat komplikovanejsie vstupy ako

napr. vstup funkcie integralPlot zo zaciatku tejto kapitoly.

8.3 Uzivatelské funkcie s vyuzitim Block, Module a With

Ak chceme naprogramovat funkciu, ktorej telo bude obsahovat viacero prikazov, tak tieto prikazy

umiestnime medzi okruhle zatvorky a oddelime ich od seba bodkociarkami.

In[53]:= f[x_1:= (pom = 7; x + pom)

Modré farba premennej pom vyjadruje, ze nejde o lokdlnu premenni ale o symbol (t. j. globdlnu

premennu bez priradenia). Po zavolani funkcie sa farba pom zmeni na ¢iernu (zo symbolu sa stane

premenna).
In[54]:= f[2]
pom

Out[54]= 9

Je zrejmé, ze premenné v tele funkcie, ktoré neboli explicitne definované ako lokdlne premenné, su
globalne premenné. Takto definovana funkcia sa stéva problematickou, ak je volana v programe,
v ktorom sa nachadza globdlna premenna s rovnakym menom ako nejakd premennd tejto funkcie.
Po zavolani funkcie totiz dojde k prepisaniu hodnoty premennej nielen vnutri funkcie ale v celom

programe.
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7 tohto dovodu je prospesné pouzivat v uzivatelskych funkcidch lokalne premenné. Definujeme
ich pomocou vstavanych funkcii Module a Block. Obidve funguji podobne, preto si ich pouzitie
podrobne vysvetlime len na funkcii Module. Nakoniec ukazeme, aky je rozdiel v ich aplikovani. Fun-
kcia With nepouziva lokalne premenné, ale nahradzania pomocou nich. Podrobnejsie to vysvetlime
na konci tejto sekcie.

Funkcia Module[lokalne premenne, vyraz] (a tak isto aj Block) mé dva vstupné parametre;
lokalne premenne je zoznam lokdlnych premennych a vyraz je prikaz (alebo skupina prikazov),
ktory sa mé vykonat a v ktorom vystupuji premenné zo vstupného parametra lokalne premenne.

Predchédzajicu funkciu zadefinujeme pomocou Module nasledovne.

Inj55]:= f[x_]:= Module[{pom}, pom = 7; x + pom]

Vsimnite si, Ze v pripade pouzitia Module nemusi (ale méze) byt skupina prikazov umiestnend v
okruhlych zatvorkach. Takto definovand funkcia neprepisuje v programe hodnotu globalnej premen-

nej pom.

In[56]:= Clear [pom]
f[2]

pom

Out[56]= 9

pom

V pripade, Ze chceme definovat premennt s nejakou pociatoc¢nou hodnotou, mézeme to urobit

priamo v zozname lokalnych premennych.

Inj57]:= f[x_]:= Module[{pom = 7}, x + pom]

Rovnakym spésobom definujeme funkciu pomocou Block.

in[58]:= f[x_]:= Block[{pom = 7}, x + pom]
f[2]

pom

Out[58]= 9

pom

Module a Block funguji velmi podobne, odlisuji sa vsak v spdsobe, ako pracuju s lokalnymi
premennymi.

Keby sme nemali moznost pouzivat lokdlne premenné, mohli by sme sa konfliktom v nézvoch
premennych vyhnut tak, ze by sme na koniec nazvu premennej pridali nejaké dlhé ndhodné cislo.
Podobnym sposobom funguje funkcia Module. K nazvu lokédlnej premennej softvér Mathematica

prida cislo, aby nedoslo ku konfiktu s globalnou premennou rovnakého mena.
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Existuje aj druhy sposob, ako sa vyhnut konfliktu pri rovnomennych premennych. V pripade, ze
chceme zadefinovat lokalnu premenni s rovnakym nazvom, aky mé uz predtym pouzivand globédlna
premennd, mohli by sme hodnotu ulozent v globalnej premennej prekopirovat do docasnej premen-
nej. Nasledne globalnu premenni uvolnit a dalej s niou pracovat ako s lokalnou premennou. Ked
platnost lokéalnej premennej skonci, mohli by sme prekopirovat do globédlnej premennej pévodni
hodnotu z docasnej premennej. Na takomto principe funguje funkcia Block.

Néaznak tychto principov fungovania je vidiet, ked zavolame lokdlnu premennii s nepriradenou

hodnotou vnutri Module a Block. Vtedy dostaneme ako vystup len nizov premennej.

In[59]:= £1[x_]:= Module[{pom}, pom]
f2[x_]:= Block[[{pom}, pom]
f1[2]
f2[2]

Out[59]= pom$11585

pom

Tento postup pri pouziti Module zapri¢ini, Ze sa za parameter x v nasledujicom priklade dosadi len

pom? a nie &fslo 4, hoci pom=2.

In[60]:= x = pom~2
Module [{pom = 2}, pom + x]
Block[{pom = 2}, pom + x]

Out[60]= pom?

2+ pom2
6

Dalsi sposob, ako sa vyhntt konfliktu rovnomennych premennych (v programe a v uzivatelskej
funkcii) je pouzitie vstavanej funkcie With. V tomto pripade sa v tele funkcie nepouzivaji pre-
menné, ale nahradenia. Predpis funkcie With je nasledovny With[{x=x0, y=yO0,...}, vyraz]. Vo
vyraze vyraz sa vsetky symboly x, y, ... nahradia hodnotami x0, yO,.... To znamen4, ze kazdé
X, ¥,... bude inicializované nejakou hodnotou, ktord sa ale nemo6ze uz potom dalej menit. Ako
priklad funkcie vyuzivajicej With uvadzame funkciu f[x_]:= With[{pom = 7},

x + pom], ktord funguje rovnako ako funkcia £ zo zaciatku tejto sekcie. V tomto pripade, samoz-
rejme nemozeme pom pouzivat ako premennii a po jej inicializacii uz nemézeme menit jej hodnotu.
Islo by totiz o priradovanie do ¢isla 7 a nie do premennej pom. Ak viete, Zze hodnota premennej sa po
jej inicializacii uz nebude menit, pouzite radsej funkciu With (namiesto Module), kedZe je rychlejsia.

Na zaver porovnidme pouzitie Module, Block a With. Ak vieme, Ze lokdlne premenné nebudt

menit hodnotu, je najvyhodnejsie pouzit With. Ked lokalne premenné budt menit hodnotu, tak sa

pouziva Module alebo Block. Funkciu Block aplikujte v situaciach, ked budete pouzivat globalne
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premenné, ktorych hodnota sa ma obnovit (pozri predchddzajici priklad — vo vystupe je vysledkom
¢islo 6, kedze v pom? sa obnovila hodnota). Ak si nie ste isti vyberom funkcie, pouzite Module. Je

sice najpomalsia z tychto 3 funkcii, ale je aj najvseobecnejsia.

8.4 Robzne spbésoby aplikovania funkcii

Zékladny spdsob volania funkcii pomocou NazovFunkcie[] sme si pripomenuli na zaciatku tejto
kapitoly. V tejto sekcii si ukazeme dalsie moznosti, ktoré nam ulahcia pracu s funkciami. Viaceré z
tychto sposobov st inspirované klasickou matematikou.

V matematike sa Specidlny symbol o pouziva na zapis skladania funkcii (f o g)(x) = f(g(x)). V

softvéri Mathematica sa skladanie funkcii zaddva pomocou znaku @ (zavinac).

inf61]:= glx_1:= Cos[x]
m[x_]:= Cos[x] + Sin[Cos[x]]
g@m[x]

out[61]= Cos[Cos[x] + Sin[Cos[x]]]

Tento operator zabezpeci, ze sa vyraz napravo od neho aplikuje ako vstup do vyrazu nalavo.

In[62]:= a@b@c@d

out[62]= alblc[dl]]
V opaé¢nom poradi sa daju funkcie skladat pomocou operatora // (dva znaky lomitka).
In[63]:= a//b//c//d

out[63]= d[c[blal]l]

Pripomenme si, ze tento spésob sme pouzivali na aplikovanie funkci{ N a Simplify.

In[64]:= T // N
Sin[x]? + Cos[x]? // Simplify

Out[64]—= 3.14159
1

Funkcia sa d4 hromadne aplikovat aj na zoznam vstupov, a to pomocou funkcie Map.

In[65]:= Map[a, {5, %, 1.1, ©}]

1
out[65]= {al[5], a[i], al1.1], alnxl}
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KedZe tento sposob aplikovania funkcie na zoznam je v praxi velmi ¢asto pouzivany, bola do softvéru

Mathematica zabudované aj jeho skratena verzia /e@.

In[66]:= Sin/@{0, w/2, 3}

out[66]= {0, 1, Sin[3]}

Cvicenie 8.13

Ulozte zoznam z predchadzajiceho prikladu do premennej a. Pomocou funkcii Table a Length

naprogramujte funkciu, ktora vrati vystup z predchadzajiceho prikladu.

V pripade, Ze mame vnorené zoznamy, t. j. napr. zoznam, ktorého prvky si zoznamy ¢isel, mézeme
aplikovat funkciu na jednotlivé prvky vnitorného zoznamu pomocou $pecifikovania trovne, na ktorej
sa mé funkcia aplikovat. Uroven sa Specifikuje pomocou tretieho parametra. V pripade, ze troven

je zapisana v krutenych zatvorkach, funkcia sa aplikuje iba na prvky danej Grovne.

In[67]:= Mapla, {{11, 12}, {21}}, {2}]
outle7]= {{al11], al12]1}, {al[21]1}}

V pripade, ze Groven je zapisand bez kritenych zatvoriek, funkcia sa aplikuje rekurzivne na prvky

po danu troven.
In[6s]:= Mapla, {{11, 12}, {21}}, 2]

out[68]= {al{al11],a[12]}],a[{al21]}]1}

Cvicenie 8.14

Pomocou anonymnej funkcie (# a &), Range a Map (/@) vytvorte zoznam druhych mocnin prvych

desat prirodzenych cisel.

8.5 Aplikacie uzivatelskych funkcii

V tejto kapitole si ukazeme, ako vyriesit priklad z kapitoly 5 pomocou definovania vlastnych funkcii.
Takto rieseny priklad je ovela prehladnejsi.

Zadanie: Vykreslite do jedného obrdzku graf funkcie f(x) = sin(x) a jeho dotycénicu v bode
[0, f(x0)], ktory sa bude menit pomocou Manipulate. VyuZite definovanie uzZivatelskijch funkcii.
Dotyénica v bode [xg, f(z¢)] méa rovnicu d(x) = f'(xo)(x — x¢) + f(x). Derivicia funkcie f(z) =
sin(x) je f'(z) = cos(z). Zadefinujeme funkciu na vytvorenie tejto dotyénice. Bude mat dva vstupné

argumenty, aby sme mohli menit dotykovy bod xzg.



KAPITOLA 8. VYTVARANIE UZIVATELSKYCH FUNKCII 127
In[69]:= dotycnical[x0_, x_] := Cos[x0] (x - x0) + Sin[x0]

Graf tejto funkcie zobrazime s grafom povodnej funkcie do jedného obrazku. Premennd x0 sa bude

menit pomocou Manipulate.

In[70]:= Manipulate[Plot[{Sin([x], dotycnical[x0, x1}, {x, -m, w}], {x0, -m, 7w}]

Out[70]=
x0

o

Ked menime premenni x0, obor zobrazenych hodnét sa meni siicasne podla grafu dotycnice. V
tomto pripade to nie je velmi ziadice. Z tohto dévodu zvolime jednotny obor hodn6t pomocou

PlotRange.

In[71]:= Manipulate[Plot[{Sin[x], dotycnicalx0, x1}, {x, -7, =7},
PlotRange — {-2,2}], {x0, -m, 7}]

Out[71]=
x0

(]

-2 -1 L 1 2 3

8.6 Zhrnutie

V tejto kapitole sme sa naucili definovat funkcie matematického stylu, anonymné funkcie a funkcie
vyuzivajuce lokalne premenné s pomocou vstavanych funkcii Module, Block a With. Prvy sposob
umoznuje vytvarat funkcie aj pre velmi komplikované vstupy. Vyhodou anonymnej funkcie je fakt, ze

ona a aj jej parametre mozu byt bezmenné (prospesné v niektorych typoch tloh). Posledny sposob
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zadania funkcie bréni konfliktom rovnomennych premennych (v programe a v uzivatelskej funkcii).

V zévere kapitoly sme predstavili rozne spésoby aplikovania uzivatelskej funkcie.



Kapitola 9

Zobrazovanie grafickych objektov v

rovine

V kapitole 5 sme si predstavili zobrazovanie matematickych funkcii. Vystupmi boli objekty, ktoré sa
javili ako sivislé krivky. Jeden zo sposobov, ako grafické softvéry (nielen Mathematica) vykresluju
zlozitejsie objekty (t. j. aj grafy funkcii), je ich zobrazenie pomocou mnoziny jednoduchych geomet-
rickych ttvarov. V tejto kapitole sa budeme venovat zobrazovaniu zdkladnych rovinnych grafickych
objektov. Softvér Mathematica disponuje aj kvalitnou grafikou trojrozmernych utvarov, avsak 3D
grafika je mimo rozsahu tejto ucebnice. Trojrozmernej grafike sa budeme venovat v jej druhom diele.

Na zobrazenie rovinnych objektov sa v softvéri Mathematica pouziva vstavana funkcia Graphics.
Jej predpis je nasledujici Graphics[{direktivy, objektl}], kde objekt je zobrazovany objekt
(alebo zoznam objektov) a direktivy su direktivy urcujice jeho vlastnosti (farbu, priesvitnost...),
pozri podsekciu 5.1.1. Nasledujuici prikaz reprezentuje zobrazenie ¢erveného trojuholnika, ktorého
vrcholmi st body (0,0), (0,1) a (3,0).

In[l]:= Graphics[{Red, Triangle[{{O0, 0}, {0, 1}, {3, 0}}]1}]

Out[1]=

V prvej sekcii si ukazeme, ako sa zobrazuju zékladné rovinné objekty a ako pomocou nich mézeme

vytvarat zlozitejsie geometrické ttvary, napr. nasledujici objekt vytvoreny z mnoziny tseciek.

n2— Graphics[Line[Map[{#, Sin[#1}%, Range[-7, T, z—g]m

Out[2]=

129
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V tejto sekcii sa obozndmime aj s najcastejsie pouzivanymi direktivami, ktorymi nastavujeme vlast-
nosti zobrazovanych objektov. V sekcii 9.2 podrobne popiSeme rozne sposoby vytvarania farieb v

softvéri Mathematica.

9.1 Zakladné grafické objekty a ich direktivy

Softvér Mathematica umoznuje zobrazif velky pocet réznych grafickych utvarov. V tejto sekcii
predstavime len tie najpouzivanejsie. V pripade zadujmu o tie menej zndme odkazujeme citatela na
dokumentové centrum, v ktorom si tieto objekty oznacované pojmom ”graphics primitives”. Hoci
majui rovnaky predpis zadania ako funkcie, nie si funkciami. Nevykonavaju ziadne prikazy a po
odoslani ich zadania do vypoctového jadra na spracovanie sa vytvori vystupnd bunka obsahujica
presne ten isty text, ktory bol odoslany na spracovanie. Pripomenme si, ze rovnaky vystup vracia
softvér Mathematica v pripade, ked odosleme na spracovanie symbol.

Objekty, ktoré chceme zobrazit, pouzijeme ako vstupny argument funkcie Graphics. Po jej
zavolani uzivatelské rozhranie (pozri kapitolu 2) vykresli tvar, ktory reprezentuje tento objekt (alebo

zoznam objektov).

9.1.1 Graficky object Point

Najjednoduchsim geometrickym objektom je bod (po angl. Point). Jeho vstupom je zoznam jeho

suradnic.

In[3]:= Graphics[Point [{178, -37}]]

Out[3]=

Ak zobrazujeme jediny bod (alebo Iubovolny jediny objekt), tak je tento zadany bod (alebo ob-
jekt) vzdy (bez ohladu na jeho konkrétne sturadnice) zobrazeny v strede zobrazovacej plochy a ma
prednastaveni velkost. Umiestnenie objektu na zobrazovacej ploche v zavislosti od jeho stradnic
sa prejavi az v pripade zobrazovania minimélne dvoch objektov na jednom obrazku. V situaciich,
ked zobrazujeme sii¢asne viac ako jeden objekt, platia pre zobrazovanie tychto objektov dve nasle-
dujtce pravidla. Pomery vzdialenosti medzi bodmi objektov v x-ovom a y-ovom smere musia byt
zachované. Vzdialenosti medzi jednotlivymi bodmi st maximélne (t. j. najvic¢sie mozné, aké povoli
zobrazovacia plocha). To znamend, ze napr. ak zobrazujeme dvojicu bodov (0,0) a (5,1) a dvojicu

(0,0) a (—100,—20) (ktoré maju rovnaké pomery vzdialenosti bodov), ich vystupy budi rovnaké.

In[4]:= Graphics[{Point[{0, 0}], Point[{5, 1}1}];
Graphics[{Point [{0, 0}], Point[{-100, -20}]}]
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Out[4]=

7Z vyssie uvedeného je zrejmé, ze zobrazovacia plocha je obdlznik, ktorého pomer stran zévisi od
suradnic zobrazovanych bodov. Vsimnite si tiez, ze ak funkcia Graphics dostane ako vstup zoznam
objektov, vykresli ich vSetky sticasne do jedného obrazku. Tato dolezita vlastnost funkcie Graphics
plati aj v pripadoch, ked sa vo vstupnom zozname nachédzaji rézne typy objektov (bod, kruh,
obdiznik...).

Zobrazenie viacerych bodov stcasne sa dé zadat réznymi spésobmi. Jednou z moznosti je pouzit
ako vstup funkcie Graphics zoznam objektov Point. Tento spdsob sme si ukazali v predchadzajicom
priklade. Dalou moznostou je pouzit ako vstup funkcie Graphics objekt Point, ktorého vstupom

bude zoznam zoznamov siradnic jednotlivych bodov.

In[5]:= Graphics[{Point[{1, 0}], Point[{4, 2}], Point[{9, 3}], Point[{8, 4}1}];
Graphics[Point [{{1, 0}, {4, 2}, {9, 3}, {8, 4}}]1]

Out[5]= *

V komplikovanejsich tlohach (najmé ak zobrazujeme vacsi pocet objektov alebo rozne typy objek-
tov) je vyhodné zadefinovat najskor jednotlivé objekty samostatne a potom ich dat spolu zobrazit

pomocou funkcie Show (z angl. ukaz).

In[6]:= bodA = Graphics[{Point[{1, 0}]];
bodB = Graphics[Point[{4, 2}]];
bodC = Graphics[Point[{9, 3}]1];
bodD = Graphics[Point[{8, 4}]1];

Show[bodA, bodB, bodC, bodD]

Out[6]=

Vlastnosti zobrazovanych objektov (napr. farba, velkost...) sa nastavuji pomocou direktiv. Pri-
pomenme si, ze direktivy sme si predstavili v podsekcii 5.1.1. Vaésina direktiv sa da aplikovat aj do
funkcii typu Plot a aj do funkcie Graphics. Niektoré st vSak Specifické a je ich mozné pouzit len
v konkrétnom type funkcie. Spésob zadavania direktiv do funkcii typu Plot a do funkcie Graphics
je vSak odlisny (a to aj v pripade, Ze ide o rovnaké direktivy). VSeobecne ich predpisy zadavania mo-

zeme zapisat nasledovne FunkciaTypuPlot [objekt, Plot- Style — {direktiva;,..., direktiva,}],
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Graphics[{direktiva;,...,direktivay,

objekt}] Napr. direktivu pre velkost bodu (pozri str. 76) zaddvame takto.

In[7]:= ListPlot[{{0, 0}}, PlotStyle — PointSize[0.1]];
Graphics[{PointSize[0.1], Point[{0, 0}]11}];

Funkcia ListPlot zobrazuje mnozinu bodov a umoznuje k nej zadat direktivu alebo zoznam direktiv.
Avsak na rozdiel od funkcie Graphics vsetky zobrazované body maji rovnaké vlastnosti. Funkcia
Graphics umoznuje zadat kazdému objektu vlastny zoznam direktiv. Direktivy vo funkcii Graphics
musia byt uvedené vzdy pred objektom, ktorému urcuju vlastnosti.

V nasledujicom priklade zobrazime dva body roznej velkosti.

In[8]:= Graphics[{PointSize[0.05], {PointSize[0.1], Point[{0, 0}]}, Point[{0, 1}1}}];
Graphics[{PointSize[0.1], Point[{0, 0}], PointSize[0.05], Point[{0, 1}]}]

Out[8]= o

Obidva prikazy z predchiadzajiceho prikladu dévaji rovnaky vystup. V prvom prikaze zoznam
obsahuje direktivu pre velkost bodu, potom zoznam a nakoniec bod. Vo vniitornom zozname menime
velkost bodu. Avsak, kedze je tato zmena velkosti vnutri zoznamu, tak plati len pre objekty tohto
zoznamu. V druhom prikaze st vynechané zatvorky vnatornych zoznamov. Umoznuje ndm to fakt,
ze direktivy vo funkcii Graphics sa aplikuju na vsetky objekty v zozname za touto direktivou. Ak
st v jednom zozname pred objektom dve alebo viac direktiv rovnakého typu, tak sa uplatni ta

posledna.

( )

Cvicenie 9.1

Pomocou funkcie Graphics zobrazte body (0,0), (1,1), (2,4), (3,9), (4,16) a (5,25).

Poznamka: Je zrejmé, ze v tomto cviceni a aj vo viacerych dalSich cvic¢eniach v tejto kapitole
by bolo praktickejsie vyuzit funkcie z kapitoly 5. Napr. tieto body by sa dali vykreslit prikazom
ListPlot [{{0, O}, {1, 1}, {2, 4}, {3, 9}, {4, 16}, {5, 25}}]. Avsak kvdli lepsiemu

osvojeniu poznatkov o funkcii Graphics a o geometrickych objektoch, ktoré zobrazuje, budeme

pouzivat v tychto cviceniach tuto funkciu.

Farba grafickych Utvarov sa da nastavif pomocou viacerych druhov direktiv. Najjednoduchsi
sposob je pouzitie prednastavenych farieb, napr. Red, Green, Blue. Kompletny zoznam tychto farieb
najdete v prvom odstavci sekcie 9.2. Farbu pozadia (po angl. background) nastavujeme prikazom

Background—Farba.
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In[9]:= Graphics[{Red, PointSize[0.1], Point[{0, 0}], Blue, Point[{4, 1}]},
Background — Green]

Out[9]=

Podrobnejsie si nastavovanie farieb vysvetlime v sekcii 9.2.

( Poznamka 9.1 )

Na rozdiel od direktiv, ktoré sa zadavaju pred geometricky objekt do spolo¢ného zoznamu,
prikaz na nastavenie farby pozadia (kedZe je to volba a nie direktiva) piSeme az za objekt alebo
ak sa objekt nachddza v zozname, tak za tento zoznam. Viac si o volbach vo funkcii Graphics

povieme o stranu dalej.

V predchadzajicom texte sme sa zmienili o tom, ze funkcia Graphics moze dostat ako vstup
vnorené zoznamy. Tato vlastnost ma dve vyhody. Grafické objekty mozeme vytvarat aj pomocou
funkcie Table bez ohladu na to, Ze vo vstupnom argumente budi nejaké zatvorky naviac. Poza-
dované vlastnosti priradujeme objektom jednoducho, kedze direktivy st aplikované iba na objekty,

ktoré sa nachadzaji za danou direktivou v spolo¢nom najvnutornejSom zozname.

In[10]:= Graphics[{Blue,
{Red, Table[{PointSize[x/10], Point[{x, O0}}, {x, 0, 1, 0.1}13},
PointSize[0.05], Point[{0.5, 0.5}]11}]

Out[10]= o

Pri zobrazovani geometrickych ttvarov mézeme podobne ako vo funkcidch typu Plot pouzivat

okrem direktiv aj volby.

In[11:= Graphics[
{PointSize[0.1], Point[{0, 0}], Point[{1, 0}]},
PlotRange — {{-1, 2}, {-1, 3}}, Axes — True,
AxesLabel — {"x", "y"}, AspectRatio — 1/2]
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Out[11]=

Volby sa zadavaju za zoznamom direktiv a objektov a ovplyvnuju cely graf. Jednotlivé volby sme

si podrobne vysvetlili v podsekcii 5.1.1.

( A

Poznamka 9.2

Direktivy si vo funkcii Graphics moézeme predstavovat ako prikazy, ktoré urcuji, aké pero
mé kresli¢ pouzit na vykreslenie objektov. V pripade PointSize kresli¢ pouzije na vykreslenie
bodov pero s hribkou hrotu zadanej velkosti. V pripade nastavovania farieb pouzije kresli¢
pero zadanej farby. Kresli danym perom dovtedy, kym mu inou direktivou neprikdzeme zmenit
pero, alebo pokial sa neskon¢i najvnutornejsi zoznam, v ktorom sa tato direktiva nachadza. Ak

sa zoznam skonci, aktivuje sa opat pero platné pre zoznam o troven vyssie.

Cvicenie 9.2

Pomocou Graphics vykreslite body funkcie f(z) = 22 pre z € {0,0.05,0.1,0.15,0.2, ..., 1}.
Pomocka: Vypisovat siradnice vsetkych bodov by bolo velmi pracné. Vyuzite namiesto
toho funkciu Table (pozri str. 52) alebo funkciu Map (pozri str. 125) spolu s definiciou vlastnej

kvadratickej) funkcie (pozri kapitolu 8) a funkciou Range (pozri str. 51).
( ] g

9.1.2 Graficky object Line

Dalsf geometricky objekt, ktory si predstavime je ¢iara s predpisom Line [{{xo, Yols

{x1, y;}}], kde {x0, y,} je zaciatocny bod ciary a {x;, y,;} je koncovy bod ciary.

In[12]:= Graphics[Line[{{0, 0}, {2, 1}}]]

Out[12]=

Ak je vstupnym parametrom funkcie Line zoznam s viac ako dvoma bodmi, zobrazi sa lomen4 Ciara.

Body st pospajané v takom poradi, ako boli zadané vo vstupnom zozname.
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In[13]:= Graphics[Line[{{0, 0}, {1, 1}, {2, 0}}]1]

Out[13]=

Hrubka ¢iar sa da menit pomocou direktivy Thickness [r] alebo pomocou prednastavenych hribok
Thick a Thin.

In[14:= Graphics[{
Thickness[0.05], Line[{{0, 0}, {1, 1},{2, 0}}],
Thickness[0.025], Line[{{2, 0}, {3, 1}, {4, 0}}]
H

Out[14]=

Cvicenie 9.3

Pomocou Graphics a Line zobrazte graf funkcie f(z) = 2 pre body = € {0,0.05,0.1,0.15,

, ..., 1} (loment ¢iaru prechddzajicu tymito bodmi).

Sty1 vykreslenia ¢iar zaddvame pomocou direktiv Dotted (bodkovane), Dashed (&iarkovane) a DotDashed

(bodkociarkovane).

In[15]:= Graphics[{Thick,
Dotted, Line[{{0, 0}, {1, 1}, {2, 0}}],
Dashed, Line[{{2, 0}, {3, 1}, {4, 0}}],
DotDashed, Line[{{4, 0}, {5, 1}, {6, 0}}]

Out[15]= S ’”N

Variantom geometrického titvaru Line je objekt Arrow (orientovana ¢iara). Funguje rovnako ako

Line len v poslednom bode ¢iary zobrazuje naviac hrot sipky. Pouziva rovnaké direktivy ako Line.
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In[16]:= Graphics [{Thick,
Red, Dotted, Arrow[{{0, 0}, {1, 1}, {2, 0}}],
Green, Dashed, Arrow[{{2, 0}, {3, 1}, {4, 0}}],
Blue, DotDashed, Arrow[{{4, 0}, {5, 1}, {6, 0}}]
}

Out[16]= o

RN £

V tomto objekte je naviac zabudovand direktiva Arrowheads, ktora umoznuje zmenit velkost hrotu

a jeho smer a taktiez pridat aj dalsie hroty.

In[17]:= Graphics[{Thick,
Arrowheads[0.02], Arrow[{{O0, 0}, {1, 1}, {2, 0}}],
Arrowheads[-0.03], Arrow[{{2, 0}, {3, 1}, {4, 0}}],
Arrowheads[{-0.03, 0.04}], Arrow[{{4, 0}, {5, 1}, {6, 0}}]
}, PlotRange — {{0, 6}, {-0.2, 13}}]

Out[17]=

Zaporné znamienko pred ¢éislom vo vstupnom parametri direktivy Arrowheads zmeni smer hrotu
na opacny. Ked zaddme do Arrowheads zoznam n ¢isel, na ¢iare sa zobrazi n hrotov s danymi

velkostami a smermi. Pozicie hrotov st na ¢iare rovnomerne rozdelené.
'a N\

Poznamka 9.3

V predchadzajicom priklade sme pouzili direktivu PlotRange pre zvic¢senie vykreslenej oblasti.
Inak by otoceny hrot druhej sipky nebol rozoznatelny. Graphics sice automaticky nastavuje
vykreslent oblast tak, aby boli zobrazené vsetky vykreslované objekty, ale hroty Sipok do tohto

kontrolovaného zoznamu nezahrna.

Cvicenie 9.4

Dajte zobrazit orientovant ¢iaru prechadzajicu bodmi (0,0), (8,1) a (12,0). Direktive Arrow-

heads zadajte ako vstup zoznam siedmich réznych kladnych aj zdpornych éisel.

9.1.3 Graficky object Text

Softvér Mathematica umoznuje ku zobrazovanym objektom doplnit aj textovy popis. Pouziva sa
na to graficky objekt Text["textovy popis",{x,y}], kde "textovy popis" je text, ktory zobra-

zujeme a (x,y) je bod, do ktorého umiestnime stred textu. Ak tento bod pri zadavani vstupného
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argumentu objektu Text vynechame, tak bude stred textu umiestneny do implicitne nastaveného

bodu (0,0). V nasledujicom priklade zobrazime vektor AB s popisom jeho koncovych bodov.

In[18]:= vektor = Graphics[Arrow[{{0, 0}, {7, 1}}11;
textA = Graphics[Text["A", {0, -0.2}1];
textB = Graphics[Text["B", {7, 0.8}1];
Show[vektor, textA, textB]

Out[18]=

(o8]

A

textovy popis nie je vzdy nutné zadavat pomocou uvodzoviek. AvSak, ak ich v niektorych kon-
krétnych pripadoch vynechame, spésobi to problém. Text v iivodzovkach je v softvéri Mathematica
povazovany za tzv. retazec znakov, t. j. prvok typu String. Ak by sme nepouzili ivodzovky, jednot-
livé skupiny znakov textu oddelené medzerami by boli povazované za symboly a softvér Mathematica
by ich usporiadal v abecednom poradi. Ak by sme zadali ako textovy popis nejakil premenni, kto-
rej uz pri predchidzajicej praci bola priradena nejaka hodnota, tak by sa bez pouzitia avodzoviek
zobrazila tato hodnota a nie zadany nazov premennej. Pripomenme si, Ze tento princip pre vstupné
argumenty textového popisu, ktoré nie st typu String, plati aj pre volby PlotLabel, PlotLabels,
PlotLegends a FrameLabel (pozri str. 71).

Textovému popisu mdzeme pomocou Style nastavif vlastnosti ako napr. velkost, farbu, typ a

sklon pisma.

In[19]:= trojuholnik = Graphics([Line[{{0, 0}, {3, 0}, {0, 1}, {0, 0}}1];
prepona = Graphics[Text[Style["prepona", Medium, Blue, Bold],
{1.5, 0.6}, Automatic, {3, -1}1]1;
Show[trojuholnik, prepona]

Out[19]=

Pre D Ona

Volba Automatic, {3, -1} zapri¢inila sklon textového popisu v smere vektora (3, -1).

9.1.4 Dvojrozmerné grafické objekty

7 dvojrozmernych utvarov, ktoré dokaze softvér Mathematica zobrazovat, podrobnejsie popiseme

dva zdkladné objekty Disk (z angl. kruh) a Polygon (z angl. mnohouholnik). Disk[{x, y},



KAPITOLA 9. ZOBRAZOVANIE GRAFICKYCH OBJEKTOV V ROVINE 138

{rx, ry}, {us, uc}] reprezentuje plni elipsu (t. j. Gtvar, ktorého hranice si dané elipsou), pri-
padne kruh (Specidlny typ plnej elipsy), kde bod {x, y} je stred elipsy, {rx, ry} st dizky polosi
elipsy (ak zaddme namiesto tohto zoznamu len jedno ¢islo, bude to ¢islo reprezentovat polomer
kruhu) a {us, ue} urc¢uju uhol vyseku, ktory sa méa zobrazit. Ak nezaddame treti zoznam, vykresli
sa celd elipsa (kruh). Ak nezaddme dizky polosi ani polomer, vykresli sa kruh s polomerom 1; a ak

nezadame ani stred, vykresli sa kruh s polomerom 1 so stredom v bode (0, 0).

In[20]:= Graphics[{
Blue, Disk[],
Green, Disk[{1.5, 0}],
Red, Disk[{4, 0}, 1.5],
Purple, Disk[{6, 0}, {1, 1.5}]1,
Gray, Disk[{7, 0}, 2, {0, 7n/2}]
}

Out[20]=

Z predchadzajticeho prikladu (z ¢iastoéného prekryvania sa objektov) je zrejmé, ze objekty sa vy-

kresluju v rovnakom poradi, ako st zadané v zozname.

'a N\
Cvicenie 9.5

Zadajte prikaz, ktorym zobrazite nasledujici obrazok, kde ¢erveny stvrtkruh ma polomer 1 a

modry polomer 2.

Out[21]=

Okrem direktiv na nastavovanie farieb mézeme pouzit aj direktivu EdgeForm, ktora nastavuje vlast-
nosti hranic objektu. Vstupnym parametrom funkcie EdgeForm mozu byt tie isté direktivy, ktorymi

sa zadaval styl vykreslenia objektu Line.

In[22:= Graphics[{Blue, EdgeForm[{Thickness[0.02], Red, Dashing[0.04]1}], Disk[]}]
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Out[22]=

( )

Cvicenie 9.6

Zadajte prikaz, ktorym zobrazite nasledujici obrazok.

Out[23]=

Vykreslenie hnedého kruhu ulozte do premennej s ndzvom hnedy a vykreslenie zltého kruhu

do premennej z1ty. Potom zobrazte obidva kruhy pomocou funkcie Show.

Zistite, aky je rozdiel medzi prikazmi Show[hnedy, zlty] a Show[zlty, hnedy].

Variantom geometrického objektu Disk je objekt Circle, ktory vykresluje hranice objektu Disk.

Pouziva rovnaké direktivy ako objekt Line.

In[24]:= Graphics[{Orange, Dashed, Thick, Circle[{0, 0}, {7, 2}, {n/2, 27}}]

Out[24]=

Na zédver si predstavime geometricky objekt Polygon (z angl. mnohouholnik). Jeho vstupom je

zoznam bodov, ktoré reprezentujui vrcholy mnohouholnika.
In[25]:= Graphics[Polygon[{{0, 0}, {0, 2}, {2, 2}, {3, 1}, {2, 0}}]1]

Out[25]=

In[26]:= Graphics[Polygon[{{0, 0}, {2, 2}, {3, 1}, {2, 0}, {0, 2}}]]
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Out[26]=

Vsimnite si, ze geometrické dtvary z dvoch poslednych prikladov maji sice rovnaké vrcholy, ale

odlisny tvar. Je zrejmé, ze ich tvar zavisi od poradia bodov vo vstupnom zozname objektu Polygon.

Cvicenie 9.7

Kruh sa d4 aproximovat pomocou pravidelného mnohouholnika. Cim viac hran mnohouholnik
m4, tym presnejsSie aproximuje kruh. Parametricky predpis jednotkovej kruznice je kruznica(u) =
(cos(u),sin(u)), u € (0,27). Ked do funkcie kruznica zaddme ako vstup ¢islo z intervalu (0, 27),
vystupom bude bod kruznice.

Pomocou tejto funkcie vytvorte zoznam 50-tich rovnomerne rozdelenych bodov na kruz-
nici. Pomocou Graphics a Polygon zobrazte mnohouholnik, ktorého vrcholy si body z tohto

zoZnamau.
\ J

V objekte Polygon sa pouzivaju rovnaké direktivy ako v objekte Disk.

In[27):= Graphics[{EdgeForm[{Thickness[0.02], Blue}], Gray,
Polygon[{{0, 0}, {1, 0}, {2, 1}, {0.5, 1}, {-1, 0.5}}1}]

Out[27]=

V softvéri Mathematica je zabudovanych viacero objektov, ktoré si Specialnymi typmi objektu
Polygon. Z nich si predstavime len obdlZnik (po angl. Rectangle). Jeho predpis je dany nasledovne:
Rectangle [{Xmin, Vpint> {Xmax> Ymaxt), kde bod {xpin, ¥pint je lavy dolny vrchol obdiZnika a
{Znax» Ypaxt j€ pravy horny vrchol. Ak vo vstupe objektu Rectangle nezadame druhy bod, vykresli
sa Stvorec so stranou dfiky 1, ktorého lavy, dolny vrchol je bod zo vstupu; a ak nezaddme ziadny
vstup, vykresli sa Stvorec so stranou velkosti 1, ktorého lavy, dolny vrchol je bod (0,0).

V objekte Rectangle sa okrem uz predstavenych direktiv a volieb da ako v jedinom grafickom
objekte pouzivat aj volba RoundingRadius — n. Pouzitie tejto volby spdsobi zaoblenie vrcholov

obdlznika, pricom cislo n udava velkost polomeru zaoblenia vrcholov.

In[28]:= Graphics[Rectangle[{0, 0}, {3, 1}, RoundingRadius — 0.25]]

Out[28]=
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Cvicenie 9.8

Pozrite si v dokumentovom centre zoznam vsetkych grafickych objektov, ktoré sa daju zobrazit
pomocou funkcie Graphics. V softvéri Mathematica st tieto objekty oznacené pojmom “grap-
hics primitives”. Objekty Triangle (z angl. trojuholnik) a Parallelogram (z angl. rovnobez-

nik) st Specidlne typy objektu Polygon. Pomocou tychto objektov dajte vykreslit trojuholnik

a rovnobeznik s lubovolnymi vstupnymi parametrami.
. J

Grafické objekty rovnakych aj réznych typov mdézeme stcasne zobrazit pomocou funkcie Graphics,

ked ich zadame do jej vstupu ako zoznam objektov

In[29:= a = Graphics[{
Disk[{0, 1}, 0.5],
Red, Thickness[0.1], Line[{{0, 0}, {1, 1}}],
Green, Thickness[0.05], Arrowheads[0.3], Arrow[{{0.5, 0.5}, {0, 1}}]
}

Out[29]=

9.1.5 Funkcia Show

Objekty, ktoré st vstupmi viacerych funkcii Graphics, zobrazime spolo¢ne do jedného obrazku

pomocou funkcie Show.

In[30]:= b = Graphics[{Blue, Disk[{0.25, 0.75}, 1.1]1}];
Show[b, al



KAPITOLA 9. ZOBRAZOVANIE GRAFICKYCH OBJEKTOV V ROVINE 142

Out[30]=

Vstupnymi argumentmi funkcie Show mézu byt sicasne vystupy funkcie Graphics a vystupy funkcii

typu Plot.

In[31]:= Show[Graphics[{Red, Disk[{0, 0.5}, 0.5]1}], Plot[x?, {x, -1, 1}]]

Out[31]=

Vystupy funkcii typu Plot mézeme vlozit do vystupov funkcie Graphics aj pomocou grafického
objektu Inset (z angl. vloz). AvSak v tomto pripade nebudu grafické rozsahy vystupov obidvoch
typov funkeii rovnaké (ako to bolo pri pouziti funkcie Show), ale vystup objektu, ktory je vstupom
objektu Inset, bude propor¢ne zmenseny. Nasledujtci priklad je verzia predchadzajtuceho prikladu,

v ktorom je namiesto funkcie Show pouzity objekt Inset.

In[32]:= Graphics[{Red, Disk[{0, 0.5}, 0.5], Inset[Plot[x"2, {x, -1, 1}]1]1}]

Out[32]=

Poznamka 9.4

V tejto kapitole sme c¢asto poukazovali na podobnost funkcie Graphics a funkcii typu Plot. Nie
je to ndhoda, kedze funkcie typu Plot vykreslujui svoje vystupy pomocou funkcie Graphics ako
mnozinu grafickych objektov. Ukdzeme si to aplikovanim funkcie InputForm na vystup funkcie

Plot. Funkcia InputForm zabrdni, aby sa graf vykreslil a vypise jeho kod.
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In[33]:= Plot[x?, {x, -1, 1}, PlotStyle — {Blue, Thickness[0.01]}] //
// InputForm

out[33]= Graphics[{{{{}, {}, Annotation[{Directive[Opacity[1.],
AbsoluteThickness([1.6], RGBColor[0, O, 1], Thickness[0.01]],
Line[{{-0.9999, 0.9999}, {-0.999, 0.9987}, {-0.9987, 0.9975},
..., 10.9993, 0.9986}, {0.9999, 0.9999}1}]
}, ... 3]

Pre lepsiu ¢itatelnost vystupu sme vacésinu z 274 bodov nahradili troma bodkami a tak isto
aj vSetky volby. Z vystupu funkcie InputForm je zrejmé, ze vystup funkcie Plot je vytvo-
reny pomocou funkcie Graphics. Zobrazovanym utvarom je lomend Ciara vykreslend pomocou
Line, ktord aproximuje funkciu f(z) = 2. Na nastavenie hriibky éiary sa tu pouziva direktiva

Thickness a na nastavenie farby direktiva RGBColor (pre viac informécii o tejto direktive pozri

nasledujicu sekciu).
. J

9.2 Farby

Softvér Mathematica ma v sebe zabudovanych viacero moznosti, ako zaddvat farby v grafike. Naj-
jednoduchsi spdsob je pouzitie anglického nazvu nejakej preddefinovanej farby. Zoznam zakladnych

preddefinovanych farieb je nasledovny.

In[34:= {Red, Green, Blue, Black, White, Gray, Cyan,

Magenta, Yellow, Brown, Orange, Pink, Purple}

OUt[34]: {-) I:‘) .) .) b .) |:|J -) ] -) D) I:I) -}
Okrem tychto zakladnych farieb st vstavané aj ich svetlé (po angl. light) verzie.

In[35]:= {LightRed, LightGreen, LightBlue, LightGray, LightCyan, LightMagenta,
LightYellow, LightBrown, LightOrange, LightPink, LightPurple}

Out[35]= {[ ], ) > [ b} B ) b) ) > }

Tmavé verzie nie st zabudované v softvéri. Svetlejsie aj tmavsie verzie preddefinovanych farieb vieme

vytvorit pomocou direktiv Lighter [farba] (z angl. svetlejsia) a Darker [farbal (z angl. tmavsia).

In[36]:= Map[Lighter, {Red, Green, Blue, Black, White, Gray, Cyan,
Magenta, Yellow, Brown, Orange, Pink, Purple}]

{Red, Green, Blue, Black, White, Gray, Cyan,
Magenta, Yellow, Brown, Orange, Pink, Purple}

Map [Darker, {Red, Green, Blue, Black, White, Gray, Cyan,
Magenta, Yellow, Brown, Orange, Pink, Purplel}]
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Out[36]= {.J 1, N> W > s [ Es > s [ s .}
outl37= {Il>- > > I NOE Rl e b
Out[38]: {.J .; .) .: D) .) .J .) DJ .J .: .) .}

Vsimnite si v predchadzajtcich prikladoch, ze zodpovedajuce si dvojice LightFarba a Lighter [Farbal
zobrazuju rézne odtiene farieb. Verzia LightFarba je vyrazne bledsia a casto sa v grafike pouziva
ako farba pozadia (po angl. background) obrazkov.

Ak pre nasu pracu nie je postacujica ani tato bohatd paleta farieb, softvér Mathematica nam
umoznuje vytvorit si vlastni farbu pomocou pocetnych direktiv. NajpouzivanejSou z nich je direk-
tiva RGBColor [red,green,blue], kde parametre red, green a blue reprezentuji Cerveny, zeleny
a modry kandl. Kazdy z nich méze nadobtidat hodnoty z intervalu (0,1). Nula znamend, ze kon-
krétny farebny kanal je tplne vypnuty a jednotka, Ze je plne zapnuty. RGBColor [0,0,0] vytvori
¢iernu farbu, RGBColor[1,1,1] bielu a napr. RGBColor[0.5,0.9,0.5] odtien zelenej farby.

In[39]:= {RGBColor[0, O, 0], RGBColor[1, O, 0], RGBColor[0, 1, O],
RGBColor[0, O, 1], RGBColor[1, 1, 1], RGBColor[0.5,0.9,0.5]}

outl39]= {IR- > > I > [}

V tomto pripade sa farby miesaji na rovnakom principe, ako sa miesaju farby svetla. Ak st vo

svetle zastipené vsetky farby (frekvencie), svetlo ma bielu farbu.

In[40:= Table[RGBColor[b, b, b], {b, 0, 1, 0.1}]
Out[40]= {H- - N> W W, B, |, @, [, [ [}

In[41]:= Table[RGBColor[r, O, 0], {r, O, 1, 0.1}]
Outfll= (LI - - L E L B E B N

In[42]:= Table[RGBColor[0, g, 0], {g, O, 1, 0.1}]
Out42= {IL- L - I N 0 0 N, B @

In[43]:= Table[RGBColor[0, 0, b], {b, 0, 1, 0.1}]
Oout43= (- - - B L E- BN E R

In[44]:= Table[RGBColor[r, g, 0], {r, 0, 1, 0.1}, {g, 0, 1, 0.1}] // MatrixForm
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Out[44]=

EEEEEEEEEERN
EEEEEEEEEEN
EEEEEEEEEEN
EEEEEEEEEERN
EEEEEEEEEEN
EEEEEEEEEEN
EEEEEEEEEEN
I EEEEEEEN
DN EEEEENEN
O NN EEEN
0D NEEEN

Cvicenie 9.9

Vytvorte takéto ”farebné matice” pre dalsie dvojice vstupnych parametrov direktivy RGBColor.

Na podobnom principe funguje aj direktiva CMYKColor [cyan,magenta,yellow,karbon]. Vy-

sledné farba je vytvorena ako kombinécia styroch farebnych kanalov, ktorych parametre opat moézu

nadobidat hodnoty z intervalu (0, 1). Farby v direktive CMYKColor sa miesaji rovnakym spdsobom,

ako sa miesaju farby v tlaciarni alebo ako ich miesaji maliari. Ak zmiesame vSetky zlozky, dosta-

neme ¢iernu farbu (na rozdiel od direktivy RGBColor, ktord by v takomto pripade vytvorila bielu

farbu).
In[45]:= Table[CMYKColor[b, b, b, b], {b, 0, 1,
Outf4s]l= {{LL E H- - B EH LK KL R
In[46]:= Table[CMYKColor[c, 0, 0, 0], {c, 0, 1,
Out[46]= {["1, []» []» [ [» (1> > E> Es @, @}
In[47]:= Table[CMYKColor[0, m, O, 0], {m, O, 1,
Out[47]= {["1, [» [» > [, @, M, W, N, i i}
In[48]:= Table[CMYKColor[O, O, y, 01, {y, O, 1,
Out[48]= {[]» [J» [1» [» [1» > [ 0> O > 013
In[49]:= Table[CMYKColor[O, O, O, k], {k, O, 1,
Outl49]= (L [LECLE E NI

In[50]:= Table[CMYKColor[c, m, O, 0], {c, O, 1,

0.1}]

0.1}]

0.1}]

0.1}]

0.1}]

0.1}, {m, 0, 1, 0.1}] // MatrixForm
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Out[50]=

m_,

EEEREEEEOOOON
EEEEENEEEEOO
EEEEEEEEEOO
EEEEEDNEENEEDE
EEEEEEEEENN
EEEEEEEEENEN
EEEEEEEEEEN
EEEEEEEEENEN

EEEEEOOOOO
EEEEEEEEEEN
EEEEEEEEEEN

Cvicenie 9.10

Vytvorte takéto "farebné matice” pre dalsie dvojice vstupnych parametrov direktivy CMYKColor.

Ciernobielou verziou k tymto dvom direktivam je GrayLevell[levell. Jej vstupny argument
oznacuje uroven (po angl. level) intenzity Sede. Nadobuida hodnoty z intervalu (0, 1), pri¢om prikaz

GrayLevel [0] zobrazi ¢iernu farbu a GrayLevel[1] bielu farbu.

In[51]:= Table[GrayLevel[b], {b, 0, 1, 0.1}]

Out[5s1]= {H- > > W W, W, B, @, [, [ [}

Pomocou funkcie Blend [{farbal,farba2},podiel] (z angl. miesaj) vieme namiesat farbu z
farbal a farba2, kde parameter podiel udédva podiel druhej farby. Je to ¢islo z intervalu (0,1) a

farbal sa teda na vyslednej farbe podiela hodnotou 1-podiel.

In[52]:= Blend[{Red, Yellowl}, 1/4]
out[52]= [l

Za parametre farbal a farba2 nemusime dosddzat len preddefinované farby, mézeme tam vlozit

Tubovolny predpis na vytvorenie farby v softvéri Mathematica.

In[53]:= {Blend[{RGBColor[0.8, 0.1, 0.5],
CMYKColor[1/2, 0.712, 0.5, 0.2]}, 0.83]

Out[53]= W

Posledny sposob vytvorenia vlastnej farby, ktory si predstavime, je pouzitie direktivy Hue (po angl.
odtien). T4 mdze byt zadand s jednym alebo troma vstupnymi parametrami. Prvy povinny parame-
ter (¢islo z intervalu (0,1)) je odtien farebnej skély, kde Cervend farba je reprezentovand ¢islom 0,
postupne prechadza cez zlt1, zeleni, bledomodri, modra, fialovt opét do Cervenej reprezentovanej

¢islom 1.
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In[54:= Table[Hue[h], {h, 0, 1, 0.1}]

Out[54]= {H> M, [, M, W, E, H- 1 N N 1

Druhy parameter direktivy Hue reprezentuje sytost (po angl. saturation) a treti jas (po angl. bright-
ness), obidva nadobtidajii hodnoty z intervalu (0, 1). Cislo 1 ozna¢uje maximalnu sytost a jas a &islo
0 dplne vypnutt sytost a jas. Prikazy Hue[h] a Hue[h,1,1] vytvoria rovnakt vysledni farbu.

Na nasledujicom priklade si ukazeme, aky vplyv méa na vysledni farbu parameter reprezentujici
sytost. Ten bude postupne nadobidat hodnoty: 0, 0.1,..., 1. Ostatné dva parametre budu zafixované,

parameter pre odtien farby bude nadobidat hodnotu 0.3 a jas bude maximaélny.

In[55]:= Table[Hue[0.3, s, 11, {s, 0, 1, 0.1}]

out[s5]= {1 [1» (> (1> > @, M@, M@ |, |, |}

Obdobne si ukdzeme vplyv parametra reprezentujiceho jas. Odtien farby bude rovnaky ako
v predchadzajticom priklade, sytost bude maximalna a jas bude postupne nadobtudat hodnoty: 0,
0.1,.., 1.

In[56:— Table[Hue[0.3, 1, bl, {b, 0, 1, 0.1}]

Outi56)= (- I N 0 N N N N [0

Do direktiv: RGBColor, CMYKColor, GrayLevel a Hue mozeme zadat este jeden nepovinny vstupny
parameter nepriehladnost (po angl. opacity), ktory opét nadobida hodnoty z intervalu (0,1). Hod-
nota 1 znamena, ze zobrazovany objekt bude tplne nepriehladny a 0 oznacuje Gplnd priehladnost
(t. j. objekt bude neviditelny).

In[57]:= Graphics[{RGBColor[1, 0, O, 0.3], Disk[],
CMYKColor[O, 1, O, O, 0.7], Disk[{1, 0}],
GrayLevel[0.5, 0.2], Disk[{2, 0}],
Hue[0.7, 0.3], Disk[{3, 0}],

Hue[0.5, 0.5, 0.5, 0.8], Disk[{4, 0}]}]

Out[57]=

Farebné modely, ktoré sme si v tejto sekcii predstavili, mézeme pouzivat napr. ako direktivy pre

funkciu Graphics a funkcie typu Plot.
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In[58]:= Graphics[{RGBColor[0.7, 0.3, 0.7], Disk[], CMYKColor[0.2, 0.4, 0, 0],
Rectangle[{2, -1}, {3, 1}], Hue[0.3, 0.6, 0.9], Disk[{5, 0}1}]

Out[58]=

f Poznamka 9.5

V sekcii 5.1.1 sme si predstavili volbu ColorFunction — "TemperatureMap". Namiesto vy-
razu "TemperatureMap" vSak mdzeme pouzit nami zadefinovant funkciu, ktorda dostava ako
vstup preskalované siradnice bodov a jej vystupom je farba, ktorej odtien zavisi od vstupnych
sturadnic. Preskalovanie sturadnic znamenad, ze ak vykreslujeme funkciu na lubovolnom definic-
nom obore (napr. (1,3)), tak sa tento vstup preskédluje na obor (0,1) a tak isto sa preskdluje
aj obor hodno6t. Farbu mézeme vygenerovat pomocou niektorého z farebnych modelov, ktoré
sme si predstavili v tejto kapitole.

V nasledujticom priklade zobrazime graf funkcie f(z) = sin(x), kde sa farba bodov bude

menit v zavislosti od z-ovej siradnice pomocou direktivy Hue.

In[59]:= Plot[Sin[x], {x, 0, 27}, ColorFunction—Function[{x, y}, Huel[x]]]

Out[59]=

-0.5

-1.0

Na definovanie uzivatelskej funkcie v predchadzajicom priklade sme pouzili Function, pozri
sekciu 8.2. Z vystupu je zrejmé, ze zobrazovany graf funkcie prechidza celym farebnym spek-

trom (od Cervenej, cez zelent, modri opét do ¢ervenej) iba raz, ¢o potvrdzuje preskalovanie

x-ovej suradnice z jej pévodného rozsahu (0, 27) na rozsah (0,1).
\ J

9.3 Aplikacie Graphics

Zadanie: Bez pouZitia funkcie Plot zobrazte graf funkcie f(x) = sin(x) na intervale (0,27) tak,
zZe jeho farba sa bude menit v zdvislosti od y-ovej sturadnice a postupne prechddzat pdsmom farieb

funkcie Hue.
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Najskor si vytvorime zoznam bodov grafu funkcie f(z) = sin(x) na intervale (0,27) s nejakym

(dostato¢ne malym) deliacim krokom dzx.

In[60]:= a = 0;
b = 2m;
dx = 0.1;

body = Table[{x, Sin[x]}, {x, a, b, dx}];

Loment ¢iaru prechadzajicu tymito bodmi vieme zobrazif pomocou nasledujticeho prikazu.

In[61]:= Graphics[Line [body]]

Out[61]=

Avsak, kedze kazda tsecka ma mat vlastny odtien farby, musia byt jednotlivé tisecky zadefinované

samostatne. Zoznam tseciek vytvorime podobne ako zoznam bodov pomocou Table.

In[62]:= ciary = Table[Line[{{x, Sin[x]}, {x + dx, Sin[x + dx]}}],
{x, a, b - dx, dx}];

Tento zoznam ulozeny v premennej ciary zobrazime pomocou Graphics a dostaneme rovnaky

vystup ako v predchadzajucom priklade.

In[63]:= Graphics[ciary]

Out[63]=

Do tohto prikazu je vSsak mozné dodefinovat farbu pre jednotlivé tsecky. Nasledujicim prikazom
namiesto zoznamu tuseéiek vytvorime zoznam dvojprvkovych zoznamov, kde prvy prvok n-tého
podzoznamu bude zadanie farby pre n-tt tsecku, ktord bude druhym prvkom tohto podzoznamu.
Farbu zaddme pomocou direktivy Hue. KedzZe jej vstupom méze byt len ¢islo z intervalu (0, 1) a obor
hodnét funkcie f(x) = sin(z) je interval (—1, 1), preskalujeme hodnoty funkcie z rozsahu (—1, 1) na
(0,1).
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In[64:= ciary = Table[{Hue[Sin[x] 0.5 + 0.5], Line[{{x, Sin[x]},
{x + dx, Sin[x + dax]}}1}, {x, a, b - dx, dx}];

Na zaver dame zobrazit tento zoznam grafickych objektov a ako vystup dostaneme graf funkcie

f(z) = sin(z) spliajici podmienky zadania.
In[65]:= Graphics[ciary]

Out[65]=

9.4 Zhrnutie

V tejto kapitole sme si predstavili funkciu Graphics, ktora slizi na vykreslenie zakladnych grafickych
objektov. Jej vstupom je zoznam objektov (Point, Line, Polygon, Text,...) a ich direktiv (Green,
Dashed, PointSize[0.1],...). Vstupné grafické objekty st zobrazené farbou a stylom definovanymi
pomocou direktiv. Upozornili sme, Ze na rozdiel od funkcii typu Plot, kde sa direktivy zadavané
pomocou volby PlotStyle za zobrazované funkcie, vo funkcii Graphics sa direktivy zadavaju pred
zobrazované objekty do spolo¢ného zoznamu s tymito objektmi.

V sekcii 9.2 sme si predstavili najpouzivanejSie spésoby na vytvaranie farieb: preddefinované
farby, ich svetlejsie a tmavsie verzie, direktivy RGBColor, CMYKColor, GrayLevel, Hue a funkciu

Blend.



Kapitola 10
Diferencialny a integralny pocet

Mathematica je ziadanym softvérom aj vdaka kvalitnému apardtu symbolickych vypoctov. Dis-
ponuje pocetnymi funkciami stuvisiacimi s diferencidlnym a integralnym poc¢tom. Prepojenie medzi
zabudovanymi funkciami derivovania a integrovania je tizke, kedze sii to navzajom inverzné operacie.

Softvér Mathematica umoznuje derivovat a integrovat nielen konkrétne ale aj vseobecné funkcie.

in[1]:= D[f[x] * glx],x]
out[i]= glx] £’ [x] + flx] g’ [x]

In[2]:= / c f[x] dx

Out2]= ¢ / flx] dx

V tejto kapitole si predstavime rézne sposoby derivovania a integrovania v softvéri Mathematica.
Upozornime aj na problémy, ktoré moézu v jednotlivych situdciach vyvstat. Taktiez ukdzeme aj

aplikacie derivacii a integralov v praktickych prikladoch.

10.1 Derivovanie

V odbornej literattre sa stretdvame s roznymi zapismi derivacie. Tato nejednotnost je dand histo-
rickym vyvojom. Najfrekventovanejsimi st Leibnitzov a Lagrangeov zapis. Vo fyzike, geometrii a v
oblastiach popisujucich fyzikalne javy sa pouziva historicky zapis vyjadrujici funkény vztah medzi
zavislou premennou y a nezavislou premennou x. Tito formu zapisu zaviedol v roku 1675 nemecky
matematik Leibnitz. V klasickej matematike sa zauzival najstrucnejsi zapis derivicie pomocou apos-
trofu, ktory zaviedol o storocie neskor taliansko-franciizsky matematik Lagrange.

V softvéri Mathematica si pre vypocet derivacie zabudované funkcie, ktorych zapis zodpo-

a/ ( ) prislicha funkcia

veda dvom vyssie spomenutym matematickym zapisom. Leibnizovmu zapisu
D[f,x], kde f je funkcia alebo funk¢ny predpis, ktory derivujeme a x je premennd, podla ktorej

derivujeme.

151
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n[3l:= D[Sin[x],x]
out[3]= Cos [x]
Lagrangeov zépis f’(z) sa v softvéri Mathematica zaddva pomocou apostrofu.
In[4]:= Sin’ [x]
Out[4]= Cos[x]

Obidva vyssie uvedené zapisy maju svoje klady aj zapory. Podrobnejsie ich popiseme v nasledujtcich

podsekciach.

10.1.1 Funkcia Derivative

Funkcia Derivative je alternativnym variantom vstavanej funkcie na derivovanie v Lagrangeovskom
style pomocou apostrofu.
= flx_1:= x2
£’ [y]
£ [3]

Outs]= 2 y

Cvicenie 10.1

Vypocéitajte hodnotu derivacie funkcie f(z) = In(z) v bode [3,7].

Derivovanie pomocou apostrofu je najjednoduchsim sposobom, ako zadat derivaciu. Kedze ide o de-
rivovanie funkcie jednej premennej, nie je potrebné urcovat (a zadavat), podla ktorej premennej sa
derivuje a tato vstavand funkcia takyto vstupny argument ani nemd v sebe zabudovany. "Programé-
torsky” mozeme zadat takuto derivaciu pomocou funkcie Derivative. Je to sice komplikovanejsie,
avsak v niektorych situdciach vyhodnejsie, napr. prehladnejsi zépis pri derivaciach vyssich radov
(pozri str. 153). Informécie o derivovani v Lagrangeovskom $tyle ndjdeme v dokumentovom centre
(pozri Pozn. 2.8) pod pojmom ”Derivative”.

Vystupom funkcie Derivative [n] [£] [z] je n-td derivicia z funkcie £ (z). Ak ako treti vstupny
argument zadame nejaku ¢iselnu hodnotu,vystupom bude vycislend hodnota tejto derivacie v danom
bode.

Predchadzajuci priklad pomocou funkcie Derivative zddame nasledovne.

nj6]:= flx_]:= x2
Derivative[1] [£] [y]
Derivative[1] [£] [3]
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outfel= 2 y
6

Takymto zapisom derivujeme priamo funkciu a vystupom je tiez funkcia; nielen funkcia z matema-
tického hladiska, ale aj z programatorského hladiska. Takze derivovanie funkcie bez pomenovania
jej premennej je tiez mozné.
nf7]:= flx_1:= x2
f )
out[r]— 2 #1 &
Vystupom je anonymnd funkcia (pozri sekciu 8.2). Takuto funkciu mézeme ulozit do premennej a
dalej s nou pracovat.
In[8]:= derf = f7;
derf [5]

Out[8]= 10

Pomocou funkcie Derivative zaddme predchddzajice priklady nasledovne.

o= flx_1:= x2
Derivative[1] [f]
Derivative[1] [£] [5]

outo]= 2 #1 &
10

Cvicenie 10.2

Zobrazte graf funkcie f(x) = In(x) a derivaciu jej grafu do jedného obrazku.

V pripade Lagrangeovského stylu zadania n-tej derivicie pouzivame n apostrofov.

In[10}:= h = 2 Cos[#]&;

h))??’)’)))})!

Out[10]= -2 Sin[#1] &

Avsak v prikladoch s derivaciami vysokych rddov odpordcame pouzit radsej zadanie pomocou

Derivative, ktoré je v takychto pripadoch ovela prehladnejsie.

In[11]:= Derivative[13] [h]

Out[11]= -2 Sin[#1] &
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Cvicenie 10.3

Zobrazte graf funkcie f(z) = x” 4 3z* + 7 a grafy jej prvych 7 derivécii do jedného obrazku.
Pomécka: Vypisovat zoznam 7 derivécii by bolo zbytoéne zdlhavé. VyuZite namiesto toho

funkciu Table (pozri str. 52).

\ J

V derivovanych funkcidch mézu vystupovat aj symboly.

In[12l:= h = Cos[c * #] &;
h’

Out[12]= -c Sin[c #1] &

Tieto symboly st tu povazované za konstanty.
Nevyhodou tohto zapisu derivacie je fakt, ze ak potrebujeme derivovat funkciu zavisli od dvoch
alebo viacerych zadefinovanych funkcii (napr. sti¢et funkcif h a £), musime zadefinovat tretiu funkciu

vyjadrujicu ich vztah (napr. v tomto pripade ich sicet) a derivovat ti.

In[13]:= glx_1:= hx] + £[x]
g’ [yl

out[13]= 2y - 2Sin[y]

Tento zapis je viak trochu zdihavy. Mézeme ho zadat aj bez toho, aby sme tiito novii funkeiu priamo

pomenovali.
In[14]:= (h[#] + £[#] &)’ [y]
out[14]= 2y - 2Sin[y]

Tento zapis je sice kratsi, ale horsie ¢itatelny.

Cvicenie 10.4

Zderivujte sucin funkcii f a h.

Podobnym nedostatkom trpi Lagrangeov zépis aj v klasickej matematike. Zapis (22 + sin(z))’
nedéava zmysel. Vacésina citatelov by sice pochopila, ¢o autor tymto zdpisom myslel a derivovali by ho
podla premennej z; ale ¢o v pripadoch, ked by v derivovanom vyraze vystupovalo viac neznamych,
napr. (cx? + sin(z))’? Podla ktorej premennej by mal byt derivovany, podla = alebo ¢?

V nasledujiicej podsekeii si predstavime funkciu, ktord umoznuje derivovat funkciu zavisli od
dvoch alebo viacerych zadefinovanych funkcii bez zadefinovania novej funkcie vyjadrujicej tento

vztah. Avsak jej pouzitie mé iné nevyhody.
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Cvicenie 10.5

Zobrazte graf funkcie f(z) = 23 — 22 + 3 a jeho dotyé¢nicu v bode [5,?] do jedného obrazku.
Pomocka: Doty¢nica grafu funkcie f(z) v bode (xo, f(z)) mé rovnicu f(z) = f'(zo)(z —
o) + f (o).

( )

Cvicenie 10.6

Vytvorte uzivatelsku funkciu (pozri kapitolu 8), ktora ako vstup dostane predpis funkcie a jej

bod a ako vystup vrati doty¢nicu grafu zadanej funkcie v zadanom bode.

10.1.2 Funkcia D

sltzi vstavana funkcia D[£f,x]. Jej prvym vstupom je

Na derivovanie Leibnizovskym stylom dg(xx)

vyraz, ktory sa mé zderivovat a druhym je premennd, podla ktorej sa derivuje.

in15):= flx_1:= x°
D[f[x], x]

Out[15]= 2 x

Vsimnite si jeden dolezity rozdiel. Vstupom tu nie je priamo funkcia (ako pri Lagrangeovskom style
derivovania) ale vyraz, ktory reprezentuje predpis funkcie. Funkcia D najskor vyhodnoti f[x] a
az potom derivuje. Takze prikazu na derivovanie z predchadzajiceho prikladu zodpoveda prikaz z

nasledujiceho prikladu.

In[16]:= D[x?, x]
Out[l6]= 2 X
Prikaz z nasledujiceho cvicenia teda nefunguje tak, ako by sme mohli zdanlivo ocakavat.
In[17:= D[f, x]
Out[17]= O

Namiesto derivovania funkcie f dostavame derivovanie vyrazu £ podla premennej x. A kedze sa vo
vyraze f ziadne x nenachadza, dostavame ako vystup derivaciu konstanty.

Aj v pripade, Ze by sme pri derivovani pomocou vstavanej funkcie D pouzili ako vstupny argu-
ment, podla ktorého sa ma derivovat parameter bez nizvu #, tak ako vystup dostaneme len zapis
derivacie vSeobecnej funkcie £ podla tohto parametra bez ohladu na to, Ze premennej f[x_] je

priradeny vyraz x? (pozri nasledujtci priklad).
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in18]:= flx_1:= x2
D[f, #] &

Oout[18]= Opf &
Pripomenme, ze pri pouziti Lagrangeovského stylu derivovania by sme dostali nasledujici vystup.

n19)= flx_1:= x°
f)

Out[19]= 2 #1 &

Cvicenie 10.7

Definicia derivacie je dand vzfahom dg(xx) = limaz_p %W' Pomocou funkcie Limit
(pozri sekciu  3.2) overte, 7ze derivacia funkcie f(x) = 22, ktort vracia funkcia D, je rovnakd
. z+Az)?—z?
ako L A2 =2
( )

Cvicenie 10.8

Zobrazte graf funkcie f(x) = In(x) a jej deriviciu do jedného obrazku. Pouzite funkciu D.

Najjednoduchsi sposob, ako vy¢islit hodnotu derivacie v nejakom bode ziskani pomocou funkcie D,

je pouzitie nahradenia (pozri sekciu 7.1).
In[20:= D[f[x], x] /. x—=3
Out[20]= 6

Prikaz z predchadzajiceho prikladu je verziou zapisu dg(;)

5 Castou chybou je nasledujiice za-

danie derivacie v bode.

In[21]:= x = 3;
D[f[x], x]

General::ivar: 3 is not a valid variable. >
Outl21]= 039

Funkcia D totiz najskor dosadi za x hodnotu 3 a ndsledne sa snazi zderivovat ¢islo 9 (f(xz) = 9)

podla ¢isla 3. A kedZe podla ¢isla sa derivovat nedd, zobrazi sa chybové hldsenie.


http://reference.wolfram.com/language/ref/message/General/General.html
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Poznamka 10.1

Vystupom netspesného pokusu o derivovanie v predchadzajicom priklade je vyraz 939, ktory
je alternativnym zépisom funkcie D. Takéto oznacCenie derivacie najdeme aj v palete, pozri
Pozn. 3.2.

\ J

[ Cvicenie 10.9

Vypocitajte hodnotu derivéicie funkcie f(x) = In(z) v bode [3,?] pomocou funkcie D.
\ J

Funkcia zavislad od dvoch alebo viacerych zadefinovanych funkcii (napr. sicet funkcif) sa v pripade
pouzitia funkcie D derivuje jednoduchsie. Stac¢i s¢itat predpisy funkcii bez vytvarania pomocnej

funkcie suctu, ktora sa vyuzivala pri Lagrangeovskom $tyle derivovania.

n[22]:= D[h[x] + f£f[x], x]
Out[22]= 2x - 2Sin[x]
Derivaciu n-tého radu mézeme ziskat n-ndsobnym aplikovanim funkcie D.
In23]:= DID[D[D[x"5, x], x], x], x]
Out[23]= 120x

Praktickejsie je vsak pouzit funkciu D len jedenkrdt s tym, Ze za prvy vstupny argument n-krat
zapiseme premennt, podla ktorej sa mé derivovat. Prikaz z predchddzajiceho prikladu prepiseme

teda na strucnejsi tvar nasledujticim spésobom.

In[24:= D[x"5, x, x, x, x];

V pripade vyssieho radu derivicie odporic¢ame nahradif zapis n premennych x dvojrozmernym

zoznamom {x,n}.

In[25]:= D[x"5, {x, 4}]1;

Cvicenie 10.10

Zderivujte sucin funkcii £ a h. Pouzite funkciu D.

Aj ked funkcia D reprezentuje zapis derivacie v Leibnitzovskom $tyle, v pripade, Ze pomocou nej

derivujeme vSeobecnu funkciu, jej vystup bude v tvare Lagrangeovho zapisu.

In[26]:= D[1[x], x]

Out[26]= 1’ [x]
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Funkcia D umoznuje aplikovat zakladné pravidla derivovania aj na vSeobecné funkcie.
n[27:= D[c 1[x], x]
Out[27]= ¢ 1’ [x]
In[28]:= D[1[c * x], x]
Oout]28]= ¢ 1’ [x]
In[29:= D[k[x] * 1[x], x]
out29]= 1[x] k’[x] + k[x] 1’ [x]

m[3o]:= D[k[x] / 1[x], x]

k' [x]  k[x] 1’[x]
1[x] 1[x]?

Out[30]=

10.1.3 Aplikacie derivacii

Vyuzitie derivacii v praxi je siroké. St siucastou diferencidlnych rovnic, ktoré reprezentujii mnohé
fyzikalne javy v technickych vedach, v biomedicine, v ekonémii ako aj v dalSich odvetviach. Dolezité
miesto zaujimajui aj pri vypoctoch lokalnych extrémov funkcii v praxi napr. v optimalizacnych
ulohach.

V tejto podsekcii si ukdzeme, ako sa v softvéri Mathematica riesia zakladné typy tloh na aplikécie

derivacii.

Dotycénica grafu funkcie

Pripomenme si, ze derivacia funkcie v danom bode sa rovnd smernici dotycnice grafu funkcie v
tomto bode. Tato hodnota vyjadruje velkost zmeny funkcie v danom bode. Doty¢nica grafu funkcie
f(z) v bode [zg, f(z0)] je dand nasledovnou rovnicou t : y = f(x¢) + f'(z0)(z — zo). Na rozdiel od
rieSenych prikladov z predchadzajicich kapitol, odteraz uz budeme pouzivat v dotycnici vstavani
funkciu na derivovanie.

Zadanie: Ndjdite rovnicu dotycnice ku grafu funkcie f(x) = %2 v bode [1.5,7]. Zobrazte graf

funkcie spolu s touto dotycnicou.

nBi:= flx_] := x72/6
x0 = 1.5;
t[x_] := £[x0] + £’[x0] (x - x0)
t [x]

out[31]= 0.375 + 0.5(-1.5 + x)
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In[32]:= Simplify[%]
Out[32]= —0.375 + 0.5x%

Rovnica dotyc¢nice ma predpis ¢: y = 0.5z — 0.375.

In[33:= Plot[{f[x], t[x]}, {x, -3, 3}, AspectRatio — Automatic]

Out[33]=

Cvicenie 10.11

Pomocou funkcie Manipulate (pozri sekciu 5.3) vytvorte vystup, v ktorom sa bude interaktivne

menit bod funkcie f(z) = %2 na intervale (—2;2) s krokom 0.1. Vystupom bude dvojprvkovy

zoznam. Prvym prvkom bude derivicia v danom bode (t. j. smernica doty¢nice) a druhym graf

funkcie a jeho doty¢nica v danom bode.

Pomécka: Pouzite volbu PlotRange, aby sa pri animdcii nemenil obor hodnot.

Taylorov rozvoj

Taylorov rozvoj (polyném) n-tého stupria v bode [z, f(x0)] je najlepSou aproximéciou funkcie v
okoli bodu z¢ zo vsetkych polynémov n-tého stupna. Pripomenme si, Ze jeho predpis je nasledovny:
To(f(z),20,7) = f(20) + f'(20) (2 — w0) + LED (& — )2 + ... + L2480 (3 3. VEimnite si, 7e
v pripade prvého stupna je Taylorov rozvoj funkcie v bode [zg, f(x¢)] linedrnou funkciou, ktorej
grafom je dotyé¢nica grafu funkcie v danom bode [z0, f(x0)]. Predpis Taylorovho rozvoja sa dé
strucnejsie napisat v nasledovnom tvare:
To(f(x),z0,x) = > iy %(x —z0)%, kde f(® je i-t4 derivacia funkcie. Pripomefime, ze 0! = 1.
Zadanie: Vytvorte uzivatelski funkciu taylor (pozri kapitolu 8), ktord ako vstup dostane mate-
matickd funkciu, bod xo a stupen; a vrdti Taylorov rozvoj vstupnej funkcie v bode [xg, f(zo)] daného
stupna.
Pomocou funkcie taylor ndjdite Taylorov rozvoj 5-teho stupna funkcie:
f(z) = (z7 — 142® + 4923 — 36x)/25 v bode [0, ?].
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Dajte vykreslit do jedného grafu tito funkciu a jej Taylorov rozvoj.

Funkciu taylor zadefinujeme so vstupmi £, x0, n a x. Prvé tri vstupy urcuja pre aka funkciu,
okolo ktorého bodu a kolkého stupiia ma byt najdeny Taylorov rozvoj. Stvrty oddeleny vstup je
premennd vstupnej funkcie a zaroven aj jej Taylorovho rozvoja. Vo vnutri definicie si pomocou

Module zadefinujeme lokdlnu premennd y. Tdto premennti pouzijeme pri derivovani a potom ju
nahradime hodnotou x0.

In[34):= taylor[f_, x0_, n_][x_]

n

Module[{y},z D[f[y], {Y, i}l'] / y — %0 (X _ XO)i]
i=0 :

flx ] := (x°7 - 14x"5 + 49x"3 - 36x)/25
x0 = 1.5;
n = 5;

taylor [f, x0, n]l[x]
graffunkcia =

Plot[f[x], {x, -3, 3}, PlotStyle — {Green, Opacity[0.3]1}];
graftaylor =

Plot[taylor[f, %0, n][x], {x, -3, 3},

PlotStyle — {Red, Dashed}];
Show[graffunkcia, graftaylor]

Out[34]= 0.885938 + 0.804375(-1.5 + x) - 3.70125(-1.5 + x)"2 -

3.56525(-1.5 + x)°3 + 0.525(-1.5 + x)"4 + 1.33(-1.5 + x)°5

Out[35]=

-2F
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\
\
\
\
\
\
\
\
\
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Funkciu taylor sme vytvorili len z dévodu, aby sme si precvicili programétorské zruc¢nosti. V
softvéri Mathematica je zabudovana funkcia Series[f,{x,x0,n}], ktora ako vystup vrati Taylorov
rozvoj vstupnej funkcie £ okolo bodu x0 stupna n. Prikaz Series[f,{x,x0,n}] vSak na rozdiel od
prikazu taylor [f, x0, n][x] vrati Taylorov polyném aj so zvyskom (zvySok zapisany v tvare

O(2™*1) vyjadruje, ze v Taylorovom rozvoji sa nachadzaji este dalsie ¢leny, ktoré neboli vycislené
a ich "najvicsi” ¢len ma rad x" ).
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In[36]:= Series[f,{x,x0,n}]

Out[36]= 0.885938 + 0.804375(-1.5 + x) - 3.70125(-1.5 + x)"2 -
3.5525(-1.5 + x)73 + 0.525(-1.5 + x)"4 + 1.33(-1.5 + x)"5 +
0[-1.5 + x]°6

Ak by sme chceli zobrazit Taylorov polyném so zvyskom pomocou funkcie Plot, zobrazilo by sa chy-
bové hldsenie. Taylorov polyném bez zvysku dostaneme, ak funkciu Series pouzijeme ako vstupny

argument vstavanej funkcie Normal.

In[37]:= Normal [Series[f,{x,x0,n}]]

Out[37]= 0.885938 + 0.804375(-1.5 + x) - 3.70125(-1.5 + x)"2 -
3.56525(-1.5 + x)°3 + 0.525(-1.5 + x)"4 + 1.33(-1.5 + x)°5

Cvicenie 10.12

5.3) vyskusajte, ako sa meni aproximécia funkcie

Pomocou funkcie Manipulate (pozri sekciu
pomocou Taylorovho rozvoja so zvysujicim sa stupniom.

Co sa stane, ak stupen Taylorovho rozvoja bude rovnaky alebo vyssi ako stuperi vstupnej

polynomickej funkcie?

10.2 Integrovanie

Zakladnou vstavanou funkciou na integrovanie je funkcia Integrate (z angl. zintegruj). Umoznuje

vypocty neurcitych aj urcitych integralov.

10.2.1 Neurcity integral pomocou funkcie Integrate

Predpis funkcie Integrate na neurcity integral je nasledovny: Integrate[f,x], kde f je vyraz,

ktory sa ma zintegrovat a x je premennd, podla ktorej sa integruje.
In[38]:= Integrate[Sin[x],x]
Out[38]= —Cos[x]

Neurcity integral sa da zadat aj pomocou matematického symbolu na integrovanie z palety (pozri

Pozn. 3.2) a taktiez aj pomocou klavesovej skratky [Esclintt[Esc].
In[39]:= / Sin[x] dx

Out[39]= -Cos [x]
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Vystupom je primitivna funkcia ku integrovanej funkcii. Vzhladom na fakt, ze neurcity integral je
inverznou operaciou k derivovaniu, je z predchadzajiceho prikladu zrejmé, ze funkcia f(z) = sin(z)
je derivaciou funkcie F'(z) = — cos(z). AvSak v skutoc¢nosti F'(x) = — cos(x) nie je jedinou funkciou,
ktord mé derivaciu f(z) = sin(x) (kedze derivaciou konstanty je nula). VSeobecne moézeme vSetky
funkcie, ktorych derivaciou je funkcia f(x) = sin(z) zapisat ako F(x) = —cos(x) + ¢, kde ¢ je
lubovolna redlna konstanta. Softvér Mathematica vsak tito konstantu vo vystupe neurcitého integ-
ralu nepiSe. Mnozinu vSetkych primitivnych funkcii ku funkcii f(z) oznacujeme pojmom "neurcity
integral funkcie f(z)”.

V nasledujicom priklade ukdzeme, ze integrovanie a derivovanie si inverzné operacie.
In[40]:= int = / x28in[x] dx

outj40]= -(-2 + x2)Cos[x] + 2xSin[x]
In[41]:= der = D[int, x]

outf41]= 28in[x] - (2 - x?)Sin[x]

Hoci sme ako vystup derivovania o¢akavali vyraz x?Sin[x], dostali sme iny vysledok. Z kapitoly 6
vieme, ze softvér Mathematica automaticky neupravuje vsetky vyrazy. Vyraz moézeme zjednodusit

pomocou funkcie Simplify.

In[42):= der // Simplify

Out[42]= x2S8in[x]

Cvicenie 10.13
Ukéazali sme, ze ak zintegrujeme funkciu a potom ju derivujeme, dostaneme pévodnu funkciu.
Ukéazte, ze to plati aj opacne, t. j. ak zderivujeme funkciu a vysledok zintegrujeme, dostaneme

poévodnn funkciu.

Poznamka 10.2

Neurcity integral sa oznacuje aj pojmom “antiderivacia”. Tento nézov vychddza z faktu, ze
neurcity integral je opacnd operacia k derivovaniu. Tato vlastnost je zabudovana aj vo funkcii
Derivative. Ak chceme pomocou nej integrovat, sta¢i namiesto kladného radu derivacie zadat

rad zédporny reprezentujuci antiderivaciu (t. j. neurcity integral).

In[43]:= Derivative[-1] [Sin]

Out[43]= -Cos [#1]&
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Takyto zépis ddva zmysel, kedze n-ta derivicia m-tej derivacie funkcie je (n 4+ m)-ta derivacia.
A definovanim derivacii zdporného radu ako integralu moézeme tuto vlastnost rozsirit aj na

zaporné cisla.

Vo funkcii Integrate tak ako aj vo funkcii D sa najskér nahradzaji symboly a az potom sa
integruje. Ak je teda v premennej, podla ktorej sa integruje uloZzena nejaka ¢iselna hodnota, zobrazi

sa chybové hlasenie.

In[44]:= y = 3;
Integrate[y?, y]

: Invalid integration variable or limit(s) in 3. >

Out[44]= / 9 d3

Rovnako ako vstavané funkcie na derivovanie aj funkcia Integrate umoznuje pracovat aj so sym-

bolmi.
In[45]:= / x* dx
1+n
Out[45]=
1+n

V tomto pripade sme dostali vSseobecny vysledok, ktory vSak neplati, ak n sa rovna -1. Pri integrovani
vyrazov, ktoré obsahuju symboly, je potrebné skontrolovat, ¢i je vysledok vo vystupe platny pre

vsetky pripustné hodnoty symbolov.

( )

Cvicenie 10.14
Predchadzajuci priklad plati len za podmienky, ze n # —1. Ak n = —1, tak ide o integral funkcie
f(z) = % Z hodin matematiky vieme, Ze primitivnou funkciou k tejto funkeii je funkcia F'(x) =

In(z). Tento vysledok ziskame, ked vypocitame limitu lim,,, 4 % Pomocou vstavanej funkcie

Limit (pozri sekciu 3.2) overte toto tvrdenie.

Niektoré integraly vo vystupe vracaju vysledky v netypickom tvare.

In[46]:= / EX dx

Out[46]= %ﬁErf [x]

Vo vystupe je funkcia Erf [x]. Podla dokumentového centra softvéru Mathematica (pozri Pozn. 2.8)
je tato funkcia definovand nasledovne erf(z) = % I e tdt. S vysledkami podobného typu sa
stretneme aj pri hladani korenov polynémov v sekcii 11.1. Vysledok tohto integralu nevedia sice

matematici vypocitat, v praxi je vSak casto pouzivany. Z tohoto dévodu je funkcia Integrate
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naprogramovana tak, ze vo vystupe vracia funkciu, ktord tento vysledok reprezentuje. Pribliznu
hodnotu tejto funkcie ziskame, ked zaddme ako vstup nejaki ¢iselni hodnotu. Ak tdto hodnota nie

je redlne (t. j. priblizné) ¢islo (pozri sekciu 3.3), musime naviac aplikovat aj funkciu N.

In[47]:= Erf [0.1]
Erf[1 / 10]
Erf[1 / 10] // N

out[47]= 0.112463
Erf[ ! ]

rf[—

10
0.112463

10.2.2 Urcity integral pomocou funkcie Integrate

Predpis funkcie Integrate[f,{x,x0,x1}] na urcéity integral sa od predpisu na neurcity integral
Integrate[f,x] 1iSi v tom, Ze druhym vstupnym argumentom nie je premennd x, podla ktorej sa
integruje, ale zoznam troch prvkov. Prvym z nich je premennd podla, ktorej sa integruje a druhy a

treti st dolnéd a horné hranica oblasti — intervalu integracie.
In[48]:= Integrate[Sin[x], {x, -2, 3}]
Out[48]= Cos[2] - Cos[3]

Urcity integral sa d& tiez zadat pomocou matematického symbolu integralu z palety alebo pomocou
kldvesovej skratky [Esc]dintt[Esc|. d v kldvesovej skratke reprezentuje prvé pismeno z pojmu

"definite integral” (z angl. ur¢ity integral).
3
In[49]:= / Sin[x] dx
-2
Out[49]= Cos[2] - Cos[3]

Softvér Mathematica umoznuje vypocet urcitého integralu aj v pripade, Ze integrovany vyraz obsa-

huje symboly.
3

In[50]:= / Sinf[a x] dx
-2

Cos[2a] - Cos[3a]
a

Out[50]=

Plati to aj v pripadoch, ked st symboly sucastou hranic integrovania.

b
In[51]:= / E dx
a X
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Out[51]= ConditionalExpression[-Loglal + Logl[bl, ((Im[a] < Im[b] &&
(Im[al > 0 || Im[b] < 0 || Im[b] Relal > Im[a]l Rel[bl)) ||

(Im[a]l > Im[b] && (Im[al < O || Im[b] > 0 ||

Im[b] Relal < Im[a] Relbl))) && ((a/(a - b) # 0 &&
Rela/(-a + ©)] > 0) || a/(a - b) € Reals ||

Rel[a/(a - b)] > 1) && (a/(a - b) € Reals ||

Rel[a/(a - b)] > 1 || Rela/(-a + b)] > 0) && ((b € Reals &&
((Re[al # 0 && (a € Reals || (Im[a] == Im[b] && Rel[bl == 0))) ||
(Im[a] == Im[b] && Re[b] # 0 &&

2 b Conjugate[b] # b Conjugatel[a] + a Conjugatel[bl))) ||

(b € Reals &% ((a € Reals & b # 0) || (Rela] < b &&

(b <0 |l (Relal > 0 & b > 0))) || (Relal > b &&

(>0 Il (b <0 & Relal < 0))))) || (Relal > 0 &&

Re[b] == 0 && ((Im[al] < O && Im[b] > 0) || (Im[a] > O &&

Im[b] < 0))) || (Im[a]l < 0 && ((Im[a] > Im[b] && Im[b] < 0) ||
(Im[b] > 0 && Re[b] # O && Im[b] Relal > Im[al Rel[bl))) ||
(Im[a] < Im[b] && (Im[b] < O || (Im[a] > O && Im[b] > 0))) ||
(Im[a] > 0 && Im[b] < O && Rel[b] # 0 &&

Im[b] Rela] < Im[a] Relb]) || (Im[a]l] > Im[b] && Im[b] > 0))]

V poslednom vystupe sme nielen dostali vysledok vo velmi komplikovanom tvare, ale naviac aj
vypocet trval dlho. Z vysledku je zrejmé, ¢o to zapric¢inilo. Softvér Mathematica implicitne pova-
zuje vSetky symboly (teda aj symboly a a b) za komplexné ¢isla. Ak chceme poznat vysledok za
predpodkladu, Ze a a b st redlne ¢isla, mozeme pouzit funkciu Assuming (pozri str. 95).

b

1 dx]

In[52]:= Assuming[acReals && bcReals, /
a X
. . b
Out[52]= ConditionalExpression[Log[—], 0 < a < b]
a

Aj v tomto pripade je vystupom podmieneny vyraz, avsak tentokrat je podmienka na hranice

integrovania podstatne stru¢nejsia. Vyzaduje sa len platnost nerovnosti 0 < a < b.

4 A

Cvicenie 10.15

7 predchédzajiceho vysledku je zrejmé, ze vysledkom integralu f; %dm jeIn(b/a), ak a > 0 a
b > a. Zvolte si lubovolnt dvojicu redlnych &sel spliiajicich nerovnost 0 < a < b a overte, &i

tento integral dava takyto vysledok.

. J

Softvér Mathematica dokéaze pocitat aj nevlastné integraly.

0 3
In[53]:= / x?E* dx
-00
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1
Out[53]= g

Cvicenie 10.16

Matematickd definicia predchddzajiceho integralu je limg——oo [, l? 22e% dz. Pomocou funkcie

Limit overte, ¢i takto vypocitany integral dava rovnaky vysledok.

0 2
In[54]:= / E™ dx

-0

Out[54]= ﬁ

Urcity integral funkcie f(z) na intervale (a,b) sa d& volne interpretovat ako rozdiel obsahu plo-
chy medzi kladnou c¢astou funkcie f(z) a osou z a obsahu plochy medzi zapornou castou fun-
kcie f(x) a osou z. Toto vizudlne ukédZeme pomocou funkcie Plot; a volieb Filling—Axis a

FillingStyle—{Red, Greenl}.

In[55]:= Plot[Sin[x], {x, -3, 2}, Filling — Axis, FillingStyle — {Red, Green}]

Out[55]= 10f

-1.0

Volbu FillingStyle—{Red, Green} sme pouzili, aby sme odlisili plochu pod z-ovou osou a nad
z-ovou osou. Plocha pod osou prispieva k vysledku integralu zapornou hodnotou a plocha nad osou

kladnou hodnotou.

( 3\

Cvicenie 10.17

Aj ked st definicie urcitého a neurcitého integralu odlisné, pouzivame na popis obidvoch ten isty
nazov integrdl a naviac aj rovnaké znacenie. Suvislost medzi nimi je dand vztahom [ (f g(z)dx =
fg(x)dx‘m:b - fg(x)dxlmza

Vypoditajte urcity integral [ sin(z)da len pomocou neuréitého integrélu a nahradenia (po-

zri sekciu 7.1). Vysledok overte pomocou funkcie na urcity integral.

\ J

V pripade, Ze integral nekonverguje (t. j. jeho vysledkom nie je kone¢na hodnota), upozorni nas na

to chybové hlasenie.



KAPITOLA 10. DIFERENCIALNY A INTEGRALNY POCET 167
o0 3
In[56]:= / 2EX dx
-00

3
Integrate::idiv : Integral of x*E* does not converge on {—o0, oo} >

o 9 3
Out[56]= / x°EY dx
-0
7 grafického zobrazenia tejto funkcie je zrejmé, preco tento integral diverguje, ked s jeho hranice
—00 a 00, ale konverguje, ak s jeho hranice —oo a 0.

2px3 . . . . .
In[57]:= Plot[x“E* , {x, -10, 3}, Filling — Axis, FillingStyle — {Red, Green}]

Out[57]=

-10 -8 -6 -4 -2 I 2

To, ze hranica integrovania je nekonecno, nemusi byt jediny doévod, preco integral nekonverguje.
Divergencia integralu nastava aj v pripadoch, ked funkcia na danom intervale integrovania rychlo
diverguje do nekonecna.
Plot[—, {x, 0, 1}, Filling — Axis, FillingStyle — {Red, Green}]
X
. 1
Integrate::idiv : Integral of — does not converge on {0, 1} >
X
Out[58]=

Out[59]=
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Vyraz "rychlo diverguje do nekone¢na” sme nepouzili ndhodou, kedze existuju aj funkcie, ktoré na
intervale integrovania diverguji do nekonecna, ale napriek tomu maji koneény integral.
1

In[60]::/ Log[x] dx
0
Plot[Loglx], {x, 0, 1}, Filling — Axis, FillingStyle — {Red, Green}]

Out[60]= -1

Out[61]=

V nasledujicom priklade vypocitame priblizne obsah plochy pod grafom funkcie f(z) = 2% v

intervale (2, 3). Najskor zadefinujeme vstupné tudaje.

in62]:= flx_1:= x2
a = 2;
b = 3;

Potom oblast (interval) integrovania rozdelime na n rovnakych tsekov (za n volime velké ¢islo).
In[63]:= n = 100;
Na kazdom tiseku budeme funkciu f(z) = 2 aproximovat pomocou konstatnej funkcie. Hodnota

tejto konstanty sa bude rovnat hodnote funkcie v zaciatoénom bode tseku. KedZe sme interval

rozdelili na n rovnakych tsekov, tak dizku jedného tseku vypoéitame nasledovne.

In[64]:= dx:= (b - a)/n
dx definujeme pomocou oneskoreného priradenia (pozri podsekciu 8.1.1), aby sa v pripade zmeny
hodnoty n automaticky zmenila aj hodnota dx. Dalej pre kazdy tsek vypocitame obsah oblasti

ohranicenej touto konstantnou funkciou a osou z. Hodnota funkcie na i-tom tseku bude dana

nasledovne.

In[65]:= F:= fla + (i-1) * dx]

Nakoniec s¢itame obsahy ploch vSetkych tsekov a vysledok dame pomocou funkcie N zapisat ako

realne ¢islo.
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In[66]:= Z; F dx //N
Oout[66]= 6.30835

Tento vysledok, ktory sme ziskali pribliznou metédou porovname s presnym vysledkom vypocitanym

pomocou urc¢itého integralu.

3
In[67]::/ x? dx
2

Out[67]— 6.33333

Ak v pribliznej metéde zvysime presnost (t. j. zvysime hodnotu n), dostaneme presnejsi vysledok.

68— n = 100 000;
S Fadx //N
i=1

Out[68]= 6.33331

V cviéenf 10.7 sme na funkcii f(xr) = 2% overili pomocou funkcie Limit platnost vzorca na

derivovanie. Nieco podobné si ukazeme aj pre urcity integral.
b
In[69]:= / %2 dx
a

a3

b3
out[69]= —— + —
3 3
Obsah plochy pod grafom funkcie v intervale (a,b) vypocitany pomocou delenia na konstantné
useky, za predpokladu, ze pocet tychto tisekov ide do nekonec¢na, sa bude rovnat vysledku ziskanému

pomocou urcitého integralu.

In[70:= Clear[a, b, nl
n
Limit [Zi=1 F dx, n — oo]

1
Out[70]= g(_as + bs)

Cvicenie 10.18

Vypocitajte rovnakym postupom uréity integral funkcie f(z) = sin(z).

( Poznamka 10.3

Z predchadzajiceho prikladu je zrejmé, odkial pochadza znacenie integralu | alf f(z)dzx. Znak [

reprezentuje sumu a znak dz reprezentuje nekonecne mali dlzku dielika.
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10.2.3 Aplikacie integralov

Integraly maju uplatnenie v mnohych odvetviach. Pouzivaji sa napr. pri rieseni diferencialnych
rovnic, z ktorych mnohé reprezentuju fyzikdlne javy vyuzivané v praxi. Ich aplikdcie ndjdeme aj pri
vypoctoch dizky krivky, obsahu plochy, objemu a povrchu rotaénych telies.

V tejto ucebnici sme vsak limitovani rozsahom uciva prvého semestra, a tak sa obmedzime len

na ukazku riesenia zakladného ucebnicového prikladu pomocou softvéru Mathematica.

Vypocet obsahu ohranicenej plochy

Zadanie: Vypocitajte obsah plochy ohranicenej grafmi funkcii f(x) = bartg(x) a g(z) = 2* + 2% na
intervale (—3;2).

in[71]:= f[x_] := BArcTan[x]
glx 1 := x"3 + x72
a = -3;
b =2;

Najskor dame vykreslit plochu, ktorej obsah pocitame.

In[72]:= Plot[{BArcTan[x], x3 + x"2}, {x, a, b}, PlotRange — All,
Filling — True, PlotStyle — {Red, Bluel}]

Out[72]=

Potom pomocou funkcie Solve (pozri sekciu 11.1) vypocitame prieseéniky grafov funkcii f(x) a
g(x).
In[73]:= koreme = Solvel[f[x] == glx], x, Realsl];
{b1, b2, b3} = Sort[N[x /. korenell

out[73]= {-2.19053, 0., 1.40693}

Dosadzovaci operdtor /. (pozri sekciu 7.1) sme pouzili, pretoze funkcia Solve vracia korene v tvare

X — hodnota. Kedze poradie rieseni vo vystupe nie je vzostupné, usporiadali sme ich pomocou
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funkcie Sort (pozri str. 48). V premennych bl, b2 a b3 si uloZzené hodnoty, ktoré st x-ovymi
stiradnicami priesecnikov grafov funkcii f(x) a g(x) a zdroven aj koncovymi bodmi podintervalov,
na ktorych budeme integrovat. Ked integrujeme oblast ohranic¢ent grafmi dvoch funkcii, tak od
funkcie s vys$simi funkénymi hodnotami odéitujeme funkciu s nizsimi funkénymi hodnotami. Poradie
funkcii f(x) a g(z) vo funkcii Integrate na jednotlivych podintervaloch mézeme urcit vizualne z
grafu. Rovnako dobre vsak funguje aplikovanie absolttnej hodnoty pri pouziti jednotného rozdielu

f(z) — g(x) pre vSetky podintervaly.

In[74]:= S1 = Integrate[Abs[f([x] - glx]1], {x, a, b1}]
S2 = Integrate[Abs[f[x] - glx]], {x, b1, b2}]
S3 = Integrate[Abs[f[x] - g[x]], {x, b2, b3}]
S4 = Integrate[Abs[f[x] - glx]], {x, b3, b}]

Out[74]= 4.13815
5.86738
2.06596
1.68473

Nakoniec s¢itame obsahy vsetkych podoblasti.

In[75]:= S1 + S2 + S3 + 54
Out[75]= 13.7562

Obsah plochy ohranic¢enej grafmi funkcii f(x) a g(z) v intervale (—3,2) je 13.7562.

( )\

Poznamka 10.4

V skutoc¢nosti pri vypocte obsahu plochy ohranic¢enej grafmi funkcii f(z) a g(x) nebolo potrebné
pocitat prieseéniky grafov tychto funkcii. Stacilo zadat integral z absolitnej hodnoty rozdielu

funkcii na celom intervale.

In[76]:= Integrate[Abs[f[x] - glx1], {x, a, b}] // N
Out[76]— 13.7562

Vsimnite si, Zze v tomto pripade bol vypoctovy c¢as o nieco dlhsi v porovnani s vypoctom na
podintervaloch. Ako sa presne riesi dloha druhym spésobom vo vypoc¢tovom jadre sa mozeme
len domnievat, ale pravdepodobne to nebude velmi odlisné od postupu, akym sme to riesili
my. DIhsi vypoctovy cas funkcie Integrate v jednoprikazovom postupe v sebe zahifna aj cas
vypoctov priesecnikov.

Nami prezentovany postup slizil na precvicenie pouzitia réznych vstavanych funkcii.
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10.3 Zhrnutie

V tejto kapitole sme si predstavili funkcie na derivovanie a integrovanie. V softvéri Mathematica
pouzivame na derivovanie dve zdkladné vstavané funkcie Derivative a D. Funkcia Derivative
derivuje funkciu v programatorskom zmysle slova podla parametra. Funkcia D derivuje vyraz (pred-
pis funkcie) podla nami zvolenej premennej (symbolu). Pri derivovani funkcie v konkrétnom bode
funkcia D najskor nahradi symboly a az potom derivuje, ¢o pri nespravnom zadani prikazu moze
zapri¢init neoc¢akavané chyby.

Na integrovanie je v softvéri Mathematica zabudovana funkcia Integrate. Slizi na vypocet
neurcitych aj urcitych integralov. Tato funkcia méa podobny sposob zadavania aj fungovania ako
funkcia D. Pri jej pouzivani musime mat tiez na paméti, ze nahrddzanie symbolov ma prednost pred
integrovanim.

Softvér Mathematica umoznuje derivovat a integrovat aj funkcie a vyrazy obsahujtice symboly,
dokonca aj v pripadoch, ked st tieto symboly stcastou hranic integrovania. Vstavané symbolické
derivovanie a integrovanie je oproti vécSine programovacich jazykov velkou prednostou softvéru

Mathematica.



Kapitola 11

RiesSenie rovnic

V tejto kapitole si blizsie predstavime funkcie softvéru Mathematica, ktoré slizia na riesenie rovnic

a sustav rovnic. Niektoré z nich riesia rovnice priamo, iné hladajui riesenia pribliznymi metédami.
Specialnym pripadom ststavy rovnic je linedrna stistava rovnic. Takéto stistavy st spolu s vek-

tormi a maticami predmetom Studie linedrnej algebry. Funkciu LinearSolve si preto predstavime

az v kapitole 12.

11.1 Funkcie Solve a NSolve

Zéakladnou vstavanou funkciou na riesenie rovnic a ststav rovnic je funkcia Solve. Zadéava sa dvoma
spOsobmi: Solve[sustava, nezname] alebo Solve[sustava, nezname, obor], kde sustava je
rovnica alebo sistava rovnic (pripadne aj nerovnic) zapisanych ako zoznam, nezname je neznama

alebo zoznam nezndmych (napr. {x,y,...}) a obor ur¢uje mnozinu, na ktorej hladdme riesenie.

Poznamka 11.1

Za obor mozeme dosadit hodnoty: Integers (mnozina celych ¢isel), Rationals (mnozina ra-

ciondlnych ¢isel), Reals (mnozina redlnych ¢isel) a Complexes (mnozina komplexnych ¢isel).

Vystupom je zoznam rieSeni v tvare {{x—riesenieX1l, y—riesenieY1,...}, {x—riesenieX2,

y—riesenieY2,...},...,{x—riesenieXn, y—riesenieVYn,...}}
In[l]:= sol=Solve[2x? + 4x - 10 == 0, x]
oufi]= {{x — -1 - V6}, {x — -1 + V6}}

Rovnica z predchadzajiceho prikladu mé dve riesenia, takze vystupom je zoznam s dvoma prvkami.
A kedZe tato rovnica je rovnicou len s jednou nezndmou, kazdy prvok je zoznam s jednym prvkom

v tvare x—riesenie.

173
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Spravnost ziskaného vysledku overime velmi jednoducho. Do premennej x priradime prvé riesenie
a po zavolani vyrazu reprezentujiceho lavi stranu rovnice dostaneme ako vysledok pravi stranu
rovnice. VSimnite si, Ze sme na tento vyraz aplikovali funkciu Simplify. Jej pouzitie bolo vynutené
faktom, ze hodnota premennej x je v prilis zlozitom tvare a vysledny vyraz by nebol softvérom

automaticky upraveny na jednoduchsi tvar.

In[2:= x = -1 - \/é;
2x? + 4x - 10 // Simplify

Out[2]= O

Rovnakym spésobom by sme overili aj spravnost druhého riesenia. Kedze sme si vystup fun-
kcie Solve ulozili do premennej sol, tak k jednotlivym rieSeniam mézeme pristupovat pomocou
sol[[il], kde i je poradové ¢islo riesenia (prvku v zozname sol). Tieto riesenia mézeme potom

pomocou dosadzovacieho operatora /. dosadzat za premennt x, pozri sekciu 7.1.
n[3]:= sol[[1]]
out3l= {x — -1 - 6}

In[4]:= Clear [x]
2x% + 4x - 10 == 0 /. sol

Out[4]= {True, True}

Kedze Tava strana rovnice sa rovna pravej, tak sme dostali ako vystup zoznam odpovedi {True, True},
t. j. obidve riesenia vyhovuji rovnici.
Pri rieSeni ststavy rovnic zaddvame ako vstupné argumenty zoznam rovnic tejto sistavy a

zoznam neznamych tychto rovnic.
In[5]:= Solvel[{x + y == 0, x - y == 1}, {x, y}]
oulsl- Hx = &, y = -1}
t[5]= {{x -, -—
ut[5] 5 5

Vystupom je zoznam rieseni (v predchddzajicom priklade len jedno) a kazdé rieSenie je zapisané

ako zoznam nahradeni pre jednotlivé nezname.

( A

Cvicenie 11.1

Tato sustava rovnic sa da riesit aj graficky. Sta¢i zobrazit mnozinu bodov, pre ktort plati
z +y = 0 a mnozinu bodov, pre ktort plati x — y = 1. Obidve mnoziny si v tomto pripade
priamky. V sekcii 5.2.2 sme predstavili funkciu ContourPlot, ktord ako vstup modze dostat
rovnicu. Vyuzite ttto funkciu na zobrazenie obidvoch rovnic. Vystup funkcie Solve pouzite na

vykreslenie rieSenia ako bodu. Zobrazte rovnice a riesenie v jednom grafe.
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V pripade, Ze ststava rovnic nemé ziadne riesenie, vystupom bude prazdny zoznam.

Infe]:= Solvel[{x + y == 0, x + y == 1}, {x, y}]

outf]= { }

Cvicenie 11.2

Rovnice z predchédzajiceho prikladu zobrazte graficky rovnakym sposobom ako v cviceni 11.1.

Ak ma4 sustava rovnic nekonecne vela rieSeni, vo vystupe bude zapis reprezentujici tieto rieSenia.
In[7]:= Solvel{x + y == 2, 2x + 2y == 4}, {x, y}]
: Equations may not give solutions for all "solve" variables. >
out[7]= {{y — 2 - x}}

V predchédzajicom priklade je rieSenie pre neznamu y vyjadrené pomocou nezndmej . Tento zapis
reprezentuje priamku y = 2 — x a kazdy z jej nekonecne vela bodov je riesenim zadanej sustavy

rovnic. Naviac dostaneme spravu o tom, ze sme nemuseli dostat rieSenie pre vSetky nezname.

Cvicenie 11.3

Rovnice z predchadzajiceho prikladu zobrazte graficky rovnakym spésobom ako v cviceni 11.1.

V rovniciach moézeme pouzivat aj symboly, ktoré nie st v zozname nezndmych. Ak tieto symboly

nemaju priradentd hodnotu, st povazované za konstanty.

In[g:= Solve[{x + d y == c, 2x + 2y == 4}, {x, y}]

c - 2d _2—c

-1 +4d’ —1+d}}

out[g]l= {{x — -

Vystupom je vSeobecné riesenie. Upozornujeme, ze aj v pripade, ak toto riesenie plati len za uréitych
podmienok, softvér Mathematica na to neupozorni. Napr. vseobecné riesenie z predchadzajiceho
prikladu by malo byt doplnené podmienkou d # 1.

Namiesto zoznamu rovnic mézeme ako vstupny argument zadat rovnice stustavy tak, ze kazdé
dve za sebou nasledujiice rovnice st oddelené od seba nie ¢iarkou, ale logickym operatorom && (a

zaroven”).
Info]:= Solvelx? + y == 0 && x - y == 1, {x, y}]
1 1
oufol= {{x = ~(-1 - VB), y — S8 - VB3,
1 1
x = JCL+VB), y = 23+ VBN

Kedze ststava z predchadzajiceho prikladu obsahuje kvadraticka a linedrnu rovnicu, vystupom je

zoznam dvoch rieSeni.


http://reference.wolfram.com/language/ref/message/General/Solve.html
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Cvicenie 11.4

Linedrna funkcia ma vSeobecny predpis f(z) = a x + b, kde a, b st nejaké redlne cisla.
Pomocou Solve vypocitajte hodnoty a, b funkcie, ktorej graf prechddza bodmi [1, 3] a [2, 8].
Zobrazte graf tejto funkcie (pozri kapitolu 5) spolu s bodmi [1,3] a [2,8] (pozri kapitolu 9).
Takato aproximdacia matematickej funkcie medzi jej dvoma bodmi sa nazyva linedrna in-
terpolacia. Funkcia ListLinePlot (pozri kapitolu 5) vyuziva podobny postup na vykreslenie
spojitych dat.
Pomécka: Pre funkciu, ktorej graf prechddza bodom [z, y] plati y = f(x).

Cvicenie 11.5

Kvadraticks funkcia mé vseobecny predpis f(z) = a 22 + b x + ¢, kde a, b, c st nejaké redlne
cisla.

Pomocou Solve vypocitajte hodnoty a, b, ¢ funkcie, ktorej graf prechddza bodmi [—1,4],
[0,0] a [1,4]. Zobrazte graf tejto funkcie spolu s bodmi [—1,4], [0,0] a [1,4].

Takato aproximacia matematickej funkcie medzi jej troma bodmi sa nazyva kvadraticka in-

terpolacia. Funkcia ListLinePlot s volbou InterpolationOrder—2 vyuziva podobny postup

na vykreslenie spojitych dat.

Pri rieseni zlozitejsich tloh vracia funkcia Solve niekedy ako vystup riesenie zapisané v kompli-

kovanom tvare.

In[10l:= sol = Solve[Sin[x] == 0, x]

out[10]= {{x — ConditionalExpression[27 ¢i, ¢; € Z]l},

{x — ConditionalExpression[m + 27 €1, ¢ € Z1}}

V predchddzajicom priklade sa hodnota funkcie f(z) = sin(z) rovnd nule v nekonecne vela bo-
doch. A kedze vystupom nemdze byt nekoneény zoznam, tak je riesenie zapisané s pouzitim funkcie
ConditionalExpression, kde prvy argument je vseobecné riesenie a druhy udava podmienky, za
ktorych je toto riesenie platné. V tomto pripade teda funkcia vratila ako vystup riesenia 2mwc a
m + 2mwe, za podmienky, ze c je celé ¢islo. Pomocou dosadzovacieho operatora /. vieme ziskat hod-

notu pre lubovolné c;.
In[11]:= sol /. C[1] — 1
out[11= {{x = 2 7w}, {x — 3 7}}

Namiesto znaku ¢4 sme pouzili C[1]. Je to len iny zapis toho istého znaku, tak ako je Pi iny zapis
.

Vysledok v netypickom tvare dostaneme aj pri rieseni niektorych polynomickych rovnic.
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In[12]:= sol = Solve[x"3 + 2x72 + 4x + 10 == 0, x]

out[12]= {{x — Root[10 + 4# + 2#°2 + #°3& , 11},
{x — Root[10 + 4# + 2#72 + #°3& , 2]},
{x — Root[10 + 4# + 2#°2 + #°3& , 3]}}

V predchadzajicom priklade bola vo vystupe na zapis riesenia pouzitd funkcia Root (z angl. koren).
Jej prvym parametrom je anonymnd funkcia (pozri sekciu 8.2) vytvorend z lavej strany zadanej
rovnice a druhy parameter je poradie korena (rieSenia), ktory hladdme. Kedze funkcia Solve nedo-
kaze priamo vypocitat konkrétne Cisla, tak riesenia vracia v takomto tvare. Na prvy pohlad sa moze
zdat, ze vo vystupe je len zopakované nase zadanie (tri korene zadanej kubickej rovnice). Avsak s
tymito zdanlivo abstraktnymi tvarmi riesenia sa da dalej pracovat. Mézeme ich napriklad priblizne

vycislit.
In[13]:= sol // N
out[13]= {{x — -2.2236}, {x — 0.111802 - 2.11771 1}, {x — 0.111802 + 2.11771 1i}}

7 numerického zapisu riesenia zistime, napr., obor jednotlivych rieseni. Zadand kubické rovnica méa
jeden koren redlny a dva komplexné. V pripade, ze chceme pracovat len na vybranom obore, napr.,

na mnozine realnych ¢isel, moézeme pomocou tretiecho parametra ohranicit obor riesenia.

In[14]:= sol = Solve[x"3 + 2x"2 + 4x + 10 == 0, x, Reals]
out[14]= {{x — Root[10 + 4# + 2#72 + #7°3& , 1]}}

Pomocou parametra Reals bola mnozina rieSeni ziiZzend na obor realnych ¢isel. Pripomenme si, ze
parameter Reals sa rovnakym spdsobom vyuzival aj vo funkcii Simplify (pozri sekciu 6.1).
Funkcia NSolve riesi ststavu rovnic numericky a vracia vystup v tvare pribliznych ¢isel. Rovnaky

vystup by sme dostali, keby sme pouzili funkciu Solve a potom na jej vystup aplikovali funkciu N.

In[15]:= NSolve[x"3 + 2x"2 + 4x + 10 == 0, x, Reals]

out[15]= {{x — -2.2236}}

Cvicenie 11.6

Pomocou funkcie Plot zobrazte lavil stranu rovnice a vizudlne overte, ¢i graf funkcie pretina

x-ovi os v bode & = hodnota, ktort sme dostali vo vystupe posledného prikladu.

V pripade, ze funkcie Solve alebo NSolve nedokdzu ndajst riesenie, vratia ako vystup zadany
prikaz so spravou oznamujticou, ze zadany systém (rovnica, stistava rovnic...) nedokaze byt vyrieSeny

metdédami zabudovanymi v tejto vstavanej funkcii.
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In[16]:= NSolve[2Sin[x] == x, x]

: This system cannot be solved with the methods available to NSolve. >

Out[16]= NSolve[2Sin[x] == x, x]

V prvom vstupnom argumente funkcii Solve a NSolve mozu byt zahrnuté aj nerovnice. Napri-

klad, ak nas zaujimaju len zaporné riesenia, mozeme pridat nerovnicu z < 0.

In[17]:= Solve[x~3 + x72 == 0 && x < 0, x]
Out[17]= x — -1

Upozornujeme, ze nerovnicu z < 0 nemoézeme pridat ako treti vstupny argument reprezentujici obor
rieSeni. Ak by sme sa o to pokusili, vystupom by bol zadany prikaz a zobrazila by sa informécia

oznamujuca, ze x < 0 nie je platny vstupny argument na urcenie oblasti.
In[18]:= Solve[x"3 + x"2 == 0, x, x < 0]

: Warning: x < 0 is not a valid domain specification. Assuming it is

a variable to eliminate.

: x < 0 is not a valid variable.
out[18]= Solvel[x® + x? == 0, x, x < 0]

Funkcie Solve a NSolve nemodzu dostat ako prvy vstupny argument taka ststavu n neznamych,
ktorej riesenie je n-rozmerna oblast. V pripade, ze takid stistavu zadame s vystupom obdrzime spravu
informujicu, zZe mnozina rieseni obsahuje n-rozmerny prvok a odporucenie pouzit funkciu Reduce,

pozri sekciu 11.2.
In[19]:= Solve[x"2 + y~2 < 1 && x > 0, {x, y}, Reals]

. A solution set contains a full—dimensional component; use Reduce

for complete solution information.
out[19]= {{}}

Pri rieseni niektorych tloh sa moze stat, ze vypocet trva prilis dlho a nezda sa, ze skonéi. Vtedy
mozeme tento vypocet prerusit (predéasne ukoncit) prikazom z horného menu Evaluation — Abort
Evaluation (z angl. prerus vyhodnocovanie). Prerusi sa len konkrétny vypocet, vSetky predtym za-

dané definicie a priradenia zostand platné.

In[20]:= Solve[Cos[x] Log[x] + Sin[x]/x == 0, x]

Out[20]= $Aborted


http://reference.wolfram.com/language/ref/message/General/NSolve.html
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11.2 Funkcia Reduce

Funkcia Reduce [tvrdenie, premenne] sa pouziva na riesenie podobnych tloh ako funkcia Solve,
ale vystup zapisuje inym sp6sobom. Rovnako ako pri funkcii Solve, aj pri funkcii Reduce je mozné
z0Gzif mnozinu rieseni pomocou tretieho (nepovinného) parametra oblast. Prvym vstupnym pa-
rametrom moze byt tak isto rovnica alebo sustava rovnic (pripadne aj nerovnic). AvSak funkcia
Reduce umoznuje zadaf aj samostatni nerovnicu alebo ststavu nerovnic, ktord neobsahuje ziadnu

rovnicu.
In[21:= Reducel[t > 3, t, Integers]

Reduce[x"2 + y™2 < 1 && x > 0, {x, y}, Reals]

Out2ll= t € Z & t > 4

0<x<1&k -V1-x2<y<V1-x?

Riesenim predchadzajiceho prikladu je mnozina bodov [z,y], ktord reprezentuje polkruh. Na zo-
brazenie oblasti roviny vyjadrenej pomocou logickych tvrdeni slizi funkcia RegionPlot, pozri pod-

sekciu 5.2.5.

In[22]:= RegionPlot[x"2 + y™2 < 1 && x > 0, {x, -1, 1}, {y, -1, 1}]

Out2]= tof T T T T T T T T T

05+ B

0.0 ,

e T T e R

-1.0 -05 0.0 0.5 1.0

Funkcia Reduce vracia ako vystup zjednoduSentu verziu zadaného tvrdenia. Ak je tvrdenim

rovnica, tak vystupom (zjednodusenym tvrdenim) bude riesenie tejto rovnice.

In[23}:= Reduce[2x? + 4x - 10 == 0, x]

out3]= x == -1 - V6 || x == -1 + V6
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Vystupom v predchadzajicom priklade nie je zoznam dvoch rieseni, ale jedno tvrdenie, ze premenna
x sa rovnd —1 — /6 alebo —1 + /6. Slovo "alebo” je vyjadrené logickym operdtorom ||.
V pripade ststavy rovnic s jednym riesenim je vystupom tvrdenie obsahujtice dve tvrdenia o

hodnotéch nezndmych spojené logickym operatorom && (”a zaroven”).

In[24:= Reducelx + y == 0 && x - y == 1, {x, y}]

Out[24 1 && 1
t — X == —_— == ——
ut[24] 5 y 5

( )

Cvicenie 11.7

Pomocou funkcie Reduce zjednoduste tvrdenie 2° +y=0a x —y = 1.

( Cvicenie 11.8 )

Pomocou funkcie Reduce zjednoduste tvrdenie sinx = 0.

Dalsi rozdiel medzi funkciami Solve a Reduce spociva v tom, ze ak sa v prvom vstupnom argumente
nachadzaju aj iné symboly ako v druhom vstupnom argumente, tak vo funkcii Solve sti povazované
za konstanty, zatial ¢o funkcia Reduce zahrnie do vystupného tvrdenia aj Specialne pripady stvisiace

s tymito symbolmi.

In[25]:= Reduce[{x + d y == ¢, 2x + 2y == 4}, {x, y}]

Outs)= (d==18& c==28& y==2-% || (-1 +d # 0 &
-t gy =2-p
R R v *

Ak pouzijeme funkciu Reduce na riesenie polynomickej rovnice, ktord nemé analytické riesenie, tak

vo vystupe bude rieSenie zapisané pomocou funkcie Root, ktord sme si predstavili v sekeii 11.1.

In[26:= Reduce[x~3 + 2x72 + 4x + 10 == 0, x]

x == Root[10 + 4#1 + 2#1° + #1% &, 1] ||
x == Root[10 + 4#1 + 2#1% + #1% &, 2] ||
x == Root[10 + 4#1 + 2#1% + #1° &, 3]

Out[26]=

Rovnako ako funkcie Solve a NSolve, ani funkcia Reduce nedokéaze najst rieSenia rovnice 2sinz = x.
In[27]:= Reduce[2Sin[x] == x, x]

: This system cannot be solved with the methods available to Reduce. >

Out[27]= Reduce[2Sin[x] == x, x]


http://reference.wolfram.com/language/ref/message/General/NSolve.html
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Cvicenie 11.9

Pomocou Reduce nijdite defini¢ny obor funkcie f(x) = arcsin(3Z=2

T )
Pomocka: Pre argument x funkcie fi(x) = arcsin(x) plati: —1 <z < 1.

Cvicenie 11.10

Pomocou Reduce najdite defini¢ny obor funkcie g(x) = /=2 + logs(2z — 7).
Pomécka: Pre argument x funkcie g;(z) = /z plati: 2 > 0.

Pomocka: Pre argument x funkcie go(x) = log, () plati: = > 0.

11.3 Funkcia FindRoot

Obidve predchadzajice funkcie riesia zadané tlohy priamo, a preto zlyhavaja pri niektorych kompli-
kovanejsich tlohach. Takéto tilohy mézeme riesit iteracne. Zakladnou vstavanou funkciou na riesenie
rovnic a sustav rovnic je funkcia FindRoot [vyraz, {x, x¢}], ktord pomocou Newtonovej iterac-
nej metédy ndjde hodnotu premennej x, pre ktort sa vyraz rovna nule, t. j. najde koren rovnice
vyraz=0. Newtonova iteracnia metdéda vyzaduje zadanie Startovacieho bodu xg, t. j. pociatocny
odhad hodnoty, ktorti hladame. xo najjednoduchsie uré¢ime z grafu. Pomocou funkcie Plot dame
vykreslit graf pre vyraz a priblizni hodnotu, v ktorej funkcia f(z) = vyraz pretina z-ovii os do-
sadime za xo. Ak sa na prvykrat nepodari néjst tento prieseénik (pre nevhodne zvoleny interval

zobrazenia), rozsirime dostatoéne tento interval.

In[28]:= Plot[28in[x] - x, {x, -5, 5}]
FindRoot[2Sin[x] - x, {x, 1}]

Out[28]=

Out[29]= x — O.

Kedze vysledkom itera¢nej metddy je len priblizné riesenie, tak vystupom je redlne ¢islo (pozri sekciu
3.3). Aj ked je rieseni viac, je nijdené len jedno a zvycajne to, ktoré je najblizsie k pociatoénému
odhadu.

Funkcia FindRoot moéze dostat prvy vstupny argument aj v tvare lava == prava, kde lava a

prava su lava a prava strana rovnice.
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In[30]:= FindRoot[2Sin[x] == =x, {x, 1}]
Out[30]= x — O.

Ak chceme néjst sicasne viacero rieseni, tak ich pociatoéné odhady zaddvame ako zoznam.

In[31]:= FindRoot[2Sin[x] == x, {x, {-2, 0, 2}}]

out3= {x — {-1.89549, 0., 1.89549}}

Cvicenie 11.11

Rovnica 9sin(x) = x mé niekolko rieseni. Zobrazte lavii aj pravi stranu rovnice ako dve funkcie

v jednom grafe. Z grafu je zrejmé, ze nula nie je jediné riesenie. Vypocitajte dalSie riesenia.

11.4 Aplikacia rieSenia rovnic

Najdenie predpisu dotycnice

Doty¢nica grafu funkcie f(x) v bode [zg, f(zo)] je priamka, ktorej graf méa s grafom funkcie f(z)

jediny spolocny bod (tzv. dotykovy) [zo, f(xo)] a jej smernica sa rovnd hodnote derivicie funkcie

f(z) v bode [xq, f(x0)].
Zadanie: Ndjdite rovnicu dotycnice grafu funkcie f(x) v bode [xo, f(zo)].

Kedze dotycnica je priamka (t. j. je grafom linedrnej funkcie), vieme ju vyjadrit predpisom
d(x) = ax +b.

n@B2l:= dlx_l:=ax + b

Informaéciu, Ze bod [z, f(x0)] je spoloénym bodom grafu funkcie a doty¢nice zapiSeme matematicky
nasledovne: f(xg) = d(x¢). Podobne vieme vyjadrit aj vztah, Ze smernica doty¢nice (t. j. derivacia
linedrnej funkcie d(x)) sa rovna derivicii funkcie f(x) v bode [z, f(z0)]; d'(z) = f'(zo). Obidva

tieto vztahy st rovnosti, ktoré mézeme riesit ako stistavu rovnic.

In[33]:= sol = Solve[{f[x0] == d[x0], 4’[x0] == £’[x0]}, {a, b}]
out[33]= {{fa — £’[x0], b — £[x0] - x0 f’[x0]}}

Vysledkom je jedno rieSenie pre nezndme a a b. Nahradme ich do p6vodného predpisu.

In34:= a x + b /. sol[[1]] // FullSimplify

out[34]= f[x0] + (x - x0) £’ [x0]
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Zamenme povodny predpis vSeobecnej priamky predpisom vSeobecnej doty¢nice.

n[3s]:= dlx_] := Evaluate[d[x] /. sol[[1]]]
d[x]

out[35]= f[x0] + (x - x0) f’[x0]

Vysledkom je predpis dotyc¢nice, ktory pozndme z hodin matematickej analyzy a pouzivali sme ho

v predchadzajtcich prikladoch.

Lokalne extrémy

Pomocou derivacii vieme ziskat uzitocné informaécie o grafoch funkcii. Ak je prva derivéacia funkcie na
nejakom intervale kladn4 (resp. zdpornd), tak je funkcia na tomto intervale rastica (resp. klesajica).
Ak je prvéa derivacia v nejakom bode funkcie nulova, tak je tento bod kandiddtom na lokédlny extrém
funkcie, t. j. funkcia v nom moze, ale nemusi mat lokalny extrém. Takyto bod oznac¢ujeme pojmom
"stacionarny bod”. Ak je druha derivacia v staciondrnom bode kladné (resp. zdpornd), tak funkcia
mé v tomto bode lokdlne minimum (resp. maximum).

Ak je druhd derivdcia na nejakom intervale kladnd (resp. zapornd), tak je funkcia na tomto
intervale konvexnd (resp. konkdvna). Ak je druhd derivacia v nejakom bode funkcie nulova, tak je

tento bod kandiddtom na inflexny bod (zmena konvexnosti funkcie na konkavnost alebo opacne).

z?
3

Zobrazte graf tejto funkcie a vyznacte na nom body lokdlnych extrémov funkcie a inflexné body

grafu.

Zadanie: Ndjdite lokdlne extrémy a inflexné body funkcie f(x) = % — x? — 3z.

Najskor pomocou funkcie Solve (pozri sekciu 11.1) ndjdeme staciondrne body funkcie.

nBel:= flx_] := x73/3 - x72 - 3x
stacbody = Solve[D[f[x], x] == 0, x]

out36]= {{x — -1}, {x — 3}}

Tieto dva body st kandidatmi na lokédlne extrémy. Pomocou druhej derivacie overime, ¢i funkcia mé
v tychto bodoch skutocne lokalne extrémy a ak dno, tak zistime, o aky typ extrému ide. Vyuzijeme
dosadzovaci operator /. (pozri sekciu 7.1) a fakt, ze funkcia Solve vracia ako vystup zoznam

vysledkov v tvare x — hodnota.

n[37):= DIf[x], {x, 2}] /. stacbody[[1]]
D[f[x], {x, 2}] /. stacbody[[2]]

Out[37]= -4
4
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Obdobnym sposobom zistime funként hodnotu v tychto bodoch.

n[38:= £[x] /. stacbody[[1]]
f[x] /. stacbodyl[[2]]

Out[38]=

|
ww\m

Funkcia ma v bode x = —1 lokdlne maximum a nadobtda v niom hodnotu g a v bode x = 3 lokalne

minimum a nadobtuda v niom hodnotu —9.

Pomocou druhej deriviacie ndjdeme kandidatov na inflexné body a pomocou tretej derivacie

potvrdime, ze skutocne ide o inflexné body.
In[39]:= inflex = Solve[D[f[x], {x, 2}] == 0, x]
out39]= {{x — 1}}
nj40:= D[f[x], {x, 3}] /. inflex[[1]]
Out[40]= 2
nj41]:= flx] /. inflex[[1]]
outfar)— -+
ut[41]= 3

Funkcia mé v bode x = 1 inflexny bod a nadobtda v niom hodnotu —%.
Graf funkcie ddme vykreslit pomocou Plot, body pomocou Graphics a Point (pozri kapitolu 9)

a spolu do jedného grafu ich zobrazime pomocou funkcie Show (pozri str. 62).
KedZe z-ové stiradnice maxima, minima a inflexného bodu mame k dispozicii len v tvare x — hodnota

pomocou dosadzovacieho operatora ich ulozime do pomocnych premennych.

In[42]:= xmax = x /. stacbody[[1]]
x /. stacbody[[2]]

xinfl = x /. inflex[[1]]

xmin

Out[42]= -1
3

Tieto premenné potom vyuzijeme pri zobrazovani tychto bodov.

In[43:= graff = Plot[f[x], {x, -3, 5}];
max = Graphics[{Red, PointSize[0.025], Point[{xmax, f[xmax]}]1}];
min = Graphics[{Blue, PointSize[0.025], Point[{xmin, f[xmin]}]}];



KAPITOLA 11. RIESENIE ROVNIC 185

infl = Graphics[{Green, PointSize[0.025], Point[{xinfl, f[xinfl]}]}];

Show[graff, max, min, infl]

Out[43]= 2F

2t

4L

-8t

Cvicenie 11.12
Pomocou derivacii zistite, ¢i je funkcia v bode z = 2.5
a) rastica alebo klesajuca,

b) konvexnd alebo konkévna.

11.5 Zhrnutie

V tejto kapitole sme si predstavili niekolko vstavanych funkcii, ktoré slizia na riesenie rovnic,
nerovnic a ich ststav. Funkcie Solve a NSolve davaju vysledky v tvare zoznamu rieseni. Solve
vracia presné ¢isla, ktoré mozu byt zapisané v komplikovanom tvare a NSolve priblizné ¢isla. Dokézu
vyriesit len systémy (s n nezndmymi), ktorych riesenia st maximalne n-1-rozmerné mnoziny bodov,
napr. pri 2 nezndmych, rieSenim mézu byt body, alebo priamka rieseni, ale nie rovina ani ziadna
2-rozmerné podoblast.

Funkcia Reduce vracia ako vystup zjednodusené logické tvrdenia reprezentujtice riesenia stustav
rovnic a nerovnic. Dokaze vyriesit aj systémy (s n neznamymi), ktorych rieSenia si n-rozmerné
mnoziny bodov. Vyssie spomenuté funkcie riesia systémy len symbolicky, takze niektoré obtiaznejsie
ulohy st pre ne neriesitelné.

Takéto typy tloh (len rovnice alebo sistavy rovnic, ktorych riesenia si len body alebo zo-
znamy bodov s koneénym poc¢tom prvkov) sa daju riesit numerickymi metédami s pouzitim funkcie

FindRoot. Tato funkcia hlada riesenie iteracne a vyzaduje zadanie pociatoéného odhadu riesenia.



Kapitola 12
Vektory a matice

Vektory a matice si zakladnym néstrojom v pocitacovej grafike, pri numerickom rieseni diferenciél-
nych rovnic a v mnohych dalsich oblastiach.

V tejto kapitole sa oboznamime s tym, ako sa v softvéri Mathematica zadavaju a pouzivaju vek-
tory, matice a ich aplikacie. Predstavime tiez funkciu LinearSolve, ktora slizi na riesenie linedrnych

sustav rovnic.

12.1 Vektory

Vektory s v softvéri Mathematica reprezentované zoznamom c¢isel. Zoznam n ¢isel reprezentuje n

rozmerny vektor.

In[1]:= vektor = {5.4, -1.25};
vektor2 = {3, -2.832, 0, 11/3, 7};

Na vektor sa mozeme pozerat ako na geometricky objekt so zaciatkom v bode 0. Graficky vieme

zobrazit dvojrozmerné vektory pomocou funkcie Graphics ako graficky objekt Arrow.

In[2:= Graphics[Arrow[{{0, 0}, vektor}]]

In[3]:=

Trojrozmerné vektory zobrazujeme rovnakym sposobom pomocou funkcie Graphics3D. Viacroz-

merné vektory sa daju zobrazit pomocou funkcie ListPlot.

In[4:= ListPlot[{-7.1, 5., 1.1, 5.4, 3.2}, Filling — Axis]

186
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In[5]:= 6

Poznamka 12.1

Takto zobrazeny vektor poniika iny pohlad na vektory. n-rozmerny vektor je funkcia, ktorej
definicny obor st celé kladné ¢isla od 1 po n. Tento pohlad na funkcie sa Casto vyuziva v
pocitacovych vedach. Funkcia sa aproximuje po castiach konstantnou funkciou, ktora sa da

jednoduchsie reprezentovat v pocitaci ako konec¢norozmerny vektor.

V softvéri Mathematica je zabudovanych viacero operécii s vektormi. Aritmetické operacie (po-
zri sekciu 3.1) funguja po zlozkach vektora. Napriklad + s¢ita hodnoty na rovnakych pozicidch

sCitovanych vektorov.

miel:= {1/4, -1.2\} + \{1/3, 2.6\}

7
Out[ﬁ]: {B, 1.4}

Funkcia Norm vracia dlzku vektora (v matematike je oznacovand aj pojmom "Euklidova norma”).

In[7]:= Norm[vektor]
Out[7]= 5.67362

Vzdialenost dvoch bodov sa da vypocitat ako norma vektora, ktorého zaciato¢nym a koncovym bo-

dom st dané body alebo v softvéri Mathematica priamo pomocou vstavanej funkcie EuclideanDistance.

ingl:= A = {1, 1}; B = {4, 53};
Norm[B - A]

EuclideanDistance[A, B];

Out[8]= 5
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Cvicenie 12.1

Zadefinujte uzivatelsku funkciu (pozri kapitolu 8), ktora ako vstup dostane zoznam troch bodov

reprezentujicich vrcholy trojuholnika; a vrati zoznam dizok jeho stran.

Funkcia Norm dokéze pracovat aj s vektormi, ktorych stradnice st symboly.

In[9]:= Norm[{x, y, z, w}]

Out[9]= \/Abs [w]? + Abs[x]? + Abs[yl? + Abs[z]?

Vystupom v predchadzajicom priklade je vzorec na vypocet dizky vektora. Na kazdd stradnicu
vektora je pred umocnenim aplikovand absolitna hodnota. V pripade vypoétu Euklidovskej diiky
(pomocou Euklidovej 2-normy) sa moze tato opericia zdat zbytocnd, kedze nésledne ¢islo umocnime
na druhi. Avsak, ak by hodnoty vstupného vektora boli komplexné ¢isla, vynechanim tejto operacie
by sme dostali nespravny vysledok (kedZe |a + bi| = v/a2 + b2). Okrem toho funkcia Norm umoz-
nuje po zadani nepovinného vstupného parametra p aj vypocet vseobecnejsej p-normy, v ktorej je

pritomnost absolitnej hodnoty zrejma. Jej definiciu dostaneme vo vystupe nasledujiceho prikazu.
In[10]:= Norm[{x, y, z}, p]
out[10]~ (Abs[x]® + Abs[y]P + Abs[z]P)/P

Z mnoziny p-noriem su okrem zdkladnych 2-noriem najcastejsie pouzivané 1-normy a oco-normy.
l-norma (oznacovand aj pojmami "Manhattan norma” alebo "norma taxikara”) reprezentuje

vzdialenost dvoch bodov ako ich najkratsiu spojnicu po pravouhlej mriezke. Graficky sa tato norma

da zobrazit pomocou funkcie ContourPlot. Zobrazime hodnotu 1l-normy pre body(vektory) na

stvorci okolo bodu 0.

In[11]:= ContourPlot [Norm[{x, y}, 11, {x, -2, 2}, {y, -2, 2}]
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In[12]:= 2

-2

oo-norma (oznacovand aj ako "maximova norma”) je definovand ako maximéalna absolitna hod-

nota zo vSetkych siradnic.

In[13]:= Norm[{x, y, z}, oo]

Norm[vektor, ool

out[13]= Max[Abs[x], Abs[yl, Abs[z]]
5.4

Umocniovanie ¢isel na nekonecno a nekoneéna odmocnina v klasickom ponimani mocnin a odmocnin
nedavaju zmysel. Z tohoto dévodu sa pod pojmom "oco-norma” rozumie limita p-normy pre p — oo
a vyslednd hodnota tejto limity je maximalna absolitna hodnota zo vsetkych stradnic vstupného

vektora.

f Cvicenie 12.2 )

Predchadzajice tvrdenie nebudeme dokazovat. Ukazeme si vSak, ze to plati pre nejaky kon-
krétny vektor pre dostatocne velké p. Vytvorte zoznam p-noriem vektora (1.1,2.2,3.3) pre

p=1,2,3,...,100. Priblizuja sa tieto hodnoty postupne k hodnote najvicsej stiradnice?

\ J

Cvicenie 12.3

l-normu sme zobrazili pomocou funkcie ContourPlot. Zobrazte pomocou nej aj Euklidovu a

maximovi normu.
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Normovany vektor ziskame z povodného vektora, ked kazdu jeho siradnicu vydelime jeho normou
alebo pouzijeme vstavani funkcia Normalize. Jej vstupom je povodny vektor a vystupom normo-

vany vektor.

In[14]:= Normalize [vektor]
out[14]= {0.974239, -0.225518}

Normovany vektor ma rovnaky smer ako povodny vektor, ale jeho dizka sa rovna jednej, kedze bol

vytvoreny vydelenim Euklidovou normou (t. j. dizkou pdvodného vektora).

In[15]:= Normalize[{x, y, z}]

X

{ )
\/Abs [x]? + Abs[y]? + Abs[z]?
y

\/Abs [x]? + Abs[y]? + Abs[z]? ,
z }
\/Abs [x]1? + Abs[y]? + Abs[z]?

Out[15]=

Cvicenie 12.4

Na vystup z predchadzajiceho prikladu aplikujte funkciu Norm. Vysledok by podla definicie
normovaného vektora mal byt 1, ale kedze softvér Mathematica neupravuje vsetky vyrazy
automaticky, bude zapisany v komplikovanejSom tvare. Aplikujte na tento vysledok funkciu

Simplify (pozri sekciu 6.1).

Cvicenie 12.5

Vytvorte ITubovolny nenulovy 2D vektor a znormujte ho. Zobrazte pévodny a normovany vektor

do jedného obrazku.

Na vypocet skaldrneho sucinu (po angl. dot product) slizi funkcia Dot. Skaldrny suéin sa dé zadat

aj pomocou bodky z klavesnice alebo z palety (pozri Pozn. 3.2).
3
In[16]:= Dot [{1, 2, 7}, {-3, 2’ 7}31;

{1s 2’ 7}-{_3: Z, 7}

95
Out[16]: ?
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Cvicenie 12.6

Norma vektora sa da vypocitat aj ako odmocnina zo skaldrneho sicéinu vektora samého so

sebou. Zadefinujte uzivatelski funkciu norma pomocou tohto vztahu.

Pomocou skalarneho siicinu sa da vypocitat aj uhol medzi vektormi.

7= u = {7, 3}; v = {-4, 1};
Graphics [{Arrow[{{0, 0}, u}], Arrow[{{0, 0}, v}]1}]

In[18]:=

Vzorec na jeho vypocet je dany vztahom arccos (ﬁ . ﬁ) (na overenie, ¢i st dva nenulové vektory

kolmé, staci, aby platilo u.v = 0).

In[19]:= ArcCos[Normalize[u] .Normalize[v]] // N
Out[19]= 2.49172

Kedze sme ako stradnice vektorov zadali celé (t. j. presné) ¢isla, vysledok bez pouzitia funkcie N by
bol tiez presné ¢islo (pravdepodobne v komplikovanom tvare).
Ak chceme previest radidny na stupne, mézeme tak urobif pomocou predelenia uhla v radianoch

konstantou Degree.

In[20]:= 2.49172 / Degree

Out[20]= 142.765

( Poznamka 12.2

Konstanta Degree je hodnota 7/180; t. j. zlomok radidnu prislichajici jednému stupiiu.

Z tohoto dévodu nasledujiici zapis vracia hodnotu sinusu pre 7/2.
In[21]:= Sin[90 Degreel
Out[21]= 1

Ak chceme opac¢ny prevod, z radidnov na stupne, musime pouzit delenie.
\ J
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Cvicenie 12.7
V softvéri Mathematica je zabudovana funkcia VectorAngle sliiziaca na vypocet uhlov dvoch
nenulovych vektorov. Overte, ¢i tato funkcia da rovnaky vysledok ako ten, ktory sme dostali

vo vystupe predchiadzajiceho prikladu.

Cvicenie 12.8

Zadefinujte uzivatelsku funkciu (pozri kapitola 8), ktord ako vstup dostane zoznam troch bodov

reprezentujucich vrcholy trojuholnika; a ako vystup vrati zoznam uhlov tohto trojuholnika.

Skaldrny stéin sa vyuziva aj pri pravouhlom premietani vektorov (oznacovanom aj pojmom ”orto-

v

gonalne premietanie”). Vektor u sa dé premietat na vektor v pomocou skalarneho sucinu w - NI

Vysledok je dizka priemetu na vektor v.

In[22]:= vN = Normalizel[v];

proj = u.vN

5
Out[22]= ———
ut[22] iha
Samotny premietnuty vektor vieme vypocitat ako sucin projekcie a normovaného vektoru:

v v

Ul Tl
In[23]:= uProj = proj vN

100 25
outl= {—, -=
w23l= A7, md

Vektory u a v spolu s vyslednou projekciou znazornime nasledujicim prikazom.

In[24]:= Graphics[{
Red, Arrow[{{0, 0}, u}],
Green, Arrow[{{0, 0}, v}],
Blue, Arrow[{{0, 0}, uProj}]
1]

In[25]:=
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Cerveny vektor u bol projektovany na zeleny vektor v a vysledna projekcia je modry vektor. Keby

sme spojili koncové body vektora u a vyslednej projekcie, dostaneme vektor kolmy na vektor v.

Cvicenie 12.9

V softvéri Mathematica je zabudovand funkcia Projection, ktord vracia vo vystupe dizku
priemetu prvého vstupného vektora na druhy vstupny vektor. Overte, ¢i tato funkcia dé rovnaky

vysledok ako ten, ktory bol vo vystupe premennej proj.

Posledné vstavana funkcia, ktori si predstavime v tejto sekcii, je Cross. Jej vystupom je vek-
torovy sicin (po angl. cross product) dvoch vstupnych trojrozmernych vektorov. Alternativne sa
d4 zadat pomocou znaku x zadaného kldvesovou skratkou [Esc]cross[Esc] alebo z palety (pozri
Pozn. 3.2). Upozornujeme, ze napriek tomu, Ze tento znak pripomina pismeno x zadané z kldvesnice,

nemoze nim byt nahradeny.

n26:= u = {1.5, 0.1, -0.4}; v = {0.2, -0.9, -0.1};
= Cross[u, v]
w = vXu

out[26)= {-0.37, 0.07, -1.37}
{0.37, -0.07, 1.37%}

Vsimnite si na predchadzajicom priklade, ze vektorovy sucin je antikomutativny, t. j. plati vzfah u x
v = —v X u. Vysledkom vektorového stcinu dvoch trojrozmernych nenulovych a linedrne nezavislych

vektorov u a v je vektor, ktory je na tieto dva vektory kolmy.

In[27]:= u.w
V.w
Out[27]= O.

Jeho dlzka sa rovna obsahu rovnobeznika, ktorého dve susedné strany st reprezentované dvoma

vstupnymi vektormi vektorového sicinu.

( 3\

Cvicenie 12.10

Zadefinujte uzivatelsku funkciu (pozri kapitolu 8), ktord ako vstup dostane zoznam troch bodov
reprezentujucich vrcholy trojuholnika; a ako vystup vrati obsah tohto trojuholnika.

Pomocka: Posunte cely rovnobeznik do zaciatku siradnicovej stustavy a zvolte dva spravne

vektory, na ktoré aplikujete vektorovy sucin.

\ J
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Existuje zovseobecnenie vektorového stcinu na n-rozmerny priestor. n-rozmerny vektorovy sucin
dostane ako vstup n — 1 n-rozmernych vektorov. Vysledok tohto vektorového stc¢inu mézeme in-
tuitivne chapat ako vektor, ktory je kolmy na vsetky vstupné vektory. Pre dvojrozmerny vektor
dostaneme kolmy vektor vymenenim siradnic a pridanim znamienka — pred prva z vymenenych

suradnic.

In[28]:= Cross[x, y]

outl28]= {-y, x}

( 3\

Cvicenie 12.11

Vypocitajte vektorovy sucin troch nenulovych vektorov stvorrozmerného priestoru. Zistite, ¢i
je vysledny vektor kolmy na tieto tri vektory.
Pomocka: Pre nenulové vektory stvorrozmerného priestoru taktiez plati, ze st na seba

kolmé prave vtedy, ked ich skalarny siacin je nulovy.

\ J

12.2 Matice

Matica n x m je v softvéri Mathematica reprezentovand ako n-rozmerny zoznam m-rozmernych

zoznamov Cisel. Inak povedané, zoznam obsahujici n m-rozmernych vektorov.

mo}= M = {{11, 12, 13}, {21, 22, 23}, {31, 32, 33}};

Pomocou vstavanej funkcie MatrixForm vieme zobrazif maticu v tzv. maticovom tvare. Tato funkcia

(rovnako ako funkcia N) sa dd pouzit dvoma spoésobmi.

In[30):= M // MatrixForm;
MatrixForm[M]

Out[30]//MatrixForm=

11 12 13
21 22 23
31 32 33

i-ty riadok matice vieme ziskaf pomocou prikazu M[[i]].
In[311:= M[[1]1]

outpl= {11, 12, 13}
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Cvicenie 12.12
Vytvorte maticu, ktorda ma v prvku na pozicii ¢, j skaldrny siaéin ¢-tého riadku matice M s jej

j-tym riadkom.

j-t¥ stipec matice vieme ziskat pomocou prikazu ML[;;,3j1] (pozri sekciu 4.1).
In[32]:= M[[;;,2]]

out32)= {12, 22, 32}

Cvicenie 12.13

Vytvorte maticu, ktord mé v prvku na pozicii 4, j skaldrny siéin i-tého stipca matice M s jej

j-tym stipcom.

V softvéri Mathematica st zabudované zakladné matematické operacie s maticami. Aritmetické
operacie rovnako ako pri vektoroch funguju aj pri maticiach po zlozkach (t. j. po prvkoch). Podobne
ako pri vektoroch, znamienko * reprezentuje nésobenie matic po zlozkach, zatial ¢o znamienko .
maticovy sicin matic.

Funkcia Transpose transponuje maticu (vymeni riadky za stipce).

In[33):= Transpose[M] // MatrixForm

Out[33]//MatrixForm=

11 21 31
12 22 32
13 23 33

Funkcia Inverse vracia vo vystupe inverzni maticu ku vstupnej (zadanej) matici.

|n[34]5: M= {{_2, 1, 0}: {1’ _2, 1}, {O, 1’ _2}};

Inverse[M] // MatrixForm

Out[34]//MatrixForm=

3 _1 1
1 2 1
1 1 1
2 2
1 _1 _3
1 2 1

Cvicenie 12.14
Matica {{11, 12, 13}, {21, 22, 23}, {31, 32, 33}} je singuldrna, t. j. neexistuje k nej

inverzna matica. Vyskusajte, ¢o sa stane, ak na nu aplikujeme funkciu Inverse.
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Funkcia Det vracia vo vystupe determinant vstupnej (zadanej) Stvorcovej matice.
In[35]:= Det [M]

Out[35]= -4

Cvicenie 12.15

Matica {{4, 2}, {-2, -1}} mé nulovy deteminant. Zobrazte riadky matice ako vektory po-

mocou funkcie Graphics. Ako sa nulovy determinant prejavi na tomto obrazku?

Funkcia Dot (zadand aj pomocou bodky) vracia ako vystup vysledok maticového sicinu dvoch
matic, ale len takych, ktoré spfﬁajﬁ podmienku, zZe pocet stfpcov prvej matice sa rovna poctu

riadkov druhej matice.

n[3e]:= H = {{2, 3, 5}, {7, -2, 8}};
Dot[H, M] // MatrixForm;
H.M // MatrixForm

Out[36]//MatrixForm=

-1 1 -7
—-16 19 -18
Ak by sme sa pokusili vynésobit matice, ktoré toto pravidlo nespliiaji, zobrazilo by sa chybové

hlasenie upozornujice na nekompabilitu matic.
In[37]:= H.H

: "Tensors {{2,3,5},{7,—2,8}} and {{2,3,5},{7,—2,8}} have incompatible
shapes"

ou371= {{2, 3, 5}, {7, -2, 8} . {{2, 3, 5}, {7, -2, 8}}

( A

Cvicenie 12.16
Len pomocou nésobenia matice maticou a transponovania matice; vytvorte maticu, ktord mé
v prvku na pozicii ¢, j skaldrny sucin: a) i-tého riadku matice M s jej j-tym riadkom,

b) i-tého stipca matice M s jej j-tym stipcom.

Specidlny pripad nasobenia matice maticou je nasobenie matice vektorom. Ak by sme chceli byt
matematicky korektni, napisali by sme, Ze maticu rozmeru m x n nasobime stipcovym vektorom
(t. j. maticou rozmeru n x 1) a vysledok tohto su¢inu bude stfpcovy vektor (t. j. matica rozmeru

m x 1).
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In[38]:= vStlpec = {{1}, {0}, {4}};
M.vStlpec

out3g]= {{-2}, {6}, {-8}}

Kedze v softvéri Mathematica zapisujeme zvycajne vektory ako zoznamy ¢isel, tak je v tomto softvéri
zabudovany aj sp6sob nasobenia matice s vektorom v takomto tvare. Vysledkom takéhoto ndsobenia

je vektor v tvare zoznamu.

nBo:= v = {1, 0, 4};
M.v

out[39]= {-2, 5, -8}

Matice sa daji zadavat aj pomocou vstavanych funkeii, ktorych vystupmi si zoznamy (napr.
Table (pozri str. 52)). V tejto sekcii si predstavime niektoré dalsie funkcie na vytvaranie matic.
Funkcia IdentityMatrix[n] vytvori jednotkovii maticu (po angl. identity matrix) rozmeru

n X n, ktord ma na diagondle jednotky a na ostatnych pozicidch nuly.

In[40]:= IdentityMatrix[4] // MatrixForm

Out[40]//MatrixForm=

1 000
0100
0010
0 001

Cvicenie 12.17

Pre inverzni maticu M ! platf rovnost: M - M~ = M~1. M = I, kde I je jednotkova matica.

Overte jej platnost v softvéri Mathematica. Pouzite lubovolnt (reguldrnu) Stvorcovi maticu.

Poznamka 12.3

V angli¢tine sa pre jednotkovi maticu pouziva pojem ”identity matrix”, ktory by sa do slo-
venciny dal prelozit ako "matica identity”. Tento vyraz vychadza z pohladu na maticu ako na
operator (zovSeobecnenie funkcie). Operdtor dostane zadany vstup (v tomto pripade vektor) a
vrati vystup (v tomto pripade iny vektor). Identita je operator, ktory vracia ako vystup zadany

vstup. Ukéazeme si to na nasledujicom priklade.

In[41:= IdentityMatrix[4].{x, y, z, w}
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[ outs1]= {x, y, z, w} J

Funkcia DiagonalMatrix dostava ako vstup zoznam prvkov a vytvori maticu, ktora ma na diagonéale

prvky zadaného zoznamu a na ostatnych poziciach nuly.

In[42]:= DiagonalMatrix[{1, -5, 8, 12}] // MatrixForm

Out[42]//MatrixForm=

1 0
-3

o O O
S oo O O

12

Cvicenie 12.18

Vytvorte maticu, ktord mé na diagondle celé ¢isla od 1 po 20 a na ostatnych poziciach nuly.

Druhy (volitelny) parameter funkcie DiagonalMatrix urcuje, na ktorej diagonale bude zadany
zoznam (z prvého vstupného parametru). Preddefinovana hodnota 0 reprezentuje hlavnt diagonalu,
1 diagondlu posunuti o jednotku vpravo, —1 diagondlu posunuti o jednotku vlavo a n (kladné celé
¢islo) diagonalu posunutii o n vpravo. Vo vSeobecnosti mézeme zvolit za tento parameter lubovolné

celé ¢islo.
In[43]:= DiagonalMatrix[{7, 9, -4}, 2] // MatrixForm

Out[43]//MatrixForm=

00 7 0 O
0009 O
0000 —4
0000 O

Cvicenie 12.19

Vytvorte maticu, ktord ma na hlavnej diagonéle vSetky prvky s hodnotou —2 a na vedlajsich
diagonalach (diagondly posunuté o jednotku vlavo a vpravo od hlavnej diagonaly) vSetky prvky

s hodnotou 1.

Pomoécka: Vyuzite sc¢itanie matic.

Na vypocet vlastnych vektorov a vlastnych ¢isel matice slizia funkcie Eigenvectors a Eigenvalues.

In[44):= Eigenvectors[M]

oufaal= {{1, -v2, 1}, {-1, 0, 1}, {1, V2, 1}}
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In[45]:= Eigenvalues [M]
outjas]= {-2 - V2, -2, -2 + 2}

Vystupom Eigenvectors je zoznam vlastnych vektorov matice. Vystupom Eigenvalues je zoznam

vlastnych ¢isel matice, pricom i-té vlastné ¢islo prislicha ¢-tému vlastnému vektoru.

( )

Poznamka 12.4
Pre vlastné ¢islo A matice M prislichajice k vlastnému vektoru v plati vzfah M - v = Av. Ten
mozeme prepisat do nasledujiceho tvaru (M — Al)v = 0, kde [ je jednotkovd matica a 0 je

nulovy vektor.

Cvicenie 12.20

Overte platnost tvrdenie z Poznamky 12.4 pre vSetky prislichajice dvojice vlastnych vektorov

a vlastnych cisel lubovolnej stvorcovej matice.
\ J

12.3 Riesenie linearnej stistavy rovnic

Velké mnozstvo fyzikalnych modelov sa dé vyjadrit pomocou parcidlnych diferencidlnych rovnic.
A vacsinu diferencidlnych rovnic (okrem tych najjednoduchsich) nevieme riesit analytickymi me-
tédami. Z tohoto dévodu vyuzivame rézne aproximacné metédy; a tie vedi k rieseniu systému
linedrnych rovnic. Riesenie sustav linedrnych rovnic zastava v matematike, ale aj v softvéri Mathe-
matica Specidlne postavenie.

Funkcia LinearSolve[M,b] riesi systém linedrnych rovnic M - x = b, kde M je matica, b je

vektor pravej strany a x je vektor neznamych

|n[46]3: M= {{_2, 1, 0}, {1’ _2, 1}, {O, 1, _2}};
= {1, 0, 7};
x = LinearSolve[M, b]

5 11
Out[46]= {-=—, -4, - —
ut[46] { 5 5 }

Cvicenie 12.21

Urobte skusku spravnosti pre predchadzajici priklad.

Pomoécka: Overte, ¢i plati rovnost M - x = b.

Tento systém rovnic mdzeme vyriesit aj nasledujicim sposobom pomocou funkcie Solve (pozri
sekciu 11.1).
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In[47]:= Clear [x]
X = {x[1], x[2], x[31};

rovnice = (M.X == b)
out[47]= {-2 x[1] + x[2], x[1] - 2 x[2] + x[3], x[2] - 2 x[3]} == {1, O, 7}
In[48]:= Solve[rovnice, X]
5 11
out[48]= {{x[1] — et x[2] — -4, x[3] — -?}}

V tomto pripade sme vyuzili fakt, ze lavd a prava strana rovnice moézu byt zadané ako vektory
(zoznamy).

Pozrime sa na Specialne pripady.

in[fa9]:= B = {{1, 0, 3}, {2, 1, 0}, {6, 2, 6}};
b={1, 0, 7}
x = LinearSolve[B, b]

. Linear equation encountered that has no solution. >
Out[49]= LinearSolve[{{1, O, 3}, {2, 1, 0}, {6, 2, 6}}, {1, 0, 7}]

Predchédzajici priklad nemé ziadne riesenie. Softvér Mathematica nas na to upozornil chybovym
hlasenim a vratil ako vystup prikaz, ktory sme mu zadali.

Ak zmenime pravid stranu rovnosti, dostaneme systém rovnic, ktory mé nekonecne vela rieseni.

In[50]:= b = {1, 0, 2};
LinearSolve[B, b]

X
5 11
Out[50]= {_5, -4, _?}

Funkcia LinearSolve vrati vzdy len jedno z nich. Matica B nema vsetky riadky linedrne nezavislé.
Treti riadok je dvojnasobok suctu prvého a druhého riadku. To znamenad, ze treti riadok ndm nedava
ziadnu novu informéciu; a ak prava strana nie je tiez dvojnasobok sictu prvého a druhého riadku,
tak mame dve protichodné tvrdenia, t. j. systém rovnic nemé riesenie. AvSak, ak je prava strana
zladend, tak treti riadok reprezentuje to isté, ¢o prvé dva, a v takom pripade mé ststava rovnic
nekonecne vela rieseni.

Existuje niekolko sposobov, ako v softvéri Mathematica zistit, ¢i je matica regularna, alebo

singuldrna. Funkcia MatrixRank vracia hodnost matice, t. j. pocet linedrne nezavislych riadkov.

In[51]:= MatrixRank[B]

Out[51]= 2
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Matica B mé dva linedrne nezavislé riadky z troch, t. j. je singularna.
V pripade, ze je zadand matica stvorcova, modzeme jej singularitu vysetrit aj pomocou deter-
minantu. Ak je determinant nulovy, matica je singuldrna a systém rovnic (v zévislosti od pravej

strany) nem4 riesenie, alebo ma nekonec¢ne vela rieseni.

In[52]:= Det [B]
Out[52]= O

Ak sme zistili, Ze zadand matica je singuldrna a funkcia LinearSolve nasla riesenie systému
rovnic, vieme, Ze tento systém ma nekonecéne vela rieseni. DalSie rieSenia (t. j. vSeobecné riesenie
systému rovnic) ndjdeme pomocou vstavanej funkcie NullSpace, ktord vracia nulovy priestor (jadro)

matice, t. j. zoznam vektorov j, pre ktoré plati B - j = 0.

In[53):= j = NullSpace[B]
out[53]= {{-3, 6, 1}}

V tomto pripade je to len jeden vektor. Z geometrického hladiska to znamena, ze vektory z jadra st
kolmé na vSetky vektory reprezentujice riadky matice. Naviac, ak mdme jedno riesenie x (ndjdené
napr. pomocou funkcie LinearSolve), tak aj x + ¢t *j, t € R je tiez riesenie. Toto je zrejmé, kedze
plati rovnost B - (x +t*j) = b.

Cvicenie 12.22

Overte platnost tvrdenia B -j = 0.

VSeobecné riesenie mozeme zapisat nasledovne.

Length[j]
In[54]:= vseobecneX = x + Z t jIL[i1]

i=1
5 11
Out[54]= {—5 - 3t, -4 + 6t, Y + t}

Pomocou determinantu vieme urc¢it len riesitelnost stustav rovnic danych Stvorcovou maticou,
avSak MatrixRank umoziiuje urcit aj riesitelnost ststav danych obdlznikovou maticou. Takéto si-
stavy majua jediné riesenie, ak sa hodnost obdiinikovej matice rovnd poctu neznamych sustavy. T.
j. ak ststava mé n rovnic, ale len m nezndmych a hodnost jej matice je tiez m (nachidza sa v nej
n — m linedrne zavislych riadkov). Ukézeme si to na nasledujicom priklade.

Riesme systém 4 linedrnych rovnic o 2 neznamych dany: F' - x = f, kde F' je matica, f je vektor
pravej strany a x je vektor nezndmych. Prvy riadok matice je dvojnasobkom druhého a stvrty riadok

je suc¢tom druhého a tretieho.

5= F = {{4, 6}, {2, 3}, {4, 5}, {6, 8}};
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Hodnost takejto matice je 2 a jej nulovy priestor je prazdny.
In[56]:= MatrixRank[F]

NullSpace[F]

Out[56]= 2
{1}

Kedze nulovy priestor matice je prazdny, znamend to, Ze rieSenie systému rovnic ndjdené pomocou

LinearSolve je jediné.
In[57]:— £ = {82, 41, 73, 114};

LinearSolve[F, f]

out[s7]= {7, 9%}

12.3.1 Zle podmienené matice

Doteraz sme ako prvky matice zadévali len celé (t. j. presné) cisla. Vo vicsine aplikdcii sa vsak
pouzivaju redlne (t. j. priblizné) ¢isla (pozri podkapitolu 3.3). VyrieSme systém rovnic, ktory v
predchadzajicej podsekcii nemal riesenie tak, ze presné ¢isla matice zmenime na priblizné pridanim

desatinnej bodky.

mssl— M = {{1., 0., 3.}, {2., 1., 0.}, {6., 2., 6.}};
b=A{1., 0., 7.};
x = LinearSolve[M, b]

Result for LinearSolve of badly conditioned matrix
{{1.,0.,3.},{2.,1.,0.},{6.,2.,6.} } may contain significant numerical errors. >

out[ss]= {1.68885x10%%, -3.3777x10'%, -5.6295%x10°}

Teraz sme sice dostali vysledok, ale aj s chybovym hldsenim. To tvrdi, Ze matica je zle podmienené a
vysledok mo6ze mat v sebe velkil numerickt nepresnost. Moze byt prekvapujice, ze napriek tomu, ze
riadky matice nie si linedrne nezdavislé, funkcia LinearSolve nasla nejaké riesenie. Je to sposobené
tym, ze prvky zadanej matici st kvoli pridanej desatinnej bodke povazované softvérom za priblizné
¢isla (niekde na dalekom desatinnom mieste sa méze nachddzat nenulova cifra) a v takomto pripade
sa o riadkoch matice nedd povedat, ze su linedrne zavislé. Avsak podla chybového hlasenia od toho
nemaju daleko.

Nézorne si to ukdzeme na nasledujicom priklade. K nejakému prvku tretieho riadku (ktory je
linedrnou kombinaciou prvych dvoch riadkov) pripoc¢itame velmi malé ¢islo. Takto zabezpecime, Ze

riadky matice budu linedrne nezéavislé.
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n59]:= M = {{1., 0., 3.}, {2., 1., 0.}, {6., 2., 6.00000001}};
b={1., 0., 7.3};
x = LinearSolve[M, b]

Result for LinearSolve of badly conditioned matrix
{{1.,0.,3.},{2.,1.,0.},{6.,2.,6.} } may contain significant numerical errors. >

out[s9]= {1.5x10%, 3.x10°%, 5.x10%}

V praxi ziskavame hodnoty dat najcastejSie meranim alebo vypocétom. Tieto hodnoty st len priblizné
vzhladom na chybu merania a zaokrithlovaciu chybu. Teraz si vyskusame, ¢o by sa stalo, keby sme
hodnotu 6+1.0x107® z predchadzajiceho prikladu nahradili hodnotou 6+1.5x1078.

meol:= M = {{1., 0., 3.}, {2., 1., 0.}, {6., 2., 6.000000015}};
b={1., 0., 7.};
x = LinearSolve[M, b]

Result for LinearSolve of badly conditioned matrix
{{1.,0.,3.},{2.,1.,0.},{6.,2.,6.}} may contain significant numerical errors. >

outfs0]= {-1.x10%, 2.x10°%, 3.33333x10%%}

Napriek tomu, Ze v systéme rovnic sa zmenila iba jedind hodnota a aj to len minimdalne (zvac¢Senie
0 5x107%), rieSenie systému je tplne iné. Softvér Mathematica nds na to upozoriuje chybovym
hlasenim.

Ak su vSak vSetky prvky matice presné ¢isla, tak sa chybové hlasenie nezobrazi.

{{1, o, 3}, {2, 1, 0}, {6, 2, 6 + 1/100 000 000}};
{1, 0, 7};
LinearSolve[M, b]

In[61]:=

M
b
X

outjpl]= {-1 499 999 999, 2 999 999 998, 500 000 000}

Poznamka 12.5

Chybové hlasenie o zle podmienenej matici sa zobrazi, ak je aspon jeden prvok zle podmienenej

matice alebo aspon jeden prvok pravej strany systému priblizné ¢islo.



http://reference.wolfram.com/language/ref/message/General/luc.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/message/General/luc.html
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12.4 Riedke matice

V mnohych praktickych aplikdcidch sa pocitaju systémy rovnic s maticami obrovskych rozmerov.
V pripade, ze ide o riedke matice (t. j. matice, ktoré maju viacsinu prvkov nulovych), sa pouziva
usporny sposob ukladania matice, ktory Setri pocitacovi pamét. V softvéri Mathematica sa na
efektivne ukladanie riedkych matic pouziva funkcia SparseArray (z angl. riedke pole). Jej vstupom
je zoznam nenulovych prvkov, ktoré sa zadavaji pomocou pravidla {i, j}—hodnota, kde i je ¢islo

riadku, j je ¢islo stlpca a hodnota je hodnota prvku v i-tom riadku a j-tom stipci.

In[62]:= M = SparseArray[{{1, 1} — -2, {1, 2} =+ 1, {2, 1} —» 1, {2, 2} — -2,
{2, 3y = 1, {3, 2} —» 1, {3, 3} — -2}]

Out[62]=
Specified elements: 7 |

SparseArray Dimensions: {3, 3}

Vystupom je grafické znézornenie matice a informécie o rozmeroch a nenulovych prvkoch.
Vicsina funkcif a operacii, ktoré sme si v tejto kapitole popisali, funguje aj pri praci s riedkymi

maticami.

In63,= 3 M + M

Out[63]=
Specified elements: 7 |

SparseArray Dimensions: {3, 3}

In[64]:= Eigenvalues [M]

outleal= {-2 - V2, -2, -2 + 2}

In[65]:= Eigenvectors[M]

outfes]= {{1, -v2, 1}, {-1, 0, 1}, {1, V2, 1}}
nje6:= M.{1, 0, 4}

outj66]= {-2, 5, -8}

In[67]:= Inverse [M]

T =S T SN

3 1
Out[67]: {{_Z, _5

In[68]:= Transpose [M]
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Out[68]=
Specified elements: 7 |

SparseArray Dimensions: {3, 3}
Infeo]:= b = {1, 0, 73};
LinearSolve[M, b]

5 11
Oout[69]= {-=, -4, -——
ut[69]= { 5 2}

Funkcia Inverse aj v pripade, ked dostane ako vstup riedku maticu zadani pomocou funkcie
SparseArray, vracia ako vystup plnd maticu, a to aj v situdcidch, ked vyslednd matica obsahuje
nulové prvky.

Riedke matice zadané pomocou funkcie SparseArray vieme zobrazit ako plné matice pomocou

funkcie MatrixForm.

In[70]:= MatrixForm[M]

Out[70]//MatrixForm=

Riedke matice sa daju transformovat na plné matice pomocou funkcie Normal.

In[71]:= Normal [M]

ou[71]= {{-2, 1, 0}, {1, -2, 1}, {0, 1, -2}}

12.5 Zhrnutie

V tejto kapitole sme si ukazali, ze vektory sa v softvéri Mathematica zadavaji ako zoznamy cisel
a matice ako zoznamy zoznamov isel, pricom vietky vnttorné zoznamy musia mat rovnakid dizku
(t. j. rovnaky pocet prvkov). Predstavili sme zdkladné operacie s vektormi, skaldrny st¢in pomocou
bodky alebo funkcie Dot, vektorovy sucin Cross a rézne normy pomocou funkcie Norm.

Ukézali sme, ako pristupovat k jednotlivym riadkom a stipcom matice, zdkladné operacie ako
transponovanie matice Transpose, vypocet inverznej matice Inverse a determinantu matice Det,
nasobenie matic s maticami a ndsobenie matic s vektormi, vytvaranie matic pomocou IdentityMatrix
a DiagonalMatrix a vypocet vlastnych ¢isel Eigenvalues a vlastnych vektorov Eigenvectors.

Ukéazali sme tiez, ako sa daji pomocou funkcie LinearSolve riesit linedrne systémy rovnic
definované maticou; a ako sa prejavi, ked systém linedrnych rovnic nemé riesenie, mé nekonecne
vela rieseni, alebo ked je jeho matica zle podmienena. Na zaver sme strucne predstavili pouzivanie

riedkych matic v softvéri Mathematica.
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