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Predslov

Mnohé geodetické tikony a merania vyuzivaju posobenie tiazového pola Zeme alebo su
nim ovplyvnené, od pouzitia olovnice az po urc¢ovanie polohy pomocou globalnych navi-
gacnych druzicovych systémov. Tieto skriptéa sa zaoberaju tiazovym polom s dorazom na
geodeticky kontext. Urcené st predovsetkym pre Studentov odboru Geodézia a kartogra-
fia Stavebnej fakulty Slovenskej technickej univerzity v Bratislave ako doplhujici u¢ebny
text k predmetom Fyzikdlna geodézia 1 a Fyzikdlna geodézia 2. Niektoré casti by azda
mohli byt uzitoéné aj pre Studentov pribuznych vednych odborov alebo jednoducho pre
zaujemcov o problematiku gravitacného a tiazového pola.

Skripté opisuju zakladné principy gravitac¢ného a tiazového pola vychadzajice z New-
tonovho gravitaného zakona (kapitola 1), sférické a sféroidické harmonické funkcie (kapi-
toly 2 a 3), normélne tiazové pole (kapitola 4), poruchové pole a zvislicové odchylky (ka-
pitola 5) a na zaver geoid (kapitola 6). Hoci intelektualne potesenie zo spoznévania tychto
tém je bezodné, predsa len si vyzaduje pokrocilé matematické zru¢nosti a nepochybne
aj isté zanietenie. Zvolili sme preto formu, ktord na zaklade desatro¢nych skiisenosti
s vyucbou fyzikalnej geodézie povazujeme za najvhodnejSiu pre zamyslanych citatelov,
Studentov geodézie a kartografie. Snazili sme sa o vyklad, ktory by bol jednoduchy, zro-
zumitelny, tplny, napomocny a sucasne i podnecujuci. Text sme na niektorych miestach
doplnili o poc¢itacovy kod, ktory prakticky demonstruje diskutovant problematiku. Nade-
jame sa, Ze jeho vlastnym studiom, testovanim a tGpravou mozno niektorym konceptom
porozumiet jednoduchsie.

Pri pisani skript sme predpokladali, Ze ¢itatel ma znalosti zo sférickej trigonometrie
a z vektorového, diferencialneho a integralneho poc¢tu na trovni prvého stupna vysokoskol-
ského studia. Poznatky zo sférickej trigonometrie si mozno doplnit napriklad nahliadnu-
tim do skript Husar (2017) alebo Minarechova a Macéak (2019). Integralny a diferencialny
pocet je vysvetleny v skriptdch Minarechova a Macak (2019) a Macék a Minarechova
(2021). Podrobnosti o suradnicovych systémoch a o transformaciach medzi nimi uvadzaja
napriklad Melicher a kol. (1993), Kostelecky a kol. (2008), Melicher a Gerhatova (2009)
a Huséar (2017). Dalsie informacie z oblasti fyzikalnej geodézie a gravimetrie s dostupné
v skriptach Janak a kol. (2006) a Janéak (2010).

Aj ked napisaniu tejto prace bolo venované velké usilie, bolo by prekvapivé, ak by
sa v nej nenasli ¢asti, ktoré mohli byt spracované zrozumitelnejsie, alebo témy, ktoré

v nej obsiahnuté nie s, no mohli, ¢i mali byt diskutované. Skor nez za uzavrety studijny



podklad povazujeme tento uéebny text za zivy zdokonalujuci sa material. VSetky zdrojové
kody st preto volne pristupné a pripomienkovatelné na adrese https://github.com/
blazej-bucha/physical-geodesy-lecture-notes.

Praca bola napisanad v textovom editore Vim v9.0 s pouzitim typografického sys-
tému TEX. Skompilovana bola programom pdfTex v3.141592653-2.6-1.40.24. Mapy boli
pripravené v GMT v6.4.0. Obrazky boli zhotovené v programe Inkscape v1.2.2. VacSina
vypoctového kodu je napisana v jazyku Python v3.11.2 s vyuzitim modulov NumPy v1.24.3,
Matplotlib v3.7.1 a SciPy v1.10.1. Cast vypoc¢tov je napisand v prostredi MAT-
LAB R2021b. S tymito aplikdciami sme interagovali pod operacnym systémom Debian
GNU/Linux 12 (bookworm). S vynimkou programu MATLAB ide o slobodny softvér.
Vyslovujeme preto vdaku a slova ocenenia vel'kej komunite excelentnych programatorov
za to, ze poskytuju prvotriedny slobodny softvér.

Uprimné slova vdaky ale patria v prvom rade blizkym, priatelom a kolegom, ktori mi
pomahali pocas pisania prace. Za starostlivé prec¢itanie textu a za pripomienky, ktoré vy-
znamne prispeli k zlepseniu tejto prace, dakujem recenzentom, Petrovi Vajdovi z Ustavu
vied o Zemi Slovenskej akadémie vied, Josefovi Seberovi z Astronomického tstavu Aka-
démie vied Ceskej republiky a Milogovi Valkovi z Geodetického observatoria Pecny Vy-
skumného tstavu geodetického, topografického a kartografického. Zuzane Minarechovej
dakujem za netinavné viacnasobné ¢itanie textu a za mnoho hodnotnych postrehov a ko-
rekcii. Za cenné pripomienky k forme a k Stylistike velmi dakujem Eme Nogovej. Jurajovi
Janakovi a Martinovi Pitonakovi dakujem za obsahové komentéare, ktoré mi pomohli lepsie
formovat Strukturu a obsah prace. Za cenné postrehy a za povzbudivé slova vdacim Pav-
lovi Zahorcovi. Za gramatické opravy dakujem Julii Sidor. Za mnohonasobné precitanie,

za hibu Stylistickych korektur a za neutichajicu podporu dakujem Saske.

Bratislava, méaj 2023 Blazej Bucha
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Uvod

Tvar Zeme mozno definovat niekolkymi spdsobmi v zéavislosti od kontextu (Moritz, 1990).
Azda najprirodzenejsie je definovat tvar Zeme jej skuto¢nym fyzickym povrchom, ktory je
viditeIny voInym okom. Tento povrch obsahuje nespocetné mnozstvo zlozitych terénnych
utvarov, napriklad strmé tutesy ¢i rokliny. Hoci su tieto oblasti krasne na pohlad, zne-
moznuju aplikaciu istej ¢asti potrebného matematického aparatu. Takto chdpany zemsky
povrch je preto spravidla skiimany az po istom vyhladeni. Napriek vyhladeniu je to vSak
stale velmi zlozita plocha.

K definovaniu tvaru Zeme mozeme pristupit aj inym spésobom. Priblizne dve tretiny
zemského povrchu tvori voda v podobe oceanov a mori. Existuje pritom fyzikalna veli¢ina,
ktora ma za istych okolnosti konstantnt hodnotou na povrchu vodnej hladiny. Tato vlast-
nost by tak mohla umoznit akusi predikciu morskej hladiny i na sasi naprie¢ kontinentmi.
V porovnani s predoslym pristupom by sme ziskali geometricky jednoduchsiu a hladsiu
plochu, navyse aj s istymi, relativne jednoducho uchopitelnymi fyzikalnymi vlastnostami.
Takato definicia tvaru Zeme bola navrhnuta C. F. Gaussom (1777 az 1855) a podla néa-
vrhu Gaussovho doktoranda J. B. Listinga (1808 az 1882) nazyvame ttto plochu geoid.
Konstantnou veli¢inou na povrchu geoidu je tiaZovy potencidl.

Fyzikdlna geodézia je vedna disciplina zaoberajica sa ur¢ovanim tvaru Zeme, jej tia-
zového pola a ich zmenami v Gase. Studované st oba vysSie opisané pristupy k tvaru
Zeme, pricom historicky bol predmetom zaujmu ako prvy geoid. Matematicky odvazna
myslienka urcovat priamo fyzicky povrch Zeme pochadza uz od E. H. Brunsa (1848 az
1919), no do popredia zaujmu ju dostal az M. S. Molodenskij (1909 az 1991) v polovici
20. storocia. Aj v tomto pripade je vSak tvar Zeme urc¢ovany z informacie o tiazovom poli.
Studovat tvar Zeme, ¢o je jedna zo zakladnych tloh geodézie, teda znamené Studovat aj

tiazové pole Zeme.
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Kapitola 1

Gravitacné a tiazové pole

1.1 Newtonov gravitac¢ny zakon

Dva hmotné body P a () sa navzijom pritahuju gravitacnou silou

mpmg

F,=-G R (1.1)

Symbol G oznacuje gravitacnu konStantu, mp a mg predstavuji hmotnosti hmotnych
bodov, r je vektor spojnice bodov P a () so zaciatkom v bode @ a ¢ = ||r|| je vzdialenost
medzi hmotnymi bodmi. Zaporné znamienko v rovnici znamené, ze vektor sily mé zaciatok
v bode P a smeruje do bodu ) (obréazok 1.1).

Rovnica (1.1) sa nazyva gravitacny zdkon a bola publikovanéa I. Newtonom (1642 az
1727) v roku 1687 v praci PhilosophieNaturalis Principia Mathematica. Hovori, Ze kazdy
hmotny bod vo vesmire pritahuje kazdy iny hmotny bod silou, ktorej velkost je priamo
imerna sucinu hmotnosti dvoch pritahovanych hmotnych bodov a nepriamo tmerna
Stvorcu ich vzdialenosti; smer sily je dany spojnicou hmotnych bodov (Kellogg, 1967).
Hmotny bod je idealizovany pojem predstavujici ¢asticu s nulovym rozmerom a konec¢nou
nenulovou hmotnostou bez akychkolvek dalsich vlastnosti ¢i struktiry. Hodnota gravi-
tacnej konstanty odportcana od roku 2018 Komisiou pre ddta vo vede a technologidch
(CODATA) je G = (6.67430 4 0.00015) x 107" m? kg™* s72.

Nech planéta obieha okolo Slnka (obrazok 1.2). Ozna¢me polohu planéty v case tg
symbolom P(ty) a vektor jej okamzitej rychlosti symbolom v(¢y). Predpokladajme, Ze

Obrazok 1.1. Gravitacna sila Fy posobiaca medzi hmotnymi bodmi @ a P.

Vektor Fg je z vizualiza¢nych dovodov mierne odsadeny od spojnice bodov P

a Q.
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P'(ty) & eeee. v(to) P(to)

Fg (tO)

Pty

Q Slnko

Obréazok 1.2. Obeh planéty okolo Slnka.

planéta ma v case to udelent nenulovi rychlost, ||v(ty)|| > 0. Ak by od ¢asu ¢y neposo-
bila na planétu Ziadna sila, planéta by sa dalej pohybovala rovnomernym priamociarym
pohybom v smere vektora v(ty). Za isty ¢as by sa teda dostala do polohy P’(t;). Jediny
sposob, ako zmenit tato drahu, je posobit na planétu silou. Z rovnice (1.1) vyplyva, Ze
Slnko posobi v ¢ase tp na planétu gravitacnou silou Fy(ty), ktorej smer je dany spojni-
cou planéty a Slnka. Gravitac¢na sila preto pritahuje planétu v smere vektora Fy(ty), ¢im
meni hypotetick trajektoriu, ktorou by sa planéta pohybovala bez posobenia tejto sily.
V kombinacii s vektorom rychlosti tak gravitacné sila sposobi, Ze planéta sa v skutoc¢nosti
dostane do polohy P(t1). V ¢ase t; sa opisand situdcia opakuje, pri¢om vektory rychlosti
a sily uz maju iny smer a s vysokou pravdepodobnostou aj int velkost. Gravita¢na sila
Slnka teda udeluje planéte zrychlenie, a tym zakrivuje jej trajektoriu v kazdom okamihu.

Newtonovym gravita¢nym zakonom mozno vysvetlit aj mnoho dalsich prirodnych ja-
vov, napriklad priliv a odliv ¢ zodpovedat otazku, preco maju planéty priblizne sféricky
tvar. Je pozoruhodné, Ze hoci rovnica (1.1) bola odpozorovana z pohybu nebeskych te-
lies, zhoduje sa i s experimentmi, ktoré boli vykonané na vzdialenost niekol'kych desiatok
mikrometrov (Lee a kol., 2020). Napriek uvedenému je azda potrebné spomentt aj sku-
tofnost, ze Newtonov gravitacny zékon je nesprdvny (Feynman a kol., 2010). Predpoklada
napriklad, Ze zmena hmotnosti ¢ vzdialenosti ma okamzity gravitacny ac¢inok, a to aj na
telesa, ktoré sa nachadzaju vo velkych vzdialenostiach. Tento predpoklad je ale v roz-
pore s experimentilne potvrdenou Einsteinovou Specidlnou teoériou relativity. T4 hovori,
ze ziadny signal, ani gravitacny, sa nemoze Sirit rychlejsie ako svetlo vo vakuu. Pre tucely
fyzikalnej geodézie su vSak nepresnosti Newtonovho gravitacného zakona vacsinou zaned-
batelné. Newtonova teoria gravitacie tak aj dnes, viac ako tristo rokov po svojom vzniku,
tvori chrbtovi kost fyzikdlnej geodézie.

1.1.1 Gravitacné zrychlenie

Gravitacna sila (1.1) poésobiaca medzi hmotnymi bodmi P a @) zavisi od hmotnosti oboch

hmotnych bodov. Je preto vyhodné normovat ju hmotnostou toho hmotného bodu, v kto-
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rom ma vektor F, zaciatok, v tomto pripade hmotnostou mp (pozri obrazok 1.1). Ziskame
tym vektorovi veli¢inu, ktort budeme nazyvat gravitacné zrijchlenie. Oznacovat ju bu-
deme symbolom g,.

Nech P a () st dva hmotné body s hmotnostami mp a m¢. Nech stradnice bodov P a @)

suax,y,zax,y, 2. Gravitaéné zrychlenie v bode P je dané vztahom

gAP%ZEE*=—G——r, (1.2)

mp €3

kde vektor r je definovany rozdielom polohovych vektorov bodov P a @),

T—T
r=|y—vy|, (1.3)
z—2z

a { = ||r|| je Euklidovska vzdialenost medzi bodmi P a @,

(=\la PPt 2P (14)

Rovnica (1.2) hovori, ze vektor g, (P) nezavisi od hmotnosti mp, za¢iatok méa v bode P
a smeruje do hmotného bodu Q. V désledku nezavislosti gravitaéného zrychlenia (1.2) od
hmotnosti hmotného bodu P tak mdzeme pre jednoduchost povazovat P za geometricky
bod bez fyzikalnych vlastnosti. Budeme hovorit, ze hmotny bod ) generuje gravitacné
zrychlenie g, v bode P. V poslednom vyraze rovnice (1.2) vystupuje iba hmotnost prita-

hujtceho hmotného bodu, preto ju budeme dalej zapisovat v zjednoduSenom tvare

m

g(P)=-Gyr, (1.5)

kde m = mgq. Nezavislost gravitacného zrychlenia od hmotnosti pritahovaného telesa
experimentalne potvrdil Gaileo Galilei (1564 az 1642).

Najdime teraz vztah pre gravitacné zrychlenie, ktoré je generované sistavou N hmot-
nych bodov (obrazok 1.3). Podla Newtonovho gravitaéného zékona /... [ kaZdy hmotny
bod [.. .| pritahuje kaZdy ing hmotny bod [...[* (kapitola 1.1), preto celkové gravitacné
zrychlenie v bode P je dané vektorovym suc¢tom ¢iastkovych gravitacnych zrychleni, ktoré
st generované jednotlivymi hmotnymi bodmi. Tato vlastnost sa nazyva princip superpo-
zicie (Hotine, 1969). Gravita¢né zrychlenie generované N hmotnymi bodmi tak ziskame

vztahom
N N oo
ge(P) = Zgg,i(P) = _GZ g_glrz (1.6)
i=1 i=1 i

Newtonov gravitacny zakon (1.1) a rovnice (1.5) a (1.6) platia iba pre hmotné body.
V tomto tvare mozu byt aplikované napriklad na popis pohybov, ktoré vykonavaju pla-
néty slnecnej stustavy. Slnko a planéty sa totiz nachadzajua v takych velkych vzajomnych
vzdialenostiach, Ze sa nedopustime nerozumne velkej chyby, ak ich nahradime hmotnymi
bodmi. Menej priazniva situacia nastéava vtedy, ked sa bod P nachadza v blizkosti te-

lesa komplikovaného tvaru a hustoty (napriklad druZzica na nizkej obeznej drahe Zeme).
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Q4 QS
Obrazok 1.3. Gravitacné zrychlenie g, v bode P generované ststavou pia-
tich hmotnych bodov @1 az @5 s réznou hmotnostou a polohou voéi bodu P.

Vektor g, je dany vektorovym stctom ciastkovych gravitacnych zrychleni g

aZ gg 5, ktoré st generované prislusSnymi hmotnymi bodmi.

V takom pripade neméze byt teleso nahradené hmotnym bodom. Aby sme dokézali vziat
do avahy vsetky nepravidelnosti telesa z hladiska jeho tvaru a hustoty, vyuZijeme princip
superpozicie. Teleso najprv rozdelime na malé elementy a potom s¢itame ich gravitacné
prispevky. Na reprezentéciu tychto elementov uz ale nemézeme pouzit hmotné body (rov-
nica 1.6), pretoZe tie sme definovali ako bezrozmerné (kapitola 1.1). Bezrozmernymi bodmi
nedokidzeme aproximovat nenulovy objem telesa.

Zavedme pojem vSeobecné teleso. Vseobecné teleso méa konecny objem 7 a jeho hus-
tota p > 0 je ohrani¢enou funkciou polohy (obrézok 1.4). Rozdelme vSeobecné teleso na

diferencialne hmotné elementy dm v zmysle integralneho poc¢tu, pricom
dm = pdr. (1.7)

Hustota p sa medzi diferencialnymi hmotnymi elementmi dm moze menit v zavislosti
od struktury telesa, ale nesmie sa menit v ramci elementu samotného. Dalej budeme
predpokladat, ze hmota diferencidlneho elementu dm je koncentrovana v niektorom bode
elementu (Kellogg, 1967). Diferencial gravita¢ného zrychlenia generovany diferencialnym
hmotnym elementom je po uvazeni rovnice (1.7) dany vztahom (porovnaj s rovnicou 1.5)
r

gspdT' (1.8)

r

Ked aplikujeme Newtonov gravitacny zakon na diferencialne hmotné elementy, je po-
trebné mat na paméti, Ze tento zédkon bol formulovany pre hmotné body, nie pre di-
ferencidlne hmotné elementy. Diferenciadlne elementy dm, akokolvek st malé, nikdy nie
st identické s hmotnymi bodmi. Inymi slovami, Newtonov gravitacny zakon neposky-
tuje sposob vypoctu gravitatného uc¢inku diferencidlneho hmotného elementu (Kellogg,
1967). Budeme preto musiet vyslovit d'alsi predpoklad, a to, Zze tento zakon plati aj pre

diferencidlne hmotné elementy v zmysle rovnice (1.8).
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Obréazok 1.4. Vieobecné teleso.

Celkové gravitacné zrychlenie generované vseobecnym telesom ziskame vyuzitim prin-

cipu superpozicie, teda integraciou vztahu (1.8),

e / [ & oar (1.9)

Rovnica (1.9) uz moze byt korektne pouzité na vypocet gravitaéného zrychlenia vseobec-
ného telesa (napriklad Zeme) v l'ubovolnom bode P (napriklad v tazisku druzice), pretoze
spravne zohladiuje tvar telesa a rozlozenie jeho hustoty.

V sirSom zmysle mozno gravitacné zrychlenie odmerat, preto ma pre fyzikélnu geodéziu
kli¢ovy vyznam. V ststave jednotiek SI mé jednotku m s~2. Velmi ¢asto sa stretneme a]
s jednotkou 1 Gal = 1072 m s~2, ktora je pomenovana podla Galilea Galileiho, pripadne
s jej nasobkami 1 mGal = 10 ms™2 a 1 uGal = 107® m s~2.

Obrazok 1.5 zobrazuje velkost gravitacného zrychlenia v oblasti Vysokych a Nizkych
Tatier. Z globalneho hladiska je gravitacné zrychlenie ovplyvnené najmé tvarom Zeme, jej
hmotnostou, splostenim a rozlozenim hustot v jej vnutri. Na regionalnej arovni mozno po-
zorovat silnu zavislost od topografie (obrazok 1.6). Vidime napriklad, Ze v miestach s vel-
kou nadmorskou vyskou je velkost gravitacného zrychlenia obvykle mensia ako v miestach
s malou nadmorskou vyskou. Je to sposobené tym, Ze s narastajicou vyskou spravidla
narasta aj vzdialenost od hmot. Tato vzdialenost sa nachadza v menovateli rovnice (1.9),

preto zmensuje velkost gravita¢ného zrychlenia.

1.1.2 Gravitac¢ny potencial

Gravitacné zrychlenie je vektorova veli¢ina, ktora je v kazdom bode definované trojicou

realnych ¢isel. V niektorych situaciach je vyhodnejsie pracovat so skalarnou veli¢inou, teda
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Obrazok 1.5. Velkost gravita¢ného zrychlenia

|lge|l na zemskom povrchu v ob-

lasti Vysokych a Nizkych Tatier (jednotky mGal). Data sa prevzaté z modelu

grav-sr-2arcsec (Bucha, 2019).

49°10'

49°00'

1500

2000

Obrazok 1.6. Topografia v oblasti Vysokych a Nizkych Tatier vyjadrena

pomocou elipsoidickej vysky (jednotky m)
grav-sr-2arcsec (Bucha, 2019).

. Data st prevzaté z modelu
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takou, ktora je v kazdom bode definované prave jednym realnym ¢islom. Tento pristup je
mladsi ako Newtonov gravita¢ny zakon zhruba o jedno storoc¢ie (MacMillan, 1930; Jekeli,
2015). Gravitaciu chape ako pole, ktorého vlastnosti moézu byt popisané roznymi vzajomne
stuvisiacimi veli¢inami. Ak by sme nasli skalarnu veli¢inu gravita¢ného pola, informéciu
poskytnutu troma ¢islami v podobe gravita¢ného vektora by sme dokazali zredukovat na
jedno jediné ¢islo bez straty informacie o poli samotnom. Podl'a MacMillan (1930) prisiel
s konceptom potencidlu pola taliansky matematik a astroném J. L. Lagrange (1736 az
1813). Skalarna velic¢ina gravitatného pola sa nazyva gravitaény potencidl a oznacuje sa
symbolom V.

Gravitaény potencidl definujeme pomocou gravita¢ného zrychlenia. Na pochopenie
vztahu medzi oboma veli¢inami najprv predstavime diferencialny operator gradient a né-

sledne pristipime k samotnej definicii gravita¢ného potencialu.

Operator gradient v kartezianskom stradnicovom systéme

Nech z,y,z je trojrozmerny kartezidnsky suradnicovy systém s jednotkovymi vek-

tormi e, es, e3, ktoré su rovnobezné so smerom sturadnicovych osi (obrazok 1.7),

e = €y = €3 (110)

o O =
o = O
Il
= o O

leil| =1, i=1,23. (1.11)

Gradient skalarnej diferencovatelnej funkcie f(z,y, 2) je vektorova funkcia f(z, y, z), ktora
udava smer a velkost najvdicsieho ndrastu funkcie f v bode so sturadnicami x,y, z. V troj-
rozmernom kartezianskom siradnicovom systéme x, v, z je gradient funkcie f dany pred-
pisom

Ula
ox

of of af o
f:Vf:gradf:elaqLega—y—keg&: a—i
of

L)z
Symbol V, resp. grad oznacuje operator gradient. Zlozky vektora f(z,y, z) teda vyjadruju

(1.12)

zmenu skalarnej funkcie f v bode z,y, z v smere vektorov ey, e, es.
Operéator gradient je linedrny, teda pre diferencovatelné funkcie f a ¢ a konStantu c

plati

V(f+9)=Vf+Vyg, (1.13)
Vicf)=¢cV]. (1.14)

Numericka ukazka aplikicie operatora gradient je uvedena v prilohe A.
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Obrazok 1.7. Trojrozmerny kartezidnsky stradnicovy systém a jednotkové vek-

tory.

Definicia gravitacného potencialu

Gravitacny potenciél je skalarna funkcia, ktora vyhovuje rovnici (Sanso a Sideris, 2013)

gs(P) = VV,(P) (1.15)
a splia podmienku
lim Vi(P) =0. (1.16)
P—oo

Vztah (1.15) hovori, ze vektor g,(P) udava smer a velkost najvécsieho narastu gravi-
tacného potencidlu v bode P. Rovnica (1.16) znamen4, Ze v nekone¢nej vzdialenosti od
telesa nadobtida gravitacny potencial nulovii hodnotu. Tento vztah zabezpecuje, Zze exis-
tuje prave jedna funkcia V, ktora vyhovuje rovnici (1.15) (Sanso a Sideris, 2013).
Poznamenajme, Ze bod s nulovym gravitaénym potencidlom moZno vybrat Tubovolne,
¢o ale neznamené, 7e jeho volba je nepodstatna. Prave naopak, miesto nulového gravi-
tacného potencialu ovplyviuje hodnoty gravitaéného potencidlu. Gravitacény potencial je
teda relativna velicina. Casto je preto dolezitejsie poznat relativne vztahy medzi gravi-
taénym potencialom v priestore, napriklad rozdiel potencidlu medzi dvoma bodmi, nez je
potrebné poznat absolitnu hodnotu gravitacného potencialu v konkrétnom bode.
Gravitaény potencial hmotného bodu s hmotnostou m je dany vztahom
Gm
T

Overme, ¢ tento vztah vyhovuje rovniciam (1.15) a (1.16). Aplikujme operéator gra-

Vi(P) (1.17)

dient (1.12) na gravitacny potencial (1.17). S vyuzitim rovnic (1.3) a (1.4) dostaneme

vztah
[0 [1\] r— 2 ]
%(Z) B
VVg(P):V(GTm):GmV(%>:Gm (%G) - Gm yg_gy :—G%r.
0 (1 z—2z
_&(Z)_ L3




1.1. Newtonov gravitacny zakon 17

Vyuzili sme pritom vlastnost operatora gradient (1.14), pretoze G m z rovnice (1.17) je
konstanta. Vztah (1.18) predstavuje gravitacné zrychlenie g,(P) z rovnice (1.5), ¢im bola

dokazana rovnost (1.15). Platnost vztahu (1.16) pre V, z rovnice (1.17) je zrejmaé,

lim & 0. (1.19)

t—so00

V ststave N hmotnych bodov ziskame celkovy gravitacny potencial opét principom
superpozicie, teda suc¢tom c¢iastkovych gravita¢nych prispevkov jednotlivych hmotnych
bodov,

N
Ve(P) = Vil P) :GZ%. (1.20)
i=1 i=1
Podobnym spdsobom ako v rovnici (1.18) sa mozeme presved¢it, ze aplikovanim operatora
gradient na gravitaény potencial (1.20) ziskame gravitacné zrychlenie (1.6). Rovnice (1.15)
a (1.16) teda platia i v pripade gravita¢ného potencialu, ktory je generovany ststavou N
hmotnych bodov.

Od gravitacného potencialu N hmotnych bodov prejdeme ku gravitaénému potencialu

vSeobecného telesa podobnou tivahou ako v kapitole 1.1.1. Teleso rozdelime na diferen-

cialne hmotné elementy dm = pdr a gravitacny potenciél ziskame integraciou,

Ve(P) ZG///%dT- (1.21)

Dokaz, ze rovnica (1.21) vyhovuje prijatej definicii gravita¢ného potencialu (rovnice 1.15
a 1.16) vynechame, no je dostupny napriklad v MacMillan (1930).

K definicii a interpretécii gravitacného potencialu mozno pristipit aj z fyzikdlneho
hl'adiska. Bez podrobného odvodenia sa obmedzime na tvrdenie, Ze hodnota gravita¢ného
potencialu v bode P predstavuje pracu, ktorit musi vykonat gravita¢né pole pri premiest-
neni hmotného bodu s hmotnostou 1 kg z miesta s nulovym potencidlom (v geodézii
nekone¢no, pozri vztah 1.16) do bodu P (MacMillan, 1930; Kellogg, 1967; Torge a Miil-
ler, 2012). Prdca je drahovy aéinok sily, v tomto pripade gravitacnej. Gravitaéna sila ma
tu vlastnost, Ze praca sposobené jej silovym ucinkom nezdvisi od drahy, dolezity je iba
zaCiatony a koncovy bod drahy. Ak st zaciatoCny a koncovy bod totozné, praca je nu-
lova. Bez tejto vlastnosti by nebolo mozné najst skalarnu funkciu Vj, ktora by vyhovovala
rovnici (1.15).

Na rozdiel od gravitacného zrychlenia, gravitacny potencial nedokédZeme priamo me-
rat. Vo fyzikalnej geodézii casto vystupuje ako neznama funkcia, ktort sa snazime urcit,
napriklad z gravitacného zrychlenia. Gravitaény potencial ma v stustave SI fyzikalnu jed-
notku m? s72. Obréazok 1.8 znazorije gravitacny potencial v oblasti Vysokych a Nizkych

Tatier.
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Obrazok 1.8. Gravitacny potencial Vi na zemskom povrchu v oblasti Vy-
sokych a Nizkych Tatier (jednotky m? s=2). Déita st prevzaté z modelu
grav-sr-2arcsec (Bucha, 2019).

1.2 Teéria potencialu

Rovnica (1.21) sa v geovedach zvykne nazyvat Newtonov integrdl. Hovori, Ze gravitacny
potencial telesa moze byt vypocitany, ak pozname tvar telesa a priestorové rozlozenie hus-
toty v jeho vnutri. Newtonov integral ma vo fyzikalnej geodézii kIucovy vyznam, pretoze
gravitacny potencial obsahuje informéciu o v8etkych veli¢inach gravita¢ného pola.

Newtonov integral polozil zaklady novej oblasti matematiky a matematickej fyziky
s nazvom tedria potencidlu. Podla MacMillan (1930) siahaja jej zaciatky k franctizskemu
matematikovi, fyzikovi, astronémovi a politikovi P. S. Laplaceovi (1749 az 1827). Ten si
uvedomil, Ze gravitacny potencial kazdého vseobecného telesa mé spolocné urcité vlast-
nosti. Na zaklade tychto spolo¢nych vlastnosti mozno potom definovat zaujimavi mnozinu
funkcii, ktora je hodné podrobnejsieho skiimania. Vyznamnost teoérie potencialu iba po-
tvrdzuje skutocnost, ktoré je zndma priblizne od ¢ias C. F. Gaussa, a to, Ze tato teodria je
aplikovatelna nielen na gravitacné pole, ale napriklad aj na magnetické ¢i elektrostatické
pole (spomenme si na Coulombov zakon a porovnajme ho s Newtonovym gravitaénym
zékonom 1.1).

Teodria potencialu teda studuje vztah (1.21) vo v8eobecnom zmysle. Zaobera sa pritom
rozlicnymi zdrojmi pola (hmotny bod, hmotna priamka, nekoneéne tenka vrstva, vse-
obecné teleso a pod.) s roznym priestorovym rozlozenim hustot (napriklad konstantna,
premenliva ¢ dokonca i zapornd) a neobmedzuje sa iba na gravitacné pole. Tato tuloha

je nesmierne narocna. Co sa napriklad stane, ak sa v rovniciach (1.9) a (1.21) nachadza
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vypoctovy bod P vo vnutri telesa? Za takychto okolnosti musi nevyhnutne dojst k si-
tuacii, v ktorej su siradnice bodu P identické so stradnicami jedného diferencialneho
hmotného elementu dm. Vzajomna vzdialenost medzi bodom P a elementom dm, ktora
vystupuje v menovateli, bude preto ¢ = 0. Konverguju alebo diverguji v takomto pripade
integraly (1.9) a (1.21)7 Jednou z mnohych dalsich vyziev su gravitacné polia objektov
komplikovanych tvarov, napriklad Zeme, ktorej povrch obsahuje ostré hrany. Je preto
prirodzené, ze teodria potencidlu pritiahla zdujem brilantnych matematikov, akymi boli
napriklad J. L. Lagrange, A.-M. Legendre (1752 az 1833), P. S. Laplace, britsky samouk
G. Green (1793 az 1841) ¢i C. F. Gauss (pre diskusiu o Gaussovom prinose pozri napriklad
Freeden a kol., 2018).

V nasledujucich Siestich kapitolach (1.2.1 az 1.2.6) sa budeme zaoberat nicktorymi

zékladnymi vlastnostami gravitacného potencialu, ktoré vyplyvaju z tedrie potencialu.

1.2.1 Podmienka regularity

Gravitaény potencial hmotného bodu a gravitaény potencial vSeobecného telesa st regu-
larne funkcie v nekonecne. Funkcia U je reguldrna v nekonecne, ak plati (Kellogg, 1967;
Pick a kol., 1973)

ou

2_
¢ ox

ou
2_
¢ 0

1.22
z<C, (1.22)

lim (U] < C, lim
{—00 {—00

< C, lim ‘528—[]’ < (C, lim
dy

{—00 L—00

kde ¢ je vzdialenost od Tubovolného pevného bodu a C' je konstanta.

Na tomto mieste sa obmedzime iba na dokaz, Ze prva limita (1.22) pre gravitaény po-
tencial hmotného bodu V z rovnice (1.17) je kone¢na. Vzdialenost ¢ v nerovnostiach (1.22)
moze byt uvazovana od I'ubovolného pevného bodu v priestore. Ak za tento pevny bod
zvolime polohu hmotného bodu s hmotnostou m, potom ¢ v rovnici (1.17) a v nerovnos-
tiach (1.22) predstavuje tu istt vzdialenost, teda

= lim |Gm| = Gm. (1.23)

{—00

G
lim [¢V,] = lim ‘e—m‘
{—00 {—00 1
Pre gravitacny potencial vSeobecného telesa (1.21) uvedieme bez dokazu nasledujicu

rovnost,

lim [(V,] = G M, (1.24)
l—00

kde M je hmotnost vSeobecného telesa. Pre dokaz, Ze gravita¢ny potencial vSeobecného

telesa (1.21) vyhovuje nerovnostiam (1.22) pozri napriklad Pick a kol. (1973).

1.2.2 Laplaceova rovnica v kartezianskych saradniciach

Pierre-Simon Laplace zistil, Ze gravitatny potencial kazdého vSeobecného telesa splia
v priestore mimo hmot rovnicu
_ 0*V, n 0*V, n 0V,

2
ViV 0x? Oy? 022

~0. (1.25)
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Operator V2 sa nazyva Laplaceov operdtor a rovnica (1.25) sa nazyva Laplaceova rovnica
pre gravitacny potencidl. V niektorej literatire sa Laplaceov operdtor oznacuje symbo-
lom A.

Aplikiciu Laplaceovho operatora V? na dvakrat diferencovatelna funkciu f mozeme
zapisat pomocou uz znameho operatora gradient V, ktory bol definovany rovnicou (1.12)
(Sanso a Sideris, 2013),

0 0 0 of of of
;72 f— ;7 . ;7 e JR— _ _ . —_ - _—
/= (Vf) (91 8$+e2 8y+e3 8z) <e1 8:B+e2 oy +es 82)

ey, Of O f Oey Of 0*f *f
:el'%%“‘el'elﬁ“'el'%Fy+el'e2axay+"‘+93'83@ (1.26)
92 2 2
ox?  0y*> 022

kde symbol - oznacuje skaldrny sicin dvoch vektorov. Na ziskanie posledného vyrazu
v rovnici (1.26) sme vyuzili nasledujice vlastnosti jednotkovych vektorov a skaldrneho

sucinu vektorov,

ei-e; = lleil lles cos(90°) = 0, i+ (1.27)
e; - €; = ||| [le;]| cos(0%) =1, (1.28)
de; Oe; Oe;
or 0Oy 0z (1.29)

Rovnica (1.27) vyplyva z ortogondlnosti jednotkovych vektorov e; a e; pre ¢ # j (pozri ob-
razok 1.7). Rovnica (1.28) je dosledkom vztahu (1.11). Vztahy (1.29) vyplyvaja z definicie
jednotkovych vektorov (1.10).

Laplaceov operator je linedrny, teda pre dvakrat diferencovatelné funkcie f a g a kon-

Stantu ¢ plati

V2(f +9) = Vf+ Vg, (1.30)
Vi(c f) = cV?f. (1.31)

Overme, ¢ gravitacny potencial hmotného bodu (1.17) vyhovuje Laplaceovej rov-
nici (1.25). Budeme uvazovat vzdialenost ¢ > 0, pretoZe gravitaény potencial hmotného

bodu nie je definovany pre ¢ = 0. S vyuzitim (1.17) a (1.31) dostaneme vztah
G 1
V2V, = V? (Tm) — Gm V2 <Z> , (1.32)

kedze G m je konstanta. Postacuje preto dokazat rovnost

1 0% (1 0? (1 0% (1
2 (2 _ 9 [1 e A B
\Y (6) 92 <£> + B, (f) + 9.2 (6) 0. (1.33)

LOblé zatvorky v rovnici (1.26) st pouzité na uréenie priority algebrickych operacii nasobenia a s¢ita-

nia, nie na oznacenie prvkov vektorov. Prvky vektorov a matic uddvame vzdy v hranatych zatvorkéch.
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Vypocitajme druhé parcialne derivéacie funkcie 1/¢ v smere stradnicovych osi s vyuzitim

O (N _9 (a2 _ (le-a) 1

022\ ()~ Ox 6 ) 05 B

(1N _ 9 y=y\_(,ly—y) 1

7 (1) =ar (15) = (05 - 5) .
8_2 N_ 0 (2= _ 3M_i

0:2\() ~ oz 6) I 6B

Sucet ¢lenov na pravej strane rovnic (1.34) je nulovy, ¢im je dokdzana rovnost (1.33).

rovnice (1.4),

Gravita¢ny potencial hmotného bodu (1.17) teda vyhovuje Laplaceovej diferencialnej rov-
nici (1.25) pre £ > 0.
Pomocou vztahov (1.20), (1.30), (1.31) a (1.34) sa mozno presved¢it, ze Laplaceove]

rovnici vyhovuje i gravitacny potenciél, ktory je generovany sustavou N hmotnych bodov,

N N N )
i=1 i=1 i=1 ‘

Rovnica (1.35) plati opét iba za predpokladu, ze ¢; > 0 pre i = 1,2,..., N. Tato pod-
mienka je splnena, ak poloha bodu, v ktorom je Laplaceova rovnica pocitana, je rozdielna
od poldh vsetkych N hmotnych bodov.

Podobne mozno ukazat, ze Laplaceova rovnica pre gravitacny potencial vSseobecného

telesa plati vo vSetkych bodoch mimo telesa,
0% (1 0% (1 0 (1
217 _ - — I dr = 0. 1.
=6 [[[ o5 (5) * 5 () + 3w ()] or=0 o

1.2.3 Laplaceova rovnica vo sférickych stradniciach

S ohl'adom na priblizne sféricky tvar Zeme je ¢asto vyhodnejSie popisovat zemské gra-
vitacné pole v krivociarych sférickych staradniciach nez v kartezianskych stradniciach.
Je preto potrebné najst tvar operatora gradient (rovnica 1.12) a Laplaceovho operatora
(rovnica 1.26) aj vo sférickych stradniciach. Zaujimavostou je, ze Laplace v skuto¢nosti
prvykrat publikoval rovnicu (1.25) prave v krivocdiarych sférickych suradniciach, a nie
v kartezianskych saradniciach (MacMillan, 1930).

Sférické siradnice budeme oznacovat symbolmi r, o, A, pricom r predstavuje sprievo-
di¢, ¢ je sféricka Sirka a ) je sféricka dlzka (obrazok 1.9). Transformécia sférickych stiradnic

na kartezianske stradnice ma tvar (obrazok 1.9)

X =T COSp COS A,
Yy =1 cosp sin \, (1.37)

z =71 sine.
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Obrazok 1.9. Kartezianske stiradnice x,y, z a sférické stradnice r, ¢, A bodu P.
Symboly ef, e, e3 oznacuju jednotkové vektory lokalneho kartezidnskeho si-

radnicového systému z°, y°, 2° s pohyblivym zaciatkom v bode P.

Inverzné transformacia je dana vztahmi (obrazok 1.9)

r=+x2+y2+ 22,
z
Y = arctan \/ﬁ, (138)

A = arctan y
T

Operator gradient méa vo sférickych siradniciach tvar (pozri prilohu B.1)

S 10 T
r Op
EUNPPR T SUN NR . SR I B
Vf—gradf—elr&p eQTcosgoﬁ)\ €55 = Tcos s O (1.39)
of
L or i

Symboly e, €3, ej oznacuji jednotkové vektory sturadnicovych osi z° 9° 2° lokalneho
kartezianskeho stradnicového systému orientovaného na sever s pohyblivym zaciatkom
v bode P (obrazok 1.9). Os z® je dana smerom sprievodi¢a prechadzajtceho bodom P a je
orientovana kladne vo vonkajSom smere. Os x° lezi v rovine merididnu a je orientovana
kladne na sever. Os y® dotvara pravouhly lavotocivy suradnicovy systém. Aplikovanim
operatora gradient (1.39) na gravitaény potencial Vg (r, ¢, A) ziskame gravitacné zrychle-
nie g, (7, ¢, A), ktorého prvky popisujt zmenu gravita¢ného potencialu v bode P v smere

saradnicovych osi z°, 1°, 2°.
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Laplaceova rovnica pre gravitatny potencial ma vo sférickych suradniciach tvar (pri-
loha C.1)

9 10 [ ,0V 1 0 0V 1 9%,
_ 19 9 — 0. 1.4
V'V r2ar \| or * 2 cos @ dy cos dp * r2 cos? p ON? 0 (1.40)

Derivaciou oboch stuc¢inov v zatvorkach moézeme zapisat Laplaceovu rovnicu aj v tvare

P?Vy 20V, 1 0*V, tanp JV, 1 9%,
e +
orz2 r or  r? 0¢? r2  Odp 1?2 cos?yp ON?

v2Y, =0. (1.41)

1.2.4 Prakticky vyznam Laplaceovej rovnice

Jednym z cielov fyzikalnej geodézie je urcit vonkajsie gravita¢né pole Zeme z odmeranych
veli¢in gravita¢ného pola. Z praktickych dovodov ale dokédZzeme vykonavat merania iba
v malej Casti priestoru mimo Zeme, napriklad v bezprostrednej blizkosti zemského povr-
chu ¢i na drédhe umelej druzice Zeme. Preto ak chceme urcit gravitacné pole aj v inych
oblastiach mimo Zeme, je potrebné porozumiet tomu, ako sa gravita¢ny potencial v tomto
priestore meni. Ak by nejaky princip existoval a bol by objaveny, znamenalo by to, Ze
hoci nase merania st dostupné iba v malej Casti vonkajSieho priestoru Zeme, gravitacny
potencidl mimo Zeme mdZe byt z tychto merani vypocitany aj v tych oblastiach, ktoré
nie s pokryté meraniami.

Tento princip bol objaveny a je nim prave Laplaceova rovnica. V kapitole 1.1 sme
ukézali, ako Newtonov gravitacny zakon (1.1) vysvetluje princip (mechanizmus) pohybu
planéty okolo Slnka. Vdaka tomuto principu postacuje poznat niekolko vstupnych tuda-
jov v ¢ase ty (polohu planéty, vektor rychlosti planéty a vektor gravitacnej sily, ktora
pdsobi medzi Slnkom a planétou) a poloha planéty moze byt vypocitana v Tubovolnom
Case v buducnosti ¢ v minulosti. Situacia je sice vyrazne komplikovanejsia, ak uvazime
pritomnost dalsich nebeskych telies, no aj tato tloha je rieSiteln& v principe rovnakym
sposobom. V pripade Laplaceovej rovnice je situédcia velmi podobna. Predpokladajme, Ze
pozname napriklad gravitacny potencial ¢i gravitacné zrychlenie na celom povrchu Zeme
a tiez predpokladajme, Ze tvar zemského povrchu je znamy. Znalost principu zmeny gra-
vita¢ného potencidlu? mimo Zeme v podobe Laplaceovej rovnice potom umoZije zistit
hodnotu gravitacného potencialu v I'ubovolnom bode tejto oblasti. Laplaceova rovnica
mé preto klticovy vyznam pre ur¢ovanie vonkajsicho gravita¢ného pola Zeme. Dodajme,
ze Laplaceova rovnica plati mimo Zeme az po matematickom odstraneni alebo zanedbani
hmot zemskej atmosféry (pozri napriklad Janak a kol., 2006).

1.2.5 Harmonicka funkcia

Laplaceovej rovnici vyhovuje nielen gravitacny potencial mimo telesa, ale nekonecéné

mnozstvo funkcii. Zavedme preto pojem harmonickd funkcia. Funkcia je harmonické v ob-

?Ked#ze Laplaceova rovnica (1.25) obsahuje druhé derivécie, presnejsie by azda bolo hovorit o zmene

zmeny gravitacného potencialu.
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lasti Q trojrozmerného priestoru, ak vyhovuje Laplaceovej rovnici v kazdom bode oblasti 2
(Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005). Ak oblast €2 je vonkajsim priestorom uzavretej plo-
chy, potom musi navyse spliat podmienku regularity (pozri nerovnosti 1.22; Hofmann-
Wellenhof a Moritz, 2005).

Harmonické funkcie maju niekolko zaujimavych a délezitych vlastnosti (pozri napri-
klad Kellogg, 1967; Pick a kol., 1973; Janék a kol., 2006). Spomenme aspon jednu z nich.
Kazda harmonicka funkcia je analytickd v oblasti, v ktorej vyhovuje Laplaceovej rovnici.
To znamena, ze kazda harmonické funkcia je spojita, ma spojité vsetky derivacie a v okoli
kazdého bodu oblasti €2 ju mozno rozvinut do Taylorovho radu (Hofmann-Wellenhof a Mo-
ritz, 2005). Tato vlastnost je klti¢ova, preto sa pri nej na chvilku pristavme.

Nech f(x) je analyticka funkcia, ktora je nekone¢ne diferencovatelna v bode zq. Tay-

lorov rozvoj funkcie f(x) v okoli bodu xy méa tvar

[e.e]
1 d"f(x) n
flz) = ZH | @) (1.42)
n=0 T=Io
Zapis d?:ii SLx ) oznacuje hodnotu n-tej derivacie funkcie f podla z v bode xzy. Pri-
T=x
pomenme, ze 0! = 1 a tiez, ze nulta derivacia funkcie f je rovnd samotnej funkcii f,

teda dzj;(oz) = f(xo).
T=x0

Uvazujme teraz vSeobecné teleso. Nech st dané dva body, Py (r, ¢, A) a Py(r-+Ar, ¢, \),

Ar > 0, nachadzajtice sa mimo tohto telesa a na tej istej spojnici so zac¢iatkom strad-
nicového systému, ktory sa nachédza v tazisku telesa (obrazok 1.10). Kedze gravitaény
potencial je v oblasti mimo hmot harmonické, a teda analyticka funkcia, mézeme ho v okoli
bodu P; rozvinut do Taylorovho radu,

oo

1 0"V,
Ve(P) =Y — —=E

n! orn P

Ar'. (1.43)

n=0
Rovnica (1.43) hovori, Ze z lokalnych vlastnosti gravitacného potencialu, ktoré su obsiah-
nuté v derivaciach 0"V, /0r™ v bode Py, dokdzeme uré¢it hodnotu gravita¢ného potencialu
v Tubovolnom bode v radidlnom smere pre Ar > 0. Tento proces sa nazyva analytické
pokracovanie gravitacného potencialu nahor. Cim je vzdialenost Ar vécsia, tym pomalsie
rad (1.43) spravidla konverguje a naopak. Analyticky pokracovat mozno aj v inych sme-
roch. V takom pripade je potrebné derivovat gravitany potencial v prislusnom smere.
Rovnako tak moézu byt analyticky pokracované aj iné veli¢iny gravita¢ného pola, napri-
klad gravita¢né zrychlenie,
= 1 g

Z n! 81“”

n=0

Ar™, (1.44)

Na zaver dodajme, Ze situacia je vyrazne komplikovanejsia, ak analyticky pokracujeme
nadol z bodu P, do bodu P;. Tato tloha je zle podmienené a numericky nestabilna (Sanso
a Sideris, 2017). V praktickych aplikicidch to znamend, Ze i mald zmena vo vstupnych

udajoch spodsobuje velké zmeny vo vysledkoch.



1.3. Odstredivé pole a tiazové pole 25

X

Obrazok 1.10. Analytické pokracovanie gravitatného pola medzi bodmi P;
a PQ.

1.2.6 Poissonova rovnica

7 kapitoly 1.2.2 vieme, ze Laplaceova rovnica pre gravitacény potencial plati v kazdom

bode mimo telesa. Vo wvnitr: telesa plati Poissonova rovnica,
V2V, (P) = —47 G p(P), (1.45)

kde p(P) je hustota v bode P. Odvodenie Poissonovej rovnice uvadzaja napriklad Mac-
Millan (1930), Kellogg (1967) a Sanso a Sideris (2013). Poissonovu rovnicu mozno vnimat
ako zovSeobecnenie Laplaceovej rovnice. Ak sa bod P vo vztahu (1.45) nachadza mimo
hmot, potom p(P) = 0, ¢im dostavame Laplaceovu rovnicu (1.25). S. D. Poisson (1781 az
1840) bol francizsky matematik a fyzik. Rovnicu (1.45) publikoval v roku 1813 v préci
Bulletin de la société philomatique.

Posledné oblast, v ktorej sa moze nachiddzat bod P, no nie je pokryta ani Laplace-
ovou, ani Poissonovou rovnicou, je povrch telesa. Druhé derivacie gravita¢ného potencialu
vystupujiice v operatore V2 (pozri rovnice 1.25 a 1.41) nie st vo vSeobecnosti v takom
pripade definované (Kellogg, 1967). Dévodom je nespojitost hustoty p, ktora sa na povr-
chu telesa meni z p > 0 na 0, resp. naopak, v zavislosti od smeru prechodu. Na povrchu
telesa tak pre gravitacny potencial neplati ani Laplaceova rovnica (1.25), ani Poissonova

rovnica (1.45).

1.3 Odstredivé pole a tiazové pole

Newtonov gravitacny zakon (1.1) plati v stradnicovom systéme, ktory je v pokoji alebo
je v stave rovnomerného priamociareho pohybu. Takyto stradnicovy systém sa nazyva

inercidlny suradnicovy systém.
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Uvazujme trojrozmerny karteziansky stradnicovy systém so zaciatkom v tazisku Zeme
a s osou z, ktora je totozna s rotac¢nou osou Zeme. Os x nech lezi v prieseéniku rovin rov-
nika a Greenwichského meridianu a os y nech dotvara pravotoc¢ivy siradnicovy systém.
Nech je tento sturadnicovy systém pevne spojeny so Zemou. Takyto stradnicovy systém
nie je inercialny, pretoze voc¢i inercidlnemu siradnicovému systému v hom dochadza pri-
najmensom k dvom nelinearnym pohybom (Sanso a Sideris, 2013). Prvy vznika v désledku
rotacie Zeme okolo vlastnej osi, druhy je spésobeny obehom Zeme okolo Slnka. Aby sme
v takomto neinercidlnom stradnicovom systéme mohli studovat sily posobiace na Zemi
pomocou druhého Newtonovho pohybového zakona, musime uvazit nielen gravita¢nu silu,
ale aj dalsie sily. Na objekt, ktory sa nachadza na rotujicej Zemi, pésobi okrem gravitac-
nej sily aj odstredivd sila. Ak je takyto objekt v pohybe, posobi nan aj Coriolisova sila
(Torge, 1989; Jekeli, 2000b; Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005; Sanso a Sideris, 2013).
Azda vacsina geodetickych meracich zariadeni je po¢as merania vo¢i Zemi v pokoji, preto
Coriolisovu silu nebudeme uvazovat. Ak sa uhlova rychlost rotacie meni v ¢ase, je potrebné
uvazit Fulerovu silu (Torge, 1989; Sanso a Sideris, 2013). V tejto praci predpokladame, ze
uhlova rychlost rotacie Zeme je konstantné, preto nebudeme dalej uvazovat ani Eulerovu
silu. Tieto tri sily, odstrediva, Coriolisova a Eulerova, sa zaraduju medzi zotrvacné sily,
niekedy tiez nazyvané fiktivne sily. Zotrvacné sily su zdanlivé sily, ktoré st spdsobené
neinercialnostou vztaznej sustavy pozorovatela, a teda nevznikaju vzajomnym silovym
posobenim medzi objektmi.

Najvyznamnejsia zotrvacna sila vo fyzikalnej geodézii je spdsobena rotaciou Zeme a na-
zyva sa odstredivd sila F.. Pole sposobené rotaciou Zeme budeme nazyvat odstredivé pole.
Zatial ¢o gravita¢né pole Zeme je v zmysle Newtonovho gravitacného zékona (1.1) désled-
kom hmot, ktoré tvoria zemské teleso, odstredivé pole Zeme je sposobené neinercidlnostou
vyssie opisaného stradnicového systému. Uvazenim spolo¢ného pdsobenia gravitacného

a odstredivého pola ziskame tiaZové pole. Formalne teda moZzeme napisat vztah
gravitacné pole + odstredivé pole = tiazové pole.

Tiazové pole ma pre fyzikidlnu geodéziu fundamentalny vyznam. Jedna z veli¢in tia-
zového pola, tiazové zrychlenie, je totiz jednym z prostrednikov, vdaka ktorym vieme
ziskat a matematicky uchopit informéaciu o skuto¢nom tiazovom poli nasej Zeme. Dalsia
z veli¢in tiazového pola, tiazovy potenciél, sa pouziva napriklad na definiciu fyzikalneho
tvaru Zeme, teda geoidu (pozri tvodnu kapitolu).

V nasledujucich dvoch kapitolach popiSeme velic¢iny odstredivého a tiazového pola.

1.3.1 Odstredivé a tiazové zrychlenie

Uvazujme neinercidlny suradnicovy systém x,y,z v zmysle kapitoly 1.3. Odteraz vsak
budeme navysSe predpokladat, Ze uhlova rychlost rotacie Zeme w je konstantné a tiez
ze rotacna os Zeme nemeni svoju polohu voci stradnicovej osi z. Nech je dany hmotny

bod P(x,y, z) s hmotnostou 1 kg kdekol'vek na Zemi alebo v jej vnutri. V désledku rotacie
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Obrazok 1.11. Gravitacné zrychlenie gy, odstredivé zrychlenie g. a tiazové
zrychlenie g v bode P na povrchu idealizovanej rotujtucej Zeme sférického tvaru

a konstantnej hustoty.

Zeme a suradnicového systému, v ktorom vyjadrujeme polohu, je hmotnému bodu P
udelované odstredivé zryjchlenie g.(P),

g.(P)=w’p=0uw? |y]|. (1.46)
0

Velkost odstredivého zrychlenia ||g.(P)|| sa meni iba so vzdialenostou p = ||p|| od rota¢ne;
osi (obrazok 1.11),

|g(P)]| :w2p:w2v562+y2 = w?r cos . (1.47)

Cim je vzdialenost p vadsia, tym je vadsie i odstredivé zrychlenie a naopak. Vektor g.(P)
je kolmy na os rotacie (pozri vztah 1.46 a obrazok 1.11). Uhlova rychlost rotacie Zeme je
priblizne rovna w = 7292115 x 107! rad s=! (Moritz, 2000).

V neinercidlnom sturadnicovom systéme je vysledné zrychlenie posobiace na hmotny
bod s hmotnostou 1 kg dané vektorovym stctom gravita¢ného zrychlenia g,(P) a odstre-
divého zrychlenia g.(P).* Toto zrychlenie sa nazyva tiaZové zrijchlenie a oznacovat ho
budeme symbolom g(P) (obrazok 1.11),

g(P) = g(P) + ge(P). (1.48)

Meranie tiazového zrychlenia

TiaZzové zrychlenie mozno odmerat, vdaka ¢omu predstavuje tstredni veli¢inu v procese
urCovania tvaru Zeme. Pristroj na meranie velkosti tiazového zrychlenia ||g(P)|| sa nazyva

absolitny gravimeter. Merania absolitnymi gravimetrami si ¢asovo aj finanéne naroc¢né,

30Ostatné zrychlenia (pozri kapitolu 1.3) sme v tejto préci s prijatelnou mierou aproximéacie zanedbali.
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preto sa vyuzivaju aj relativne gravimetre. Tymito pristrojmi je ale mozné urcit iba rozdiel
velkosti tiazového zrychlenia, ¢i uz medzi dvoma bodmi, alebo na jednom bode v rozdiel-
nom ¢ase. Presnost urcenia ||g(P)|| v sucasnosti dosahuje radovo niekolko mikroGalov.
Smer vektora g(P) je dany astronomickou #irkou a astronomickou dlzkou bodu P, a tak
moze byt odmerany astronomickym uréenim polohy bodu P (Hofmann-Wellenhof a Mo-
ritz, 2005). Presnost urcenia astronomickych siradnic sa v stcasnosti pohybuje priblizne
v desatinach uhlovej sekundy. Vedny odbor zaoberajici sa meranim tiazového zrychlenia
sa nazyva gravimetria (pozri napriklad Torge, 1989; Rozimant a kol., 1994 ¢i Janak, 2010).

1.3.2 Odstredivy a tiazovy potencial

Podobne ako gravitacné zrychlenie, i odstredivé a tiazové zrychlenie mozno definovat

pomocou skalarnych veli¢in. Tieto skalarne veli¢iny sa nazyvaja odstredivy potencidl,

1 1
Vo(P) = 5 W (22 +y°) = 5 w?r? cos® @, (1.49)
a tiaZovy potencidl,
W(P) = Vg(P) + Ve(P). (1.50)

Prislusné zrychlenia (1.46) a (1.48) ziskame aplikovanim operatora gradient na rov-
nice (1.49) a (1.50),
g:(P) = VVi(P), (1.51)

g(P) = VW(P) = VVy(P) + VV.(P) = g¢(P) + g:(P). (1.52)

V zmysle vlastnosti operatora gradient (kapitola 1.1.2) udavajua vektory g.(P) a g(P)
velkost a smer najvéacsieho narastu odstredivého a tiazového potencialu V.(P) a W(P)
v bode P. Rovnicu (1.51) mozno overit pomocou (1.12) a (1.49), ¢im ziskame (1.46).
V rovnici (1.52) bola vyuzita linearnost operatora gradient (rovnice 1.13 a 1.14).
Odstredivy ani tiazovy potencial nedokdzeme priamo odmerat. V sustave SI prislicha

obom veli¢indm jednotka m? s~2.

Ekvipotencialna plocha

Plocha, na ktorej je tiazovy potencial W konstantny, sa nazyva ekvipotencidina plocha
alebo tiez hladinovd plocha (obrazok 1.12). V tvodnej kapitole jeden z pristupov definuje
tvar Zeme ako geoid, teda ako tu ekvipotencidlnu plochu, ktoré sa najlepsie priblizuje
strednej hladine mori a oceanov. Pre fyzikdlnu geodéziu maji preto ekvipotencidlne plochy

velky vyznam. Zamerajme sa na niektoré ich vlastnosti.

e Ekvipotencidlne plochy st spojité. Tato vlastnost vyplyva zo skutocnosti, ze tia-
zovy potencial vSeobecného telesa (rovnica 1.50) je spojita funkcia v celom priestore
(Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005).

e Ekvipotencialne plochy st uzavreté (Vani¢ek a Krakiwsky, 1986).
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e Ak sa cela ekvipotencidlna plocha nachiddza mimo telesa, potom je tato plocha
analytickd. Ekvipotenciidlne plochy nachadzajice sa vo vnutri telesa alebo teleso
pretinajuce nie st vo vSeobecnosti analytické, pretoze ich krivost sa moze nespojito
menit v zavislosti od hustoty (Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005).

e Vietky ekvipotencialne plochy st hladké a neobsahuji hrany (Hofmann-Wellenhof
a Moritz, 2005).

e Ekvipotencidlne plochy sa nepretinaji. Tiazovy potencial W mé v kazdom bode
definované préave jednu hodnotu (skalarna veli¢ina), preto sa ekvipotencialne plochy
nemozu pretnat (MacMillan, 1930).

e Smer tiazového zrychlenia je v kazdom bode kolmy na ekvipotencidlnu plochu pre-
chadzajucu tymto bodom (Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005). Toto tvrdenie vy-

plyva priamo z rovnice (1.52).

Dalsie dolezité vlastnosti ekvipotencidlnych ploch popisuji napriklad Hofmann-Wellenhof
a Moritz (2005) a Janak a kol. (2006).

Matematicky popis tvaru ekvipotencialnych ploch redlnych telies je naro¢ny. Z Newto-
novho integralu (1.21) vieme, ze gravita¢né pole je dané tvarom a hustotou telesa. Zlozité
nepravidelné tvary ¢i rozlozenia hustoty spodsobuju lokilne zvlnenia ekvipotencialnych
ploch. 7 globéalneho pohladu je tvar ekvipotencidlnych ploch dany celkovou geometriou
telesa (napriklad sploStenim Zeme) ¢ rozsiahlymi hustotnymi zmenami v jeho vnutri.
Na regionalnej trovni je zvlnenie ekvipotencialnych ploch do velkej miery sposobené lo-
kalnymi nepravidelnostami v tvare telesa (napriklad pohoriami). Prave tieto skutocnosti

vyrazne komplikuji presny vypocet geoidu.

tiaznica

/\v/.

povrch Zeme v\

geoid

ekvipotencidlne

plochy

Obrazok 1.12. Ekvipotencialne plochy s konStantnym krokom tiazového poten-

cialu OW.
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Obréazok 1.12 schematicky znazornuje ekvipotencidlne plochy tiazového pola Zeme
s konStantnym krokom tiazového potencialu 6WW. Mozno si vS§imnut, Ze priestorovy rozo-
stup ekvipotencialnych ploch je vacési v rovnikovych oblastiach ako v polarnych oblastiach.
Maly rozostup ekvipotencialnych pléch znamena velkt zmenu tiazového pola, teda velké
tiazové zrychlenie, a naopak. Velkost tiazového zrychlenia ||g|| je tak vacsia v polarnych
oblastiach ako v okoli rovnika.

Lokalny tvar ekvipotencialnych ploch vplyva na mnohé geodetické merania. Horizon-
tovanim geodetického pristroja zabezpecujeme, Ze jeho horizontélna os lezi v rovine lo-
kélneho horizontu, ktory je dotykovou rovinou k ekvipotencialnej ploche prechadzajuce;j
stredom libely. V rovine lokdlneho horizontu st merané napriklad vodorovné smery. AvSak
z dovodu priblizne sférického tvaru Zeme a pre zvlnenie ekvipotencialnych ploch nemozno
vo vSeobecnosti predpokladat rovnobeznost lokalnych horizontov na dvoch roéznych stano-
viskach. Preto ak je vyzadovana vysoka presnost a zdujmovéa lokalita je rozsiahla alebo ma
zlozitt topografiu, moze byt potrebné korigovat niektoré geodetické merania o vplyv ne-
rovnobeznosti lokdlnych horizontov. Vzajomné vztahy medzi lokdlnymi horizontmi mozno
popisat prave pomocou tiazového pola (pozri napriklad Vanicek a Krakiwsky, 1986 alebo
Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005). V SirSom zmysle moézeme povedat, ze hoci si mnohé
geodetické merania postavené na geometrickych principoch, uskuto¢nujeme ich pod vply-
vom tiazového pola. V geodézii preto polohu bodov nemozno presne urcovat bez znalosti
tiazového pola. Na druhej strane, udaje o tiazovom poli ziskavame z merani v bodoch,
ktorych presnt polohu musime poznat. Ttuto polohu vSak ur¢ujeme opét len tymi istymi
geodetickymi metodami, ktoré vyzaduju znalost tiazového pola. Téato cyklickost demon-

Struje tuzko prepojeny vztah medzi geodetickymi meraniami a tiazovym polom.

TiaZnica

Silo¢iara tiazového pola sa nazyva tiaZnica. TiaZnica je priestorova krivka, ktora je kolma
na vsetky ekvipotencialne plochy (obrazok 1.12). Doty¢nica k tiaZnici sa nazyva zvislica.
Smer zvislice je totozny so smerom tiazového zrychlenia (smer zavesenej olovnice).

Z pohladu geodetickych merani je nutné, aby zvisla os pristroja (napriklad teodolitu)
bola totozna s lokalnou zvislicou. Tato podmienka je splnené po zhorizontovani pristroja
za predpokladu, ze vertikdlna os pristroja je kolma na horizontalnu os pristroja. K lokalnej
zvislici sa vztahuji napriklad merané vertikalne uhly. Priblizne sféricky tvar Zeme a zvlne-
nie ekvipotencialnych ploch sposobuju, ze vertikdlne osi zhorizontovanych pristrojov nie
st medzi stanoviskami vo vSeobecnosti rovnobezné. V tlohach, ktoré vyzaduju vysoku
presnost, moze byt preto potrebné korigovat geodetické merania o vplyv nerovnobeznosti
lokalnych zvislic.

V geodézii sa tiaznice vyuzivaju napriklad na definovanie fyzikalnych (nadmorskych)
vysok (kapitola 1.5).
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1.4 Homogénna rotujiaca gula

Homogénna gula je teleso sférického tvaru s polomerom R a konStantnou hustotu p. Je
to jedna z najjednoduchsich aproximécii zemského telesa, preto ju vyuzijeme na ziskanie
hrubej predstavy o gravitacnom a tiazovom poli v okoli skuto¢nej Zeme.

Gravitacné pole homogénnej gule budeme Studovat pomocou Newtonovho integ-
ralu (1.21). Ten sme aZz dosial zapisovali v8eobecne s vyuZzitim integracného elementu dr
a objemu telesa 7. V kartezianskom siradnicovom systéme mozno objem diferencidlneho

elementu dr (obrazok 1.4) vyjadrit jednoducho vztahom
dr(Q) = da’ dy' d2’. (1.53)

Dosadenim (1.53) do (1.21) tak ziskame Newtonov integral v kartezianskom stiradnicovom

V,(P) :G///%dx’dy’dz’. (1.54)

V tejto kapitole ale chceme skimat gravitacné pole v okoli telesa sférického tvaru, preto

systéme,

bude vyrazne jednoduchsie riesit Newtonov integral vo sférickom stradnicovom systéme.
V kapitole 1.4.1 preto najprv vyjadrime Newtonov integral (1.21) v krivociarych sférickych
sturadniciach. S vyuzitim ziskaného vztahu potom v kapitolach 1.4.2 a 1.4.3 popiSeme

gravitacné a tiazové pole v okoli homogénnej gule.

1.4.1 Newtonov integral vo sférickych stradniciach

Odvodenie Newtonovho integralu vo sférickych saradniciach r, o, A z jeho naprotivku
v kartezianskych suradniciach z,y, z (rovnica 1.54) nie je trividlne. Dévod je ten, Ze jed-
notlivé kartezianske suradnice z,y, z v rovnici (1.54) zéavisia od viac, ako jednej sférickej
stradnice, x(r, @, A), y(r, o, A), z(r, ¢) (pozri vztahy 1.37). Tato ulohu vyrieSime zdmenou
integracnych premennych.

Zéamenu troch integraénych premennych mozno formulovat nasledujticim spésobom.
Nech st dané suradnicové systémy xq,x9, T3 a ui(xy, T2, x3), us(x1, T2, T3), uz(T1, To, T3).
Pre integrovatelna funkciu f(z1,xs,z3) potom plati vztah (napriklad Arfken a Weber,
2005; Olver a kol., 2010)

/Q//f(l"lax%%) dzy dwg das :/Q//f[ml(uhUQ,UZS)aZEQ(Ul,UQ,U3),I‘3(U1,UQ,U3)]

X | det(J)| du1 dU,Q dU3,
(1.55)
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kde | det(J)| je absolitna hodnota determinantu matice

‘8951 axl 81’1 T
(9u1 8u2 8U3
8132 8x2 81’2
J= 1.56
aul 3u2 8u3 ( )
(9.%'3 al'g 81'3
_8u1 aUQ 8u3 .

Maticu J budeme nazyvat Jacobiho matica. Symbol € oznacuje zobrazenie oblasti 2/

v zmysle transformacie (uy, us, us3) — (z1(u1, us, usz), To(u1, Uz, ug), r3(us, Uz, uz)).
Vratme sa teraz k Newtonovmu integralu (1.54). Na ziskanie diferencialneho ele-

mentu dr vo sférickych siradniciach potrebujeme v zmysle zameny troch integrac¢nych

premennych najprv vyjadrit Jacobiho maticu. Tt ziskame pomocou rovnic (1.37) a (1.56),

[0z' 02’ Ox']
o' 0y ON cosg’ cos N —1’ sing’ cos N —r' cos ¢’ sin N
oy oy oy
J = 8_37{’ 85;’ 8_3;\’ = [cos¢' sin N —1r'sing’ sin N 1 cos¢’ cosN | . (1.57)
(9_2’ % % sin ¢’ r’ cos ¢’ 0
L O Oy’ ON |

Determinant Jacobiho matice (1.57) vypocitame napriklad Sarrusovym pravidlom,
det(J) = —(r")? cos ¢ (1.58)
Pre diferencial d7(Q) teda plati (pozri rovnicu 1.55)
dr(Q) = da’ dy' d2’ = | det(J)| dr’ dy’ dN = (r')? cos ' dr' d’ dN. (1.59)

Vsimnime si, ze vo sférickych sturadniciach zavisi diferencial objemu d7(Q) od polohy
integracného elementu. Je to sposobené tym, Ze v poslednom vyraze rovnice (1.59) sa
nachddza ¢len (1')? cos¢’, ktory obsahuje siradnice r’" a ¢’ bodu Q (pozri obrazok 1.4).
V kartezianskych stradniciach (rovnica 1.53) takato zavislost neexistuje.

Newtonov integral vyjadrime vo sférickych suradniciach pomocou vztahov (1.54),
(1.55) a (1.59),

Ve(P) =G ///%(r’)2 cos ¢ dr' dp’ dN, (1.60)

kde P(r,p,A) je vypoctovy bod, p = p(r',¢/;N) je hustota diferencidlneho ele-
mentu d7(Q), £ = {(r,1,r") je vzdialenost medzi P a @ (obrazok 1.4),

0= /r2+ ("2 — 277" cos, (1.61)

a napokon ¥ = ¥(p, A, ¢’, \') je uhol medzi spojnicami OQ a OP v rovinnom trojuhol-
niku OPQ (obréazok 1.13),

cos 1) = sin g sin @’ 4 cos ¢ cos’ cos(A — \'). (1.62)
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Obrazok 1.13. Rovinny trojuholnik OPQ z obrazku 1.4.

X

Obrézok 1.14. Vypoctovy bod P mimo homogénnej gule s polomerom R.

1.4.2 Gravitacné pole homogénnej gule

V tejto kapitole popiSeme gravitaény potencidl a gravitacéné zrychlenie homogénnej gule
v celom priestore.

Nech je dan& homogénna gula s polomerom R a kons$tantnou hustotou p (obré-
zok 1.14). Nech je dalej dany trojrozmerny karteziansky sturadnicovy systém x,y, z so
zaciatkom O v geometrickom strede gule. Z dévodu konstantnej hustoty je geometricky
stred homogénnej gule sticasne aj jej taziskom. Konstantna hustota p tiez umoziuje pre-
pisat Newtonov integral (1.60) do tvaru

1
Ve(P) = Gp///z (7")? cos ¢’ dr’ d¢’ dN. (1.63)

Homogénna gula je rotacne symetrické teleso, preto jej gravitacné pole nezavisi ani od
sférickej sirky, ani od sférickej dlzky vypoctového bodu. Sféricku sirku a sféricka dizku
vypoctovych bodov preto moézeme zvolit tak, aby ndm umoznili ¢o najjednoduchsi vypo-

¢et. Vhodnou vol'bou sa javia byt body leziace na osi z. V celej tejto podkapitole budeme
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teda predpokladat, ze vypoctovy bod P(r, ¢, \) lezi na osi z, pokial nebude uvedené inak.
Vztahy budeme hl'adat pomocou Newtonovho integralu (1.63) zvlast v bodoch mimo gule

(r > R), na povrchu gule (r = R) a na zéaver vo vnutri gule (r < R).

Gravitacné pole mimo homogénnej gule

Nech P je vypoctovy bod, ktory sa nachadza mimo homogénnej gule (r > R). Vzdialenost
medzi P a @ (obrazok 1.14) vyjadrime z rovnice (1.61),

0= /124 (r")2 = 277" cos(90° — ¢') = /12 + (1")2 — 277/ sin(¢'). (1.64)

Vzdialenost ¢ z predoslej rovnice nezavisi od sférickej dlzky X', preto vo vztahu (1.63)

mozeme ihned vypocitat integral cez sféricka dlzku X,

Ve(P)=Gp / / / %(r’)Q cos ' dX dg’ dr’

R 2
x 1
= Gp [/\’}(2) / / 7 (r')? cos ¢’ dy’ dr’ (1.65)
r’'=0 go’:—g
R 3 .
=2nGp / / Z(r’)2 cos ¢’ dy’ dr’.
r'=0¢'=—%

Integrand v poslednom vyraze predoslej rovnice mé pomerne zlozity tvar, pretoze
vzdialenost ¢, ktoré sa nachadza v menovateli, zavisi od oboch integracnych premennych
v zmysle rovnice (1.64). Trik, ktorym si vyrazne zjednodusime integraciu, spociva v zé-
mene integracnej premennej ¢’ za premennu £. Na vykonanie takejto zdmeny potrebujeme
najst vztah medzi d¢’ a d¢ a nasledne ur¢it hranice integralu z pohl'adu novej integracne;
premennej . Derivujme vztah (1.64) podla sférickej sirky ¢', pricom premenné r a 1’

budeme povazovat za konstanty,

dé. 71’ cosy’

- = _ 1.66
Po tprave dostaneme vztah
cde
cosp' dp’ = ——. (1.67)
rr
Dosadenim poslednej rovnice do (1.65) ziskame integral
wGp | f
Vy(P) = - 2L / / der' dr (1.68)
r
=0 f=t;

ktory uz moze byt vyrieSeny pomocou zakladnych tabulkovych integralov. Zamenou in-
tegraCnej premennej teda niekedy mozno jednoduchym spdsobom vyriesit integraly, ktoré

maju inak komplikovany tvar.
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Teraz ostava uz len urcit integrac¢né hranice ¢; a ¢5. Tie ziskame dosadenim povodnych

integra¢nych hranic —7 a 7 pre ¢’ z rovnice (1.65) do vztahu (1.64). Dosadme do (1.64)

najprv spodni hranicu —7,

51:\/7’2—1—(7”)2—27“7“’ sm( > V2 ()24 2r 0 =/ (r+ )2 =r 471 (1.69)

r rnu hranicu I ziskame dve rieSeni
Pre hornt hranicu 7 ziskame dve rieSenia,

62,1:\/7“2—%(7’) —2rr! sm( > V2 (M2 =2rr = /(r—r)2=r—1, (1.70)

6272:\/7"2—1—(7") —2rr! sm< ) V24 (M2 =21 =\/(r —r)2 =7 —r. (1.71)

O vzdialenosti ¢ z rovnice (1.64) vieme povedat, Ze musi byt nezaporna. Zo vzta-
hov (1.70) a (1.71) preto pontka spravne rieSenie rovnica (1.70), pretoze iba ta dava kladni
vzdialenost pre r > R = max(r’) (predpoklad zo zaciatku podkapitoly) a vsetky diferen-
cidlne elementy d7(Q) so sférickym sprievodi¢om 7. Teda ¢y = (5 ;.

Dosadme vztahy pre ¢; a 5, do (1.68) a vypocitajme oba integraly,

or R r—r' or R r+r
vg(P):—7r ’)/ /der’dr’: T p/ /der'dr'
r
r'=0 b=r+r' r'=0l=r—r'
R R
27TG’ / T+r " 47rG,0 /(r’)2dr’ (1.72)
r
0 0
_4nGyp {(r’)TR 4 G’pR—3
r 3 1

Posledny vyraz predoslej rovnice mozeme dalej upravit, ked si uvedomime, Ze ¢len %W R3
predstavuje objem gule s polomerom R. Vyraz %7? R3 p tak udava hmotnost homogénne;

gule s polomerom R a konstantnou hustotou p,

4
M= §7TR3p. (1.73)

Dosadenim (1.73) do (1.72) ziskame vysledny vztah pre gravitaény potencial homogénnej

gule v bodoch mimo gule,

V,(P) = GTM (1.74)

Vsimnime si, ze rovnica (1.74) je totozna so vztahom pre gravitaény potencial hmot-
ného bodu (1.17). Dodajme tiez, ze ak M predstavuje hmotnost Zeme, potom suc¢in GM
z rovnice (1.74) sa nazyva geocentrickd gravitacnd konstanta. Vo fyzikalnej geodézii sa Cas-
tejsie stretavame s geocentrickou gravita¢nou konstantou GM nez so samotnou hmotnos-
tou Zeme M. Dovod je ten, Ze geocentrickiu gravitacnu konstantu GM dokazeme odmerat
presnejsie ako hmotnost Zeme M (Pick, 2000).
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Overme, ¢ gravitacny potencial (1.74) vyhovuje Laplaceovej rovnici (1.25) v bodoch
mimo gule (r > R). Nech x,y, z st stradnice vypoctového bodu, ktory tentokrat nemusi

lezat iba na suradnicovej osi z. Vzdialenost r zo vztahu (1.74) vypocitame vztahom

r=/x?+y?+ 22 (1.75)

/

Ak v rovnici (1.4) pre ¢ plati 2’ = ¢y = 2/ = 0, potom r = {. Platnost Laplaceovej
rovnice (1.25) tak dokdzeme vztahmi (1.33) a (1.34) rovnako ako v pripade hmotného
bodu. Presved¢me sa teraz o platnosti Laplaceovej rovnice v lokdlnom sturadnicovom sys-
téme %, 4%, 2% s pohyblivym zaciatkom vo vypoc¢tovom bode P (obrazok 1.9). Aplikujme

Laplaceov operator vo sférickych stradniciach (C.3) na gravitaény potencial (1.74),

2
V3V, = % 0 <T2a%) + L9 (cosgog‘;g) + L _dV

r2 Or or r2 cos p 0y r? cos? o ON? (1.76)
10 (L0 __10GM _ | |
Cr20r or)  r2 or

Gravitaény potencial homogénnej gule (1.74) teda vyhovuje Laplaceovej rovnici (1.40)
v bodoch mimo gule.

Predtym, nez budeme hladat vztahy pre gravitacné zrychlenie g, je potrebné uvedo-
mit si, ze gravitacné zrychlenie je vektorova veli¢ina (kapitola 1.1.1). Prvky vektora g,
preto zéavisia od suradnicového systému, v ktorom ich vyjadrujeme. Uvazujme lokalny kar-
teziansky sturadnicovy systém z°, y°, z° s pohyblivym zaciatkom v bode P (obréazok 1.9).

Aplikéciou operatora gradient (1.39) na gravitaény potencial (1.74) ziskame vztah

1 9V, 1 9V oV,
P: P: s - "8 S -8 s_g:
gs(P) = VVe(P) elr 890+€2rcosg0 o\ tes or
0
_es%_esg GMY esGM_ . (1.77)
B3 9r  or r 3 2 GM
-

Nulové prvky v smere osf 2° a y°* znamenaju, ze vektor g, (P) lezi na osi z°. Zaporna hod-
nota treticho prvku znamené, ze smer vektora je opacny ako smer narastania stradnice 2°
(pozri obrazok 1.9). Vektor g, (P) teda smeruje do taziska homogénnej gule (obrazok 1.11).
Pre velkost vektora g, (P) plati vztah

g (P)l = <3, (1.78)

pretoZe €} je jednotkovy vektor (pozri vztahy B.8),

l|le3]| = \/cos.2 @ cos? \ 4 cos? ¢ sin® A +sin? p = \/(;032 0 +sin®p = 1. (1.79)

Vztah (1.78) je totozny so vztahom na vypocet velkosti gravitacného zrychlenia hmot-

ného bodu. Overme toto tvrdenie. Nech je dany hmotny bod s hmotnostou m. Nech polohu
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vypoctového bodu P voc¢i hmotnému bodu udava polohovy vektor r s velkostou r = ||r||.

Z rovnice pre gravitacné zrychlenie hmotného bodu (1.5) potom vyplyva

(1.80)

m Gm Gm
lge(P)Il = |-G x| = =5l = =5

r3

Ziskany vztah je totozny so vztahom (1.78).

Gravitacné pole na povrchu homogénnej gule

Nech P je vypoctovy bod nachadzajuci sa na povrchu homogénnej gule (r = R). Obdob-

nym odvodenim ako v predoslej casti ziskame nasledujtuce vztahy,

V(P =8 (1.81)
0
BlP) =~ G = | 0. (1.82)
RQ
lae(P)] = Sy (1.8)

Gravitacné pole vo vnuitri homogénnej gule

Uvazujme teraz vypoctovy bod P vo vnutri homogénnej gule (r < R). Rozdelme homo-
génnu gulu s polomerom R na dve telesa nasledujicim spésobom (obrazok 1.15). Prvé
teleso bude homogénna gula s polomerom, ktory je rovny sprievodi¢u vypoctového bodu,
teda r. Druhé teleso bude homogénna sférickd vrstva, ktora je zo spodnej ¢asti ohrani-
¢ené sférou s polomerom 7 a z vrchnej casti je ohranicena sférou s polomerom R. Takéto
rozdelenie je mozné na zaklade principu superpozicie (kapitola 1.1.1). Gravita¢ny poten-
cial homogénnej gule s polomerom r ozna¢me symbolom V; ;(P) a gravitatny potencial

homogénnej sférickej vrstvy oznac¢me V,o(P). Mozeme teda napisat vztah

Ve(P) = Vgu(P) + Vga(P), (1.84)
pricom
r 2 27
Voi(P) = Gop / / / %(ﬂ)? cos ! AN g dr’ (1.85)
=0 @l = T A=
a

R % 2T
1
Veo(P)=Gp / / / 7 ()% cos ' AN dy' dr’. (1.86)
r'=r¢'=—3 A=0
Rovnicu pre V,;(P) uz pozname z predchadzajicej Casti (rovnica 1.72). V tomto

pripade je polomer gule rovny sprievodi¢u vypoc¢tového bodu, R = r, teda

4
Ve1(P) = gﬂGp?“z. (1.87)
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rovina .,y

Obrazok 1.15. Vypoctovy bod P so sprievodi¢om r vo vnitri homogénnej gule
s polomerom R > r. Gravitany a¢inok v bode P je dany suctom gravitac-
ného t¢inku homogénnej gule s polomerom r (tmavosivé oblast) a gravita¢ného

ucinku homogénnej sférickej vrstvy (svetlosiva oblast).

Gravitaény potencial homogénnej sférickej vrstvy Vg o(P) vypocitame pomocou rov-
nice (1.68). Za hornt hranicu integracie 5 potrebujeme pouzit ti z rovnic (1.70) a (1.71),
ktora dava nezapornu vzdialenost pre uvazovany vypoctovy bod. V rovnici (1.86) uvazu-
jeme diferencialne elementy so sprievodi¢om r < 1’ < R, preto nezapornu vzdialenost pre
vietky diferenciélne elementy dava iba rovnica (1.71). Dosadenim integra¢nych hranic ¢;

a {99 tak dostaneme vztah

or G R r'—r or R r'+r
Veo(P) = — WT & / / der'dr’ = WT P / / der' dr’
r'=r {=r'+r r'=rf=r'—r

R

R
/[l]::+:TIdTI:47TGp/T/dT/:47TG,O [(

r

_2rGp
o

T/)TR (1.88)

=21 Gp(R* —1?).

Kombinaciou rovnic (1.84), (1.87) a (1.88) ziskame vysledny vztah pre gravitacny
potencial vo vnitri homogénnej gule,

2 s o GM (3 1r?

Presvedéme sa, ¢i gravitacny potencial (1.89) vyhovuje Poissonovej rovnici (1.45). Nech
vypoctovy bod P lezi kdekolvek vo vnutri gule (r < R), teda napriklad aj mimo strad-
nicovej osi z. Uvazujme najprv suradnicovy systém z,y, z. Kombinéaciou (1.75) a (1.89)
ziskame vztah

Ve(P) = ngp (B3R* — (2 +¢y* + 2%)). (1.90)
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Aplikaciou Laplaceovho operatora (1.26) na posledny vyraz dostaneme

A N 0*V, N 0?V,
02 Oy? 022

0 4 0 4 0 4
A (= — (== 1.91
8x( 37rG’p:c>+ay< Bﬂpr)—l—&Z( SWGpZ) ( )

4 4 4
:—gﬂGp—gﬂGp—gﬂGp:—éher.

V2V,

Gravitacny potencial vo vntutri gule teda vyhovuje Poissonovej rovnici (1.45). Zopakujme
teraz vypocet v suradnicovom systéme x°, y° z° (obrazok 1.9). S vyuzitim Laplaceovho

operatora (C.3) dostaneme rovnaky vyraz,

10 (o) 1 0 oV, 1 0%V,
21, _ = O [ 20V 9 g g
Ve r2 or <T or ) * 2 cos  Op (COSQ& 6(,0) * r2 cos? p ON?

1O L0V 10 [ 4 3) _ _
_ﬁ§<r W)_ﬁ§< g?TG,OT’)— 41 G p.

Gravitacné zrychlenie vo vnitri homogénnej gule v siradnicovom systéme x°,1° 2°

(1.92)

ziskame aplikovanim operatora gradient (1.39) na rovnicu (1.89),

R\ S\ .

P = P = — s S =
&:(P) = VVi(P) 17 Oy eQrcosgp O\ e or

0
Mg OGN (3 N o | e

o TPor| 2 \R R TRV | GM

Pre velkost vektora g,(P) plati
GM

Ige(P)) = v (1.99)

Grafické zobrazenie V; a ||g.|| v okoli homogénnej gule

Obrazok 1.16 znézornuje gravitacny potencial (modré krivka) a velkost gravita¢ného
zrychlenia (oranzova krivka) vo vnitri, na povrchu a mimo homogénnej nerotujicej gule.
Vidime, ze gravitacny potencial klesa s narastajicou vzdialenostou r od taziska gule a li-
mitne sa blizi k nule (pozri rovnicu 1.16). V bode r = R mé inflexny bod, pretoZe funkcia
sa meni z konkavnej (r < R) na konvexnii (r > R). Velkost gravita¢ného zrychlenia nado-
biida nulova hodnotu v tazisku homogénnej gule a potom linearne narasté az po povrch
gule, kde dosahuje maximum. Mimo homogénnej gule velkost tiazového zrychlenia klesa
s druhou mocninou vzdialenosti od taziska gule a limitne sa blizi k nule.

Obrazok 1.16 mozno vnimat ako najjednoduchsiu aproximaciu gravita¢ného poten-
cidlu a velkosti gravitacného zrychlenia v okoli Zeme. PresnejSou aproximéciou je model
radidlne symetrickej Zeme, v ktorom je hustota funkciou vzdialenosti od taziska Zeme.

Takymto modelom je napriklad model PREM (angl. Preliminary Reference Earth Model,
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Obrazok 1.16. Zavislost gravitacného potencidlu V; a velkosti gravitacného
zrychlenia ||gg|| homogénnej gule od vzdialenosti r meranej od taziska gule.
Hmotnost gule je rovna hmotnosti Zeme, M = 5.9722 x 10** kg, a polomer
gule je odvodeny z rovnikového polomeru Zeme, R = 6 378 137 m. Tmavosiva
plocha oznacuje oblast vo vniitri gule. Obe veli¢iny maji samostatnt vertikilnu

0s. Obrézok bol pripraveny zdrojovym kédom D.1 z prilohy D.

Dziewonski a Anderson, 1981). Ten ukazuje, Ze najvacsia velkost gravitaéného zrychlenia
nie je na povrchu Zeme, ale v hibke priblizne 3000 km pod povrchom Zeme na rozhrani

vonkajsieho jadra a plasta (pozri napriklad Torge a Miiller, 2012; Lowrie, 2007).

1.4.3 Tiazové pole na povrchu homogénnej rotujticej gule

V tejto casti strucne popiSeme tiazovy potencial a tiazové zrychlenie na povrchu homo-
génnej rotujicej gule. Budeme predpokladat, ze homogénna gula s polomerom R rotuje
okolo osi z konstantnou uhlovou rychlostou rotacie w. Na rozdiel od kapitoly 1.4.2 budeme
uvazovat, Ze vypoctovy bod sa moze nachadzat kdekol'vek na povrchu gule.

Tiazovy potencial na povrchu homogénnej gule ziskame pomocou rovnic (1.49), (1.50)

a (1.81),

GM 1
W(P) = = + §w2 R? cos® . (1.95)

Ziskany vztah je funkciou sférickej sirky ¢, teda povrch homogénnej rotujicej gule nie je

ekvipotencialna plocha. Najvacsi tiazovy potencial je na rovniku a najmensi na poloch.
Tiazové zrychlenie na povrchu gule ziskame wvektorovym stctom gravitaéného a od-

stredivého zrychlenia (pozri rovnicu 1.48 a obrazok 1.11). Upozornime v8ak, Ze gravitacné

zrychlenie na povrchu gule zo vztahu (1.82) je vyjadrené v siradnicovom systéme x*, y°, 2%,
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zatial ¢o odstredivé zrychlenie (1.46) je vyjadrené v systéme x,y, z. Na vypocet tiazového
zrychlenia g vektorovym suc¢tom (1.48) je preto potrebné najprv vyjadrit oba vektory
v rovnakom siradnicovom systéme. Ak postacuje vypocitat velkost tiazového zrychle-
nia ||g||, potom mozu byt pouzité vztahy (1.47) a (1.83). Je v8ak potrebné uvazit, ze
vektory g, a g. maju rozdielne smery, ktoré navyse zavisia od sférickej sirky ¢ vypoc-
tového bodu. Velkost tiazového zrychlenia je najvac¢sia na poloch, pretoze na poéloch je
odstredivé zrychlenie nulové. Naopak, najmensiu hodnotu dosahuje na rovniku, pretoze
odstredivé zrychlenie je na rovniku najvacsie a sticasne mé opacny smer ako gravitacné

zrychlenie (pozri obrazok 1.11).

1.5 Vysky

Vysky prepajaju geometricky aspekt geodetického urcovania polohy s tiazovym polom
a naopak. Ak by sme o vySkach uvazovali iba z pohladu geometrie alebo iba z pohladu
tiazového pola, v oboch pripadoch by sme ziskali vysky s vyrazne obmedzenym praktickym
vyuzitim.

V kapitole 1.5.1 najprv vysvetlime princip urcovania rozdielu tiazového potencialu,
ktory priamo stuvisi s teériou vysok. V kapitolach 1.5.2 az 1.5.4 potom popiSeme vybrané
typy vysok. Pre rozsiahlost problematiky vSak nepojde o vycerpavajuce podanie, ale skor
o poskytnutie zédkladnych informaécii, ktoré su potrebné na pochopenie Sirsieho kontextu
prace. Podrobnosti a dalsie typy vySok mozno néjst napriklad v pracach Jekeli (2000a),
Hofmann-Wellenhof a Moritz (2005) a Sanso a kol. (2019).

1.5.1 Urcovanie rozdielu tiazového potencialu

Hoci tiazovy potencial priamo odmerat nedokazeme (kapitola 1.3.2), rozdiel tiazového po-
tencialu dokazeme urcit nepriamo kombinéciou nivelacie a gravimetrie. Popis tejto metody

zacneme vysvetlenim pojmu totalny diferenciél.

Totalny diferencial

Ak sa poloha bodu P zmeni o vektor 0x,
ox = |oy|, (1.96)

potom tiazovy potencidl W(P) sa zmeni o hodnotu W (P,x). Totdlny diferen-

cial dW (P, dx) aproximuje skuto¢nu zmenu tiazového potencidlu 6W (P, éx) vztahom

ow
OW(P,0x) ~dW(P,dx) = —| dor+ —| dy+ —| dz
(P~ dWIP ) = 0|, 4o By ], @ as 1, (197

= VIW(P) - dx = g(P) - dx = [|g(P)[| [[dx]| cos e,

ow ow
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tiaznica

W(B)

\J
J dx; W (P) = konst.

/ povrch Zeme (W # konst.)
g(L)]
1A
0
I W(A)

geoid (Wy = konst.)
Obrazok 1.17. Totalny diferencial dW (P, dx) v bode P. Skimana je zmena

tiaZového potencialu W (P) po zmene stradnic bodu P o hodnoty dx; az dxs.
Vektory dx; a dxg st kolmé na ekvipotencialnu plochu W (P) = konst., vek-
tory dxo a dxy lezia v jej dotykovej rovine a symbol dxs oznacuje vektor vo

vSeobecnom smere.

kde
dx

dx = |dy (1.98)
dz

a « je uhol medzi vektormi g(P) a dx. Skracovanim vzdialenosti dx mozno zmensit
aproximacnu chybu v rovnici (1.97) na Tubovolne malt hodnotu. Vo v§eobecnosti mozeme
povedat, Ze totalny diferencial (diferencovatelnej) funkcie f v bode P je najlepsia linearna
aproximacia funkcie f v okoli bodu P.

Ak k diferenciélnej zmene polohy dx dochéadza pozdlz ekvipotencialnej plochy, potom
je totalny diferencial dIW nulovy (pozri vektory dx, a dxy na obrazku 1.17). Toto tvrdenie
mozeme vysvetlit tym, Ze vektor g je kolmy na ekvipotencidlnu plochu (a tym aj na
vektor dx), preto dW = ||g]| [[dx]| cos(90°) = 0. Naopak, k najvicsej zmene tiazového
potencialu dochadza vtedy, ked vektory g a dx maji rovnaky smer, to znamené, ked
vektor dx je kolmy na ekvipotencialnu plochu (pozri vektor dx; na obrazku 1.17). V takom

pripade a = 0, preto dW = [|g| [|dx|} cos(0) = |[g]| [|dx].

Geopotenciialna kéta

Vratme sa teraz k urc¢ovaniu rozdielu tiazového potencialu. Ak dochadza k diferencidlnej
zmene polohy dx pozdlz tiaznice v smere vektora —g (pozri vektor dxz na obrazku 1.17),
potom medzi vektormi g a dx je uhol 180° a totalny diferenciél tiazového potencialu je

dany vztahom

dW(P,dx) = g(P) - dx = g(P) dH cos(180°) = —g(P)dH, (1.99)
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kde g(P) = ||g(P)]| je velkost tiazového zrychlenia v bode P a dH = ||dx]|| je diferenciélna
dlzka tiaznice. Integraciou rovnice (1.99) od bodu A po bod B (pozri obrazok 1.17) ziskame

rozdiel tiazového potencialu,

W(B) B B
W(B) - W(A) = dWw = - [ ¢g(P)dH = — [ ¢gdH, (1.100)
S o]

kde symboly W (A) a W(B) oznacuju tiazovy potencial v bodoch A a B.
Osobitny vyznam pre fyzikalnu geodéziu ma rozdiel tiazového potencialu Wy na geoide
v bode Py a tiazového potencidlu W = W (P) v bode P (obréazok 1.17). Tato veli¢ina sa

nazyva geopotencidlna kdta a je dana vztahom
H
C’:WO—W:/gdH, (1.101)
0

kde H je dlzka tiaznice od bodu Py po bod P. Geopotencialnu kétu mozno urcit pomocou

2

nivelacie (dH) a gravimetrie (g). Namiesto jednotky m? s~ sa niekedy zvykne udavat

v geopotencidlnych jednotkach gpu,
1 gpu = 1 kGal m = 1000 Gal m = 10 m? s 2. (1.102)

V sticasnosti mozno urcit rozdiel tiazového potenciélu s presnostou priblizne £0.1 Gal m
na vzdialenost jedného kilometra (Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005).

Rovnice (1.99) a (1.100) a ich rézne obmeny sa spolu so vztahom (1.101) vyuzivaji
na definiciu rozliénych typov vysok (Jekeli, 2000a; Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005;
Sanso a kol., 2019).

1.5.2 Ortometricka vyska

Ak z rovnice (1.99) vyjadrime diferencial dH a ziskana rovnicu zintegrujeme od Wy po W,

dostaneme vztah na vypocet dlzky tiaznice od bodu Py na geoide po bod P (obréazok 1.17),
T dw ’ dC
H:—/—: —. (1.103)
g g
Wo 0
Pre praktické aplikacie je vyhodné upravit tato rovnicu nasledujicim sposobom. Prepisme

najprv rovnicu (1.101) do tvaru (Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005)

H
1
C:HE/gdH:Hg, (1.104)
0
kde

H
1
§= — dH 1.1
g H/g (1.105)
0
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je priemerna hodnota tiazového zrychlenia pozdlz tiaznice medzi bodmi Py a P. Z rov-

nice (1.104) potom ziskame vztah

H=H°=—, (1.106)

@ Q)

Vyska HO definovana rovnicou (1.106) sa nazyva ortometrickd vijska a udava dlzku tiaz-
nice od geoidu po bod P (obrazky 1.12 a 1.17).

7 kapitoly 1.5.1 vieme, ze geopotencialnu kétu C' mozno nepriamo odmerat pomocou
nivelacie a gravimetrie. Na vypocet ortometrickej vysky vztahom (1.106) by preto malo
postacovat ur¢it uz iba priemernt hodnotu tiazového zrychlenia g pozdlz tiaznice od
geoidu po bod, ktorého vysku chceme ziskat. Exaktny vypocet ¢lena g vztahom (1.105)
je v8ak nemozny. Dovod je ten, Ze integral (1.105) musi byt pocitany v hmotach, ktoré sa
nachadzaju medzi geoidom a danym bodom. Na takyto vypocet by bolo potrebné poznat
hustotu pozdlZ integraénej cesty (pozri hustotu p vystupujicu vo vztahu na vypodet
gravitacného zrychlenia v rovnici 1.9). Hustotné modely, ktoré by mohli byt pouzité na
tento ucel, st v istej miere dostupné (napriklad Sheng a kol., 2019), no ich presnost sa
zda byt este stale nepostacujica. Praktické realizacia ortometrickych vysok teda zavisi od
prijatého hustotného modelu.

Dalsou nevyhodou ortometrickych vysok je skutocnost, Ze body na jednej ekvipoten-
cialnej ploche (za ideélnych podmienok napriklad na ustélenej vodnej hladine jazera) maju
vo vSeobecnosti réznu ortometricki vysku. Ortometrické vysky teda nedostatocne reflek-
tuji smer tecenia vody. Tento problém maju vSetky vysky okrem dynamickych vysSok
(kapitola 1.5.3).

Helmertova ortometricka vyska

Helmertova ortometrickd vyska je jedna z pribliznych realizacii ortometrickej vysky. De-

finovana je vztahom

HO _ c
g+ 0.0424 mGalm~—1 HHO"

Vyraz g + 0.0424 mGalm™! sa nazyva Poincarého-Preyova redukcia tiazového zrychlenia

(1.107)

a aproximuje skuto¢né tiazové zrychlenie v hmotdch. Symbol g oznacuje tiazové zrychlenie
na povrchu Zeme v bode, ktorého vysku urcujeme. Konstanta 0.0424 mGalm™' bola
vypodcitana pre strednt hustotu hmot nad geoidom 2670 kg m™ (pre odvodenie pozri
napriklad Jekeli, 2000a; Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005; Sanso a kol., 2019).

F. R. Helmert (1843 az 1917) bol nemecky geodet a Statistik. Je autorom napriklad
7-prvkovej podobnostnej transformacie medzi trojrozmernymi kartezianskymi stradnico-

vymi systémami.
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1.5.3 Dynamickai vyska

Dynamickd vijska je definované ako podiel geopotencidlnej kéty bodu, ktorého vysku
urcéujeme, a zvolenej konstantnej hodnoty tiazového zrychlenia,

C

HP =
Jkonst.

(1.108)

Po uvéazeni vztahov C' = Wy — W (rovnica 1.101) a (1.108) je zrejmé, Ze body na
tej istej ekvipotencidlnej ploche majiu konstantnid dynamicka vysku. Mohlo by sa teda
zdat, Ze dynamicka vyska riesi problém, ktorym su zatazené vSetky ostatné typy vysSok
(pozri kapitolu 1.5.2). V skutoc¢nosti je vSak azda najmenej praktickd. Pre konstantna
hodnotu gionst. je dynamicka vyska totiz iba akymsi preskdlovanim geopotencidlnej koty

2 572 do jednotky dlzky m. Neberie tak do tvahy skuto¢nost,

z fyzikalnych jednotiek m
7ze body na dvoch rozdielnych ekvipotencidlnych plochach mézu byt od seba rozlicne
geometricky vzdialené (porovnaj vzdialenosti medzi ekvipotencidlnymi plochami v oblasti
rovnika a v oblastiach polov na obrazku 1.12). Dynamicka vyska je teda vyhradne fyzikalna
veli¢ina, ktord nemé geometricka interpretaciu (Jekeli, 2000a).

Vidime, 7Ze koncept vySky bez uvazenia geometrie je neprakticky. Takéto vysky st
pouziteIné nanajvys na regionalnej urovni, kde dosahuju tieto nedostatky zanedbatelné
vplyvy voéi presnosti geodetickych merani. V nasledujicej kapitole sa presvedc¢ime, Ze to

isté plati aj o vyskach, ktoré nebert do tivahy tiazové pole.

1.5.4 Elipsoidicka vyska

Nech je dany referen¢ny elipsoid s hlavnou polosou a a vedl'ajsou polosou b. Polohu bodu P
voCi tomuto referenénému elipsoidu mézeme vyjadrit pomocou elipsoidickych stradnic.
Tieto suradnice budeme oznacovat symbolmi ¢, A\, h, pricom ¢ je elipsoidicka sirka, \ je
elipsoidicka dlzka a h je elipsoidicka vy3ka (obrazok 1.18). Elipsoidickd vijska je vzdialenost
bodu P od referen¢ného elipsoidu merana po normale k tomuto elipsoidu.

Elipsoidickta vysku mozno jednoducho vypocitat z merani, ktoré vyuzivajiu globalne
navigacné druzicové systémy (GNSS). Zatial ¢o dynamicka vyska mé vyhradne fyzikalny
vyznam, elipsoidicka vyska mé vyhradne geometricky vyznam. Pre aplikacie, ktoré vy-
zaduju uvazit aspon do ur€itej miery smer tecenia vody (resp. vplyv tiazového pola),
je elipsoidicka vyska preto nevhodna. Lepsim rieSenim je pouzit napriklad ortometricka
vysku (kapitola 1.5.2). Rozdiel medzi elipsoidickou vyskou a ortometrickou vyskou moze
dosahovat az desiatky metrov a vyrazne variruje s polohou, dokonca i na regionalnej
arovni. V praktickych aplikdciach sa elipsoidickd vyska vypocitana z GNSS merani casto
transformuje na int vysku, napriklad na ortometrickt vysku. Vztah medzi ortometrickou
a elipsoidickou vyskou bude diskutovany neskor v kapitole 6.

Pre uplnost na zaver doplime transforméciu elipsoidickych siradnic na kartezianske
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rovina x,y

Obrazok 1.18. Elipsoidicka Sirka ¢ a elipsoidicka vyska h bodu P. Elipsoidicka
dlzka A je totozna so sférickou dlzkou (pozri obrazok 1.9), pretoze referenény

elipsoid je dvojosovy.

stradnice (Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005)

x = (N +h) cos¢ cos A,
y = (N +h) cos¢ sin \, (1.109)
z=[N(1-¢%) +h] sing,

kde
N = ¢ (1.110)
V1 —e?sin?¢
je priecny polomer krivosti a
22
= — 1.111
e= Y (1111)

je prvd numerickd excentricita. Presna a efektivna inverzna transformaécia je predmetom
geodetického zaujmu niekolko dekad. Prehlad metod a prislusné vztahy uvadzaju napri-
klad Fukushima (2006) a Claessens (2019).

1.6 Casové variacie

Z Newtonovho integralu (1.21) vyplyva, Ze gravitacné pole zavisi od tvaru telesa, rozloze-
nia hustoty v jeho vnutri a od polohy vypoc¢tového bodu voci telesu. Zmenou tvaru telesa,
a tym aj polohy vypoctového bodu voci telesu, alebo zmenou hustoty telesa v ¢ase do-
chadza k zmene gravitacného pola v ¢éase. Ak navySe teleso rotuje a polohu vyjadrujeme

v neinercidlnom stiradnicovom systéme, ktory rotuje spolu s telesom, potom vzniki aj
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odstredivé pole. Casové zmena odstredivého pola potom sposobuje ¢asovil zmenu tiazo-
vého pola. V tejto kapitole spomenieme niektoré pri¢iny, ktoré spésobuju ¢asovu variaciu
gravitacného a tiazového pola v okoli Zeme.

V tiazovom zrychleni odmeranom gravimetrickymi metédami (pozri kapitolu 1.3.1
a najmé Janak, 2010) je obsiahnuty gravita¢ny uc¢inok vSetkych hmotnych objektov vo
vesmire. Okrem samotnej Zeme maju meratelny gravitaény vplyv predovSetkym Mesiac
a Slnko a v ovela menSej miere aj VenuSa, Jupiter a Mars. Gravita¢né zrychlenie, ktoré
generuju nebeské telesé, budeme nazyvat slapové zrijchlenie alebo tiez priame slapy. Na
vypocet slapového zrychlenia je potrebné poznat polohu bodu merania, polohu nebeskych
telies v okamihu merania a hmotnost nebeskych telies. Vdaka velkej vzdialenosti od Zeme
mozu byt nebeské telesa v tomto pripade povazované za hmotné body. Podl'a Torge (1989)
dosahuje slapové zrychlenie sposobené Mesiacom a Slnkom na povrchu Zeme maximalne
hodnoty priblizne 0.165 mGal a 0.075 mGal. Vzhladom na sucasni radovo mikroGalovi
presnost gravimetrickych merani tak ide o nezanedbatelny vplyv.

V predoslom odseku sme uvazovali, Ze Zem je dokonale tuhé teleso, ktoré nie je defor-
mované slapovymi silami. V presnejSom priblizeni je Zem pruzné teleso, ktoré vplyvom
slapovych sil meni svoj tvar. V dosledku zmeny tvaru pevnej a oceanskej ¢asti zemského
povrchu tak vznikaju zemské a ocednske slapy. Tento jav sa tiez nazyva nepriame slapy.
Oceénske slapy vysvetlil I. Newton (Torge, 1989). Na zemské slapy poukizal William
Thomson, znamy skor pod slachtickym menom Lord Kelvin (1824 az 1907) (tamtiez).
V dosledku zemskych slapov je potrebné zvysit sucet slapovych efektov z predoslého
odseku priblizne o 16 %, ¢im ziskame maximélny sahrnny efekt 0.280 mGal (Torge,
1989). V zavislosti od lokality dosahujui oceanske slapy hodnoty priblizne 0.010 mGal
az 0.001 mGal (Torge, 1989).

Rotac¢na os Zeme neustale meni svoju polohu voc¢i Zemi. Jednym z dosledkov je pohyb
polu, ktory na povrchu Zeme dosahuje niekolko metrov (desatin uhlovej sekundy) za rok
(Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005). Pohyb rota¢nej osi nasledne spésobuje zmenu sirad-
nic bodov na povrchu Zeme, a tym aj zmenu odstredivého zrychlenia (rovnica 1.46) a tia-
zového zrychlenia (rovnica 1.48). Pohyb p6lu mé najvacési vplyv na tiazové zrychlenie v ob-
lastiach so zemepisnou $irkou 45°, kde nadobtida maximalnu hodnotu priblizne 0.008 mGal
(Torge, 1989). Okrem polohy rotacnej osi sa meni aj uhlova rychlost rotacie Zeme. Jej
vplyv na zmenu tiazového zrychlenia vsak nie je vacsi ako zhruba 0.0007 mGal (Torge,
1989).

Zmeny gravitacného a tiazového pola v okoli Zeme mozu byt spésobené aj mnohymi
dalsimi faktormi. Spomenme aspon pohyb magmy v zemskom plasti, postglacialny zdvih,
seizmické viny, hydrologické zmeny ¢ roztéapanie Tadoveov. V literattre sa niekedy disku-
tuje aj o Casovej variacii Newtonovej gravitac¢nej konstanty G. Tento jav v8ak nebol dosial

experimentalne potvrdeny (Torge, 1989).
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Kapitola 2
Stéricky harmonicky rozvoj

Newtonov integral (1.21) nie je vhodny na priamy prakticky vypocet gravitatného pola
Zeme. Predpoklada totiz, ze pozname dve matematické funkcie: jednu, ktora definuje tvar
Zeme, a druhu, ktora opisuje jej hustotu. Problematicka je obzvlast hustota. Hoci priblizné
hustotné modely zemského telesa existuju (napriklad Dziewonski a Anderson, 1981), pre
ich nizku presnost nedokaZeme vztahom (1.21) naplnit sti¢asné naroky na modelovanie
gravitacného pola Zeme. Postacujice nie su ani regionalne hustotné modely, a to napriek
tomu, ze su presnejsie ako globalne modely. V tejto kapitole popiseme jeden z praktickych

sposobov modelovania gravitacného pola Zeme bez potreby priamej znalosti hustoty.

2.1 Motivacia

Nech je dany trojrozmerny karteziansky stradnicovy systém so zaciatkom v bode O a so
sturadnicovymi osami x,y, z (obrazok 2.1). Symbolmi e;, €5, €3 ozna¢me jednotkové vek-
tory v smere sturadnicovych osi (rovnica 1.10). Nech r je lubovolny vektor v tomto pries-

tore,

1
r= [rgf . (2.1)
]

Jednotkové vektory maju ta vlastnost, Ze umoznuji vyjadrit ubovolny vektor r vzta-

3
FZZTZ‘GZ‘. (22)
i=1

Koeficient r; predstavuje vahu, ktorou sa jednotkovy vektor e; podiela na linearnej kombi-

hom

nacii (2.2). Mozeme tiez povedat, ze koeficienty r; st siradnice koncového bodu vektora r.
Nie je naro¢né presvedcit sa, ze koeficient r; je dany skalarnym sic¢inom vektora r a pri-
slusného jednotkového vektora e;,

ri=71Tr-e€;. (23)

49
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€3 ET3

,’rl

Obrazok 2.1. Polohovy vektor r bodu P v trojrozmernom kartezidnskom su-

radnicovom systéme.

Povedané slovne, vztah (2.2) hovori, Ze ak pozname koeficienty r;, pozname vektor r.
Vztah (2.3) hovori, ako tieto koeficienty vypocitat z vektora r. Bolo by vyhodné, ak by
sme obdobnym spésobom dokéazali vyjadrit aj gravitacny potencial V, teda istym sposo-
bom ho rozlozit na siradnice a potom ho z tychto suradnic zrekonstruovat. Samozrejme,
gravitacny potencial nepatri do vyssie opisaného trojrozmerného priestoru vektorov r.
V abstraktnejSom chéapani slova priestor je vSak aj gravitacny potenciél sucastou neja-
kého priestoru, napriklad priestoru funkcii, ktoré sit harmonické mimo Zeme. Vieme uz,
ze medzi takéto funkcie patri okrem gravitatného potencialu napriklad aj funkcia 1/¢,
pricom /¢ je v tomto pripade vzdialenost bodu nachadzajtceho sa mimo Zeme od diferen-
cidlneho hmotného elementu Zeme (pozri obrazok 1.4 a rovnice 1.33 a 1.34). Takychto
funkcii je nespocetné mnozstvo a v matematickom zmysle tvoria isty priestor. Podobne
ako v trojrozmernom priestore vektorov r, i v tomto priestore mozno néjst matematické
objekty, ktorymi mozeme kazdy prvok patriaci do tohto priestoru, napriklad gravitaény
potenciél, rozlozit na sturadnice,

}V2
Upg = 4—;’“ //Vg(r, 0, A) Yo (o, A) do, (2.4)

g

a potom ho spétne zrekonstruovat,

Vg(n 12 /\) = Z Z Unk Ynk(@a )‘)- (2'5)

n=0 k=—n
Koeficienty vy, vo vztahu (2.4) predstavuji stradnice gravitaéného potencialu Vg (r, ¢, )
vo vySSie opisanom abstraktom priestore harmonickych funkcii mimo Zeme a sym-
bol Y,k (¢, A) oznacuje sférické harmonické funkcie. Koeficienty N, zavisia iba od n a k

a budu diskutované neskor. Vztah (2.4) je tak obdobou vztahu (2.3), stradnice v, mozno



2.2. Rozvoj gravitacného potencialu do radu sférickych harmonickych funkcif 51

prirovnat k stradniciam r; a sférické harmonické funkcie Y, (¢, A) mozno prirovnat k jed-
notkovym vektorom e;. Samotny integral na jednotkovej sfére ¢ mozno chapat ako ska-
larny sucin funkeif V4 a Y, ktory je obdobou skalarneho stcinu vektorov r-e;. Pokial ide
o vztah (2.5), ten plni podobnu tlohu ako rovnica (2.2), teda umoziuje zrekonstruovat
gravitacny potencial z jeho sturadnic v,y.

Je zrejmé, ze v pripade gravitacného potencialu (rovnice 2.4 a 2.5) je situécia kompliko-
vanej§ia ako v pripade polohovych vektorov (rovnice 2.2 a 2.3). Suradnic vy, je nekonecne
vela (pozri limity prvej sumécie vo vztahu 2.5), sumacia je dvojitd a sférické harmo-
nické funkcie Y,z (¢, \) zévisia od sférickej sirky ¢ a sférickej dlzky A. Napriek tomu viak
samotny princip zostava rovnaky a demonstruje, ze ak pozname sturadnice v,;, potom
vieme vypocitat integraly (1.9) a (1.21) aj bez priameho pouzitia hustoty. Hustota Zeme
je pritom obsiahnuté v sturadniciach v,;. Cielom nasledujucich stran je ukazat, akym spo-
sobom sa v nich tato hustota nachadza, ako mozno upravit rovnicu (1.21) do formélne

velmi odliného tvaru (2.5) a tiez ukazat, ako mozu byt tieto suradnice vypocitané.

2.2 Rozvoj gravitacného potencialu do radu sférickych

harmonickych funkcii

V tejto kapitole odvodime vztah (2.5) z rovnice (1.21). Zavedenych bude niekol'ko novych
pojmov, no aby sme pricasto neprerusovali prirodzeny myslienkovy postup odvodenia,
nové pojmy predstavime len vo forme nevyhnutnej na pochopenie samotného odvodenia.
Vratime sa k nim v nasledujucich kapitolach, podobne ako sa Citatel moze neskor vratit
k tejto kapitole.

Nech je dané vseobecné teleso s objemom 7 a hustotou p (obrazok 1.4). Hustota p
sa moze v telese menit, no budeme predpokladat, Ze je v kazdom diferencialnom ele-
mente d7(Q)) konecna. Nech je dalej dany bod P, ktory sa nachadza mimo vSeobec-
ného telesa, teda v tej Casti priestoru, v ktorom je gravita¢ny potencial harmonicky
(kapitola 1.2.5). Trojicu sférickych sturadnic (obrazok 1.9) bodov P a () ozna¢me sym-
bolmi r, o, A a ', ¢/, N. Symbolom ¢ budeme oznacovat vzdialenost medzi bodmi P a Q
(rovnica 1.61 a obrazok 1.13).

Upravme ¢len 1/¢ z rovnice (1.21) pomocou vztahu (1.61),

1 1 1

o V24 ()2 —2ry cosyp N2
r 1+(—) —2—cosy
r r

"\ 2 r! -
1+ (—) — 2—cos
r r

Ak by sme dosadili tato rovnicu do vztahu (1.21), dalsie matematické upravy by sa

(2.6)

D=

r

vykonavali pomerne zlozito, pretoze hranata zatvorka obsahuje tri s¢itance umocnené na
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exponent —%. Vyhodnejsie je rozvinut tento ¢len do mocninového radu. Jeden zo spésobov
rozvinutia funkcie do mocninového radu je pomocou Taylorovho, resp. Maclaurinovho

radu. Maclaurinov rad ziskame z Taylorovho radu (1.42), ked zy = 0,

fla)=3" LdJ@ (2.7)

| n
“n! dx

n—

Zavedme nasledujtce substiticie pre niektoré ¢leny z rovnice (2.6),

a=_, (2.8)
t = cos ), (2.9)
H(a,t) = (1+042—204t)_%. (2.10)
Ak

a<l1, (2.11)

potom funkcia H(«,t) moze byt rozvinuta do Maclaurinovho radu (2.7),
Ha, 1) = HZ:O % % = HZ:O P.(t) o™, (2.12)
N p(1) = L 0 (2.13)

"l dar |, '

Funkcie P,(t) sa nazyvaju Legendreove polyndmy stupria n po franctizskom matema-
tikovi A.-M. Legendreovi. Funkcia H(«,t) sa nazyva generickd funkcia pre Legendreove
polyndmy. Dosadenim (2.13), (2.12) a (2.10) do (2.6) a po uvazeni substiticii (2.8) a (2.9)

ziskame rozvoj funkcie 1/¢ do radu Legendreovych polynémov,

LIS () Beosn =2 3 (2) uteosy 1)
- =- — . (cosp) = — — . (cos ). .
¢ r A\ r! —\r
Nekoneéné rady (2.14) st rovnomerne konvergentné pre r > r’. Podmienka r > " vyplyva

zo vztahov (2.8) a (2.11). Dosadenim prostredného vyrazu z rovnice (2.14) do (1.21)

dostaneme vztah
G > \"
e =S [ S (1) Rcoss)ar@ (2.15)
e n=0

Z pohladu sférickych sturadnic je Legendreov polynoém P, (cos ) vo vztahu (2.15) zlo-
zend funkcia, pretoze je funkciou cos, pricom samotna funkcia cost) zévisi od uhlovej
Casti sférickych suradnic bodov P a @) (pozri rovnicu 1.62). Bolo by preto vhodné najst
taky vztah pre Legendreov polynéom P,(cos), v ktorom by kazda pripadné funkcia za-
visela iba od jednej z premennych ¢, A, ¢’, X', a nie od viacerych premennych, ako je to

po dosadeni (1.62) do (2.15). Nato slazi dekompozicny vzorec pre Legendreove polyndmy,
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niekedy tiez nazyvany aj adicny teorém ¢i siuctovd veta. Podla Hobson (1931) bol adi¢ny
teorém prvykrat odvodeny A.-M. Legendreom v roku 1782. Odvodenie pre zlozitost vy-
nechame, no mozno ho néjst napriklad v knihe Hobson (1931).

Dekompozi¢ny vzorec pre Legendreove polynéomy mozno zapisat vo viacerych ekviva-
lentnych forméach, napriklad (Hobson, 1931; Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005; Sanso
a Sideris, 2013)

P,(cos) = P,(sinp) P,(sin¢’)

42 Z (n—m)! P (sin @) Py (sin ') cos [m(A — \')]

— (n+m)!
0 (— m) | o | (2.16)
= (2=16mo) T m) [P (sin @) cos(mA) Py, (sin¢’) cos(m)

m=0

+ P (sin @) sin(mA) P, (sin ') sin(m\')].

Novozavedeny ¢len P,,,(t), t € [—1,1], sa nazyva pridruZend Legendreova funkcia prvého

druhu a je dany vztahom

an(t) = (1 - t2) drm

(2.17)

Symbol m sa nazyva rdd a moze nadobtidat hodnoty m = 0,1,...,n (pozri druht sumaciu
vo vztahu 2.16). Zo vztahu (2.17) vidime, ze Legendreova funkcia stupiia n a radu m si-
visi s m-tou derivaciou Legendreoveho polynéomu stupiia n podla premennej ¢. VSimnime
si, ze Legendreova funkcia stupna n a rddu m = 0 je totozna s Legendreovym polyno-
mom stupiia n, P,o(t) = P,(t). Vo vztahu (2.16) pribudol este ¢len 0,9, ktory ma nazov

Kroneckerovo delta. VSeobecné definicia pre m a ¢ ma tvar

1, ak m =1/,
Ome = (2.18)
0, ak m#L.
Dosadenim (2.16) do (2.15) ziskame vysledny vztah
oo 1 n . ‘
Ve(P) = GZ pows) Z (Crm cos(mA) + Sy sin(mA)) Py (sin ), (2.19)

kde

Com (o —m)! Ny Gin cos(m\) -
Snm}_(Q 5m0 (n+m)! /// 5@ X)) B w){sin(m)\’)}d (@). (220)

Vs&imnime si, Ze vo vztahu (2.19) st premennymi iba suradnice r,p, A vypoctového
bodu P, v ktorom urCujeme gravitaény potenciél (pozri obrazok 1.4). Naproti tomu,
vo vztahu (2.20) st premenné iba sturadnice 77, ¢', A" diferencialneho elementu d7 (@) (ob-

razok 1.4). Dalej vidime, ze koeficienty C,,, a S,,, st pre dané teleso konstantné. Ak



54 Kapitola 2. Stéricky harmonicky rozvoj

teda pozname koeficienty C,,,,, a Spm, potom vdaka vztahu (2.19) pozname gravitaény
potencial V v (takmer) Tubovolnom bode P mimo daného telesa. Nepripomina to situ-
aciu z kapitoly 2.1, v ktorej sme tvrdili, Ze ak poznédme stradnice r; vektora r, potom
pozname vektor r? Hoci to eSte nemusi byt na prvy pohlad zrejmé, koeficienty C.,,,, a Sy
st v skuto¢nosti velmi tizko spojené so stiradnicami vy, z rovnice (2.5).

Po nahradeni nekone¢na nezapornym celym ¢islom N mozno vztah (2.19) i prakticky
vypocitat. V geovedach je takyto vypocet velmi rozsireny a azda by sme mohli povedat, Ze
patri medzi zakladné metdédy modelovania vonkajSieho gravitaéného pola Zeme a nebes-
kych telies. Cleny P, (sing) cos(m) a Py, (sin @) sin(m)) z rovnice (2.19) sa nazgvaji
plosné sférické harmonické funkcie stupna n a rddu m a ¢leny C,, a S,,, sa nazyvaju
sférické harmonické koeficienty. Vztah (2.19) predstavuje rozvoj gravitacného potencidlu
do radu sférickych harmonickyjch funkcii.

Na zéaver dodajme, ze vztah (2.19) mozno odvodit aj inymi spdsobmi, napriklad riese-
nim Laplaceovej diferenciélnej rovnice (1.40) metdédou separacie premennych (Hofmann-
Wellenhof a Moritz, 2005; Janak a kol., 2006).

Na nasledujucich stranach sa budeme podrobnejsie zaoberat vztahom (2.19). Kapi-
toly 2.3, 2.4 a 2.5 budu venované Legendreovym polynémom, Legendreovym funkciam
a sférickym harmonickym funkciam. Cielom je nielen popisat zakladné vlastnosti tychto
novych funkcii, ale i predstavit ich v $irSom kontexte. V kapitolach 2.6, 2.7 a 2.8 potom
popiSeme normovanie sférickych harmonickych funkcii a sférickych harmonickych koefi-
cientov, fyzikalny vyznam niektorych sférickych harmonickych koeficientov a praktické

aplikacie rovnice (2.19).

2.3 Legendreove polynomy

Legendreove polynémy mozno vypocitat priamo rovnicou (2.13), pripadne Rodriguesovgm
vzorcom (Sanso a Sideris, 2013)

1 a2 -1
P,(t) = 2.21
(®) 2" n dtr ( )
¢i explicitnym vztahom (Freeden a Schreiner, 2009)
5]
1 (2n — 2s)! s
Pt = — S (=1)° {2 2.92
®) 2n (=1) sl(n —s)!(n — 2s)! (2.22)

o

s=

kde symbol | -] oznacuje zaokrihlenie na najblizsie celé ¢islo smerom nadol. V numerickych

aplikaciach je vSak véacsinou najvyhodnejsie pocitat Legendreove polynéomy rekurentnymi
vzorcami, napriklad Bonnetovym rekurentnym vzorcom

2n —1 n—1

P,(t) = tP,_1(t) —

n

Poo(t), n>2, te[-1,1]. (2.23)
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Obrazok 2.2. Legendreove polynomy P,(t) argumentu ¢ € [—1,1] pre n =
0,1,...,5. V ulohach suvisiacich s tiaZovym polom zvykne parameter ¢ repre-
zentovat napriklad funkciu sin g (rovnica 2.16 alebo vztah 2.19 pre m = 0)
alebo funkciu cos® (rovnica 2.14). Obrazok bol pripraveny zdrojovym ko-
dom E.1 z prilohy E.

Legendreove polynémy stupiiov n = 0,...,5 maju tvar (obrazok 2.2)

P0<t> — 1,

Pl (t) =1,
1

5(t) = = (3¢% —

L),
1 (2.24)
— (5t — 3t
— L (st 31),
1
= (35t* — 30> + 3
-1 +3),
1
=3 (63t — 70> + 15¢) .

Z rovnice (2.23) je zrejmé, ze Legendreove polynémy parnych stupiiov n = 0,2,4,...
st parne funkcie a Legendreove polynémy nepérnych stupiiov n = 1,3,5,... st nepéarne
funkcie (pozri tieZ obrazok 2.2 a vztahy 2.24). Legendreove polynomy Py(t) = 1a Pi(t) =t
mozu byt pouzité ako zac¢iatoné hodnoty v Bonnetovom rekurentnom vzorci (2.23).

V kapitole 2.1 sme ukézali, ze Tubovolny vektor r z trojrozmerného kartezianskeho
sturadnicového systému mozno popisat pomocou jednotkovych vektorov e;, i = 1,2,3.
Obdobne umoziiuji niektoré systémy funkcii popisat kazda spojitu funkciu f(¢) na in-
tervale t € [—1,1]. Jeden z takychto systémov funkcii predstavuju prave Legendreove
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polynémy P, (t), n =0,1,2,... Rovnica

= on+1

£ =3

n=0

faPa(t), te[-1,1], (2.25)

umoziuje rozvinut kazdu spojitt funkciu f(¢) definovana na intervale ¢t € [—1, 1] do radu
Legendreovych polynémov pre Iubovolné ¢ € [—1, 1]. Vztah (2.25) moZno vnimat aj ako
analogiu vztahu (2.2), pricom f,, s suradnice funkcie f(¢) a Legendreove polynomy P, (t)
plnia podobni tlohu ako jednotkové vektory e;. Koeficienty f,, st dané skalarnym stc¢inom

funkcii f(t) a P,(t) (porovnaj so skalarnym stuc¢inom 2.3),

fn:/f(t) P,(t)dt. (2.26)

Dokaz platnosti rovnic (2.25) a (2.26) uvadzaju napriklad Freeden a Schreiner (2009)
a Sanso a Sideris (2013).

Pokrac¢ujme dalej v analdgii s jednotkovymi vektormi. Podobne ako skalarny sucin
dvoch réznych jednotkovych vektorov je nulovy (rovnica 1.27), nulovy je i skalarny sucin

dvoch roznych Legendreovych polynémov,

/Pn(t) P(t)dt =0, nLl. (2.27)

Hovorime preto, podobne ako v suvislosti s jednotkovymi vektormi, ze Legendreove poly-
nomy su ortogondlne na intervale ¢ € [—1, 1]. Rovnicu (2.27) moZno zovSeobecnit doplne-

nim pripadu n = ¢ (napriklad Hobson, 1931),

1

/ Po(t) Pu(t) dt =

-1

2
2n+1

St (2.28)

Vo fyzikalnej geodézii si rovnice (2.25) a (2.26) vyuzivané velmi ¢asto a v istej miere
sme sa s nimi stretli uz v predchadzajtcej kapitole. Nech f(t) je funkcia 1/¢ z rov-
nice (2.14), f(t) = 1/4(t), t = cos), pricom r a r’ si konstanty, pre ktoré plati r > 7’

(pozri nerovnost 2.11). Koeficienty f,, z rovnice (2.26) potom ziskame vztahmi (2.14)

a (2.28), B
2 1 /rM\"
hegrn (5) (229

Dosadenim tychto koeficientov do rovnice (2.25) ziskame povodny vztah (2.14). Hoci ide
o trividlny priklad, demonstruje rozvinutie funkcie do radu Legendreovych polynémov.
Takéto rozvinutie je v istom zmysle obdobné vyjadreniu vektora r pomocou jednotkovych
vektorov e; z kapitoly 2.1. Tento rozvoj je v. mnohych situéciach vyhodny, pretoze moze

napriklad zjednodusit odvodenie vztahov pre niektoré veli¢iny. Napokon, najlepsie to azda
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demonstruje samotné kapitola 2.2, v ktorej sme funkciu 1/¢ rozvinuli do radu Legendre-
ovych polynémov (rovnica 2.14) a potom do radu Legendreovych funkeii, ¢im sme ziskali
vztah pre gravitaény potencial (2.19).

V niektorych aplikiciach fyzikalnej geodézie (napriklad kapitola 4.4.3) sa stretavame

aj s derivaciami Legendreovych polynémov. Derivaciu

P(t) = deL;t) (2.30)

mozeme vypocitat napriklad rekurentnym vztahom (Freeden a Schreiner, 2009)
P/(t)=nP,1(t) +t P, _,(t). (2.31)

Zaciato¢né hodnoty Pj(t) = 0 a Pj(t) = 1 ziskame derivaciou rovnic (2.24) podla pre-
mennej t. éastejéie nez derivacie dP,(t)/dt vsak potrebujeme poznat derivacie zlozenych
funkcii dP,(sing)/dg alebo dP,(cosv)/dy. Tie mozeme ziskat pouzitim nasledujucich
rekurentnych vztahov (Tscherning, 1976),

dP,(si dP,_o(si
w =(2n—1) cosp P,_1(sinp) + W, (2.32)
dpP, , dP,_
% = —(2n — 1) sin® Py_;(cost) + w. (2.33)
Zatiato¢né hodnoty ziskame opét z rovnic (2.24) po uvéazeni ¢t = sin ¢ alebo ¢t = cos v,
dPy(sin ) d P (sin )
-0 — _ 2.34
dPy(cos 1) dPi(cosv)) .
/= — ) 2.
i 0, ] sin ¢ (2.35)

Legendreove polynémy maji mnoho zaujimavych a uzitoénych vlastnosti. Uvedme

aspon niektoré z nich (Freeden a Schreiner, 2009),

P,(1) =1, n>0, (2.36)

Po(=t) = (=1)" F(t), n=0, (2.37)

[Pa(t)] < Po(1) =1, n >0, (2.38)
/Pn(t) dt =0, n>1, (2.39)
P(1) = w n>0. (2.40)

Siroka skila dalsich vlastnosti Legendreovych polynémov, ich derivacii a integralov je
dostupné napriklad v pracach Gradshteyn a Ryzhik (2007), Freeden a Schreiner (2009)
a Olver a kol. (2010).

Na zaver pre tplnost dodajme, Ze vztahy (2.25) a (2.26) mozno aplikovat nielen na
spojité funkcie, ale i na §ir§iu mnozinu funkcii. Podrobnosti sa daji vyhladat napriklad
v pracach Freeden a Schreiner (2009) a Arfken a Weber (2005).
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2.4 Legendreove funkcie

Dosadenim Rodriguesovho vzorca (2.21) do (2.17) ziskame vztah pre Legendreove funkcie,

1 drtm (2 — 1)n
P, = 1— )2 2.41
kde n = 0,1,... am = 0,1,...n. Existuje tiez explicitny vztah (Freeden a Schreiner,
2009)
P (t) _ 1 (1 t2)m/2 Ln;mJ( 1)3 (2n — 23)! gn—m—2s (2 42)
T o sl(n —s)!'(n —m — 2s)! ‘
s=0
¢i mnoho rekurentnych vzorcov, napriklad (Freeden a Schreiner, 2009)
2n —1 n+m—1
Pon(t) = tP mt) — ——— =P, (1), n>2 2.43
()= 2t Pt = S P (e), (2.43
Niekol'ko prvych Legendreovych funkcii méa nasledujuci tvar (obrazok 2.3),
Poo(t) =1,
Pio(t) =t,
Pl,l@) =V 1 — t2,
1 (2.44)
Pao(t) = 5(3?52 - 1),
Pyy(t) = 3tV1—¢2,
Pyo(t) = 3(1 — t7)

Legendreove funkcie roznych stupiiov n, £ a rovnakého radu m sa ortogonalne (Freeden
a Schreiner, 2009),

/ Pun(t) Pon(t)dt = 0, 1 #¢. (2.45)

Pre dve Legendreove funkcie rovnakého stupna a radu plati

1

/ (P (8))? dt =

-1

2 (n+m)!
2n+1 (n —m)!

(2.46)

Legendreove funkcie vyhovuju diferencialnej rovnici druhého radu (Sanso a Sideris,
2013)

2

1—t2

dP,(t)
dt? dt

+ {n (n+1) — P (t) = 0. (2.47)

Rovnica (2.47) sa nazyva Legendreova diferencidlna rovnica. Dosadenim m = 0 do (2.47)
ziskame diferencialnu rovnicu druhého radu pre Legendreove polynémy,

*P(t) 0y dP,(t)
dt? dt

(1—1%) +n(n+1)P,(t) =0. (2.48)
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s
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Poao Pl,O Pl,l — P2’0 —— P271 ..... P212

Obrazok 2.3. Legendreove funkcie P, (t) argumentu t € [—1,1] pre n =0, 1,2

am = 0,...,n. Symbol ¢t moéze oznafovat napriklad funkciu siny (rov-
nica 2.19).

7 dalsich vlastnosti Legendreovych funkcii spomenime aspoi dve,

Pum(—t) = (—=1)™™ Pyn(t), (2.49)
Pun(£1) =0, m #£0. (2.50)

Na numericky vypocet Legendreovych funkcii sa zvycajne pouzivaji rekurentné
vztahy. Ide v8ak o netrividlnu ulohu, obzvlast pre vysoké stupne a rady (Holmes a Feat-
herstone, 2002; Fukushima, 2012a; Ishioka, 2018). Vlastnost (2.49) je preto vyhodna; ak
potrebujeme vypoditat P, (sin¢) a P, (sin(—¢)), rekurentné vztahy mozeme aplikovat
iba na ziskanie jedného z tychto ¢lenov a druhy ¢len dopoé¢itame vztahom (2.49). Reku-
rentné vztahy pre derivacie Legendreovych funkeii uvadzaju napriklad Tscherning (1976),
Bosch (2000), Holmes a Featherstone (2002), Freeden a Schreiner (2009) a Fukushima
(2012b).

Na zaver dodajme, ze v niektorych vednych odboroch, napriklad vo fyzike ¢i v seizmo-
16gii, sa pouziva definicia Legendreovych funkcii, ktora obsahuje aj ¢len (—1)™ (Wieczorek,
2015; Olver a kol., 2010),

Py = (-1 1 - ey 00

" et " (2.51)
_ (_1) (1 - 752)m/2 dm* (t2 — 1)
2" n! d¢ntm

Rad Legendreovej funkcie m sa v takom pripade zvykne zapisovat do horného indexu.
Clen (—1)™ sa nazyva Condonov-Shortleyho fizovy faktor. Medzi Py, (t) (rovnica 2.41)
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—
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Obrazok 2.4. Plosné sférické harmonické funkcie Yx(¢,A). Zaporné hod-

\\'\ \\'\

noty st zobrazené odtienmi modrej farby, kladné hodnoty odtienimi Cervenej
farby. Vichng rad (zlava): Y3 0(@, A), Y31(@, A), Y3,3(¢, A). Spodny rad (zlava):
Yio(e, A), Yai(e, A), Yaa(e, ). Obrazok bol pripraveny zdrojovym kodom F.1
z prilohy F.
a P™(t) (rovnica 2.51) plati vztah
Pon(t) = (—1)" P (1). (2.52)

Dalej budeme pouzivat vyhradne Legendreove funkcie P (t), ktoré st definované vzta-

hom (2.41) a neobsahuju Condonov-Shortleyho fazovy faktor.

2.5 Sférické harmonické funkcie

Zavedme v rovnici (2.19) substiticiu pre ¢leny, ktoré zavisia iba od uhlovej ¢asti sférickych

suradnic,
' cos(kX), ak k>0,
Yor(p, A) = Py (sing) § (2.53)
sin(|k|A), ak k<0,
pricom n = 0,1,2,... a k = —n,...,n. Funkcia Y,x(¢, \) sa nazyva plosnd sférickd

harmonickd funkcia stupria n a rddu k.*
Grafickd reprezentécia sférickych harmonickych funkcii je uvedena na obrazkoch 2.4

a 2.5. Z obrazkov mozno vypozorovat niekol'ko vlastnosti sférickych harmonickych funkcii.

!Znamienko parametra k urcuje, ¢ plosna sférickd harmonicka funkcia Y,z (p, A) obsahuje trigono-
metricka funkciu cos(kA) alebo sin(|k|A). VSimnime si, Ze v rovnici (2.53) je rad Legendreovej fun-
kcie Ppx(sing) vzdy nezéporny v silade s definiciou Legendreovych funkcii z rovnice (2.17). V dal-
sich cCastiach prace je potrebné rozliSovat medzi indexmi m = 0,1,...,n (napriklad rovnica 2.19)

a k= -n,...,n (napriklad rovnica 2.53).
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e Ak k = 0 (Tavy stlpec na obrazkoch), sférické harmonické funkcie menia n-krat
znamienko v smere sférickej 8irky a nezavisia od sférickej dlzky. Obe vlastnosti mozu

byt overené dosadenim k& = 0 do rovnice (2.53) (pozri tiez kapitolu 2.3 a obrazok 2.2),

Yio(p, A) = Fu(sing). (2.54)
Funkcia Y,,0(p, \) je symetrickd voci rovine rovnika, ak n = 0,2,4,... a nesymet-
rickd, ak n = 1,3,5,... (pozri rovnicu 2.54 a vlastnosti Legendreovych polynémov

v kapitole 2.3). Funkcie Y,0(p, A) sa nazyvaja zondlne sférické harmonické funkcie.

e Ak 0 < |k| < n (prostredny stlpec na obrazkoch), sféricka harmonicka funkcia
meni znamienko s oboma siradnicami. V smere sférickej sirky dochadza k n — |k|
zmenam znamienka. Pocet n—|k| vyplyva z |k|-tej derivacie Legendreovho polynému
P,(sin ) (pozri rovnice 2.17 a 2.41). Derivaciou polynému sa znizuje jeho stupen,
a teda aj pocet moznosti menit znamienko. V smere sférickej dlzky sa znamienko
meni 2|k|-krat, ¢o vyplyva z vlastnosti trigonometrickych funkcii cos(kA) a sin(|k|\).

Sféricka harmonické funkcia radu 0 < |k| < n ma privlastok teserdlna.

e Ak |k| = n (pravy stlpec na obrazkoch), sféricka harmonicka funkcia meni znamienko
0-krat v smere sférickej sirky, pretoze n—|k| = n—n = 0, a 2|k|-krat v smere sférickej

dlzky. Takato funkcia sa nazyva sektordlna sférickd harmonickd funkcia.

Podobne ako jednotkové vektory, Legendreove polynémy ¢i Legendreove funkcie rovna-

kého radu, i sférické harmonické funkcie st ortogonalne. Tato vlastnost vyplyva z nulového

hd y
ot (- ’
X0
-
[/‘ / \
® =W

Obrazok 2.5. Plosné sférické harmonické funkcie Yy1(¢, A\) z obrazku 2.4 zo-
brazené odlahlostou nadobidanej hodnoty od jednotkovej sféry. Obréazok bol
pripraveny zdrojovym kédom F.1 z prilohy F.
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skalarneho suc¢inu dvoch roéznych sférickych harmonickych funkeii,

/ / V(9 ) Yis(p A) dor = 0, (2.55)

pricom bud n # r, alebo k # s, alebo platia obe podmienky sucasne. Pre skalarny sucin

dvoch rovnakych sférickych harmonickych funkcii plati vztah

// (Yor(ip, N)* do = kul (n + kD! (2.56)

(2= dro) (2n+1) (n— |K])!
Overenie vztahov (2.55) a (2.56) ponechdme na ¢itatela. Je potrebné pouzit rovnice (2.45),
(2.46), (2.53) a vypocitat integraly

2

/ cos(kA)dA  a / sin(|E[2) d. (2.57)

0

Vo vztahoch (2.45) a (2.46) je potrebné aplikovat zdmenu integracnej premennej

P (sin ) Ps(sin ) cos p de. (2.58)

A~

/ Pon(t) Pou(t) dt =

2

Nech f(p,\) je funkcia na jednotkovej sfére o vyhovujtaca nerovnosti

// (f(p,N)* do < oo (2.59)

Podmienku (2.59) splia napriklad kazda spojita funkcia na jednotkovej sfére. Kazdu ta-
kato funkciu f(p, A) moZzno rozvinit do radu sférickych harmonickych funkeii (napriklad
Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005),

=D farYule, N). (2.60)

n=0 k=—n

Koeficienty f,x ziskame nasledujtcim sposobom. Vynasobme najprv rovnicu (2.60) sféric-
kou harmonickou funkciou Y;s(¢, A) a potom rovnicu zintegrujme na jednotkovej sfére o.
Pouzitim vztahov (2.55) a (2.56) ziskame hl'adané koeficienty

(2= ko) 2n+1) (n— |E|)!

Juk = 47 (n+ |k|)!

/ f(@, A) Ya(p, A) do. (2.61)

Vidime teda, Ze ak je splnend podmienka (2.59), potom funkciu f(¢, A) moZno po-
mocou sférickych harmonickych funkeii rozlozit na saradnice f,; (rovnica 2.61) a po-
tom ju z tychto suradnic spitne zrekonstruovat (vztah 2.60). V priestore funkcii f(p, \),
ktoré st definované na sfére a spliiaji podmienku (2.59), plnia sférické harmonické fun-

kcie Yyr(p, A) podobnu tlohu, aku plnia jednotkové vektory e; v priestore trojrozmernych
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vektorov r. Funkcia f(¢, A) moze byt napriklad gravita¢ny ¢i magneticky potencial telesa
na sfére, ktora obopina celé teleso, topografia Zeme ¢i inej planéty a mnoho dalsich fun-
kecii. Kazda takidto funkciu mozno rozvinat do vlastného radu sférickych harmonickych
funkcii (vztah 2.60), pricom kazda funkcia bude mat vlastné suradnice f,x, podobne ako

kazdy vektor r ma vlastné stradnice r;. VSimnime si, ze ak oznacime

(n — |K])

Rt (2.62)

potom vztahy (2.61) a (2.60) s totozné so vztahmi (2.4) a (2.5) pre r = 1.

2.6 Normovanie

V praktickych aplikiciach sa sférické harmonické funkcie zvyknt definovat tak, ze su vy-
nasobené ¢lenom, ktory zavisi od sférického harmonického stupna a radu. Tento ¢len sa
nazyva norma a jeho pouzitim dostaneme normované sférické harmonické funkcie. Nor-
movanim ziskame niektoré vlastnosti, ktoré st vyhodné z teoretického aj z praktického
hladiska. Tieto vlastnosti budi podrobnejsie diskutované v kapitolach 2.6.1 a 2.6.2. Exis-
tuje niekol'’ko typov noriem, napriklad Schmidtova poloviéna norma, ortonormélna norma
¢i uplna norma (Wieczorek a Meschede, 2018). V geodézii sa pouziva takmer vyhradne

uplné norma, preto sa budeme venovat iba jej.

2.6.1 Legendreove funkcie a sférické harmonické funkcie

Pre skalarny sucin dvoch rovnakych jednotkovych vektorov e; plati vztah (1.28). Z teore-
tického aj z praktického hladiska by bolo vyhodné, aby aj skalarny sac¢in dvoch rovnakych
sférickych harmonickych funkcii bol rovny 1. Ttto vlastnost mozno zabezpecit vynasobe-
nim Legendreovych funkcii P,,,(sin ¢) ¢lenom N, (rovnica 2.62), ktory nazyvame uplnd

norma. Ziskame tym udplne normované Legendreove funkcie,

Poum(sinp) = Npp Pum(sing), n=0,1,..., m=0,1,...,n, (2.63)

a uplne normované sférické harmonické funkcie,

_ _ _ cos(kX), ak k>0,
Yar(0, A) = Nuk Yar (0, A) = Pop (sin )
sin(|k|A), ak k<0, (2.64)

n=0,1,..., k=-n,...,n.

V kapitole 2.5 sme uviedli, ze vztahmi (2.57) a (2.58) mozno dokazat rovnosti (2.55)
a (2.56). Ak pouzijeme navySe aj rovnicu (2.62), d4 sa dokéazat vztah

1 _ _
yy // Yor(@, A) Yis(p, N) do = 0,y Os- (2.65)
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Skalarny stucin (2.65) dvoch réznych tuplne normovanych sférickych harmonickych funkcii
je teda rovny 0 a skalarny su¢in dvoch rovnakych tplne normovanych sférickych harmo-
nickych funkcif je rovny 1. Prva vlastnost znamend, Ze funkcie Y,(¢, \) st ortogonélne
a druh4 vlastnost znamena, Ze funkcie Y,,.(, A) st normované. Hovorime preto, Ze tplne
normované sférické harmonické funkcie Y,x(¢, A) st ortonormdlne.

Vztahy (2.60) a (2.61) potom nadobudni tvar

n=0 k=—n

Fu= g [[ e Tslo N o (2:67)

Uplne normované sférické harmonické funkcie tiez umoziuju zapisat dekompoziény te-
orém (2.16) v tvare (Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005)

n

D Yk, ) Yor(, ) (2.68)

1

a prevrateni hodnotu vzdialenosti 1/¢ z rovnice (2.14) pre r > 1’ v tvare

1 1 1 "\ N _

n=0

k=—n

7 numerického hladiska je vypocet nenormovanych Legendreovych funkcii problema-
ticky, a to uz i pre stupne a rady presahujice niekol'ko stoviek. Dévodom je ich pomerne
rychlo narastajica hodnota, ktora dokonca prekroci rozsah dvojitej presnosti. Dwvojitd
presnost je v sucasnosti najcastejsie pouzivany Standard na pocitacovi reprezentaciu ¢i-
sel s pohyblivou desatinnou ¢iarkou. Cislo vacsie ako horny rozsah dvojitej presnosti je
v dvojitej presnosti reprezentované nekoneénom. Z tohto dévodu je z praktického hla-
diska vyhodnejsie pracovat s tiplne normovanymi Legendreovymi funkciami. Pre opisané
numerické problémy sa vSak nepocita zvlast norma N,,, a zvlast nenormovanéd Legen-
dreova funkcia P, (sin ¢), ale po¢itaji sa priamo uplne normované Legendreove funkcie
Py (sin ) pomocou upravenych rekurentnych vztahov (pozri napriklad Holmes a Feat-
herstone, 2002 ¢i Fukushima, 2012a).

Zo softvérovych balikov na vypocet vztahov (2.66) a (2.67) spomefime aspon kniZnice
SHTns (napisana v jazykoch C a Python; Schaeffer, 2013), ISPACK (Fortran; Ishioka,
2018), SHTOOLS (Fortran a Python; Wieczorek a Meschede, 2018) a CHarm (C a Pyt-
hon; Bucha, 2022).

2.6.2 Sférické harmonické koeficienty

Sférické harmonické koeficienty C, & Sy zo vztahu (2.19) st zvy¢ajne normované dva-
krat. Prva norma zabezpecCuje ich bezrozmernost, druha norma je potrebna v désledku

normovania sférickych harmonickych funkcii (kapitola 2.6.1).
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Fyzikdlna jednotka koeficientov C,,, a Sp, z rovnice (2.20) je m"kg a zavisi od
stupna n. Je preto vyhodne koeficienty normovat tak, aby boli bezrozmerné. Norma zau-

zivana v geodézii ma tvar

Com 1| Cum,
} _ (2.70)

S%W A4}?I Shma
kde M je hmotnost telesa, ktoré generuje gravitacny potencial a R je polomer najmense;

sféry, v ktorej sa nachadza celé teleso. Vztah (2.19) potom prejde do tvaru

— G?M ::0 (§>”+1 i (C‘nm cos(mA) + S sin(mA)) P (sing). (2.71)

V, (P

5(P) F) 2

Ak st sférické harmonické funkcie normované ¢lenom N, (rovnica 2.64), potom sfé-

rické harmonické koeficienty musia byt normou N, vydelené, aby sa zachovala rovnost

vo vztahoch (2.19) a (2.71). Druh& norma sférickych harmonickych koeficientov je preto

C”m} _ ! C”m (2.72)
Sum ) Num | Sy

dana vztahom

Sféricky harmonicky rozvoj (2.71) néasledne prejde do tvaru

Ve(P) = GTM (?) Z (Cram cos(mA) + Sy sin(mA)) Py (sin ). (2.73)

m=0

Ekvivalentny, no spornejsi zapis dosiahneme pouzitim substiticie Y,.(¢, A),

n

GM N (R\"! o
Ve(P) = R <?> Z Unk Yok (9, A), (2.74)
n=0 k=—n

T S (2.75)
Snikl, ak k <O0.
Koeficienty Chy, & Snm, T€Sp. Uni Sa nazyvaja uplne normované sférické harmonické ko-
eficienty.
Podobne ako tplne normované Legendreove funkcie, ani sférické harmonické koeficienty
sa nezvykni pocitat samostatne od normy. Namiesto toho sa vypocitaji tiplne normované
sférické harmonické funkcie Y,;(p,)\) a nésledne sa napriklad vztahom (2.67) priamo

ziskaju tplne normované sférické harmonické koeficienty.

2.7 Fyzikalny vyznam niektorych sférickych harmonic-
kych koeficientov

Dosadme P, (sin¢) z rovnice (2.44) do rovnice (2.20) pre n =0 a m = 0,

Coo = /// _ M (2.76)
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Nenormovany koeficient Cj o ma teda fyzikalny vyznam, je rovny hmotnosti telesa M. Ak
obmedzime nekoneéné rady (2.19), (2.71), (2.73) & (2.74) na maximélny stupen N = 0,

ziskame vztah

GM

r

Vy(P) = (2.77)

Tento vztah je identicky s rovnicou pre gravitaény potencial hmotného bodu (1.17) a s rov-
nicou pre gravitacny potencial homogénnej gule v bodoch mimo gule (1.74). Jedna z moz-
nych interpretacii obmedzenia nekonecnych rozvojov (2.19), (2.71), (2.73) a (2.74) na
maximalny stupen N = 0 je teda taka, ze ziskame gravitacny potencial homogénnej gule,
ktora nahréadza skuto¢né teleso.

Vydel'me rovnicu (2.20) hmotnostou M a zopakujme uvedeny postup pre stupen n = 1

a rady m = 0, 1. Po uvazeni (1.37) ziskame

010 /// )z dT =z

M M CH

Ci1 LA (Q) =

W M )2 d7(Q) = -, (2.78)
Sut _

M

M///

Sturadnice x., Y., z. predstavuju posun zaciatku siradnicového systému, v ktorom vyjad-
rujeme polohu bodu P v rovniciach (2.19), (2.71), (2.73) a (2.74), voéi tazisku telesa.
V praktickych aplikicidch pracujeme velmi ¢asto v geocentrickom sturadnicovom systéme
so zaCiatkom v tazisku Zeme, preto vSetky koeficienty stupna n = 1 st casto nulové,
Cro=C11=51,1=0.

D4 sa ukazat (napriklad Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005), Ze koeficienty stupna
n = 2 suvisia s momentom zotrvacnosti Zeme. Koeficienty stupiiov n > 3 uz zrejme

nemaju priamociaru fyzikalnu interpretaciu.

2.8 Aplikacie sférického harmonického rozvoja

V tejto kapitole ukdzeme dve aplikacie sférickych harmonickych rozvojov vo fyzikéilnej
geodézii: modelovanie vonkajsieho gravitacného pol'a (kapitola 2.8.1) a modelovanie topo-

grafie priblizne sférickych telies (kapitola 2.8.2).

2.8.1 Gravitacné pole

Koeficienty C,,,, a Sy, mozu byt vypoéitané napriklad z obeznej drahy umelej druzice
Zeme. Tak ako Slnko ovplyviuje drahu planéty v priklade z kapitoly 1.1, podobne i Zem
vplyva na driahu druZice prostrednictvom svojho gravitaéného pola. Tentokrat je ale situ-
acia zlozitejsia ako na obrazku 1.2, pretoze druzica obieha okolo Zeme vo vyske priblizne

250 az 500 km nad jej povrchom. V takejto bezprostrednej blizkosti Zeme su priestorové
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skuto¢néa draha

/ druZica

idealizované draha

Obréazok 2.6. Pohyb umelej druzice Zeme.

variacie zemského gravitacného pola dostatoc¢ne silné na to, aby ovplyvnili drahu druzice
inak v oblasti so silnym gravitaénym polom (napriklad nad masivnymi pohoriami) a inak
v oblastiach so slabsim gravitaénym polom. Skuto¢na draha druZzice je preto kompliko-
vana priestorova krivka, ktora reflektuje gravitacné pole v danej oblasti, a elipsa je len
jej priblizenim (obrazok 2.6). Ak by sme teda poznali skuto¢ni dréhu druzice, mali by
sme byt schopni inverznym sposobom vypocitat to pole, ktoré je pri¢inou neeliptickej
drahy. Inymi slovami, zo skuto¢nej drahy druzice mozno vypocitat sférické harmonické
koeficienty Cpm & Spm. Koeficienty Chp a Spm mozu byt vypoéitané i z mnohych inych
geodetickych merani, ¢i uz druzicovych, alebo pozemnych. Podrobnejsie informécie o po-
hybe druzic v gravitacnom poli Zeme a o druzicovych misidch a technikach st dostupné
napriklad v pracach Seeber (2003), Hofmann-Wellenhof a Moritz (2005), Kostelecky a kol.
(2008), Melicher a Gerhatova (2009) a Huséar (2017).

V kapitole 1.2 sme uviedli, Ze gravitacny potencial obsahuje informéaciu o vSetkych
veli¢inach gravitacného pola. Zo vztahu (2.73) preto dokdzeme vytazit ovela viac ako
len informéciu o gravita¢nom potenciali. Napriklad aplikovanim operétora gradient (1.39)
na gravitaény potencial (2.73) mozno ziskat prvky gravitatného zrychlenia v lokadlnom

kartezianskom suradnicovom systéme s pohyblivym zaciatkom 2%, y°, 2° (obrazok 1.9),

oV, 1 9V,
gps(P) = —2| == ==&
(P) ors|, 1 Op|p
M S n+2 n B ~ dp .
- = <§> > " (Crum cos(m) + Sy, sin(m)) AP (sin ) (2.79)
R n=0 r m=0 ng
o, 1oy,
gyS(P) - 8ys P_ T COS @ BN P
GM 00 (R)n+2 i B - ‘ ) |
- Z . (Snm COS(m)\) - Cnm Sln(m)\)) man(sm QD),
R? cosp = \r =
(2.80)
_ OVl _ OV
9(P) = 02 P— Wp
0 n+2 n
- _GR]\j Z(” +1) (%) (Crm cos(mA) + Sy sin(mA)) Py, (sin ).
n=0 m=0
(2.81)

Sférickymi harmonickymi rozvojmi teda mozeme vypocitat prakticky aktukolvek veli¢inu
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gravitacného ¢i tiazového pola, od gravitacného potencidlu cez gravita¢né zrychlenie az
po zvislicové odchylky ¢i geoid. Rovnice (2.79) az (2.81) tiez prakticky demonstruju vy-
hodnost vyjadrenia operéatora gradient vo sférickych suradniciach (rovnica 1.39). Priamy
vypocet derivacii 0V /0z®, 0Vy/0y®, 0V, /0z® vztahu (2.73) by bol naroény.

ICGEM (angl. International Centre for Global Earth Models) je sluzba zriadena Me-
dzinarodnou geodetickou asociaciou (angl. International Association of Geodesy, IAG). Jej
cielom je okrem iného zbierat, archivovat a poskytovat globalne modely gravita¢ného pola
Zeme, najcastejsie prave vo forme sférickych harmonickych koeficientov C,,, a S,,. Na
domovskej stranke sluzby ICGEM? st dostupné desiatky sad sférickych harmonickych ko-
eficientov, ktoré boli ziskané z roznych dat a rozlicnymi metédami vypoctu. Dostupné su aj
¢asovo premenlivé modely zemského gravitaéného pola (pozri kapitolu 1.6). Tieto modely
zachytavaju ¢asové variacie gravitatného pola, ktoré su sposobené napriklad hydrologic-
kymi zmenami na regionalnej turovni (napriklad Amazonsky prales), presunom vodnych
méas v oceanoch, ubytkom ladoveov v Gronsku a v Antarktide ¢ zemetraseniami (Wahr,
2007). ICGEM tiez poskytuje sluzbu na vypocet vztahu (2.73) ¢ modely gravita¢ného
pola nebeskych telies (napriklad Mars, Venusa, Mesiac ¢i asteroidy slnecnej ststavy).

Sluzba ICGEM poskytuje modely v Standardizovanom tvare v textovych sibo-
roch s priponou gfc. V prilohe G je uvedend ukizka modelu s nazvom EIGEN-6C4
(Forste a kol., 2014). Na zaciatku gfc stborov si spravidla uvedené stru¢né informé-
cie o poskytovanom modeli, najma mena autorov modelu, data a metdédy pouzité na
jeho vypocet a odkazy na relevantnu odbornu literattru. Riadky s klticovymi slovami
earth_gravity_constant a radius v hlavicke suboru udavaju hodnoty geocentrickej
gravitacnej konstanty GM a referencného polomeru R (pozri rovnicu 2.73). Tieto hod-
noty si spojené s danym modelom a medzi jednotlivymi modelmi sa mézu lisit. VSimnime
si, ze koeficient Cj o modelu EIGEN-6C4 ma hodnotu 1. Je to sposobené tym, Ze nenor-
movany koeficient Cy je rovny hmotnosti Zeme (rovnica 2.76), aviak po aplikovani prvej
a druhej normy (rovnice 2.70 a 2.72) nadobudne hodnotu 1. Mézeme si tiez v8imnut, Ze
vSetky koeficienty stupna n = 1 st nulové, teda zaciatok sturadnicového systému modelu
EIGEN-6C4 je vlozeny do taziska Zeme (pozri kapitolu 2.7).

Sférické harmonické koeficienty gravitacného pola Zeme su v stcasnosti dostupné pri-
blizne do stupna 2190. Ziskavané st vacsinou kombinaciou druzicovych merani (priblizne
do stupna 250 az 300) a detailnych pozemnych gravimetrickych merani (priblizne do
stupna 720 az 2190). Existuju tiez modely, ktoré popisuji zemské gravitacné pole do vys-
sich stupnov ako 2190. Tieto vysoké harmonické stupne vSak nie st zaloZené na meraniach
zemského gravitacného pola, ale na modelovani gravitacného acinku topografickych hmot
(napriklad Ince a kol., 2020). Topografické hmoty st hmoty, ktoré sa nachadzaju medzi
geoidom a fyzickym povrchom Zeme.

’http://icgem.gfz-potsdam.de/home
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2.8.2 Topografia

V kapitole 2.5 sme uviedli, ze do radu sférickych harmonickych funkcii mozno rozvinut
nielen gravitaény potencial, ale kazdi funkciu, ktora splia podmienku (2.59). Rozviime

preto do stupnia N napriklad zemsku topografiu H(p, A) (pozri vztah 2.66),

N n
H(o,X) =) ) i Yar(0, ). (2.82)

n=0 k=—n
Obréazok 2.7 znazoriiuje vplyv parametra N na priestorové rozlisenie funkcie H(p, \).
Koeficienty h,; boli prevzaté z modelu DTM2006.0 (Pavlis a kol., 2007). Hoci st vietky tri
mapy vypoéitané s rovnakym vzorkovanim (0.25° vo sférickej sirke a dlzke), miera detailu
stupa od vrchnej mapy smerom nadol. Je to sposobené tym, ze maximalny stupen N,
ktory udéava priestorové rozliSenie funkcie H(p, A), narasta postupne od 30 cez 90 az
do 360. Odhad velkosti najmensieho priestorového prvku, ktory moze byt reprezentovany

sférickym harmonickym rozvojom do stupina N, ziskame vztahom (Barthelmes, 2013)

mh

lnin(N) = N (2.83)

kde Ly je sféricka vzdialenost v dlzkovych jednotkach na sfére s polomerom R. ZvySova-
nim maximélneho stupiia N teda zvySujeme priestorovi podrobnost (rozlisenie) funkcie
H(p, ).

Okrem modelu DTM2006.0 je volne pristupny aj model Earth2014 (Hirt a Rexer,
2015). Earth2014 je kolekcia modelov zemskej topografie v rozliénych variantoch, napri-
klad so zohl'adnenim vysky l'adovcov ¢i s uvazenim alebo bez uvazenia batymetrie. Model
DTM2006.0 je dostupny do stupna 2190. Maximalny stupeih modelu Earth2014 je 10 800.

Zo sférickych harmonickych modelov topografie nebeskych telies spomenme aspon
model zemského Mesiaca do stupiia 2600 (Wieczorek, 2015) a model asteroidu Eros do
stupna 24 (Zuber a kol., 2000).

2.9 Konvergencia sférického harmonického rozvoja na

povrchu Zeme

Pred rozvinutim generickej funkcie pre Legendreove polynémy do Maclaurinovho radu
(vztah 2.12) sme vyslovili predpoklad %/ < 1 (vztahy 2.8 a 2.11). Bez splnenia tejto
podmienky nemusi rad (2.12) konvergovat. V takom pripade nie je mozné pokracovat
v odvodeni z kapitoly 2.2, pretoze zdmena poradia integracie a sumécie nie je mozna.
Prepisme nerovnost %/ < 1 do tvaru r > r’. Tato nerovnost je splnené pre vsetky dife-
rencialne elementy d7(r/, ¢', \') iba vtedy, ak pre sprievodi¢ r vypoc¢tového bodu P(r, o, A)
plati
r > max(r') = R, (2.84)
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Obrazok 2.7. Sféricky harmonicky rozvoj zemskej topografie (jednotky m) do
stupiiov N = 30 (vrchn& mapa), 90 (prostredna mapa) a 360 (spodna mapa).
Vypocet bol uskutoéneny zdrojovym kédom H.1 z prilohy H.
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sféra konvergencie

Obréazok 2.8. Sféricky harmonicky rad (2.19) konverguje rovnomerne a abso-
litne vo vonkajSom priestore sféry konvergencie. Svetlosivéa farba oznacuje ob-
last, v ktorej nie je zarucena konvergencia. Tmavosiva farba predstavuje hmoty
telesa, ktoré generuje gravitaéné pole. V tejto oblasti rad (2.19) nepopisuje sku-

to¢ny gravitacny potencial.

kde R je sprievodi¢ najvzdialenejSieho diferencialneho elementu dr od zaciatku stiradni-
cového systému. Sféra s polomerom R sa nazyva sféra konvergencie (Hotine, 1969) (pozri
obréazok 2.8). Vo vonkajSom priestore sféry konvergencie teda rad (2.19) konverguje rov-
nomerne a absolitne. Na tejto sfére ani v jej vnutri konvergencia zarucena nie je.

Nanestastie, cely povrch Zeme, na ktorom ¢asto potrebujeme pocitat rozvoj (2.19),
sa nachédza v oblasti, v ktorej konvergencia nie je zarucena. Nastastie, zda sa, ze otézka
konvergencie, resp. divergencie radu (2.19) nie je v saucasnosti z praktického hladiska
relevantné pre nizke az stredné stupne a svoju zéavaznost nadobtuda priblizne aZz od stupna
10800 (Hirt a kol., 2016; Rexer, 2017).

Konvergencia radu sférickych harmonickych funkcii na povrchu Zeme je ¢asto diskuto-
vanou témou geodetickej literatury (Hotine, 1969; Krarup, 1969; Moritz, 1980; L. Sjoberg,
1980; Jekeli, 1983; Sanso a Sideris, 2013). Dodajme, Ze funkcia 1/¢ moze byt rozvinuta do
radu Legendreovych polynémov a do radu sférickych harmonickych funkcii aj pre r < r’
(napriklad Martinec, 1998; Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005). Ziskame tym rozvoje,
ktoré su formélne podobné radom (2.14) a (2.69). Tymto spésobom mozno odvodit iny
typ sférického harmonického rozvoja gravitac¢ného potencialu, ktory je konvergentny aj
pre r < R, ak je v tejto oblasti gravitacny potenciadl harmonicky. V literatiire sa preto
rozliSuje medzi vonkajsimi (podmienka r > R) a vnitornymi priestorovymi sférickymi
harmonickymi funkciami (r < R). Vonkajsie a vnitorné rozvoje sa zvyknu aj kombino-
vat, vdaka ¢omu dokaZzeme ziskat konvergentny sféricky harmonicky rozvoj gravita¢ného
potencialu aj v oblastiach so sprievodicom r < R, a to dokonca aj vo vnutri Zeme (na-
priklad L. Sjoberg, 1977; Jekeli, 1983; Grafarend a Engels, 1993; Wang, 1997; Martinec,
1998; Wang a X. Yang, 2013).
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Kapitola 3
Stéroidicky harmonicky rozvoj

Fyzikalna geodézia skiima gravitacné polia objektov rozmanitych tvarov. Casto pritom
pracujeme so splostenymi telesami, napriklad so Zemou ¢i s mnohymi asteroidmi slnec¢nej
sustavy (napriklad Eros, Castalia ¢i Bennu; pozri Garmier a Barriot, 2001, Hu a Jekeli,
2015, Sebera a kol., 2016 ¢ Reimond a Baur, 2016). Ak by sme rozvinuli gravitacny
potencial tychto telies do sférického harmonického radu (2.19), oblast moznej divergen-
cie v bezprostrednej blizkosti telesa moze byt rozsiahla (pozri kapitolu 2.9). V takychto
situaciach je vyhodnejsie nerozvijat gravitaény potencial do radu harmonickych funkcii
vo sférickych stradniciach, ale v stradniciach, ktoré st istym sposobom prirodzenejsie
pre splostené telesa. Pouzité mozu byt napriklad redukované elipsoidické siuradnice, ktoré
vedu k sféroidickému harmonickému rozvoju gravitacného potencialu. Privlastok sféro-
1dicky oznacuje, ze harmonicky rozvoj je vztiahnuty na sféroid, v tomto pripade na dvo-
josovy elipsoid. Dvojosovy elipsoid moze byt splosteny bud na péloch, alebo na rovniku.
Pre modelovanie gravitacného pola Zeme méa v8ak praktické vyuzitie takmer vylu¢éne len
prvy z nich, preto sa dalej preto budeme venovat iba elipsoidom, ktoré sa splostené na po-
loch. Vyhodou sféroidického harmonického rozvoja je spravidla vicsia oblast konvergencie
harmonického radu v porovnani so sférickym rozvojom (pozri obrazok 3.1).

V tejto kapitole popiseme redukované elipsoidické suradnice (kapitola 3.1), vyjadrime
v nich operator gradient a Laplaceovu rovnicu (kapitola 3.2), predstavime sféroidické har-
monické funkcie (kapitola 3.3) a na zaver rozvinieme gravitaény potenciél do sféroidického
harmonického radu (kapitola 3.4). Pre naro¢nost nebudeme odvadzat sféroidické harmo-
nické funkcie tak podrobne, ako sme odvodili sférické harmonické funkcie v kapitole 2.
Namiesto toho sa budeme snazit prirovnavat diskutované témy k problematike znamej
uz z kapitoly 2. Ziskané poznatky vyuzijeme neskor v kapitole 4, v ktorej je Studované

tiazové pole s konStantnym tiazovym potencidlom na povrchu dvojosového elipsoidu.

3.1 Redukované elipsoidické sturadnice

Nech je dany dvojosovy referenény elipsoid s dlzkou hlavnej polosi a a s dlzkou vedlajsej

polosi b. Parametre a a b st volené tak, aby vhodne aproximovali tvar telesa, napriklad

73
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sféra konvergencie

elipsoid konvergencie

Obrazok 3.1. Sféra a dvojosovy elipsoid konvergencie harmonickych ra-
dov (2.19) a (3.28). Oba rady konverguji vo vonkajSom priestore svojej plochy
konvergencie, no v jej vnitri ich konvergencia zaru¢ena nie je. Oblast konver-

gencie sféroidického harmonického radu je tak vécsia o vysrafovanu oblast.

v zmysle metody najmensich Stvorcov. Zavedme dalej pojem linedrna excentricita E.
Parameter F oznacuje vzdialenost medzi stredom elipsy, ktora vznikne merididnovym
rezom elipsoidu, a jednym z jej ohnisk (obrézok 3.2). Z definicie elipsy vyplyva, Ze linedrna

excentricita je dand vztahom

E =+va?—b. (3.1)

Polohu T'ubovolného bodu P, ktory sa nachadza na referenénom elipsoide alebo nad
nim, mozno vyjadrit pomocou redukovanych elipsoidickych saradnic u, 3, A (obrazok 3.2).
Symbol u oznacuje mala polos konfokalneho elipsoidu, ktory prechadza bodom P. Konfo-
kalny elipsoid je taky elipsoid, ktory ma rovnaki linearnu excentricitu F ako referencény
elipsoid. Ak sa bod P nachadza na referen¢nom elipsoide, potom u = b. Symbol J predsta-
vuje redukovanti elipsoidicku sirku. Redukovana elipsoidicka dizka X je definovana rovnako
ako sféricka dlzka A (pozri obrazok 1.9).

Jednoduchym sp6sobom mozno overit, ze medzi redukovanymi elipsoidickymi sturad-

nicami a kartezidnskymi sturadnicami platia vztahy (obrazok 3.2)

x =Vu?+ E? cos 5 cos A,
y = Vu?+ E? cos 3 sin A, (3.2)

z = u sin 3,

kde vu2 + E? je dlzka hlavnej polosi konfokalneho elipsoidu. Ak E = 0, teda ak refe-
ren¢ny elipsoid nie je splosteny, potom vztahy (3.2) maja rovnaky tvar ako transformécia
sférickych siradnic na kartezianske suradnice (1.37). Pre transformaciu kartezianskych

suradnic x,y,z na redukované elipsoidické sturadnice u, 3, A\ pozri napriklad Hofmann-
Wellenhof a Moritz (2005).
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konfokalny JUUUPEE T RRREEEP .
elipsoid —

rovina x, y

>

Obrazok 3.2. Redukované elipsoidické saradnice v a 8 bodu P vyjadrené po-

mocou referenéného elipsoidu s hlavnou polosou a a vedl'ajSou polosou b.

3.2 Laplaceova rovnica v redukovanych elipsoidickych

stiradniciach

Z podobnych dévodov ako v kapitole 1.2.3 potrebujeme vyjadrit operator gradient a Lap-
laceov operator aj v systéme redukovanych elipsoidickych suradnic. Prislusné vztahy néaj-
deme postupom uvedenym v prilohach B.2 a C.2.

V silade s prilohou B.2 definujme vektory (pozri vztah B.14)

. 0r(B,\u)

9127,

o O0r(B, A u)

©s ou

kde

(B, A\ u

= [y(B )| . (3.4)
z(B, u)

Funkcie z(8, A\, u), y(8, A\, u), 2(8, u) st dané vztahmi (3.2). Zaciatok a smery vektorov €},
i = 1,2,3, definuji lokdlny karteziansky stradnicovy systém z',y", 2" s pohyblivym za-

¢iatkom v bode P. Os z' je dand smerom vonkajsej normaly ku konfokalnemu elipsoidu
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v bode P. Os 2" lezi v dotykovej rovine ku konfokélnemu elipsoidu a smeruje na sever.
Os y* dotvara pravouhly lavotocivy stradnicovy systém. Pomocou rovnic (3.2) a (3.3)

mozno jednoducho ukazat, ze pre ||€}||, ¢ = 1,2, 3, plati

el = y/u? + B sin? 5,
le5]| = Vu? + E? cos 3,

oy Jur+ E?sin®
HGSH - u2 —|—E2 :

Kombinaciou rovnic (B.13) a (3.5) ziskame operator gradient v redukovanych elipso-

(3.5)

idickych stradniciach,

Vf = gradf = e ! O o ! 8_f+er\/ wr B 0f
Vu?+ E? sin? g 0B VaZ + E2? cos B ON P\ w2 4 E2 sin® B Ou

_ ) of]

Vu?+ E? sin? g 0p

1 of

= | V- B cosp OX |- (3.6)
w+E*Of
u2 4+ E2 sin® B Ou

e = —, =123, (3.7)
e

st jednotkové vektory v smere osi x", 9", 2.

kde

D>

Laplaceovu rovnicu pre gravitatny potencidl dostaneme vztahmi (3.5) a (C.14)
(Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005),

0%V oV 0%V oV u?+ E? sin? B 0%V
2 2 g g g _ g g —
(W +E) ou? +2u ou * 032 tan 5 ap * (u? + E2) cos? B ON? 0. (3:8)

3.3 Sféroidické harmonické funkcie

V kapitole 2.2 sme uviedli, ze rozvoj gravitacného potencialu do radu sférickych harmonic-
kych funkcii (rovnica 2.19) mozeme ziskat aj rieSenim Laplaceovej diferencialnej rovnice
vo sférickych saradniciach (rovnica 1.40) metédou separacie premennych. Cielom také-
hoto pristupu je najst tri funkcie, fs(r), gs(¢) a hs(\). Da sa ukazat, Ze tieto funkcie maju

tvar (porovnaj s rovnicou 2.19)

A = (3.9
9s(p) = Pom(sin ), (3.10)
hs(\) = C?S(m Y (3.11)
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kden =0,1,2,... am=0,1,...,n.t
Jeden z moznych sposobov ziskania sféroidickych harmonickych funkcii je prave riese-
nim Laplaceovej diferencialnej rovnice v redukovanych elipsoidickych stiradniciach (3.8)

metodou separacie premennych. Ziskame tym funkcie (Hofmann-Wellenhof a Moritz,
2005)

U
Fo(1) = Qum (zE> , (3.12)
G:(B) = Pun(sin p), (3.13)
cos(m ),
he(N) = (mA) (3.14)
sin(m \),
kde i2 = —1 je imaginarna jednotka.?

Clen Qi (z%) v rovnici (3.12) sa nazyva pridruend Legendreova funkcia druhého

druhu. Pre komplexny argument z = i% je definovana vztahom (Moritz, 1990)

Qum(2) = (22 = 1)™/?2 %ﬁfz), (3.15)
kde .
Qulz) = Qu(a) = s P ML S TP PG (319

s=1
Pre redlny argument ¢ je definovana vztahom?® (Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005)

Qum(t) = (1 —1%) T (3.17)
kde .
Qult) = Quolt) = 5 Pa(t) In 1t = S () Pa (1) (3.18)

Rovnica (3.17) je formalne podobné rovnici (2.17). Napriek tomu, v désledku rozdiel-
nej definicie derivovanych ¢lenov @, (¢) ide o funkcie s odlisnym priebehom ako P,,,(t).
Uved'me pre nézornost explicitné vztahy na vypocet funkcii Qg (t), Q1 (t) a Q2 (t) redlneho
argumentu t a porovnajme ich s rovnicami (2.24) (Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005),

1 1+1
Qo(t) = 5 In 1—: = arctanh(t), (3.19)
t 1+1
QO1(t) = 2 In . ——i_t — 1 = tarctanh(t) — 1, (3.20)
3, 1\. 1+t 3 (3, 1 3
— (2P ) m—— =22 = h(t) — = 21
Q2(t) <4t 4) Do 3 (215 2) arctanh(t) 2t, (3.21)

Funkcia f(r) moze mat aj tvar fy(r) = r". Toto riefenie sa vyuZiva na rozvoj harmonickej funkcie
vo vnitri sféry (Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005). Takato situacia ale nie je predmetom tejto prace.
Takisto funkcia gs(¢) moze mat aj dalsi tvar Q. (sin ¢), ktory bude diskutovany neskor v tejto kapitole.

?Podobne ako v rovnici (3.9), funkcia f,(u) moZe mat dalsi tvar fi(u) = Py (i%), ktory sa vy-
uziva na rozvoj harmonickej funkcie vo vnitri referen¢ného elipsoidu. Druhy mozny tvar funkcie g,(5)

z rovnice (3.13) je Qpnm (sin f).
3V niektorej literattre st Legendreove funkcie druhého druhu redlneho argumentu definované aj s pou-

zitim Condonovho-Shortleyho fazového faktora (—1)™ (pozri kapitolu 2.4 a napriklad Olver a kol., 2010).
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Obrazok 3.3. Legendreove polynémy @, (t) druhého druhu realneho argumentu
te(=1,1) pren =0,1,...,5. Z dovodu singularity nie si Legendreove poly-

némy vypocitané pret = —1 a t = 1.
ke 1 14t
5 In 1= arctanh (). (3.22)

Zéapis arctanh oznacuje inverznu funkciu k hyperbolickému tangensu tanh, ktory je dany
vztahom (Gradshteyn a Ryzhik, 2007)

el —et
tanht = ——. 3.23
. et + et ( )
Funkcie Q. (t) pre niekol'ko prvych stupiiov n a radov m si znazornené na obrazkoch 3.3
a 3.4 (porovnaj s obrazkami 2.2 a 2.3).

Funkcie Q (2

~—

, @1 (2) a Q2 (2) komplexného argumentu z maja tvar

1 1

Qo(z) == In S arccoth(z), (3.24)
2 z-1
1

Q1(2) = % In z i— . 1 = zarccoth(z) — 1, (3.25)

3, 1\ z+1 3 (3, 1 3
— (22— )1 222 2 h(z) — 2 2
Q2(2) (42 4> n—— = 5% <2z 2) arccoth(z) 5% (3.26)

pri¢om arccoth je inverzna funkcia k hyperbolickému kotangensu coth (Gradshteyn a Ryz-

hik, 2007),
1 e+ e *
thz = = . 3.27
coth 2 tanhz e* —e™* ( )

Pre @, (t) platia rovnaké rekurentné vztahy ako pre P,(t) (Hofmann-Wellenhof a Mo-
ritz, 2005). Podobne ako funkcie P,,(t), i funkcie Q,,(t) vyhovujiu Legendreovej dife-

rencialnej rovnici druhého radu (pozri rovnicu 2.47; Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005).
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-1.00 -0.75 —-0.50 —-0.25 0.00 0.25 0.50  0.75 1.00
t

I Q0,0 QI,O -0 Ql,l I QQ,O === Q2,1 """ Q2,2

Obrazok 3.4. Legendreove funkcie druhého druhu @y, (t) redlneho argumentu
te(—=1,1)pren=0,1,2am =0,...,n. Presingularitu nie st funkcie Qy,,(t)

vypocCitané v koncovych bodoch t = -1 at = 1.

VSimnime si tiez, ze pre ¢ — =+1, teda pre 8 — +7, sa Legendreove funkcie druhého
druhu blizia k +00 (pozri rovnice 3.16 a 3.18 a obrazky 3.3 a 3.4). Tuto vlastnost bu-
deme nazyvat singularita. Prave pre singularitu sa Legendreove funkcie druhého druhu
nepouzivaju v praktickych aplikacidch ako rieSenie pre funkcie gs(¢) a g.(8) (rovnice 3.10
a 3.13), a to napriek tomu, Ze st taktiez rieenim Legendreovej diferencialnej rovnice
(Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005).

Presny a efektivny numericky vypocet funkcii @, (z%) je narocny, obzvlast pre vy-
soké stupne a rady. Z dovodov, ktoré budt ozrejmené v kapitole 3.4, sa v praktickych
geodetickych aplikdcidch nezvykna pocitat ¢leny Q... (z%), ale iba podiely Q. (z%) /
Qnm (z%) Samotny vypocet, ¢i uz funkcii Q) (z%), alebo podielov Q.. (z%) [ Qum (z%),
je zvy€ajne uskutoc¢novany rekurentnymi vztahmi alebo rozvojmi do nekonecnych radov
(pozri napriklad Sebera a kol., 2012; Fukushima, 2013; Wang a X. Yang, 2013, éprlék
a kol., 2020).
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3.4 Rozvoj gravitacného potencidlu do radu sféroidic-

kych harmonickych funkcii

Gravitaény potencial v bodoch mimo telesa mdze byt rozvinuty do radu sféroidickych

harmonickych funkcii vztahom (Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005)

Vs - S0y Qs (1) 5 Van(6, ), (3.28)

n=0 k=— nQn|k| ( E’)

kde v}, st 1uplne normované sféroidické harmonické koeficienty gravitacného poten-
cidlu. Rovnica (3.28) je linedrnou kombinédciou funkecii (3.12), (3.13) a (3.14) (pozri
tiez vztah 2.64), ktoré boli ziskané rieSsenim Laplaceovej diferencidlnej rovnice v redu-
kovanych elipsoidickych stradniciach metédou separacie premennych. Forméalne je po-
dobna vztahu (2.74). Moze byt tiez jednoducho prepisana do tvaru, ktory vyuZiva in-
dex m = 0,1,...,n (porovnaj rovnice 2.73 a 2.74), ¢ do radu nenormovanych sféroidic-

kych harmonickych funkcii, podobne ako je to v rovniciach (2.19) a (2.71),

Qnm _
Z Z ( ) (Cr . cos(mA) + Sy, sin(m)) Pyn(sing).  (3.29)

n=0 m= UQnm (ZE)

Funkcia Qx| (@%) zo vztahu (3.12) je komplexna funkcia. Vo sféroidickych harmonic-
kych rozvojoch (3.28) a (3.29) je preto vydelena funkciou Qx| (Z%) tak, aby vysledny po-
diel bol realne ¢islo. Tym je zabezpecené, ze i sféroidické harmonické koeficienty si realne
¢isla. V8imnime si tiez, ze pred prvou sumaciou vo vztahu (3.29) sa nenachadza Newtonova
gravitatna konstanta G tak, ako je to vo vztahu (2.19). Ide len o konvenciu, konstanta G
je tym padom obsiahnuta vo sféroidickych harmonickych koeficientoch C}, a S, . Rov-
nice (3.28) a (3.29) konverguju vo vonkajSom priestore elipsoidu konvergencie (pozri obré-
zok 3.1). Na povrchu elipsoidu konvergencie a/alebo v jeho vnutri konvergencia zaru¢ena
nie je.

Podiel Qx| (z%) / Qnlkl (z%) v rovnici (3.28) mé podobni dlohu, aka ma ¢len (%)Wrl
vo vztahu (2.74), teda umoznit vypocet gravita¢ného potenciélu aj nad referenénym elip-
soidom (v pripade sférického harmonického rozvoja nad referenénou sférou s polome-
rom R). V suvislosti s rovnicou (3.2) sme uviedli, ze pre E = 0 st redukované elipsoidické
sturadnice u, 5, A totozné so sférickymi suradnicami r, o, \. Pre E — 0 tiez plati vztah
(Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005)

Qup (i mh1
lim M _ (E) ’ ‘ (3.30)
E—0 b T

(@ (ZE>

Sféricky harmonicky rozvoj (2.74) preto mozno povazovat za Specialny pripad zovseobec-

neného sféroidického harmonického rozvoja (3.28).
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Na zaver dodajme, Ze Laplaceovu rovnicu mozno riesit aj v suradnicovom systéme,
ktory je vztiahnuty k trojosovému elipsoidu s polosami a, b, c. Ziskame tym rozvoj gra-
vitatného potencidlu do radu elipsoidickych harmonickych funkcii (napriklad Garmier
a Barriot, 2001; Hu a Jekeli, 2015; Reimond a Baur, 2016). Tento pristup je zlozitejsi
ako sférické a sféroidické harmonické rozvoje a vo fyzikalnej geodézii sa vyuziva zriedkavo.
Uplatnenie mé najmé pri modelovani gravitacného pola v blizkosti asteroidov, ktoré maju

komplikovany tvar.
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Kapitola 4
Normalne tiazové pole

Tvar Zeme v podobe geometrickej vysky nad zvolenou referen¢nou plochou mozno uréit
geometrickymi metdédami, napriklad fotogrametriou, druzicovou radarovou interferomet-
riou ¢i leteckym laserovym skenovanim (pozri napriklad Hirt, 2014). Na uréenie fyzikdlnych
vySok je potrebné uvazit nielen geometricka, ale aj fyzikdlnu cast vysky (kapitola 1.5).
Fyzikdlna geodézia preto urcuje tvar Zeme z informécie o jej tiazovom poli, napriklad
z tiazového potencialu a z tiazového zrychlenia na povrchu Zeme.

Urcenie tvaru Zeme z jej tiazového pola je nelahké, pretoZze vztah medzi tiazovym po-
Tom a hladanym zemskym povrchom je nelinearny. Spravidla sa preto pristupuje k lineari-
zacii pomocou rozvoja do Taylorovho radu, pricom ¢leny druhého radu a vyssich rddov sa
zanedbaji. Normdlne tiaZové pole Zeme je jednoduchy a stcasne dostatocne presny model
skutocného tiazového pola Zeme a slazi préave na vypocet pribliznych hodnot v lineari-
zovanych tlohach fyzikilnej geodézie. Poziadavka jednoduchosti je odévodnené potrebou
prijatelne naroénych vypocétov v normalnom poli, napriklad pomocou uzavretych vztahov
pre normdlne tiaZové zrijchlenie ~ ¢i normdlny tiaZovy potencidl U. Dostatocna presnost
je potrebné nato, aby nelinedrne ¢leny Taylorovho rozvoja mohli byt s rozumnou mie-
rou aproximacie zanedbané. Poziadavky jednoduchosti a presnosti si vzajomne odporuju,
preto je potrebné najst medzi nimi vhodny kompromis.

Povedané inak, normalne tiazové pole Zeme umoznuje redukciu veli¢in skuto¢ného
tiazového pola Zeme o priblizné hodnoty (napriklad skuto¢né tiazové zrychlenie g zredu-
kujeme o normalne tiazové zrychlenie ). Ziskame tym rozliéné reziduélne veli¢iny, ktoré
majua praktické vyuzitie nielen v geodézii, ale aj v mnohych inych geovednych disciplinach.
Prikladom je geofyzika, ktora vyuziva normalne tiazové pole Zeme okrem iného na stu-
dium hustotnych kontrastov pod zemskym povrchom. Veli¢iny, ktoré ziskame po redukcii
skuto¢ného tiazového pola o normaélne tiazové pole, budi popisané v kapitole 5. V tejto

kapitole predstavime koncept normélneho pola.
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4.1 VoI'ba normaéalneho tiazového pola

4.1.1 Homogénna rotujica gula

Homogénna rotujuca gula (kapitola 1.4) je jedno z najjednoduchsich telies, ktoré by mohlo
generovat normalne tiazové pole Zeme. Téato volba je vSak nevhodna z dvoch dévodov.
Prvym je sféricky tvar gule, ktory nereprezentuje splosteny tvar Zeme dostatocne presne.
Druhy doévod je ten, zZe tiazovy potencial na povrchu homogénnej rotujicej gule nie je
konstantny (kapitola 1.4.3). Homogénna gula je tu povazovana za tuhé teleso, ktoré v do-
sledku vlastnej gravitacie a odstredivej sily nemeni svoj tvar (Sanso a Sideris, 2013).
Zem ale nie je tuhé teleso (kapitola 1.6), a tak pod vplyvom spomenutych sil meni svoj
tvar, pricom sa snazi ustalit v rovnovaznej polohe. Zmena tvaru zemského telesa v do-
sledku vlastnej gravitacie a odstredivej sily je jednoducho predstavitelna pre tekuta ¢ast
zemského povrchu. T4 ma tendenciu ustalit sa v rovnovaznej polohe, ktorou je plocha
s konstantnou hodnotou skuto¢ného tiazového potencialu, teda geoid. Je preto vhodné
pozadovat od normalneho tiazového pola, aby jeho referencéna plocha, ktora aproximuje
geoid nielen geometricky, ale aj fyzikalne, bola stcasne aj ekvipotencialnou plochou.
Dodajme vsak, ze v niektorych tlohéch fyzikdlnej geodézie je vplyv normalneho tia-
zového pola dostatocné maly na to, aby bolo mozné pouzit gravitaéné pole nerotujicej
homogénnej gule (Sanso a Sideris, 2013), ktord mé na svojom povrchu konstantny gravi-

tacny potencial (kapitola 1.4.2).

4.1.2 Ekvipotencialny elipsoid

Ekuvipotencidlny elipsoid je dvojosovy rotacény elipsoid, ktory mé na svojom povrchu kon-
Stantny normélny tiazovy potencial. V sucasnosti je najcastejSou volbou pre definiciu
normalneho tiazového pola Zeme.

Ekvipotencialny elipsoid je vhodnym praktickym rieSenim oboch problémov, ktoré sa
spojené s normélnym tiaZovym polom homogénnej rotujucej gule. V prvom rade, dvojo-
sovy rota¢ny elipsoid je vernejSou geometrickou aproximaciou splostenej Zeme ako sféra,
¢im pontika uspokojivejsie rieSenie problému tvaru referenc¢nej plochy. Druhé poziadavka
spojena s konstantnou hodnotou normalneho tiazového potencialu na referen¢nej ploche
bola vyrieSenéd jednoducho tym, Ze sme referen¢ny elipsoid vyhlésili za ekvipotencialny.
Nepotrebovali sme pritom vyslovit Ziadny predpoklad o priestorovom rozloZeni hustot
v ekvipotencidlnom elipsoide. Dévod je ten, ze fyzikdlna geodézia sa zaoberd urc¢ovanim
tvaru a vonkajsieho tiazového pola Zeme a normélne tiazové pole vyuziva predovSetkym
na ucely linearizacie. Zda sa byt preto klucové najméa to, aby norméalna ekvipotencialna
plocha s normalnym tiaZovym potencidlom U, bola geometricky blizka geoidu, dalej,
aby normalny tiazovy potencial Uy bol blizky skutoénému tiazovému potencialu Wy, na
geoide, a nakoniec, aby geometrickd aj fyzikalna cast normélneho pola boli jednoducho

matematicky opisatelné. Vhodne definovany ekvipotencialny elipsoid spliia vietky tieto
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poziadavky. Pre niektoré pribuzné vedné odbory, napriklad pre geofyziku, je vSak znalost
hustoty v normalnom telese potrebna (Karcol a kol., 2017). V takychto situacidch nemusi
byt volba ekvipotencialneho elipsoidu ta najvyhodnejsia. Diskusia k moZnostiam pries-
torového rozlozenia hustoty vo vnitri ekvipotencialneho elipsoidu sa nachadza napriklad
v pracach Moritz (1990), Conway (2000), Torge a Miiller (2012) a Karcol a kol. (2017).

Inymi slovami, ani homogénna rotujtuca gula, ani ekvipotenciélny elipsoid nie st ide-
alne rieSenia, ktoré by boli fyzikdlne oddvodnitelné. Z hladiska fyzikdlnej geodézie je vsak
velkou prednostou ekvipotencidlneho elipsoidu skuto¢nost, Ze pontka dostato¢ne dobré
praktické riesenie v zasade pre vSetky sticasné tlohy fyzikalnej geodézie. V kone¢nom do-
sledku, aj Newtonov gravitacny zakon je nespravny a je iba priblizenim skuto¢nosti (pozri
tvodnu kapitolu). Mnohé ulohy fyzikalnej geodézie ale umoziuje riesit dostato¢ne presne
a relativne jednoducho, preto ho napriek tomu pouzivame.

Ekvipotencidlny elipsoid ma navySe dalsiu silnt stranku. Pre mnohé ulohy geodé-
zie (napriklad urcovanie polohy GNSS metodami) moze vdaka svojmu sploStenému tvaru
stucasne plnit aj tlohu geometrického referenéného systému. Tym sa opét prepaja geomet-
rickd a fyzikdlna zlozka geodézie, ktoré si potrebné na urcovanie polohy aj na urcovanie

tiazového pola (pozri kapitolu 1.3.2).

4.1.3 Sféroid

Dalsou moznostou vol'by normalneho tiazového pola je sféricky harmonicky rozvoj gra-
vitacného potencialu do vopred zvoleného kone¢ného harmonického stupna (rovnice 2.19,
2.71, 2.73 a 2.74). Plocha, na ktorej je takto definovany normalny tiazovy potencial kon-
Stantny, sa nazyva sféroid.! Obmedzenim rozvoja potenciilu na stupei 2 ziskame Brunsov
sféroid a obmedzenim na stupen 4 ziskame Helmertov sféroid (Heiskanen a Moritz, 1967).
Oba sféroidy maji koeficienty stupnia 1 nulové, pretoze zaciatok suradnicového systému
je vlozeny do geometrického stredu ekvipotencialneho elipsoidu (pozri kapitolu 2.7). Hel-
mertov sféroid méa nulové navyse aj koeficienty stupna 3, aby bola zabezpecené symetria
normalneho pola vodi rovine rovnika (pozri geometricku interpretéciu sférickych harmo-
nickych funkeii v kapitole 2.5). V stcasnosti sa Brunsov ani Helmertov sféroid nezvykni
pouzivat. Obe plochy si totiz velmi blizke dvojosovému rota¢nému elipsoidu a dodatoc¢na
presnost je ziskana za cenu vyrazne naro¢nejsiecho matematického popisu oboch pléch. To
odporuje poziadavke jednoduchosti z kapitoly 4. NavySe, dodato¢né presnost, ktoru zis-
kame pouzitim Brunsovho alebo Helmertovho sféroidu, zvéiésa nie je vyznamna (Heiskanen
a Moritz, 1967).

1V kapitole 3 sme za sféroid povaZzovali dvojosovy elipsoid. Ten je §pecidlnym pripadom vSeobecnejsie

chapaného pojmu sféroid z tejto kapitoly.
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4.2 Ekvipotenciadlny elipsoid

Nech teleso s hmotnostou M rotuje okolo pevnej osi konstantnou uhlovou rychlostou
rotacie w. Nech S je ekvipotencidlna plocha jeho tiazového pola, ktord obklopuje celé
teleso. Stokesov-Poincarého teorém hovori, Ze tiazovy potencial vo vonkajSom priestore
plochy S je jednozna¢ne urceny konstantami M a w a parametrami, ktoré definuji plo-
chu S (Torge a Miiller, 2012). G. G. Stokes (1819 az 1903) bol irsko-anglicky matematik
a fyzik, ktory vyznamne prispel do viacerych vednych odvetvi, napriklad do mechaniky te-
kutin (Navierova-Stokesova rovnica) ¢i do optiky (polarizécia svetla). H. Poincaré (1854 az
1912) bol francizsky matematik a teoreticky fyzik. V geodézii je znamy napriklad pre re-
dukciu tiazového zrychlenia z povrchu Zeme dovnutra Zeme (pozri kapitolu 1.5.2).

Na jednoznacné definovanie ekvipotencidlneho elipsoidu a jeho vonkajsieho tiazového
pola teda postacuje definovat Styri nezavislé zdkladné parametre. Dva z tychto parametrov
st geometrické, resp. velmi tzko suvisia s geometriou elipsoidu (napriklad hlavné polos
a sploStenie elipsoidu), a dva parametre su fyzikalne (hmotnost a uhlova rychlost rotécie).
Vsetky ostatné parametre normélneho tiazového pola st pocitané z tychto zakladnych
parametrov, ¢ uZ ide o geometrické parametre (napriklad vedlajsia polos ¢ linearna
excentricita elipsoidu), alebo o fyzikalne veli¢iny (normalny tiazovy potenciil, normélne
tiazové zrychlenie a pod.). Parametre, ktoré su vypocitané zo zakladnych parametrov,
budeme nazyvat odvodené parametre. Teoriu ekvipotencidlneho elipsoidu rozpracovali ta-
liansky geodet, astroném, geofyzik a matematik P. Pizzetti (1860 az 1918) a taliansky
matematik a matematicky fyzik C. Somigliana (1860 az 1955) v pracach Pizzetti (1894)
a Somigliana (1929).

Zakladné parametre ekvipotencidlnych elipsoidov st v stcasnosti ur¢ované spravidla
druZicovymi technikami a astronomickymi meraniami. Historicky prehlad geodetickych
referen¢nych systémov a sposobov ich urcenia je dostupny napriklad v pracach Torge
a Miiller (2012) a Hofmann-Wellenhof a Moritz (2005). Na nasledujucich stranach najprv
popiseme dva najpouzivanejsie ekvipotencialne elipsoidy (kapitoly 4.2.1 a 4.2.2). Potom
odvodime vztahy na vypocet normalneho tiazového potencidlu pomocou rozvoja do radu
sféroidickych a sférickych harmonickych funkeii (kapitola 4.3). Na zaver opiSeme sposob
vypoctu normalneho tiazového zrychlenia (kapitola 4.4). Tieto poznatky budu délezité ne-
skor v kapitole 6, ktora sa zaobera urcovanim geoidu. Po cely ¢as je pritom vhodné mat na
pamaéti, Zze normalne tiazové pole Zeme je matematicko-fyzikalny model, ktory je defino-
vany niekol’kymi zakladnymi parametrami. VSetky ostatné parametre, ¢i uz geometricke,
alebo fyzikalne, st odvodené zo zékladnych parametrov. S vynimkou zakladnych paramet-
rov sa teda vsetky veli¢iny normalneho tiazového pola ziskavaji vypoctom, nie meranim,

ako je to v pripade skutoéného tiazového pola Zeme.
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4.2.1 Ekvipotencialny elipsoid GRS80

Jednu z moznych stvoric zékladnych parametrov ekvipotencidlneho elipsoidu tvori

e hlavna polos a,
e dynamicky koeficient J g,
e geocentrickd gravitacna konstanta GM a

e uhlova rychlost rotacie w.

Tymito zakladnymi parametrami je definovany ekvipotencialny elipsoid GRS80 (angl.
Geodetic Reference System 1980; Moritz, 2000). Zakladné parametre GRS80 (tabulka 4.1)
boli prijaté Medzinarodnou uniou geodézie a geofyziky (angl. International Union of
Geodesy and Geophysics, IUGG) a Medzinarodnou asociaciou geodézie IAG na 17. ge-
neralnom zasadnuti [IUGG v Canberra v decembri 1979.

Vsimnime si, Ze medzi zakladnymi parametrami sa nachadza geocentricka gravita¢na
konstanta GM a nie hmotnost Zeme M, ktora je podla Stokesovho-Poincarého teorému
postacujuca na jednoznacné definovanie tiazového potencialu vo vonkajSom priestore
ekvipotencialneho elipsoidu (kapitola 4.2). Dévod je ten, Zze konstantu GM dokazeme
urc¢it presnejsie ako konstantu M (pozri kapitolu 1.4.2). Spomenme tiez, Ze hodnota
konstanty GM z tabulky 4.1 zahifia hmotnost Zeme aj hmotnost zemskej atmosféry
a koeficient J,( nezahfiia u¢inok permanentnej slapovej deforméacie Zeme. Medzi koefi-
cientmi Joqo (tabulka 4.1), Cyg (rovnica 2.19) a Cyq (rovnica 2.73) platia nasledujice
vztahy (Heiskanen a Moritz, 1967; Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005),

Cap = —Jap, (4.1)
Gy = 220 _ T
SV Ve

Tabulka 4.2 uvadza ¢iselné hodnoty niektorych odvodenych geometrickych a fyzikal-

(4.2)

nych parametrov ekvipotencialneho elipsoidu GRS80. Medzi geometrické parametre sme
zahrnuli okrem inych prvii numericka excentricitu (vztah 1.111), druhd numericki excen-
RV

¢ =— (4.3)

tricitu

Tabulka 4.1. Zakladné parametre ekvipotencialneho elipsoidu GRS80 (Moritz,

2000).
Oznacenie Hodnota Jednotka Popis
a 6378137 m Hlavna polos
Ja2,0 108263 x 1078 Bezrozmerné Dynamicky faktor
GM 3986 005 x 108 m?3 s72 Geocentricka gravitacna konStanta

w 7292115 x 10711 rad s7! Uhlova rychlost rotacie
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Tabul'ka 4.2. Vybrané odvodené parametre ekvipotencialneho elipsoidu GRS80
(Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005).

Typ parametra Symbol Hodnota Jednotka Popis

Geometricky b 6356 752.3141 m Vedl'ajsia polos
E 521 854.0097 m Linearna excentricita
e? 0.00669438002290 Bezrozmerné Druha mocnina prvej

numerickej excentricity
(e)? 0.00673949677548 Bezrozmerné Druh& mocnina druhej

numerickej excentricity

f 0.00335281068118 Bezrozmerné Splostenie
Fyzikalny U 62 636 860.850 m? 52 Normalny tiazovy

potencial na elipsoide

Ya 9.7803267715 m s~ 2 Normélne tiazové
zrychlenie na rovniku

Vb 9.8321863685 m s 2 Normélne tiazové
zrychlenie na poéle

m 0.00344978600308 Bezrozmerné Pomocna konStanta,

m=w?a’b/(GM)

a splostenie
a—>b
f= . (4.4)

a

Vztahy na vypocet odvodenych fyzikidlnych parametrov z tabulky 4.2 buda uvedené ne-
skor.

Elipsoid GRSS80 je oficialny referencny systém Medzinarodnej asociacie geodézie.

4.2.2 Ekvipotenciilny elipsoid WGS84

Dalsou moznostou definicie ekvipotencialneho elipsoidu je pouzit splostenie f (rovnica 4.4)
namiesto koeficientu J o. Tymto spésobom je definovany ekvipotencialny elipsoid WGS8/
(angl. World Geodetic System 1984 ; National Imagery and Mapping Agency, 2000), ktory
vychéadza z ekvipotencidlneho elipsoidu GRS80. Zakladné a vybrané odvodené parametre
ekvipotencialneho elipsoidu WGS84 st uvedené v tabulkach 4.3 a 4.4.

Z hladiska tvaru sa oba elipsoidy podobné; dlzka ich hlavnej polosi je 6378137 m
a dlzka vedl'ajsej polosi, vypoéitana zo zakladnych parametrov, sa odlisuje iba o desatinu
milimetra (porovnaj tabulky 4.2 a 4.4). Z fyzikdlneho hladiska je uz medzi elipsoidmi
vacsi rozdiel. Uhlova rychlost rotacie oboch elipsoidov je sice rovnaké, no odlisné hodnoty
geocentrickych gravita¢nych konstant sposobuji rozdielny normélny tiazovy potencial na
elipsoide. Rozdiel medzi hodnotami normélneho tiazového potencialu na elipsoide je pri-

blizne o 5 radov vacsi ako v suc¢asnosti dosiahnutelna presnost urcenia rozdielu skuto¢ného
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Tabulka 4.3. Zékladné parametre ekvipotencialneho elipsoidu WGS84 (Nati-
onal Imagery and Mapping Agency, 2000).

Oznacenie Hodnota Jednotka Popis

a 6378137 m Hlavné polos

1/f 298.257223563 Bezrozmerné Prevratena hodnota sploStenia
GM 3986 004.418 x 108 m3 s72 Geocentricka gravitatnéd konStanta
w 7292115 x 10~ rad s~! Uhlova rychlost rotacie

Tabulka 4.4. Vybrané odvodené parametre ekvipotenciélneho elipsoidu WGS84
(Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005).

Typ parametra Symbol Hodnota Jednotka Popis
Geometricky b 6 356 752.3142 m Vedl'ajsia polos
E 521 854.0084 m Linearna excentricita
e? 0.00669437999014 Bezrozmerné Druhé mocnina prvej
numerickej excentricity
(e')? 0.00673949674228 Bezrozmerné Druha mocnina druhej
numerickej excentricity
J2.0 108262.982131 x 10~® Bezrozmerné Dynamicky faktor
Fyzikalny Uy 62636 851.715 m? 572 Normaélny tiazovy
potencial na elipsoide
Ya 9.7803253359 ms—2 Normélne tiazové
zrychlenie na rovniku
M 9.8321849378 ms—2 Normélne tiazové
zrychlenie na péle
m 0.00344978650684 Bezrozmerné Pomocnéa konstanta,

m=w?a?b/(GM)

tiazového potencialu medzi dvoma bodmi, ktoré su od seba vzdialené niekol'ko kilometrov

(pozri kapitolu 1.5.1).

4.3 Normalny tiazovy potencial

V mnohych situaciach, hoci rozhodne nie v kazdej situacii, st preferované uzavreté ma-
tematické vztahy pred nekoneénymi rozvojmi. Uzavrety vztah je taky vztah, ktory mé
s jeho nekone¢nym naprotivkom, pretoze ten musi byt vzdy obmedzeny na vhodne zvoleny
konecny pocet ¢lenov. V kapitole 4.3.1 budeme preto hladat uzavrety vztah na vypocet
normélneho tiazového potencidlu U v bodoch na povrchu ekvipotencialneho elipsoidu

a nad nim. Pracovat budeme v redukovanych elipsoidickych sturadniciach, ktoré sa priro-



90 Kapitola 4. Normalne tiazové pole

dzene pontukaju v suvislosti so splostenym rota¢nym elipsoidom. V kapitole 4.3.2 potom
vyjadrime normaéalny tiazovy potenciél vo sférickych sturadniciach, tentokrat uz ale pomo-

cou nekone¢ného rozvoja. Kapitola 4.3.1 je spracovana podla Moritz (1990).

4.3.1 Normalny tiaZzovy potencial v redukovanych elipsoidickych

suradniciach

Vztah (3.29) popisuje vonkajsi gravita¢ny potencial vSseobecného telesa. Ak k nemu pripo-
¢itame odstredivy potencial, ziskame vztah pre tiazovy potencidl W vSeobecného telesa
(pozri rovnicu 1.50). Normélny tiazovy potencial U ekvipotencidlneho elipsoidu je vsak
opisatelny jednoduchsim sposobom ako tiaZovy potencial vSeobecného telesa. Dévodom
st dve symetrie normalneho pola, jedna vodi osi rotacie a druhé voci rovine rovnika. Prva
symetria sposobuje, Ze vSetky nezonélne sféroidické harmonické funkcie v rovnici (3.29)
musia byt nulové, pretoze zavisia od dlzky \. Vdaka druhej symetrii s nenulové iba péarne
zonalne sféroidické harmonické funkcie (pozri vlastnosti sférickych harmonickych funkeii
v kapitole 2.5). Normalny tiazovy potencial ekvipotencialneho elipsoidu teda moézeme za-

pisat v tvare
Uu, B) = Ug(u, B) + Us(u, B), (4.5)

pri¢om normélny gravitacny potencial Uy(u, §) je dany vztahom (pozri rovnicu 3.29)

Uyl ) = fjjéf;
iz

a normalny odstredivy potencial U.(u, §) je dany vztahom (pozri rovnice 1.49 a 3.2)

C} P,(sin f) (4.6)

1
Uc(u,B) = 5 w? (u* + E?) cos® B. (4.7)
Pre lepsiu nézornost nasledujucich krokov sme do vztahu (4.6) zahrnuli aj neparne zo-

nalne koeficienty C} hoci st nulové. Dodajme, Ze normalny gravita¢ny potencial vyhovuje

Laplaceovej rovnici vo vonkajSom priestore elipsoidu,

Uy , O°Uy | &*Uy _

2 —
ViUy= G Gt g =0 (4.8)

Z kapitoly 2 vieme, ze ak chceme poznat U(u, ) z rovnice (4.5), potom potrebu-
jeme poznat koeficienty C?. Zatial ¢o v pripade skuto¢ného pola Zeme je potrebné koefi-
cienty Cpy, & Sy (rovnica 2.19) vypoditat z merani skutoéného pola (kapitola 2.8.1), ko-
eficienty normélneho pola C! mozno vypocitat zo zakladnych parametrov ekvipotencial-
neho elipsoidu. Hladajme preto vztah medzi sféroidickymi harmonickymi koeficientmi C?

a zékladnymi parametrami ekvipotencialneho elipsoidu.
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Nech sa vypoctovy bod nachéddza na povrchu ekvipotencialneho elipsoidu, teda u = b.

Potom u
— B g =, (4.9)
Qu (i
()
a rovnica (4.5) prejde do tvaru
1
ZC’r (sinB) + = 5w 2(b? + E?) cos? B = U,. (4.10)

Rovnica (4.10) je formalne podobna vztahu (2.25), avSak s dvoma rozdielmi. Po prvé,
na lavej strane rovnice nie je funkcia f(¢), ktora by zavisela od t = sin 3, ale konstanta
U(b,5) = Uy (normélny tiazovy potencial na ekvipotencidlnom elipsoide je z definicie
kongtantny, pozri kapitolu 4.2). Po druhé, prostredné ¢ast rovnice obsahuje ¢len cos? 3,
ktory, podobne ako Legendreove polynémy P, (sinf3), zavisi od sin 3, pretoZe cos? 3 =

1 — sin? 8. Pomocou vztahov (rovnica 3.1)

a* =b* + E? (4.11)
a (rovnica 2.24)
3 1
Py(sin B) = 3 sin? 3 — 3 (4.12)
preto prepiSme rovnicu (4.10) do tvaru
1 1
ZCr (sin ) + 3w2 a? — 3w2 a? Py(sin 3) — Uy = 0. (4.13)

Kedze Py(sin ﬁ) =1 (rovnica 2.24), vztah (4.13) modzeme d'alej upravit do tvaru

(%+%ﬁf—&0H@m@+@Pﬁmm+<@—%ﬁf)%@mn
(4.14)

+ZCr (sinf3) = 0.

Tento vztah predstavuje rozvoj podobny vztahu (2.25), pricom ¢leny pred jednotlivymi
Legendreovymi polynémami si siradnice konstantnej funkcie 0, ktora sa nachadza na
pravej strane rovnice (pozri diskusiu o suradniciach ku vztahom 2.2, 2.25 a 2.61). Podobne

ako rovnost (pozri vztah 2.2)
3
D rie;=0 (4.15)
=1

plati vtedy a iba vtedy, ak r; = 0 pre vSetky i, podobne aj vztah (4.14) plati vtedy a iba

vtedy, ak
1
CS—F §w2a2 - U() = 0,
Cr =0,
. (4.16)
C2 - § w2 CL2 = 0,
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7 toho ale vyplyva, Ze

3
Ci=0,
h (4.17)
C; = 3 w?a?,
C, =0 pre n>3.
Dosadenim (4.17) do (4.6) tak ziskame vztah pre norméalny gravitaény potencial,
Y .U
1 @(g) 1, ,%(F)
Ug(u, B) = <U0 — ng a2> ——= Lt Swia® Py(sin ). (4.18)

o(z) T els)

Vsimnime si niektoré délezité vlastnosti rovnice (4.18). Vztahy pre Qo(z) a Q2(z) kom-
plexného argumentu z st koneéné (pozri kapitolu 3.3). Dosadenim (4.18) do (4.5) preto
ziskame normélny tiazovy potencidl vyjadreny pomocou konecného poctu ¢lenov, ¢o bol
ciel vyty&eny na zaciatku kapitoly. Dalsia dolezita vlastnost je té, Ze vztah (4.18) plati nie-
len na elipsoide pre u = b, ale kdekoI'vek na povrchu ekvipotencidlneho elipsoidu a v jeho
vonkajSom priestore pre u > b.

Poktisme sa teraz vyjadrit normalny gravitacny potencial Uy z rovnice (4.18) pomo-
cou zékladnych parametrov ekvipotencialneho elipsoidu a, b, GM a w. V rovnici (4.18)
totiz vystupuje normélny tiazovy potenciél na elipsoide Uy, ktory zvycajne nepatri medzi
zékladné parametre ekvipotencialneho elipsoidu (hoci aj takyto pristup existuje, pozri
napriklad Torge a Miiller, 2012).

7 kapitoly 3.4 vieme, 7Ze podiely Legendreovych funkcii druhého druhu st reélne ¢isla.
Vyjadrime preto vztah (4.18) v obore realnych ¢isel. Ked uvazime vztah (Heiskanen a Mo-

ritz, 1967)

1
arccoth(i x) = — arccot x = —i arctan —, (4.19)
i T

% z rovnice (4.18) moZeme prepisat do tvaru

potom (g a ()2 komplexného argumentu %

(pozri rovnice 3.24 a 3.26)

u E
, — | = —1 arctan — 4.20
Qo <1E> i arctan —, (4.20)
. 2 E
Q2 <z %) = % {(1 + 3%) arctan o 3% . (4.21)

Rovnicu (4.18) mdzeme preto zapisat v obore redlnych ¢isel nasledujicim spdsobom,

1
—% +owtar L »(sin ), (4.22)

3 qo

FE
arctan —
3 )

1
Ug(u, B) = <U0 — ~w?a?

arctan —
b
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kde
1 u? E U
—~1(1 il — _3= 4.2
q 2{( +3E2> arctanu BE]’ (4.23)
1 b? E b
qo = 3 {(1 + 3ﬁ> arctang -3 E] ) (4.24)

Nech sa bod so suradnicami (u, ) nachadza vo velkej vzdialenosti od ekvipotencial-
neho elipsoidu. Vo vztahoch (4.22) a (4.23) vystupuje funkcia arctan, ktorej argument
zavisi od saradnice u. Pre dalSie upravy je vyhodné rozvinut tieto funkcie do mocnino-
vého radu (Gradshteyn a Ryzhik, 2007),

2 Al

t —r—— 4+ ==+ .. 2<. 4.25
arctanr = 3—1-5 7+ , 17 < ( )

KedZe hodnota u je podla nasho predpokladu velmi velké, po dosadeni x = % do (4.25)

dostaneme vztah 5 B .
arctan — = — + O (—) . (4.26)

U U u3

Zépis O (Z5) oznacuje ¢leny tretieho rédu a vyssich radov rozvoja (4.25).

Pre zjednodusenie dalsieho odvodenia je dobré uvedomit si, ze ak u v rovnici (4.26) na-
dobuda vel'ké hodnoty, potom je jeho hodnota pribliZzne rovnéa sprievodi¢u r. Toto tvrdenie

dokézeme nasledujtcim sposobom. Z rovnic (3.2) vieme, Ze

r? = 2% +y* 4 22 = u? + E? cos® 3, (4.27)
a teda X
1 1 E? 2
—=- (1 - — cos? ﬁ) . (4.28)
u o r r

Rozvinutim zatvorky na pravej strane rovnice (4.28) spolu s jej exponentom do binomic-
kého rozvoja (pozri napriklad Gradshteyn a Ryzhik, 2007)

<1+x)q_1+qx+wx2+..._i q xk’ |g;|<17 (4.29)

2! prt k

ziskame vztah

1
E? 2 1 E* 3EY E*
|:1+<—T—2008 B)} :1+§r_2008 ﬁ+§ﬁcos b+..., —T—2cosﬁ<1.
(4.30)
Z rovnic (4.30) a (4.28) vidime, ze pre velké hodnoty u a r plati

1 1 1

—=—-+4+0|—= 4.31

u o + (7’3) ’ (431)

a teda (rovnice 4.26 a 4.31)

E FE 1
arctan — = — + O (—3> . (4.32)
u T r
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Skusme teraz zistit, ¢i niektory z dvoch s¢itancov v rovnici (4.22) dominuje pre velké
hodnoty w, resp. r a ak ano, tak ktory ¢len je ten dominantny. Dosadenim rozvoja (4.25)
pre z = £ do prvého stitanca rovnice (4.22) ihned vidime v kombinacii so vztahom (4.31),
ze prvy clen je radu O (%) V druhom séitanci rovnice (4.22) vystupuje premenné u iba
vo funkecii ¢, preto postacuje vysSetrit funkciu g. Pomocou rozvoja (4.25) a rovnic (4.23)

a (4.31) sa moézeme jednoducho presvedcit, ze druhy ¢len v rovnici (4.22) je radu O (7%3),

1T . E+3u2 E 1E3+1E5 U
q-2_arcanu E2\u 3w 5Hu E
1] . E n E n 3 E3
= — |arctan — —— - — ...
2| u u 5 ud (4.33)
_1_? 1E3+1E5 +/E+3E3 '
2\ 3w bW T uw 5wl
1 1
-0(s) -0 ()
V rovnici (4.22) preto dominuje prvy ¢len, a tak ju moéZeme prepisat do tvaru
1 5 5 E 1 1
arctan —
b
Pre velka hodnotu r plati aj vztah
GM 1

Rovnica (4.35) by nemala byt prekvapiva. Uz v kapitole 1.1.1 sme spomenuli, Ze ak sa
vypoctovy bod nachidza velmi daleko od zdroja gravita¢ného pola, nedopustime sa vel-
kej chyby, ak hmotnost zdroja koncentrujeme do jeho taziska a zanedbame tvar zdroja.
V takom pripade mozeme gravitaény potencial modelovat vztahom (1.17), ktory plati pre
hmotny bod. Prave tato skutocnost je vyjadrena rovnicou (4.35). MoZno jej tiez poro-
zumiet pomocou rovnice (2.19). Ak je zaciatok sturadnicového systému v tazisku telesa,
potom koeficienty Co, C1 ;1 a Si1 st nulové (kapitola 2.7) a v rozvoji (2.19) dominuje
vplyv koeficientu Cy g = M. éleny tretieho radu a vyssich radov (teda harmonické stupne
2, 3, ...) nadobudaju pre velké r zanedbatelné hodnoty v porovnani s ¢lenom prvého
radu, ¢im sa opét dostavame k rovnici (4.35). Z rovnice (4.35) tiez vyplyva vztah (pozri
aj 1.24)

lim (r Uy) = GM, (4.36)

r—00

pretoze r O (7%3) =0 (T%) sa limitne blizi k nule pre r — oc.

Vynéasobme dalej rovnice (4.34) a (4.35) sprievodi¢om r. Kombinaciou oboch rovnic

a vypoc¢tom limity pre r — oo ziskame rovnicu

r—00 3 arctan £

GM = lim (r Uy(r)) = (Uo _ L a2) B (4.37)
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Z rovnice (4.37) ziskame hladany vztah pre norméalny tiaZovy potencial na povrchu ekvi-

potencialneho elipsoidu

GM E 1
Uy = T arctan 7 + 3 w?a?, (4.38)

ktory je vyjadreny pomocou $tyroch zakladnych parametrov ekvipotencialneho elipso-

idu a, b (pretoze E = v/a? — b?), GM, w. Je dolezité spomenut, ze vztah (4.38) je exaktny.

éleny @] (7%) neboli zanedbané, avsak pre » — oo sa limitne blizia k nule.

Dosadenim (4.38) spolu so vztahom pre Ps(sin /3) (pozri rovnicu 2.24) do (4.22) ziskame

rovnicu

_GM E Lo oq (.9 1 [ 2 2
Ulu, B) = Z arctan;—i—iw a “ sin ﬁ—g +tow (u®+ E%) cos” 8. (4.39)

Rovnica (4.39) predstavuje hladany uzavrety vztah na vypocet normélneho tiazového
potencidlu v bodoch na povrchu ekvipotencialneho elipsoidu a nad nim pomocou Styroch

zakladnych parametrov ekvipotencialneho elipsoidu.

Okrajova tloha

Na problematiku tejto kapitoly sa moZzeme pozriet aj zo §irSieho uhla pohladu. Najprv
sme definovali trojrozmernt uzavretti plochu, ktord tvori dvojosovy rotaény elipsoid.
Tento elipsoid sme v kapitole 4.2 vyhlasili za ekvipotencialny, ¢im sme kazdému bodu
na jeho povrchu priradili hodnotu normélneho tiazového potencialu Uy. Na zaklade zna-
mej geometrie ekvipotencidlnej plochy a hodnoty normalneho tiazového potencidlu na
nej sme nésledne v silade so Stokesovym teorémom (kapitola 4.2) dokazali zistit, Comu je
rovny norméalny tiazovy potencial v celom vonkajsom priestore tejto plochy (rovnica 4.39).
Toto by nebolo mozné bez znalosti principu zmeny gravitaéného potencidlu v priestore.
Tento princip je zachyteny v Laplaceovej rovnici (pozri kapitolu 1.2.4), ktorej rieSenim
v redukovanych elipsoidickych sturadniciach st pravé sféroidické harmonické funkcie na-
chadzajice sa v rovnici (4.18). Preto rieSenie (4.18), ktoré je ich linearnou kombinaciou
s koneénym poc¢tom ¢lenov, je taktiez harmonicka funkcia, kedze Laplaceov operator je
linearny (pozri rovnice 1.30 a 1.31).

Povedané inymi slovami, nasli sme riesenie Laplaceovej diferencialnej rovnice vo von-
kajsom priestore ekvipotencialneho elipsoidu so zadanou podmienkou U, = kons$t. na
jeho povrchu. Hladanie takého rieSenia diferencialnej rovnice, ktoré vyhovuje zadanej
podmienke, sa nazyva okrajovd tloha. Okrajova tloha bola vyrieSena uz vztahom (4.18).
Zamerom uprav, ktoré nasledovali po tomto vztahu, uz bolo iba vyjadrit normélny tiazovy

potencial pomocou Styroch zédkladnych parametrov ekvipotencialneho elipsoidu.

4.3.2 Normalny tiazovy potencial vo sférickych stiradniciach

V praktickych aplikaciach je dolezité dokazat vyjadrit normalny gravita¢ny potencial Uy

a normalny tiazovy potencial U aj vo stérickych siradniciach. Jeden z dovodov je ten, ze
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normélny gravitacny potencial U, budeme potrebovat odéitat od skuto¢ného gravitacného
potencialu Vg, ktory byva ¢asto aproximovany sférickym harmonickym rozvojom (2.74)
(pozri kapitolu 2.8). Sféricky harmonicky rozvoj potencialu U, by teda umoznil od¢itavat
a porovnavat oba rady ¢len po ¢lene, nielen ich vysledné sucty.

Rozvoj normélneho gravitacného potencidlu do radu sférickych harmonickych funkcii

uvedieme bez odvodenia (Heiskanen a Moritz, 1967),

GM - a\2n :
Ug(r,p) = —— |1 - nz_:l Jan0 (;) Pap(sin 90)] , (4.40)
kde 5o2n J
o = (=1)m ¢ 1- 2201 4.41
Jono = (=1) (2n+1)(2n—|—3)( A (441)

Vsimnime si, ze podobne ako v pripade sféroidickych harmonickych funkcii, i tentokrat
st nenulové iba parne zonalne sférické harmonické koeficienty. Rozdiel voéi stéroidickému
harmonickému rozvoju je v8ak ten, ze sféricky rozvoj je nekonecny. Této situacia demon-
Struje, ako velmi moze volba stradnicového systému ovplyvnit tvar vyslednej rovnice.
Vztah (4.40) moze byt ziskany rozvojom clena arctan 4 v rovniciach (4.39) a (4.23) do
mocninového radu (4.25) a dalsimi upravami. Podrobné odvodenie uvadzaju napriklad
Heiskanen a Moritz (1967).

Rad (4.40) konverguje pre r > E (Moritz, 1980), ¢ize v bodoch nachadzajtcich sa vo
vonkajsom priestore sféry, ktora méa stred v bode O a prechadza ohniskami F} a Fy (pozri
obrazok 3.2). Pre zemské referen¢né elipsoidy (napriklad GRS80 a WGS84) to znamena,
ze rad (4.40) konverguje dokonca aj v niektorych oblastiach vo vnutri ekvipotencialneho
elipsoidu. Je v8ak doélezité spomentt, ze v takom pripade ziskame veli¢inu, ktoré pred-
stavuje analytické (v tomto pripade harmonické) pokra¢ovanie vonkajsicho norméalneho
gravitacného potencialu dovnutra elipsoidu (pozri kapitolu 1.2.5). Téato veli¢ina vyho-
vuje Laplaceovej rovnici (1.25) a je harmonickou funkciou. Nereprezentuje preto vnutorny
norméalny gravitaény potencial v hmotach elipsoidu, kedze v tejto oblasti plati pre U, Po-
issonova rovnica (1.45). V praktickych aplikaciach postacuje poéitat rad (4.40) do n = 5,
nanajvys n = 10, teda do sférickych harmonickych stupniov 10, resp. 20. Vyssie hodnoty
parametra n uz nezvys$uju numericku presnost vysledku, pokial je na vypocet pouZita
dvojita presnost (pre vysvetlenie pojmu dvojita presnost pozri kapitolu 2.6.1).

Normélny odstredivy potencial vo sférickych suradniciach je dany vztahom (1.49),

1
U(r,p) = 5 w?r? cos® . (4.42)

Dosadenim (4.40) a (4.42) do (4.5) ziskame vysledny vztah pre normélny tiazovy potencial
vo sférickych stradniciach. VSimnime si, ze v rovniciach (4.40) a (4.42) st konstantami
opét iba zakladné parametre ekvipotencialneho elipsoidu: a, J5 9, GM a w. Ide tak o dalsi
vypocet odvodeného fyzikalneho parametra ekvipotencidlneho elipsoidu zo zékladnych

parametrov ekvipotencialneho elipsoidu.
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4.4 Normalne tiaZové zrychlenie

Tiazové zrychlenie je jedna z veli¢in fyzikalnej geodézie, ktortt mozno odmerat (kapi-
tola 1.3.1). V mnohych tlohach je preto vyhodné ¢ dokonca potrebné modelovat ho
jednoduchym a sticasne dostato¢ne presnym sposobom, napriklad kvoli vypoctu geoidu.
Na tento ucel sluzi normalne tiazové zrychlenie . Vo fyzikilnej geodézii patri normalne
tiazové zrychlenie medzi najcastejsie pouzivané odvodené fyzikélne parametre ekvipoten-
cidlneho elipsoidu.

V kapitole 4.4.1 ukdzeme exaktny spdsob vypocétu normélneho tiazového zrychlenia
v redukovanych elipsoidickych staradniciach. Tato metéda je v praktickych aplikaciach
vyuzivana zriedkavo, pretoze poloha bodov merania zvécsa nie je vyjadrovana v reduko-
vanych elipsoidickych suradniciach (hoci do tychto suradnic méze byt jednoducho trans-
formované; pre transforma¢né vztahy pozri napriklad Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005).
Tento pristup je ale dolezity obzvlast z teoretického hladiska a z pohladu numerickych
simuléacii, kedZe vyuziva uzavreté matematické vztahy. V kapitole 4.4.2 potom uvedieme
najpouzivanejsi sposob vypoctu pomocou Taylorovho rozvoja v elipsoidickych stradni-
ciach. Hoci tato metoda je iba priblizna, pretoze nekoneény Taylorov rozvoj musi byt
v Ciselnych vypoctoch obmedzeny na konecny pocet ¢lenov, rychla konvergencia radu
umoznuje dosiahnut vyzadovani presnost pomerne jednoducho. Na zaver popiSeme v ka-
pitole 4.4.3 vypocet pomocou rozvoja do radu sférickych harmonickych funkcii. Podobne
ako sféricky harmonicky rozvoj norméalneho tiazového potencialu (kapitola 4.3.2), i tento
rozvoj je nekone¢ny. Po obmedzeni na kone¢ny pocet ¢lenov je preto aj tento pristup iba
priblizny. Numerické chyby v8ak mozno opét jednoduchym spésobom eliminovat na spo-
Tahlivo zanedbateIné hodnoty. Podobne ako v pripade normélneho tiazového potencialu
(kapitola 4.3.2), vyhodou je opéat moznost kombinécie so sférickym harmonickym rozvo-
jom skuto¢ného gravita¢ného zrychlenia (kapitola 2.8.1). Porovnanim niekolkych metod
vypoc¢tu norméalneho tiazového zrychlenia na tzemi Slovenska sa zaoberd c¢lanok Vajda
a Péanisova (2005).

4.4.1 Normalne tiazové zrychlenie v redukovanych elipsoidickych
suradniciach
Normélne tiazové zrychlenie v bode P(u,,)\) vyjadrené v staradnicovom sys-

téme x",y", 2" (pozri kapitolu 3.2) ziskame aplikovanim operatora gradient (3.6) na nor-

maélny tiazovy potencial (4.39),

[ 1 U (u, B)]
Vui+ E?sin?g 0B
er(uv ﬁ) 1 aU(u’B)
7<u7ﬁ) = VU(U, 6) = ’Yyr (U’v 6) = \/m COSB 8)\ . (443>
7 (1, ) u?+ E?*  0U(u,f)
|\ u? + B2 sin? 3 Ou |
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V dosledku symetrie ekvipotencialneho elipsoidu voci osi rotéacie je normalne pole
nezavislé od dlzky A (kapitola 4.3.1), preto OU/OX = 0, a teda

e (u, B) = 0. (4.44)

Clen s (u, B) ziskame dosadenim vztahu (4.39) do (4.43),

1 q )
Vor (0, B) = NEES RS <w2 a’ o w? (u® + E2)> cos (3 sin f3. (4.45)

Podobnym spésobom dostaneme aj ¢len v, (u, 5),

24 E? GM 2E ¢ (1 1
fyzr(u,ﬁ):\/ utr [ _va 4 (— sin25——)+w2u 00825:|,

W2+ E2sin?B | w+ B2 u?+ E? gy \2 6
(4.46)
kde (Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005)
u? + E? dq u? u E
r _
Dodajme, ze vo vztahu (4.47) sme zaviedli ¢len ¢/, v ktorom je derivacia dg/du vynasobena
. u2+E2 . . . 5 . .
podielom —*—===, preto pre zachovanie rovnosti musi byt prostredny clen rovnice (4.46)
vynasobeny podielom —WEEZ. Novozavedeny ¢len ¢ vyuzijeme neskor. Rovnice (4.44),

(4.45) a (4.46) predstavuju uzavreté vztahy pre hladané prvky vektora v v redukova-
nych elipsoidickych stradniciach. Podobne ako v pripade norméalneho tiazového poten-
cidlu (4.39), ide o sféroidické harmonické rozvoje s konetnym poc¢tom ¢lenov.

Vsimnime si, ze na ekvipotencialnom elipsoide (u = b) je nulovy nielen prvok 7,: (b, 5)
(rovnica 4.44), ale aj prvok v,:(b, #) (rovnica 4.45). Dévod je ten, ze vo vztahu (4.45) pla-
tia pre u = b rovnosti ¢/qo = 1 a u*> + E? = b* 4+ E? = a*. Nulové hodnoty prvkov 7, (b, 3)
a 7, (b, B) mozno vysvetlit aj tym, ze referen¢ny elipsoid je ekvipotencialna plocha s kon-
Stantnou hodnotou normélneho tiazového potencialu U (b, ) = Uy = konst. (kapitola 4.2).
V bodoch na ekvipotencialnom elipsoide musi byt preto vektor v(b, 8) = VU (b, ) kolmy
na elipsoid (kapitola 1.3.2). Z kapitoly 3.2 stucasne vieme, Ze na elipsoid s malou po-
losou u = b je kolméa aj os 2" lokadlneho stradnicového systému ", y*, 2" s pohyblivym
zaClatkom leZiacim na elipsoide. Smer vektora (b, §) je teda totozny so smerom osi z'.
Inymi slovami, zlozky v,+(b, 5) a v, (b, B) leziace v dotykovej rovine k ekvipotencialnemu
elipsoidu z", " su nulové, pretoze diferencidlna zmena tiazového potencidlu v dotykovej
rovine k ekvipotencialnej ploche je nulova (kapitola 1.5.1). Pre u > b je ¢len 7, (u, )
vo vSeobecnosti nenulovy, pretoze konfokalne elipsoidy s malou polosou u > b nie si

ekvipotencialne plochy (Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005).

4.4.2 Taylorov rozvoj normalneho tiazového zrychlenia

Poloha bodov gravimetrickych merani je v stcasnosti urc¢ované spravidla GNSS meto6-

dami a ¢asto byva vyjadrena v elipsoidickych suradniciach (pre definiciu elipsoidickych
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sturadnic pozri kapitolu 1.5.4). V tejto kapitole odvodime vztahy na vypocet normalneho
tiazového zrychlenia na povrchu ekvipotencidlneho elipsoidu a nad nim v elipsoidickych

stradniciach.

Somiglianov vztah

Najprv budeme hladat vztah pre velkost normélneho tiazového zrychlenia na povrchu
ekvipotencialneho elipsoidu. Kapitola je spracovana podla Hofmann-Wellenhof a Moritz
(2005).

7 predchadzajucich casti vieme, Ze na povrchu ekvipotencidlneho elipsoidu plati v, =
vy = 0. Na vypocet velkosti normalneho tiazového zrychlenia na elipsoide preto po-
trebujeme iba posledni z rovnic (4.44) az (4.46). S vyuzitim (3.1) a u = b upravme

¢len u? 4+ E? sin® 3 z rovnice (4.46) nasledujtcim spésobom,
b? 4+ E? sin? B = b + (a® — b%) sin? B = a® sin® B + b* (1 — sin’ B) (4.48)
= a? sin® B + b* cos? B. '

Pre velkost normélneho tiazového zrychlenia na elipsoide tak ziskame vztah

A(b, B) = 11 (b, A = /22 (6, 8) + 22 (b, ) + 72 (b, B) = [7+(b, B)|
GM

22El 1 1 22b
+w a @(ésiHQB—g)—w ¢ cosQﬁ},

a+/a? sin? B + b2 cos? 3 [ GM  qo

GM
(4.49)
kde ¢len ¢ je dany rovnicou (4.47) pre u = b. Zavedenim substiticie
w?a?b
= 4.50
m= a7 (4.50)
a s vyuzitim (4.3) moZno prepisat (4.49) do tvaru
GM ! ! !/
(b, B) = {<1+@%) sin25+(1—m—m%) COSQB:|.
a+/a? sin® f + b2 cos? 3 qo 6 qo
(4.51)

Ak do rovnice (4.51) dosadime redukovant sirku 5 = 0, dostaneme vztah na vypocet

vel'kosti normélneho tiazoveho zrychlenia na rovniku,

GM m € q
n=— | 1—=—m—— . 4.52
b ab ( " 6 qo ) ( )
Pre = £90° ziskame velkost normalneho tiaZového zrychlenia na poéloch,
GM m € q
= 1+——. 4.53
w= (145 50) (4.53)

Pouzitim substitucii (4.52) a (4.53) mozeme upravit vztah (4.51) do tvaru

a~y, sin? B+ by, cos? 3
A(b, ) = = .

= . 4.54
Va2 sin 4 b2 cos? B (4.54)
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Hladany ekvivalent vztahu (4.54) v elipsoidickych suradniciach ziskame transformaciou
redukovanej elipsoidickej sirky 5 na elipsoidicku 8irku ¢ (napriklad Hofmann-Wellenhof
a Moritz, 2005),

b
tan f = — tan ¢. (4.55)
a
S vyuzitim (4.55) prejde (4.54) do kone¢ného tvaru

a "y, cos? ¢+ by, sin? ¢
Va2 cos? ¢ + b2 sin’ ¢ '

V(@ h=0) =0(¢) = (4.56)

Rovnica (4.56) sa nazyva Somiglianov vzlah a umoziuje vypoé¢itat normalne tiazové zrych-
lenie na povrchu ekvipotencialneho elipsoidu zo zékladnych parametrov ekvipotencialneho
elipsoidu. Jedinou premennou vo vztahu (4.56) je elipsoidicka Sirka ¢.

Somiglianov vztah (4.56) mozno prepisat do tvaru (Moritz, 2000)

1+ k sin® ¢
i ¢ = Ya ) 4.57
LV T 437
kde ;
k=21 (4.58)
aYa

Hoci rovnice (4.56) a (4.57) su ekvivalentné, v &iselnych vypoétoch je spravidla presnejsi
vztah (4.57).

Taylorov rozvoj

Na rozdiel od rovnice (4.43), ktora umoziuje vypocet vektora ~y(u, 5) na povrchu ekvipo-
tencialneho elipsoidu aj nad nim, Somiglianov vztah (4.56) mozno pouzit iba na ekvipoten-
cialnom elipsoide a iba na vypocet velkosti normalneho tiazového zrychlenia ||y (¢, h = 0)|
(smer vektora y(¢,h = 0) je dany normélou k elipsoidu). Jeden zo sposobov ziska-
nia ||7y(¢,h > 0)|| v priestore nad ekvipotencialnym elipsoidom s vyuzitim elipsoidickych
stradnic je analytickym pokracovanim nahor (kapitola 1.2.5). Tento pristup je zaloZzeny
na rozvoji norméalneho tiazového zrychlenia do Taylorovho radu, preto je potrebné urcit
plochu, z ktorej bude norméalne tiazové zrychlenie pokracované nahor. Vhodnou plochou je
ekvipotencialny elipsoid, pretoze na tejto ploche dokazeme relativne jednoducho odvodit
a potom aj vypocitat derivacie norméalneho tiazového zrychlenia, ktoré vystupuja v Tay-
lorovom rozvoji. Normalne tiazové zrychlenie vo vyske h > 0 (bod P na obrazku 1.18)

tak ziskame Taylorovym rozvojom (porovnaj s rovnicou 1.44)

6. = el =3+ 2 ;;'j 2

!
=0 2

hi
h=0

1 9y(
+ Z 8h7,

~ Y0(¢) + 5%(@7

" (4.59)
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kde jednotlivé derivacie normalneho tiazového zrychlenia st dané v bodoch na ekvipoten-
cidlnom elipsoide pre prislusnu elipsoidicku sirku ¢ (bod Qg na obrazku 1.18). Nulty ¢len
Taylorovho rozvoja ~o(¢) mozno vypoditat Somiglianovym vztahom (4.56). Clen 6v,(¢)
sa nazyva redukcia normdlneho tiaZového zryjchlenia z vysky a v ¢iselnych vypoctoch byva
vypocitany priblizne, zvacSa uvazenim c¢lenov sumacie po ¢ = 1, pripadne aj ¢ = 2.

Bez podrobnejsieho odvodenia uvedieme casto pouzivany tvar redukcie normélneho

tiazového zrychlenia z vysky dv,,(¢) (pozri napriklad Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005),

(o) = —2%&@) (1+ f+m—2f sin® ¢) h+ 3722@ K2, (4.60)
Cleny
8780}(;1)) = —2%;(@ (14 f+m —2f sin¢), (4.61)
82’70@5) ~ 670(¢)
TRt (4.62)

predstavuju prva a druhti derivaciu normalneho tiazového zrychlenia na ekvipotencidlnom
elipsoide. Vztah (4.62) je priblizny, no pre mnohé aplikacie postacuje.

Ak je vyzadovana vysoka presnost, Taylorov rozvoj (4.59) moze byt vypocitany aZ
do i = 4 podla Pick (2000). Naopak, v tlohach, ktoré nevyzaduju vysoku presnost, byva
¢len 67,(¢) niekedy aproximovany dokonca iba pribliznou hodnotou derivécie 0vy(¢)/0h,

0
Syp ~ % h ~ —0.3086 mGal m~ . (4.63)

Tento vztah je uzitoné poznat, pretoze normalne tiazové pole je volené tak, aby 07/
Oh =~ 0g/0h. Vztah (4.63) tak umoziuje vypocitat priblizni zmenu skuto¢ného tiazového
zrychlenia g s vyskou h na povrchu Zeme. Pre nézornost uvedme, ze podla rovnice (4.63)
klesne skuto¢né tiazové zrychlenie na povrchu Zeme s narastajicou vyskou napriklad 1 cm
priblizne o 3 puGal, ¢o je priblizne na trovni presnosti stcasnych terénnych relativnych
gravimetrov (pozri kapitolu 1.3.1). Spomenme tiez ale, Ze veli¢ina 0g/dh, ktora sa na-
zyva vertikdlny gradient tiaZového zryjchlenia, moze v teréne vyrazne varirovat, obzvlast
v oblastiach so zloZitou topografiou (Zahorec a kol., 2018). V takychto podmienkach moéze
aproximécia dg/0h ~ —0.3086 mGal m~! spdsobovat relativnu chybu az na trovni 80 %
z hodnoty gradientu skutoc¢ného tiazového zrychlenia (Vajda a kol., 2020Db).

Vyhodou Taylorovho rozvoja (4.59) je jeho jednoduchost a velké praktické vyzitie. Za
nevyhodu mozno v niektorych situaciach povazovat to, Zze umozinuje vypocitat iba velkost

vektora ||y(¢, h)||, a nie cely vektor v(¢, h), resp. jeho jednotlivé prvky.

4.4.3 Normalne tiazové zrychlenie vo sférickych siradniciach

Aplikovanim operatora gradient vo sférickych saradniciach (rovnica 1.39) na normélny

gravitacny a odstredivy potencial (rovnice 4.40 a 4.42) ziskame sféricky harmonicky rozvoj
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normélneho tiazového zrychlenia v lokdlnom karezianskom siradnicovom systéme z°, /%, 2°

s pohyblivym za¢iatkom v bode P(r, p, A) (pozri obrazok 1.9),

Yas (1, )
Y(r ) = VUg(r, ) +VU(r,0) = |7(r, ) | 5 (4.64)
’YZS (Ta 90)
kde
GM & a\2n dP,,(sin i
Var (1) = — 2 ; Jon,0 (;) % — w?r cos sin p,
Yy () =0, (4.65)
GM

Yos (1, ) = — = + w?r cos? .

1- ; Jono (20 + 1) (;>2n Pon(sin )

Derivécie Legendreovych polynéomov d Py, (sin ¢)/de moéZzeme vypocitat napriklad reku-
rentnym vztahom (2.32). Podobne ako v kapitole 4.3.2, vo va¢8ine numerickych aplikécii
postacuje pocitat rozvoje (4.65) do n = 5, pripadne n = 10.

Vztahy (4.65) (bez odstredivej zlozky) umoznuju napriklad kombinaciu so sférickym
harmonickym rozvojom skuto¢ného gravitacného zrychlenia (2.79) az (2.81), a to nielen
vo forme vyslednych stuctov, ale aj ¢len po ¢lene. Ttto vlastnost vyuzijeme v nasledujicej

kapitole.



Kapitola 5
Poruchové pole a zvislicové odchylky

Poruchové (anomdlne) pole je rozdiel medzi skutoénym tiazovym polom a normalnym
tiazovym polom. V procese urcovania geoidu a vonkajSieho tiazového pola Zeme hra po-
ruchové pole kIucovu tlohu, pretoZze v praktickych aplikdcidch nie je spravidla vhodné
pracovat priamo s veli¢inami skuto¢ného tiazového pola. Dovod je ten, Ze priamy vypocet
tvaru Zeme a jej tiaZového pola, napriklad z tiazového zrychlenia a z tiaZzového poten-
cidlu na povrchu Zeme, je nesmierne naro¢ny (pozri napriklad Hérmander, 1976; Sanso
a Sideris, 2017). Ulohy podobného typu mézu byt nastastie ¢asto vyrieené priblizne, na-
priklad iterdciami ¢i linearizaciou pomocou rozvoja do Taylorovho radu. Tieto metody
vSak zvycajne vyzaduju dostupnost pribliznych hodnot, ktoré s dostato¢nou presnostou
aproximuju veli¢iny skuto¢ného tiazového pola Zeme. Na ziskanie pribliznych hodnot sa
vyuziva normalne tiazové pole. Veli¢iny poruchového pola potom popisuji prave hladané
odchylky skuto¢ného pola od normalneho pola.

Prikladom linearizacie je urcenie vysky geoidu nad ekvipotencialnym elipsoidom (obré-
zok 5.1). Ekvipotencialny elipsoid tu sluzi ako verné aproximécia geoidu z geometrického
hladiska (elipsoidicky tvar) aj z fyzikalneho hladiska (Uy = Wj) (pozri kapitolu 4.1).
Kedze geometricku aj fyzikalnu zlozku ekvipotencialneho elipsoidu pozname (kapitola 4),
ostava uz len urcit malé geometrické prirastky N k ekvipotencidlnemu elipsoidu. Priras-
tok N sa nazyva vyska geoidu nad ekvipotencidlnym elipsoidom a spravidla sa urcuje prave
z veli¢in poruchového pola. Pohybuje sa v rozsahu pribliZzne od —100 m do 100 m, teda
nadobiida o 4 rady mensie hodnoty ako stredny polomer Zeme 6 371 000 m.

V tejto kapitole popiSeme najdolezitejsie veli¢iny poruchového pola (kapitoly 5.1
az 5.3) a zvislicové odchylky (kapitola 5.4). Po cely ¢as budeme pritom predpokladat,
ze hmoty zemskej atmosféry boli adekvatnym matematickym sposobom odstranené (po-
zri napriklad Janak a kol., 2006), teda Ze gravitacny potencial Zeme splha Laplaceovu

rovnicu (1.25) v priestore mimo Zeme.

103



104 Kapitola 5. Poruchové pole a zvislicové odchylky

P

povrch Zeme

)\/\ .
N geoid
_[]
Q ekvipotencidlny

elipsoid
Obrazok 5.1. Vyska geoidu N nad ekvipotencidlnym elipsoidom merana od

bodu Qg po bod Fy po norméle k elipsoidu, ktor& prechddza bodom P.

5.1 Poruchovy potencial

Poruchovy potencial budeme oznacovat symbolom 7T'. V zmysle definicie poruchového pola

je dany vztahom

T(P)=W(P) =U(P) = (Vg(P) + Ve(P)) = (Ug(P) + Uc(P))

(5.1)
= Ve(P) — Ug(P),

pricom P je bod na povrchu Zeme alebo mimo Zeme. Na ziskanie vztahu (5.1) sme vyuzili
predpoklad
Ve(P) = Uc(P). (5.2)

Vzhl'adom na sti¢asnt presnost urcenia poruchového potenciélu (priblizne 0.1 m? s~2 podla
Sanso a Sideris, 2013) mozeme spolahlivo povazovat rovnost (5.2) za splnenta. Malé roz-
diely medzi V,(P) a U.(P) st dosledkom faktorov, ktoré nie st zahrnuté v normalnom poli.
Medzi tieto faktory patri napriklad premenliva rychlost rotécie Zeme ¢ pohyb zemského
polu.

Pomocou rovnic (1.25), (1.30), (4.8) a (5.1) mozno jednoducho ukazat, Ze poruchovy
potencial je harmonické funkcia v priestore mimo hmot,
T T T

2
T p—
v 0x? + Oy? + 022

0. (5.3)

Poruchovy potencial je aj regularna funkcia v nekonecne (kapitola 1.2.1). Z nerov-
nosti (1.22) dokaZeme iba prvu,
lim [rT| = lim [ (Vg = Uy)| = lm |rVy — 7 Uy

(5.4)
< lim (|r Vg| + |rUg|) = lim |r V| + lim |r Uy| = GM + GM, < C,
r—00 r—00 7—00

kde M je hmotnost Zeme, M, je hmotnost, ktoré je pripisana ekvipotencialnemu elipsoidu,
a C' je vhodne zvolena konstanta. Vo vztahu (5.4) sme vyuzili nerovnost |a — b| < |a| + |b|

a rovnicu (1.24).
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Pre poruchovy potenciéal d'alej plati,

Jim T(P) = lim (V,(P) — Up(P)) = lim Vi(P) — lim U(P) =0, 55)
lim r7T = lim r (V; = U.) = lim rVy — lim r Uy = GM — GM, = GIM, (5.6)
7—00 r—00 7—00 7—00

kde 6M = M — M,. Vo vztahu (5.5) sme vyuzili rovnicu (1.16), ktora plati aj pre U,.
V rovnici (5.6) sme pouzili rovnicu (1.24). Ak M = M,, potom

lim r 7T = 0. (5.7)

r—00

Ak je navyse stradnicovy systém geocentricky, potom (Pick a kol., 1973)

lim 7T = 0. (5.8)

T—00

Poruchovy potencial mozno definovat aj v bode Py na geoide (obrazok 5.1),
T(Py) = W(Fy) —U(Py) = Ve(Fo) — Ug(F), (5.9)

ako aj v celom priestore nad geoidom. Toto je vSak mozné iba za predpokladu, Zze gravi-
tacny ucinok topografickych a atmosférickych hmot na gravitaény potencial V, bol mate-
maticky odstraneny.! Odstranenie gravita¢ného téinku topografickych a atmosférickych
hmot sa nazyva reqularizicia zemského telesa. Tento postup je podrobne diskutovany
v praci Janak a kol. (2006).

5.1.1 Sféricky harmonicky rozvoj poruchového potencialu

V praktickych aplikidcidch sa velmi ¢asto stretneme so sférickym harmonickym rozvo-
jom poruchového potencidlu. Tento rozvoj ziskame pouZitim rovnice (5.1) a radov (2.74)
a (4.40). Aby sme mohli vyhodne skombinovat oba rady do jedného rozvoja, musime vziat

do tvahy dva aspekty.

1. Rozvoj (2.74) je zaloZeny na tplne normovanych sférickych harmonickych funkciach,
zatial €o rovnica (4.40) predstavuje rad nenormovanych sférickych harmonickych

funkeii.

2. Konstanty ekvipotencialneho elipsoidu GM a a z rovnice (4.40), ktoré budeme d'alej

oznacovat symbolmi GM® a a®, sa mozu lisit od konstant GM a R z rovnice (2.74).

Nekonzistenciu spdsobent rozlicnymi normami odstranime normovanim sférickych har-
monickych funkeii a sférickych harmonickych koeficientov v rovnici (4.40). Druht ne-
konzistenciu odstranime preskalovanim sférickych harmonickych koeficientov normélneho
tiazového pola z povodnych konstant GM® a a® na konstanty GM a R (pozri napriklad

!Definicia topografickych hmot je uvedena na strane 68.
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Barthelmes, 2013). Nie je zlozité presved¢it sa, Ze po tychto upravach mozno zapisat rozvoj

poruchového potencidlu v tvare

R DI C I S ! (5.10

n=0 k=—n
kde
_ ACo, ak k>0,
f=14 ™ = (5.11)
ASyk, ak k<0,
a

Aénm = Cnm - ée GM <a_> )

" GAT
GGMe lj n (5.12)
_ _ _ a _
ASnm = Snm —Som A | = = Snm
war (%)
Pre koeficienty normalneho pola C¢ , S¢  platia vztahy (pozri rovnice 2.62, 2.72, 4.1,
4.2 a 4.41 a tiez kapitoly 4.3.1 a 4.3.2)
= ’ 362n/ Oe
¢ o= (=1)" 1—n' =52 22 n/=0,1,2,...,
2n/,0 ( ) (2n/+1> (271’-}-3) /4n/_|_1 ( 62
(5.13)
o =0, ' =0,1,2,..., m=12,...,2n (5.14)
Coiim =0, n'=0,1,2,..., m=0,1,....2n" +1, (5.15)
Se =0, n=012..., m=0,1,...,n. (5.16)

Z koeficientov normélneho pola st teda nenulové iba parne zonélne sférické harmonické
koeficienty Cf 5, C5, C§ . - - . Koeficienty Cog a Cf v rovniciach (4.2) a (5.13) st totozné.
Pripomenme, Ze sféricky harmonicky rad vo vztahoch (5.12) az (5.16) musi byt v zmysle
rovnice (2.73) nezaporny.

Podobnym sposobom mozno ziskat kombinaciou rovnic (3.28) a (4.18) sféroidicky har-
monicky rozvoj poruchového potencialu.

Poruchovy potenciél sa udava vo fyzikalnej jednotke m? s~2 a nadobtida hodnoty pri-
blizne od —1000 m? s72 do 1000 m? s~2. V porovnani s gravitacnym potencidlom (napri-
klad obréazok 1.8) su tieto hodnoty mensie zhruba o 4 rady. Vrchna mapa na obrazku 5.2
znazoriuje poruchovy potencidl na povrchu ekvipotencidlneho elipsoidu GRS80. Pozo-
rujeme jednak dlhovlnny trend, napriklad v okoli minima v Indickom oceidne a maxima
v Indonézii, ale tiez kratkovinné prvky, napriklad premenlivé pole v oblasti tektonickych
zlomov v Tichom ocedne na rozhrani Pacifickej platne a okolitych platni (Severoame-
ricka, Filipinska a Australska platiia) ¢ v oblasti Himal4ji a And. Mapa tiez demonstruje,

ze odc¢itanie normalneho gravitac¢ného potencialu od skuto¢ného gravitacného potencidlu
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Obrazok 5.2. Poruchovy potencial (jednotky m? s72) zemského gravitac-
ného pola vypocitany zo sférického harmonického modelu EIGEN-6C4 do
stupnia 720 na povrchu elipsoidu GRS80 (vrchna mapa) a vo vyske 450 km
nad elipsoidom GRS80 (spodna mapa). Norméalne tiaZzové pole je predpisané

ekvipotencidlnym elipsoidom GRSS80.

vyrazne eliminuje globélny trend. Ten je sposobeny obzvlast nultym ¢lenom GM/r roz-
voja (5.10) a sirkovou zavislostou, ktora je désledkom splostenia Zeme. Od¢itanim tychto
vplyvov tak vystupia do popredia jemné nepravidelnosti gravita¢ného pola.

Spodna mapa na obrazku 5.2 znazoriuje poruchovy potencial vo vyske 450 km nad
elipsoidom GRS80. Hodnota 450 km priblizne zodpoved4 vyske obeznej drédhy niekto-
rych nizko letiacich druzic nad zemskym povrchom (pozri napriklad Hofmann-Wellenhof
a Moritz, 2005). Z porovnania map na obrazku 5.2 je zrejmé, ze poruchovy potencial
klesé s narastajticou vzdialenostou od Zeme (pozri rovnicu 5.5) a stcasne sa jeho priebeh
vyhladzuje (pozri ¢len (%)HJrl v rovnici 5.10).

Poruchovy potencial vystupuje vo fyzikilnej geodézii vac¢sinou ako neznama funkcia,
pretoze gravita¢ny ani tiazovy potencidl, a teda v SirSom zmysle ani poruchovy potencial,

nedokézeme jednoducho odmerat (kapitola 1.3.2). Poruchovy potencial ale priamo savisi
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NirA Ny

U(P) = konst.
W (P) = konst.

P
g(P) o v(P) povrch Zeme

y

og(P)

Obrazok 5.3. Vektorova porucha tiazového zrychlenia 6g(P) = g(P) — ~v(P)
na povrchu Zeme a zvislicova odchylka © medzi vektormi g(P) a y(P). Sym-
boly ny a ny oznacuju jednotkové vektory normal k ekvipotencidlnym plo-
cham W (P) = konst. a U(P) = konst.

s vypocétom geoidu, preto sa ho snazime uréit z inych meratelnych veli¢in. V nasledujacich

kapitolach 5.2 az 5.4 predstavime veli¢iny poruchového pola, ktoré dokdZeme odmerat.

5.2 Porucha tiaZového zrychlenia
Vektorovd porucha tiaZového zrijchlenia je definovana vztahom
0g(P) = g(P) —~(P) = VW(P) = VU(P) = VT(P), (5.17)

kde P je bod na povrchu Zeme alebo mimo nej (obrazok 5.3). Vektorovi poruchu tiazového
zrychlenia g moZno v §irSom zmysle povaZovat za meratelna veli¢inu, pretoze skuto¢né
tiazové zrychlenie g je meratelné (kapitola 1.3.1) a normélne tiazové zrychlenie v mozno
vypocitat (kapitola 4.4).

Z kapitoly 1.3.1 vieme, Ze velkost vektora g(P) sa da ziskat gravimetrickymi meraniami
a jeho smer astronomickym uré¢enim zemepisnych siradnic bodu P. Astronomické merania
st ale spravidla narocné. Aj z tohto dovodu sa vo fyzikdlnej geodézii ¢asto stretdvame so

skaldrnou poruchou tiaZového zrychlenia,

og(P) = Ig(P) = v (P)] = g(P) —~(P), (5.18)

ktora zanedbava rozdielny smer vektorov g(P) a «(P).? Ak odhliadneme od ojedinelej
situécie, v ktorej maju vektory g(P) a v(P) totoZny smer, potom v zmysle vztahov (5.17)
a (5.18) plati

10g(P)I| # og(P). (5.19)

2Ak majt dva vektory rozdielny smer (v tomto pripade vektory g(P) a v(P)), velkost vektora, ktory

vznikne ich rozdielom (]|dg(P)||), nie je mozné ziskat rozdielom velkosti tychto vektorov (||g(P)| —
I (P)ID)-
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Skalarna porucha tiazového zrychlenia mé najmé prakticky vyznam, pretoze urcit dg(P)
je vyrazne jednoduchsie ako uré¢it dg(P). V dalsom texte je potrebné rozlisovat medzi
veli¢inami ||0g(P)|| a dg(P).

Uhol medzi vektormi g(P) a ~(P) je spravidla nenulovy, pretoze smer vektora g(P) sa
meni v zavislosti od tvaru a rozlozenia hmot Zeme v okoli bodu P (pozri kapitolu 1.1.1),
avSak vektor y(P) tito zmenu nezachytava z dovodu jednoduchosti definicie normélneho
tiazového pola (pozri kapitolu 4). Uhol medzi vektormi g(P) a «y(P) sa oznacuje symbo-
lom © a nazyva sa zvislicovd odchyjlka. Najvicsie hodnoty dosahuje (zriedkavo) na tirovni
priblizne 2 uhlovych minut (Hirt a kol., 2013). Aj vdaka malej hodnote uhla © preto plati,
ze rozdiel ||dg(P)|| — dg(P) je dostatocne maly na to, aby mohol byt v mnohych tlohach
fyzikalnej geodézie zanedbany.

Vektorové a skalarna porucha tiazového zrychlenia moézu byt definované aj v bode F,

na geoide (obrazok 5.1),

0g(Fy) = g(Fv) —v(Fo), (5.20)
6g(Po) = g(Fo) —~v(Fo) (5.21)

Prirodzene, tiazové zrychlenie na geoide g(Fy) nedokdZeme odmerat, ako to vyzaduju rov-
nice (5.20) a (5.21). Hodnotu g(Fp) ziskavame matematickou redukciou tiazového zrychle-
nia g(P) o gravitacny uc¢inok hmot, ktoré sa nachadzaji nad geoidom (pozri Janak a kol.,
2006). Po tejto redukeii je porucha tiazového zrychlenia definovana aj na geoide a v celom

priestore nad nim.

5.2.1 Vztah medzi skalarnou poruchou tiazového zrychlenia a po-

ruchovym potencidlom

Z predchadzajucich kapitol vieme, Ze skalarna porucha tiazového zrychlenia je meratelna
veli¢ina, zatial ¢o poruchovy potenciél je spravidla ur¢ované veli¢ina. Je preto potrebné
najst vztah medzi tymito veli¢inami.

Nech ny a ny st jednotkové vektory vonkajSich normal k ekvipotencialnym plo-
cham W(P) = konst. a U(P) = konst. v bode P (pozri obrazok 5.3). Nech symboly
nw a ny reprezentuju smery tychto vektorov. Z kapitol 1.1.1 a 1.3.2 vieme, Ze vek-
tor g(P) = VW(P) je kolmy na skuto¢nt ekvipotencidlnu plochu v bode P, no ma

opacny smer ako jednotkovy vektor ny z obrazku 5.3, teda

ow
lg(P)II = IVW(P)| = = 5—1 . (5.22)
Wip
Podobne plati
ou
P = VU(P)| == 5 . (5.23)
Ulp
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Vztah (5.18) tak mozeme prepisat do tvaru

oW oU oW aU
59(P) = 1g(P)]| — |v(P)] = - ( . > - (_ U )
onw|p Onylp onw|p  Onw|p (5.24)
_ Wy _ery _omy_or
B Onw p_ onw PN 8hPN or P'

Aproximécia v prvom riadku vztahu (5.24) je spésobena nahradenim derivacie —oU/dny
derivaciou —0U/Ony, €o je pripustné vzhladom na malé hodnoty uhla © (pozri obra-
zok 5.3). Dalej sme nahradili derivaciu poruchového potencidlu v smere ny derivaciou
v smere elipsoidickej normaly h, ktora prechadza bodom P. Tato veli¢ina sa zvykne na-
zyvat elipsoidickd aproximdcia skaldrnej poruchy tiaZového zrijchlenia. Posledna priblizna
rovnost predstavuje sférickid aproximdciu skaldrnej poruchy tiaZového zriychlenia. Tato
veli¢ina je definované derivaciou poruchového potencialu v smere sférického sprievodica r,
ktory prechadza bodom P.

Na zaver spomenme, Ze veli¢iny — (907/0nw) |p, — (0T /Oh)|p & — (0T/Or) |p ne-
musia byt vzdy chapané len ako aproximacie rovnice (5.18). V niektorych situaciach
moze byt napriklad potrebné definovat skalarnu poruchu tiazového zrychlenia prave vzta-
hom dg(P) = — (0T /Or) |p a pod. Pri ¢itani literatiry preto treba pozorne vnimat kon-

text, v ktorom sa porucha tiazového zrychlenia vyskytuje.

5.2.2 Sféricky harmonicky rozvoj poruchy tiazového zrychlenia

Dosadenim (5.10) do poslednej rovnosti vztahu (5.17) a s vyuzitim (1.39) ziskame sféricky
harmonicky rozvoj vektorovej poruchy tiazového zrychlenia v lokdlnom kartezidnskom

stradnicovom systéme z°,y°, z* s pohyblivym zaciatkom v bode P (pozri obrazok 1.9),

0g(P) = |dg,s(P) |, (5.25)
5gzs(P)
kde
T 1 0T GM < (RN <= - V(0. N)

(P) = == o= = — —e 2
%9:2{P) e P 890‘13 R ;%(T) k;ntnk dp %20
oT 1 T GM (R & V()

99,(P) Oy |, T cosp 8)\’P R? coswg)(r) k;ntnk ox (5:27)

oT T GM & R\""? & o
R I — Tt BURSTN C B SE P MERVACES
P P n=0 k=—n

Derivécie 0Y,(p, A)/0¢ a OY (o, N)/OX z rovnic (5.26) a (5.27) st vyjadrené vo vzta-
hoch (2.79) a (2.80). Rovnice (5.26) a (5.27) st singularne (pozri kapitolu 3.3) na po-
loch. Rovnica (5.26) je singularna pre ¢len d P, (sin ¢)/dy (pozri 2.79); singularitu v rov-
nici (5.27) sposobuje ¢len 1/ cos . Vypoctu rovnic (5.26) a (5.27) v oblastiach polov je
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preto potrebné venovat osobitnt pozornost. Pouzit mozno napriklad nesingularne metody
vypoctu z prac Petrovskaya a Vershkov (2012), Sebera a kol. (2013) a Ivanov a kol. (2018).

Pouzitim prislusnych rota¢nych matic moze byt vektor 0g(P) transformovany do iného
sturadnicového systému (pozri napriklad National Imagery and Mapping Agency, 2000).
Takymto sposobom dokézeme vypocitat napriklad sféricky harmonicky rozvoj elipsoidic-
kej aproximacie skalarnej poruchy tiazového zrychlenia —0T/0h ¢ vektor 0g(P) v st-
radnicovom systéme z*,y", 2" (pozri kapitolu 3.2). Vektor dg(P) modze byt vypocitany
v stiradnicovom systéme x',y", 2" i priamo pomocou sféroidického harmonického rozvoja.
Z porovnania rovnic (5.24) a (5.28) je tiez zrejmé, Ze sféricky harmonicky rozvoj sféricke;j

aproximacie skalarnej poruchy tiazového zrychlenia dg(P) je dany vztahom
dg(P) = —dg.s(P). (5.29)

Na obrazku 5.4 je znazorneny priebeh prvkov vektora dg(P) v stradnicovom sys-
téme x° 3° 2° (rovnice 5.26 az 5.28) na povrchu ekvipotencialneho elipsoidu GRS80. Na
mape elementu d¢,s vidime prvky gravitacného pola prevazne v smere sférickej dlzky,
teda v smere kolmom na smer derivovania (pozri rovnicu 5.26). Podobne na mape §g,s
vystupuji do popredia najmé prvky v smere sférickej Sirky (pozri rovnicu 5.27). Na za-
klade porovnania s poruchovym potencidlom na vrchnej mape obrazku 5.2 tiez mozno
konstatovat, ze kratkovinné prvky poruchy tiazového zrychlenia si vyrazne silnejsie ako
kratkovinné prvky samotného poruchového potencialu. Toto pozorovanie vysvetlime rov-
nicami (5.26) az (5.28). Ako priklad si vezmime prvok dg.s a rovnicu (5.28). V tejto rovnici
sa nachadza ¢len (n + 1), ktory s narastajicim stupiiom n zosiliuje sférické harmonické
koeficienty t,x (porovnaj s rovnicou 5.10). Tym sa v porovnani s poruchovym poten-
cidlom zosiliiuje vplyv (vaha) sférickych harmonickych funkcii vyssich stupiiov a radov.
Z kapitoly 2.5 vieme, Ze s narastajicim stupiiom narasta aj oscilacia sférickych harmonic-
kych funkcii, ¢o vysvetluje silnejsiu pritomnost kratkovlnnych prvkov v poruche tiazového
zrychlenia v porovnani s poruchovym potencialom.

Obrazok 5.5 znazornuje prvky poruchy tiazového zrychlenia vo vyske 450 km nad
elipsoidom GRS80. Z obrazku je zrejmé, Ze porucha tiazového zrychlenia sa citelne vy-
hladzuje s narastajicou vzdialenostou od Zeme. Toto vyhladzovanie je dokonca rychlejSie
ako v pripade poruchového potencialu (porovnaj obrazky 5.4 a 5.5 s vrchnou a spodnou
mapou na obrazku 5.2), pretoze gravitacné zrychlenie klesa s druhou mocninou vzdiale-
nosti (rovnica 1.9), zatial ¢o gravita¢ny potencial klesa s prvou mocninou vzdialenosti
vypoctového bodu od diferencialneho hmotného elementu (rovnica 1.21).

Porucha tiazového zrychlenia sa spravidla udava v jednotke mGal a nadobtida hodnoty
v rozsahu od —400 mGal do 1000 mGal (hruby odhad na zéklade modelu EIGEN-6C4).
Vo fyzikalnej geodézii vystupuje zvicsa ako merana veli¢ina, z ktorej sa snazime urc¢it
poruchovy potencial a v dalsom kroku priebeh geoidu. Jednym z cielov je preto vyjadrit

poruchovy potencial T’ z rovnic (5.17) a (5.24).
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Obrazok 5.4. Prvky vektorovej poruchy tiazového zrychlenia dg,s (vrchna
mapa), 0g,s (prostredna mapa) a dg.s (spodna mapa) zemského gravitacného
pola vypocitané zo sférického harmonického modelu EIGEN-6C4 do stupna 720
na povrchu elipsoidu GRS80 (jednotky mGal). Normélne tiazové pole je pred-

pisané ekvipotencidlnym elipsoidom GRSS80.
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Obrazok 5.5. Prvky vektorovej poruchy tiazového zrychlenia dg,s (vrchna
mapa), 0g,s (prostredna mapa) a dg.s (spodnd mapa) ziskané rovnakym spo-
sobom ako na obrazku 5.4, avSak vo vyske 450 km nad elipsoidom GRS80
(jednotky mGal). Na oboch obrazkoch je pouzita rovnaka farebna skéla.
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e tU tW

W (P) = konst.
3\ povrch Zeme (W # konst.)
U(Q) = W(P) = konst.

teluroid (U # konst.)

———— geoid (W, = konst.)

N

ekvipotencialny
elipsoid (Uy = Wy = konst.)

Obrazok 5.6. Vektorovd anomélia tiazového zrychlenia na povrchu
Zeme, Ag(P) = g(P) — v(Q), a na geoide, Ag(Fy) = g(F) — ¥(Qo).
Skuto¢né tiaZnica ty a normaélna tiaZnica ty st z vizualizaénych dévodov
vyrazne zakrivené vo¢i normaéle k elipsoidu n.. V skuto¢nosti maji vsetky tri

linie blizky priebeh.

5.3 Anomalia tiaZového zrychlenia

Okrem poruchy tiazového zrychlenia dg(P) (kapitola 5.2) je s tiazovym zrychlenim spojenéa
aj anomalia tiazového zrychlenia Ag(P). Vektorovd anomdlia tiaZového zryjchlenia je dana
rozdielom skuto¢ného tiazového zrychlenia g(P) v bode P na povrchu Zeme alebo mimo

nej a normalneho tiazového zrychlenia v(Q) v bode @) (obrazok 5.6),

Ag(P) =g(P) —v(Q). (5.30)

Bod @ ziskame nasledujicim postupom. Nech bodom P prechéddza normalna tiaz-
nica ty. Bod @ je taky bod na tiaznici ¢y, pre ktory plati U(Q) = W(P). Vzdialenost
medzi bodmi ) a P merana v aproximacii po normaéle n, (obrazok 5.6) sa nazyva viyskovd
anomdlia a oznacovat ju budeme symbolom ( (obrazok 5.7). Ked zostrojime vyskova
anomaliu pre kazdy bod na zemskom povrchu, ziskame plochu, ktorid budeme nazyvat

teluroid. Teluroid predstavuje aproximaciu zemského povrchu. Vyskova anomalia ¢ nado-
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\]é <
povrch Zeme

0
H HN teluroid

Py

“/]\T T\ geoid

Qo ekvipotencialny

elipsoid
Obréazok 5.7. Ortometrickd vyska HC© a normalna vyska podla Moloden-
ského HN merané v elipsoidickej aproximacii po norméle k elipsoidu preché-
dzajicej bodom P. Ortometricka vyska HO je v skuto¢nosti dzka skutocnej
tiaznice tyy medzi bodmi Py a P a normalna vySka podla Molodenského je

dlzka normalnej tiaznice t;y medzi bodmi Qg a @ (pozri obréazok 5.6).

biida celosvetovo hodnoty priblizne od —100 m do 100 m, podobne ako vyska geoidu nad
referencnym elipsoidom (pozri kapitolu 5). Teluroid nie je ekvipotencidlna plocha.

Dovod zavedenia anomélie tiazového zrychlenia je najmé historicky. Na urcenie poru-
chy tiaZového zryjchlenia v bode P je potrebné poznat jednak tiazové zrychlenie g(P), ale
tiez elipsoidicku sirku a elipsoidickil vysku bodu P. Znalost polohy je nutné na vypocet
norméalneho tiazového zrychlenia v bode merania (kapitola 4). V stcasnosti uz moze byt
elipsoidické vyska jednoducho uré¢ena pomocou GNSS merani. V preddruzicovej ére v8ak
bolo mozné pouzit iba niveldciu, ktorou urc¢ujeme fyzikalne vysky, napriklad vysku defi-
novani dlzkou normélnej tiaznice t;; medzi bodmi Qo a @ (obrazok 5.6). Tato vyska sa
nazyva normdlna vyska podla Molodenského HY (Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005).3
Normalne tiazové zrychlenie tak nebolo mozné vypocitat vo vyske h nad ekvipotencial-
nym elipsoidom (bod P), ale iba vo vyske HY (bod Q), &m vznikla anomdlia tiaZového
zrijchlenia. Vzhladom na sucasni dostupnost GNSS je mozné ocakavat, ze v budiucnosti
bude vo fyzikalnej geodézii dominovat porucha tiazového zrychlenia (Hofmann-Wellenhof
a Moritz, 2005). V sucasnosti sa bezne stretdvame s poruchou tiazového zrychlenia aj
s anomaliou tiazového zrychlenia.

Hoci rovnica (5.30) predpoklada vektory g a v v dvoch réznych bodoch, vektor Ag
budeme formalne pripisovat bodu P, ¢omu zodpoveda zépis Ag(P).

Vektorova anomalia tiaZzového zrychlenia moze byt definovana aj na geoide (obré-

zok 5.6),
Ag(Fy) = g(Fo) — v(Qo)- (5.31)

3Nivelaciou mozno uréit aj iné typy fyzikilnych vysok (pozri Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005).
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Aj v tomto pripade plati rovnost U(Qo) = W (Fy) (pozri kapitolu 4), podobne ako plati
rovnost U(Q) = W(P) v stvislosti s rovnicou (5.30). Pre diskusiu o ziskani hodnoty
tiazového zrychlenia na geoide g(P) pozri kapitolu 5.2.

Okrem vektorovej anomaélie tiazového zrychlenia sa ¢asto stretavame aj so skaldrnou
anomdliou tiaZového zrychlenia (pozri tiez kapitolu 5.2), ¢éi uz na povrchu Zeme alebo
mimo nej,

Ag(P) = |lg(P)Il = [7(Q)ll = 9(P) = 4(Q), (5.32)
alebo na geoide,

Ag(F) = llg(Fo)ll — [[7(Qo)ll = 9(Fo) — v(Qo)- (5.33)

Podobne ako v suvislosti so skalarnou poruchou tiazového zrychlenia (kapitola 5.2), aj

tentokrat plati

[1Ag(P)| # Ag(P), (5.34)

[1Ag(Fo)ll # Ag(Fp). (5.35)

Anomalia tiazového zrychlenia sa udava vac¢sinou v jednotke mGal. Spolu s poruchou
tiazového zrychlenia patri medzi zakladné meratelné veli¢iny fyzikalnej geodézie, z ktorych
urCujeme tvar Zeme. Veliciny Ag(P), Ag(P), 0g(P), dg(P) sa vyuzivaji prevazne na
urcenie vyskovej anomalie ¢, ktoré je spité s normélnou vyskou podla Molodenského HN.
Veliciny Ag(FPy), Ag(Py), 0g(Fy), 0g(Fy) sa vyuzivaju najmé na urcovanie geoidu, ktory

je referen¢nou plochou pre ortometricki vijsku HC (pozri kapitolu 1.5.2).

5.3.1 Vztah medzi skalarnou anomaliou tiazového zrychlenia

a poruchovym potencidlom

Najdime teraz vztah medzi skalarnou anomaliou tiazového zrychlenia a poruchovym po-
tencidlom, podobne ako sme nasli vztah medzi skaldrnou poruchou tiazového zrychlenia
a poruchovym potencidlom (rovnica 5.24). Tentokrat situaciu komplikuje rozdielna po-
loha bodov P a @, resp. Py a @y a zakrivenie norméalnej tiaznice (obrazok 5.6). Ulohu
si vyrazne zjednoduSime linearizéciou problému a s vyuzitim elipsoidickej aproximacie
z obrazku 5.7. Obe aproximécie st postacujice pre praktické aplikacie (Moritz, 1980).
Nésledne odvodime vztah medzi oboma veli¢inami vo sférickej aproximécii. Exaktné rie-
Senie bolo najdené v pracach Meissl (1971) a Krarup (1973) (pozri tiez napriklad Moritz,
1980; Jandak a kol., 2006).

Elipsoidicka aproximacia

Hladat budeme najprv vztah medzi Ag(P,) a T(F) v bode Py na geoide. Rozvinme
normalne tiazové zrychlenie v v okoli bodu )y do Taylorovho radu a nésledne zanedbajme

¢leny druhého radu a vyssich rddov, pretoze ich vplyv je maly,

N 2 4(Qo) + o . (5.36)

Qo Oh Qo
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Dosadenim (5.36) do (5.33) dostaneme v kombindcii s (5.24) vztah

0 9
Ag(Py) = g(Py) — ~v(Py) + a—Z N =5g(Py) + a_z N
“ < (5.37)
__ o oy
~ Ohlp  Ohlg,

Rovnica (5.37) popisuje vztah medzi skalarnou poruchou a skalarnou anoméliou tiazo-
vého zrychlenia v elipsoidickej aproximécii. Vysku geoidu nad referenénym elipsoidom N
ziskame rozvojom normalneho tiazového potencidlu U v okoli bodu )g do Taylorovho

radu,

N R U@Q)+ I N =U@Q) - 1@)N. (539
Qo Qo

=1 90U
U(P(]):Zﬁ ohi

1=0

S uvazenim W (F)) = U(Qo) (pozri kapitolu 4) a vztahu (5.1) méZzeme prepisat rov-

nicu (5.38) do tvaru
T(FR)

B 7(Qo)

Vztah (5.39) sa nazyva Brunsov vzorec a umoziuje vypocitat geometricky parameter

. (5.39)

(vysku geoidu nad referencénym elipsoidom N) z fyzikdlnych parametrov (poruchovy poten-
cial T'(Py) na geoide a normélne tiazové zrychlenie v(Q) na ekvipotencialnom elipsoide).
Brunsov vzorec je zakladom urcovania geoidu. Dodajme, Ze zanedbanie ¢lenov druhého
radu a vyssich radov v rovnici (5.38) sposobuje chyby v uréeni N na trovni niekolko
méalo milimetrov (Jekeli, 2015; L. Sjoberg a Bagherbandi, 2017), teda o rad mensie, ako
je stcasna (pribliZne centimetrova) presnost urcenia geoidu. Je potrebné tiez zdéraznit,
ze vztah (5.39) bol ziskany za predpokladu Uy = Wy. V praktickej realizacii je pomerne
naro¢né splnit tuto podmienku (Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005). Preto ak Uy # W,
je potrebné zohl'adnit tato nerovnost v procese odvodenia vztahu pre N (pozri napriklad
Vanicek a Krakiwsky, 1986 alebo Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005).

Dosadenim (5.39) do (5.37) ziskame hladany vztah medzi anomaéliou tiazového zrych-

lenia a poruchovym potencidlom,

or
oh

1 0Oy

AelF) = Py * 7(Qo) oh

T(Py). (5.40)

Qo

Rovnica (5.40) sa nazyva zdkladnd rovnica fyzikdlnej geodézie.
Podobnym spdsobom mozno ziskat zakladna rovnicu fyzikalnej geodézie pre anoméliu

tiazového zrychlenia na povrchu Zeme alebo mimo Zeme,

oT
Ag(P) = — oh

__or
oh

T
p  Ohig
L oy (5.41)
— —| T(P).
P+’7<Q) dhlq (P)
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Na ziskanie poslednej rovnosti vo vztahu (5.41) sme vyuzili zovSeobecneny Brunsov vzorec

T(P
(=18 (5.42)
(@)
ktory sme ziskali podobnym spésobom ako vztah (5.39).

Pre kvantifikaciu efektu linearizacie na anomaliu tiazového zrychlenia pozri napriklad
Claessens (2006).

Je vhodné zdoéraznit, ze réznym bodom P, ktoré sa nachidzaju na povrchu Zeme
alebo mimo nej a sticasne lezia na tej istej normaéle k elipsoidu, prislicha rozlicna hodnota
vyskovej anomélie (. Dévod je ten, ze skutoény tiazovy potencial W(P) a normalny

. . ., . .. . . q- . .y oW
tiazovy potencial U(Q)) klesaji s narastajicou elipsoidickou vyskou rozli¢ne, teda ;- | =

ou| W 82U ;
%|Q’ oh? P7é M2 | ) atd.

Sféricka aproximacia

Aproximujme derivaciu v smere elipsoidickej normély 9/0h v rovnici (5.41) derivaciou

v smere sprievodic¢a 9/0r,

or 1 0y
Ag(P)=——| +—= —| T(P). 5.43
9P == 5| 537 an), T (543
V predoslej rovnici nadobida ¢len
1 0y
— 5.44
Q) Or Q ( )

malé hodnoty. Aby sme ziskali jednoduchsie matematické vztahy, moézeme na jeho vypocet
vyuzit gravita¢né pole nerotujicej homogénnej gule (alebo ekvivalentne hmotného bodu,
pozri poznamku v kapitole 2.7), ktoré v tomto pripade dostato¢ne presne aproximuje
normalne tiazové pole ekvipotencialneho elipsoidu (pozri kapitolu 4.1.1). Zo vztahu pre

gravitaény potencial nerotujicej homogénnej gule (1.74) potom vyplyva

GM
UrU;=——-, (5.45)
r
ou  GM
= =T 5.46
or r2 (5.46)
oy GM
— =2 5.47
or rs (5:47)
a tak mozeme rovnicu (5.44) prepisat do tvaru
1 0 2 GM 2
St [POR IR () - (5.48)
Q) or|l, GM o o
Sféricka aproximacia anomaélie tiazového zrychlenia je potom dana vztahom
or 2
Ag(P)=——| ——| T(P 5.49
oP) == 5| =2 TP (5.49)
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pricom sme pre zjednodusenie vyuzili priblizna rovnost

T(P). (5.50)

Podobnym spdsobom ziskame sférickii aproximaciu skaldrnej anomalie tiazového

zrychlenia na geoide,
aor

S or

Stéricka aproximaécia skalarnej anomalie a skalarnej poruchy tiazového zrychlenia spo-

2

r

Ag(Py) = T(R). (5.51)

Py

Py

sobuje chybu v urceni vysky geoidu nad referenénym elipsoidom N priblizne na drovni
0.003 N (Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005). Pri dosahovanych hodnotiach N zhruba
od —100 m do 100 m ide o chybu v ur¢eni geoidu na turovni niekolkych desatin metra.

V stcasnosti tak na presny vypocet geoidu uz sférickda aproximécia nepostacuje.

5.3.2 Sféricky harmonicky rozvoj anomalie tiazového zrychlenia

Presny rozvoj anomaélie tiazového zrychlenia do radu sférickych harmonickych funkcii je
pre zloZitost jej definicie naro¢ny (pozri napriklad Barthelmes, 2013). Uvedieme preto iba
rozvoj skaldrnej anomaélie tiazového zrychlenia vo sférickej aproximécii. Dosadenim (5.10)
do (5.49) ziskame

Ag(P) = S - 1) (5) o Va9, ). (5.52)

r
n=0

Vo sférickej aproximacii sa tak anomalia tiazového zrychlenia (5.52) odlisuje od poruchy
tiazového zrychlenia (5.29 a 5.28) iba v ¢lene (n—1), ktory nahradil ¢len (n+1). V8imnime
si, ze koeficienty ¢, stupfia n = 1 neovplyviuji anomaéliu tiazového zrychlenia v dosledku
nulového ¢lena (n — 1).

Anomalia tiazového zrychlenia a porucha tiazového zrychlenia nadobudaji podobné
hodnoty, preto sme vyobrazenie anomalie tiazového zrychlenia vynechali (pozri priebeh

poruchy tiazového zrychlenia na obrazkoch 5.4 a 5.5).

Dve poznamky k anomalii tiazového zrychlenia

V suvislosti s odvodenim Brunsovho vzorca a zékladnej rovnice fyzikalnej geodézie je
vhodné opat zdoéraznit doélezitost volby normélneho pola. Ak by bolo normélne pole zvo-
lené nevhodne, teda rozdiely medzi skutoénym a normalnym polom by s ohladom na
stCasnu presnost nemohli byt povazované za linedrne, nebolo by mozné obmedzit roz-
voje (5.36) a (5.38) iba na prvé dva ¢leny. Pridanie uz i len kvadratického ¢lena vyrazne
komplikuje tlohu.

Druh& poznamka sa tyka anomaélii tiazového zrychlenia na geoide Ag(P,). Anomaélie

tiazového zrychlenia st, samozrejme, merané na povrchu Zeme vo forme Ag(P) a na geoid
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st redukované matematickymi metdédami az po odmerani. V ramci tejto redukcie je po-
trebné v prvom kroku matematicky odstranit gravita¢ny uc¢inok topografickych hmot na
tiazové zrychlenie.* Tym zabezpe¢ime jednak to, Ze v priestore nad geoidom bude platit
Laplaceova rovnica, ale tiez to, Ze bod P bude takpovediac visiet vo vzduchu. Absencia
hmot medzi geoidom a zemskym povrchom tak umozni v dalsom kroku analyticky pokra-
¢ovat tiazové zrychlenie nadol z bodu P do bodu Py (pre analytické pokracovanie nadol
pozri kapitolu 1.2.5). Tato tuloha je v8ak numericky nestabilna. To znamené, Ze v principe
ju nie je mozné vyriesit bez nejakej formy stabilizacie. Tou méze byt napriklad mierne
vyhladenie dat ¢i zniZenie ich rozliSenia. Stabilizacia ale sposobi, Ze v skuto¢nosti ziskame
rieSenie inej ulohy ako tej, ktora bola formulovana (Sanso a Sideris, 2017), hoci ziskané
rieSenie moze byt rozumne blizke hladanému rieSeniu. Aby bolo mozné potlacit odchylky
od hladaného rieSenia, je potrebné zvySovat presnost a rozliSenie vstupnych udajov, ¢o je
v praktickych aplikaciach problematické pre naro¢nost ziskavania meranych dat. Redukcia
anomalii tiazového zrychlenia zo zemského povrchu na geoid tak patri medzi najnaroc-

nejsie ¢asti urcovania geoidu.

5.3.3 Anomalie tiazového zrychlenia vo volnom vzduchu a Bou-

guerove anomalie tiazového zrychlenia

Anomalia tiazového zrychlenia, ktort sme definovali vztahmi (5.30) a (5.32), sa v literature
nazyva aj povrchovd anomdlia tiaZového zrijchlenia vo volnom vzduchu (Sanso a Sideris,
2013). V tejto kapitole ju budeme oznacovat symbolom Agy,(P). Okrem nej sa moéZeme
¢asto stretnut aj s anomdliou tiaZového zrychlenia vo volnom vzduchu na geoide Agyy(Fp)
a s Bouguerovou anomdliou tiaZového zrychlenia Agg(P). V tejto kapitole stru¢ne popi-
Seme nové veli¢iny Agyy(Py) a Agp(P).

Na ziskanie anomalie tiazového zrychlenia vo volnom vzduchu na geoide Agy(F)
budeme predpokladat, ze nad geoidom nie st hmoty (Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005).
Bod P sa teda nachadza vo volnom vzduchu (pozri obrazok 5.6), a tak tiazové zrychlenie
nad geoidom mozeme rozvinut do Taylorovho radu. Po zanedbani nelinearnych ¢lenov
rozvoja a po nahradeni gradientu skuto¢ného tiazového zrychlenia gradientom normélneho
tiazového zrychlenia ziskame vztah
99

. Oy
H' ~ g(F, —| H=g(F —| H=g(FR)—F. (5.53
R | s gR)+ G = g(P) - F (55))

P) = :
9(P) 2 oi

Téato rovnica predstavuje analytické pokracovanie tiazového zrychlenia nahor z bodu Fy

do bodu P (pozri kapitolu 1.2.5). Tiazové zrychlenie na geoide potom ziskame vztahom

9(Ry) =~ g(P)+ F, (5.54)

4Popis redukcie tiazového zrychlenia na geoid s vyuZitim regularizacie zemského telesa sa nachéadza
v praci Janék a kol. (2006).
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ktory reprezentuje analytické pokracovanie tiazového zrychlenia nadol z bodu P do
bodu Pp.5 Clen F teda priblizne redukuje skutocné tiazové zrychlenie z bodu P na povr-
chu Zeme do bodu Fy na geoide. PouZitim rovnic (5.33) a (5.54) ziskame vysledny vztah

pre anomaliu tiaZového zrychlenia vo volnom vzduchu na geoide

Pre nizku presnost sa rovnica (5.55) uz v sucasnosti prakticky nepouziva. Namiesto toho
sa anomalie tiazového zrychlenia na geoide ziskavaji napriklad pomocou regularizacie
zemského telesa (pozri kapitolu 5.1).

Druha veli¢ina, Bouguerova anomdlia tiaZového zrijchlenia Agg(P) (Hofmann-
Wellenhof a Moritz, 2005), dostala nazov po P. Bouguerovi (1698 az 1758), franctzskom
matematikovi, geofyzikovi, geodetovi a astronémovi. Vyuziva sa najmi v geofyzike na
detekciu podpovrchovych hustotnych kontrastov. Na jej ziskanie je potrebné vypocitat
gravita¢ny t¢inok topografickych hmotS na tiazové zrychlenie a odstranit ho z povrchovej
anomalie tiazového zrychlenia. Bouguerove anomélie tak maja vyrazne hladsi priebeh ako
povrchové anomélie, ktoré s velmi zavislé od lokalnych hmot. V geodézii ¢asto vyuzivame
hladky priebeh Bouguerovych anomalii nasledujucim sposobom. Povrchové anomélie tia-
zového zrychlenia vo volnom vzduchu st v teréne odmerané spravidla v sieti nepravidelne
rozmiestnenych bodov. Na numericky efektivne urc¢ovanie tvaru Zeme je ale potrebné, aby
boli data dostupné v pravidelnej sieti bodov. Povrchové anomalie preto ¢asto potrebujeme
interpolovat do pravidelnej siete. AvSak povrchové anomaélie maji komplikovany priebeh,
podobne ako samotny zemsky povrch, preto nie sii vhodné na interpolaciu. Namiesto
toho mozeme v bodoch nepravidelnej siete vypocitat najprv Bouguerove anomaélie a tie
potom interpolovat do pravidelnej siete bodov. Vdaka hladkému priebehu Bouguerovych
anomalii sa takouto interpolaciou dopustime mensich chyb, ako keby sme interpolovali
priamo povrchové anomalie. Povrchové anomalie napokon ziskame v bodoch pravidelne;j
siete spatnym vypoctom z interpolovanych Bouguerovych anomélii. V geodézii sa teda
Bouguerove anomalie vyuzivaju najmé ako pomocna veli¢ina.

Podrobnosti o gravita¢nom uc¢inku topografickych hmot, o anomaliach tiazového zrych-
lenia, o Bouguerovych anomalidch tiazového zrychlenia a o ich historickom pozadi sa na-
chadzaju napriklad v publikiciach Meurers (2017), Mikuska a kol. (2017) a Vajda a kol.
(2020a).

5Je vhodné pripomeniit, Ze analytické pokracovanie nadol je numericky nestabilni tloha (pozri ka-

pitolu 1.2.5). Stabilizacia je v tomto pripade vykonand zanedbanim nelinearnych ¢lenov Taylorovho

rozvoja (5.53) a nahradenim gradientu g—fl‘ gradientom % . Pre diskusiu o presnosti aproximé-
Po Qo

cie g—fl & % pozri kapitolu 4.4.2.

SDefinicia pojmu topografické hmoty sa nachidza na strane 68.
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5.4 Zvislicové odchylky

V kapitolach 5.2 a 5.3 sme videli, ze jedna z meratelnych veli¢in fyzikdlnej geodézie,
tiazové zrychlenie, suvisi s poruchovym potencidlom, a teda aj s ur¢ovanym tvarom Zeme
(pozri rovnicu 5.39). Medzi ¢asté geodetické merania ale patri aj uréovanie polohy bodu
na povrchu Zeme pomocou astronomickych a GNSS merani. Je preto vyhodné najst vztah
aj medzi tymito meraniami a poruchovym potencidlom, pretoze nam to umozni urcovat
tvar Zeme z dalSieho typu geodetickych dat. Hoci to na prvy pohlad nemusi byt zrejmé,
takyto vztah naozaj existuje. Na jeho najdenie zavedieme veli¢inu, ktora budeme nazyvat
zvislicova odchylka.

Zuislicovd odchyjlka je uhol medzi skutocnou zvislicou (pozri kapitolu 1.3.2) a zvolenym
referenénym smerom (Torge a Miiller, 2012). Referen¢ny smer ¢asto zavisi od aplikacie,
preto sa v literatire mozeme stretnat s rozliénymi definiciami zvislicovych odchylok (ob-
razok 5.8).

e Helmertova zvislicovd odchyjlka ©H™e je uhol medzi skuto¢nou zvislicou 2%, pre-
chadzajtcou bodom P na povrchu Zeme a normalou k elipsoidu n?” prechadzajtcou
bodom P. Tato zvislicova odchylka sa tiez zvykne nazyvat astronomicko-geodetickd
zvislicovd odchyjlka (Jekeli, 1999).

e Molodenského zvislicovd odchyjlka ©MelPdenskii jo yuhol medzi skutoénou zvislicou 24,

prechadzajicou bodom P na povrchu Zeme alebo mimo nej a normélou nf; k takej
normalnej ekvipotencialnej ploche U(Q) = konst., ktorej normélny tiazovy poten-
cidl U(Q) je rovny skuto¢nému tiazovému potencidlu W (P), pricom normala n};

prechadza bodom P.

@Fi7zetti jo uhol medzi skutocnou zvislicou z;? precha-

o Pizzettiho zvislicovd odchyjlka
dzajtcou bodom Py na povrchu geoidu a normalou k elipsoidu n’? prechadzajtcou

bodom F,.

o Gravimetrickd zvislicovd odchyjlka ©# je uhol medzi vektormi g(P) a ~(P)
v bode P na povrchu Zeme alebo mimo nej (obrazok 5.3).” Po regularizacii zem-
ského telesa (kapitola 5.1) mozno definovat gravimetrické zvislicové odchylky aj na

geoide a v jeho vonkajSom priestore.

Rozdiel medzi Helmertovou a Molodenského zvislicovou odchylkou je sposobeny zakri-
venim normaélnej tiaznice (Jekeli, 1999). Zvislicové odchylky © nadobudaja hodnoty od
0 v rovinatom teréne do priblizne 2’ v blizkosti najvia¢sich pohori na Zemi (Hirt a kol.,

2013), zvy¢ajne vSak najviac niekolko desiatok uhlovych sekind.

"Vzhladom na malé zakrivenie normalnej tiaznice a vzhladom na kratku vzdialenost medzi
bodmi P a @ je uhol medzi vektormi g(P) a ~(Q) (obrazok 5.6) velmi podobny uhlu medzi vek-
tormi g(P) a v(P) (obrézok 5.3). V mnohych situaciach preto nie je potrebné rozliSovat, ¢i gravimetricka
zvislicova odchylka je dana vektormi g(P) a v(P) alebo g(P) a v(Q).
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W (P) = konst.

povrch Zeme (W # konst.)
U(Q) = W(P) = konst.

teluroid (U # konst.)

@Pizzetti

i

'~ geoid (W, = konst.)

Qo

ekvipotencialny
elipsoid (Uy = Wy = konst.)

, Molodenského zvisli-

@Helmert

Obréazok 5.8. Helmertova zvislicova odchylka
cova odchylka @Melodenskij 5 Piyzettiho zvislicova odchylka @F72et Symbol tﬁ/
oznacuje skutoéna tiaznicu prechédzajicu bodom P na povrchu Zeme. Tiaz-
nica tﬁ, je identicka so skuto¢nou tiaznicou tf&, ktora prechadza bodom Py na
geoide. Symboly z{; a z{;}) oznacuju skutoéné zvislice v bodoch P a Fy. Zvisli-
cou rozumieme doty¢nicu k tiaZnici, v tomto pripade v bodoch P a Py (pozri
kapitolu 1.3.2). Symbol n oznacuje normalu, pri¢om dolny index oznacuje plo-
chu, na ktort je norméla kolma (e pre elipsoid, U pre normalnu ekvipotencialnu
plochu U = konst.), a horny index oznacuje bod, cez ktory normala prechadza.
Poznamenajme, Ze normala ng nie je totozna s normdlnou zvislicou zg, hoci

st si velmi blizke.

Nech je dany stradnicovy systém, v ktorom je smer skutocnej zvislice dany astro-
nomickymi suradnicami ® a A. Nech je dalej dany referen¢ny elipsoid, voci ktorému su
uréované stiradnice ®R°f a AR®! (napriklad sférické alebo elipsoidické) referenéného smeru
zvislicovej odchylky. Predpokladajme, Ze osi z oboch stradnicovych systémov sii rovno-
bezné a rovnako tak si rovnobezné aj roviny ich nultych poludnikov (Torge a Miiller,
2012).% Rovnobeznym posunutim takychto stiradnicovych systémov do bodu P, v ktorom
urcujeme zvislicovi odchylku, ziskame situaciu znazornent na obrazku 5.9.

Zvislicovii odchylku mozno popisat rozlicnymi sposobmi, z ktorych dva st obzvlast

8Realizacia stcasnych stradnicovych systémov zabezpecuje splnenie tychto podmienok s dostatoénou
presnostou. Riegenie pre stradnicové systémy, ktoré tieto podmienky nespliaji, sa nachadza napriklad
v praci Pick (2000).
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skuto¢na

zvislica

normala

k elipsoidu

nulty poludnik
Obrazok 5.9. Zvislicova odchylka na jednotkovej sfére so stredom v bode P,
v ktorom je urcovand zvislicova odchylka. Zvislicova odchylka je zndzornené
pomocou 1) velkosti © = ||®|| a azimutu « a 2) pravouhlych priemetov £ a n
do merididnovej roviny a do roviny prvého vertikalu. Symboly ® a A oznacuju
astronomické siuradnice bodu P, v ktorom je urc¢ovana zvislicova odchylka (po-
zri obrazok 5.8). Symboly ¢ a A oznacuji elipsoidicki girku a elipsoidicki dlzku
bodu P. Referenénym smerom na tomto obrazku je teda normala k elipsoidu,

ktora prechadza bodom P.

vyhodné (obrazok 5.9). Prvy pristup vyuziva velkost uhlového vychylenia © medzi sku-
to¢nou zvislicou a referenénym smerom a azimut «, ktory udava smer vychylenia v rovine
lokalneho horizontu. Druhy sposob rozklada zvislicovii odchylku do dvoch kolmych sme-
rov. Jedna zlozka £ popisuje priemet zvislicovej odchylky do roviny meridianu a druha
zlozka 1 popisuje priemet zvislicovej odchylky do roviny prvého vertikalu.

Zlozky & a n ziskame z obrazku 5.9,

E=0—0,

5.56
n=(A—X) coso. (5:56)

Velkost zvislicovej odchylky © mozeme vypocitat aplikovanim sférickej kosinusovej vety
vo sférickom trojuholniku N, N, a N/ (obrazok 5.9). KedZe ale uhly ©, ¢ a n nadobudaju
malé hodnoty (v absolutnej hodnote nanajvys priblizne 2'), s dostatoénou presnostou

s e , . )
mozeme pouzit kosinusovi vetu pre rovinny trojuholnik,

@z\/§2—|—n2—2§77 cos 90° = /&2 + n?. (5.57)

Pouzitim vztahov sférickej trigonometrie (napriklad Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005),

sin © cosa = cos ¢ sin ® — sin ¢ cos @ cos(A — ), (5.59)

sin © sina = cos ® sin(A — ),
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>Y

Obrazok 5.10. Priemet zvislicovej odchylky © = [£,1]" v bode P do spojnice

s azimutom A v rovinnej aproximacii.

ziskame azimut zvislicovej odchylky (obrazok 5.9),

cos ® sin(A — \)
cos ¢ sin® — sin ¢ cos @ cos(A — \)’

tana = (5.59)
Zvislicovii odchylku moZzeme chapat aj ako dvojrozmerny rovinny vektor © = [¢, 7],
ktory méa velkost © = ||@|| (rovnica 5.57) a smer « (rovnica 5.59). Pomocou znamej hod-
noty meridianovej a priecnej zlozky zvislicovej odchylky mozeme tiez zvislicov odchylku

premietnut do Tubovolného smeru, ktory je dany azimutom A (obrazok 5.10),
e=¢ cos A+ sin A. (5.60)

Okrem ur¢ovania tvaru Zeme maju zvislicové odchylky praktické vyuzitie aj v d'alsich
geodetickych tlohach. Geodetické pristroje ako teodolit ¢i nivelaény pristroj sa horizon-
tuju preto, aby sa ich vertikdlna os stotoznila so skuto¢nou zvislicou. Merané vodorovné
smery, vertikdlne uhly ¢i vertikdlne prevysenia su tak vztiahnuté ku skutocnej zvislici,
resp. skutoénému lokalnemu horizontu. Skuto¢né zvislice prechadzajtice dvoma roéznymi
bodmi nie st ale vo v8eobecnosti rovnobezné, preto si moézu niektoré geodetické merania
vyzadovat korekciu tychto efektov, obzvlast ak je vyzadované presnost vysoka. Na vypocet
takyto korekcii slizia prave zvislicové odchylky. Dalsie vyuzitie zvislicovych odchylok je

napriklad na navigaciu inerciédlnych naviga¢nych systémov (pozri napriklad Jekeli, 2000b).

5.4.1 Vztah medzi zvislicovou odchylkou a poruchovym potencia-

lom

Na ziskanie vztahu medzi zvislicovymi odchylkami a poruchovym potencidlom budeme
uvazovat gravimetricki zvislicovi odchylku pre jej priamodiaru suvislost s tiazovym po-
Tom. V tejto kapitole budeme pre jednoduchost oznacovat zvislicové odchylky a ich zlozky
symbolmi ©, £, n bez horného indexu. Zvislicové odchylky budeme urcovat v bode P na
povrchu Zeme alebo mimo nej. Po regularizacii zemského telesa (kapitola 5.1) mozno

ziskat rovnaké vztahy aj pre zvislicové odchylky na geoide a mimo neho.
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Gravimetricki zvislicovt odchylku sme definovali ako uhol medzi skuto¢nou a normal-
nou zvislicou v bode P. Smer zvislice je totozny so smerom normély k ekvipotencialnej
ploche, preto trojrozmerny vektor zvislicovej odchylky je dany vztahom (Sanso a Sideris,
2013),

e(P) =nw(P) —ny(P), (5.61)

kde ny (P) a ny(P) st jednotkové vektory vonkajsich normal ku skuto¢nej a normalnej
ekvipotencialnej ploche v bode P (pozri obrazok 5.3). Horizontélne zlozky e,, €, vek-
tora € = [e,,€,,¢,] predstavuju zlozky & a n vektora ©® = [£,n]" (pozri kapitolu 5.4),
teda

£:5x7

n =&y

(5.62)

Z definicie operatora gradient vyplyva, ze jednotkové vektory ny (P) a ny(P) si dané

vztahmi
nw (P) = — VW (P) _ _VI/V(P)7
VWP (@) 56
ny(P) = — VU(P) :_VU(P)'
IVU(P)]| 7(P)
Po dosadeni (5.63) do (5.61) tak ziskame rovnicu
e(P) = _VW(P)  VU(P) (5.64)

9(P) v(P)

S vyuzitim vztahov (1.13), (5.1), (5.18) a (5.63) mozeme dalej upravit tito rovnicu do

tvaru

c(py— _YWIP) —VU(P) _5(P)—g(P) TW(P)
1(P) AP aP)

VT(P)  8g(P) VW(P)

=) TP ) (5.65)
__VI(P) g(P)
BRI R
Po uvazeni (5.62) tak ziskame vztahy
5__L or 1 6g(P) oW _T.(P)  bg(P) Wa(P)
 y(P) dz|p g(P) yv(P) Ox|p  A(P)  A(P) g(P)’ (5.66)
_ _L 8_T i 1 og(P) oW _Ty(P) dg(P) Wy(P) '
TP Oyle 9 A(P) By |, AP A(P) g(P)

Rovnica (5.66) popisuje vztah medzi lokdlnymi charakteristikami tiazového pola v bode P
na jednej strane a zvislicovymi odchylkami v bode P na strane druhej.
Zlozky €, a €, z rovnice (5.62) sme zamerne opisali vagnym privlastkom horizon-

tdlne bez toho, aby sme blizsie Specifikovali, na ktort zvislicu ¢i normalu je horizontélna
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rovina kolma (pozri obrazok 5.8). Volba horizontélnej roviny moze byt totiz vynttenéa
okolnostami, a tak sa moézeme stretnat s rozlicnymi tvarmi rovnice (5.66). Definujme
lokalny karteziansky suradnicovy systém x?, y?, 2* s pohyblivym zaciatkom v bode P na-
sledujtcim sposobom. Os 2* je dand smerom skutoc¢nej zvislice v bode P (pozri z{;, na
obrazku 5.8) a je orientované kladne vo vonkajsom smere. Os x* lezi v rovine merididnu
a je orientovana kladne na sever. Os y* dotvara pravouhly lavotocdivy suradnicovy systém.
Horizontélna rovina z%, y* je teda kolma na vektor nyy (P), preto Wya(P) = Wy (P) = 0.

Rovnice (5.66) potom prejda do tvaru (Krarup, 1969)
Tya(P)

y(P) '
T, (P)

v(P)

V praktickych vypoctoch sa ale tieto vztahy pouzivaju zriedkavo, pretoze vyzaduju znalost

f —
(5.67)

smeru skuto¢nej zvislice v bode P (obréazok 5.8). Ten mozno ziskat uréenim astronomic-
kych siradnic @, A bodu P.

V praxi sa horizontalna rovina zvykne volit tak, aby bola kolma na normalu k elip-
soidu n? (pozri obrazok 5.8). Definujme teda lokalny karteziansky siradnicovy sys-
tém x°, 9°, 2¢ s pohyblivym zaciatkom v bode P podobne ako stiradnicovy systém x?, y?, 22,
aviak s tym rozdielom, Ze os z° je tentokrat dana smerom normély k elipsoidu n?. Ro-
vina z°,¢° je tak kolm4 na normélu n’ a prechddza bodom P. Horizontélne zlozky vek-
tora € v rovine z°, y° predstavuju elipsoidicki aprorimdciu gravimetrickej zvislicovej od-
chylky (Jekeli, 1999),

¢ 1 oT
T AP) (M+1)0g|p
) o7 P (5.68)

e ~v(P) (N + h) cos pOX

P
V rovnici (5.68) oznacuje symbol M merididnovy polomer krivosti (Torge a Miiller, 2012),
a(l—e?)

M=
(1 — €2 sin® ¢) 372

7 (5.69)

N oznacuje priecny polomer krivosti (rovnica 1.110) a ¢ je elipsoidicka Sirka (kapi-

tola 1.5.4). Priblizny charakter rovnic (5.68) je sposobeny zanedbanim ¢lenov % W;%I%P)
57‘(’((15)) Wgy(e—lﬁ)P) (pozri 5.66). Ich vplyv vSak nepresahuje zhruba 0.5” pre zlozku & a 0.1”

pre zlozku 7 (hruby odhad pomocou modelu EIGEN-6C4). Maximélna chyba zo zaned-

bania tychto ¢lenov je vicsia v zlozke £ ako v zlozke 7, pretoze max(|Wye|) > max(|Wye|)
v dosledku vyznamného trendu v ¢lene W,e, ktory je sposobeny splostenim Zeme v smere
elipsoidickej sirky.

V praktickych aplikaciach je niekedy potrebné vykonat d'alsie priblizenie rovnice (5.68)
zavedenim sférickej aprorimdcie. Jeden z dévodov je ten, ze poruchovy potencial T z rov-

nice (5.68) je velmi ¢asto aproximovany sférickym harmonickym rozvojom (5.10). Vypocet
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parcialnej derivacie poruchového potencialu podla elipsoidickej Sirky ¢ je potom narocny,
pretoze rozvoj (5.10) je vyjadreny pomocou sférickej sirky ¢ (elipsoidické a sféricka dlzka
st totozné).” Uvazujme teraz stradnicovy systém z°, 1, 25 z obrazku 1.9 a jeho horizon-
talnu rovinu x°, y°. Sférickd aproximécia gravimetrickych zvislicovych odchylok ma tvar

(Jekeli, 1999)

en— L 10T 09(P)
Y(P) r Op|p y(P) (5.70)
o1 1 0T dgy(P) '
g Y(P) rcosg ON|p N v(P) ’

pretoze z prilohy B.1 vieme, Ze horizontdlne derivacie st v sturadnicovom sys-

0 _ 10 40 _ _1 9 5 5 ‘
9 = r 95 & 35 = Tess OX Chyba sposobené zanedbanim

09(B) Wer(P) ) 1ovmice (5.66) dosahuje priblizne 0.8” pre £. Chyba v désledku za-

v(P)  g(P)
nedbania clena % W;(Slﬁf) je rovnakéa ako v pripade elipsoidickej aproximaécie, pretoze

téme x°, 1%, 2° dané vztahmi

¢lena

y® = y°. Prava strana rovnic (5.70) vyplyva z rovnic (5.26) a (5.27). Zlozky gravimetrickej
zvislicovej odchylky £ a 7 st teda dané ako zaporny podiel horizontalnych zloziek vek-
torovej poruchy tiazového zrychlenia a velkosti normalneho tiazového zrychlenia. To isté
plati aj pre rovnice (5.67) a (5.68), avSak s pouzitim prislusného lokalneho stradnicového

systému (22, y*, z* alebo x°, ¥, 2°).

5.4.2 Sféricky harmonicky rozvoj zvislicovej odchylky

Sféricky harmonicky rozvoj gravimetrickej zvislicovej odchylky vo sférickej aproximacii
ziskame z rovnic (5.10), (5.26), (5.27) a (5.70),

8g,+(P) 1 6T‘ GM & (R)”+2 —~ - (e, N)
P — —_ — —_— = —— - tn - .
P) V(P) r(P) d¢lp R27(P); r ;;_:n Co
B _5gys(P) L 1 or
n(P) = v(P) — rcospy(P) OA|p
GM 2 /R\"? &~ V(. )
" R?cospry(P) nz% (7) k;ntnk ox

(5.71)

Z obrazku 5.11 vidime, Ze zvislicové odchylky dosahuji hodnoty zvac¢sa na trovni nie-
koTkych desiatok uhlovych sekiind a len zriedkavo hodnoty vécsie ako uhlova mintita. Naj-
vacsie vychylenie skutoc¢nej tiaznice nastava v oblastiach, v ktorych dochadza k prudke;j
horizontalnej zmene poruchového potencialu, napriklad v oblastiach pohori ¢ tektonic-
kych zlomov. Toto pozorovanie mozno vysvetlit tym, Ze vo vztahoch (5.71) vystupuji
horizontalne prvky vektorovej poruchy tiazového zrychlenia, teda horizontalne derivacie
poruchového potencidlu. Vidime tak vyrazni podobnost medzi vrchnymi dvoma mapami

poruchy tiazového zrychlenia na obrazku 5.4 a zvislicovej odchylky na obrazku 5.11.

1
M+h

190
r Op

9Pre vztah na vypocet derivacie
publikaciu Jekeli (1999).

% pomocou sférickych derivacii a % pozri napriklad
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0 5 10 15 20

Obrazok 5.11. Zlozky zvislicovej odchylky £ (vrchna mapa), n (prostredna
mapa) a celkova zvislicova odchylka © (spodnd mapa) pre zemské gravitacné
pole vypocitané vztahmi (5.57) a (5.71) zo sférického harmonického modelu
EIGEN-6C4 do stupiia 720 na povrchu elipsoidu GRS80 (jednotky ). Nor-

mélne tiaZové pole je predpisané ekvipotencialnym elipsoidom GRS80.
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Kapitola 6

Geoid

V tivodnej kapitole sme nacrtli dva pristupy k definicii tvaru Zeme. V zmysle prvej definicie
je tvar Zeme dany jej skutoc¢nym fyzickym povrchom. Uréovanim takto chapaného tvaru
Zeme a jej vonkajsieho tiazového pola sa zaobera Molodenského teoria (Molodensky a kol.,
1962; Krarup, 1973; Moritz, 1980; Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005). V druhom pristupe
je tvar Zeme definovany geoidom, teda ekvipotencialnou plochou. Na tychto stranach sa
budeme bliZsie zaoberat iba druhym pristupom.!

7 kapitol 5.2 az 5.4 vieme, Ze medzi meratelné veli¢iny fyzikalnej geodézie patria najmé
(no nielen) porucha tiazového zrychlenia dg, anomalia tiazového zrychlenia Ag a zvisli-
cové odchylky &, 1. Geoid preto urcujeme spravidla z tychto veli¢in. Z rovnice (5.39)
dalej vieme, Ze na urcenie vysky geoidu N nad referenénym elipsoidom (obrazok 5.1)
posta¢uje urcit poruchovy potenciél na geoide T'(FPy).? Linearizované vztahy medzi mera-
telnymi veli¢inami fyzikalnej geodézie a neznamym poruchovym potencidlom uz pozname
(vztahy 5.24, 5.40, 5.41, 5.49, 5.51, 5.67, 5.68, 5.70). Vsimnime si vSak, Ze v tychto rovni-
ciach sice vystupuje poruchovy potencial, ktory potrebujeme urcit, ale nachadza sa v nich
vo forme derivdcie, ¢ uz vertikalnej, alebo horizontalne;.

Nech Dagy a Dsg st diferencidlne operdtory, ktoré transformuji poruchovy potencial
na anomaliu a poruchu tiazového zrychlenia Ag a dg. Vo sférickej aproximacii maji tvar
(rovnice 5.51 a 5.24)

g 2

DAg = _8_ —
S (6.1)
0

ID(;g = —E

Anomaliu a poruchu tiazového zrychlenia vo sférickej aproximécii potom moézeme zapisat
v tvare
Ag = DAgTa

(6.2)
59 = D(ggT.

'Pre Molodenského teoriu pozri napriklad Jandk a kol. (2006).
2Normalne tiazové zrychlenie v(Qo), ktoré vystupuje v rovnici (5.39), mozeme vypoéitat jednoducho

Somiglianovym vztahom (4.56).
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Aby sme dokazali vypocitat poruchovy potencial, na ktory v rovniciach (6.2) posobia
diferencialne operétory, potrebujeme najst integrdlne operdtory In, a Zs,. Tie nasledne
aplikujeme na anomalie a poruchy tiazového zrychlenia na geoide, Agg a dgg, ¢im ziskame

hladany poruchovy potencial kdekolvek na geoide alebo v jeho vonkajSom priestore,
T = ZagAgo,

(6.3)
T = I(;g(Sgo.

Integralne vztahy (6.3) budeme hladat pomocou okrajovych tloh pre poruchovy potencial.
S pojmom okrajova tloha sme sa uz ciasto¢ne stretli v kapitole 4.3.1 a nepriamo aj
v kapitole 1.2.4.

V kapitole 6.1 najprv nac¢rtneme princip urcovania poruchového potencidlu pomocou
okrajovych tloh. V kapitolach 6.2 az 6.4 potom popiSeme rézne typy okrajovych tloh,
s ktorymi sa vo fyzikalnej geodézii ¢asto stretdvame. Pri ¢itani tychto kapitol si vSimnime,
ze vonkajsie tiazové pole Zeme urcujeme bez potreby priamej znalosti hustoty, podobne
ako v kapitole 2. Okrajové tlohy budu totiz formulované tak, Ze informéacia o hustote
Zeme bude zachytena vo vstupnych anomalidch, resp. poruchéch tiazového zrychlenia
(vztahy 6.3). Tie v praxi ziskavame gravimetrickym meranim velkosti tiazového zrychlenia
(kapitola 1.3.1), ktoré tuto informaciu implicitne obsahuje (kapitola 1.1.1). Pripomenme,
ze na ziskanie poruchového potencidlu sa sustredime preto, lebo vypocet vysky geoidu
nad referenénym elipsoidom zo znameho poruchového potenciélu na geoide je jednoduchy
(vztah 5.39).

K vypocétu geoidu zo zvislicovych odchylok pristipime inym spoésobom. Zatial ¢o poru-
chy a anomalie tiazového zrychlenia mozno chépat skor fyzikdlne, pretoze priamo suvisia
s velkostou tiazového zrychlenia, zvislicové odchylky mozno vnimat geometricky (obré-
zok 5.8), pretoZe st spojené so smerom tiazového zrychlenia (Hofmann-Wellenhof a Mo-
ritz, 2005). Na vypocet geoidu zo zvislicovych odchylok vyuZijeme v kapitole 6.5 préave
geometricki interpretaciu zvislicovych odchylok.

V kapitole 6.6 spomenieme dalsie metody urcovania geoidu a na zéver v kapitole 6.7

pre uplnost uvedieme sposob vypoctu zvislicovych odchylok z gravimetrickych dat.

6.1 Okrajova tloha pre poruchovy potencial

Nech 2 je vnutorna cast zemského telesa ohraniGend povrchom 02, v tomto pripade
geoidom (obrazok 6.1). O hranici dQ budeme predpokladat, Ze je dostato¢ne hladka.?
Tato podmienka je splnen, pretoze geoid je ekvipotecidlna plocha (pozri vlastnosti ekvi-
potencialnych ploch v kapitole 1.3.2). Symbolom Q = Q U 9 budeme oznacovat zemské
teleso spolu s jeho povrchom. Nech sa mimo telesa  nenachadzaji hmoty, teda napriklad

ani nebeské telesé, ani zemska atmosféra, ani topografické hmoty.* Tto vonkajsiu oblast

3Pozri napriklad Sanso a Sideris (2013).
4Matematickému odstraneniu gravitaéného ucinku topografickych a atmosférickych hmot sa venuji

napriklad Janak a kol. (2006).
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priestor mimo Zeme (R? — Q)

V2T =0

vnitro Zeme (€2)

geoid (09)

N\

Obrazok 6.1. Geometrické znézornenie oblasti vystupujicich v okrajovej tlohe

pre poruchovy potencial Zeme.

oznatéme R? — Q.

Nagim cielom je najst vztahy na vypocet poruchového potencialu na hranici 02 a v ce-
lej oblasti R®—€ z portich alebo anomaélii tiazového zrychlenia, ktoré st zname (odmerané)
na hranici 9€2. Tto ulohu by nebolo mozné vyriesit bez toho, aby sme vedeli dostato¢ne
vela o tom, ako sa mend poruchovy potencial vo vonkajSom priestore hranice 0€2. Potrebnu
informéaciu o zmene poruchového potencidlu v priestore mimo Zeme poskytuje Laplaceova
rovnica (5.3).> Okrajovou ilohou pre poruchovyj potencidl teda rozumieme hl'adanie takého
rieSenia diferencialnej rovnice (5.3), ktoré v oblasti R* — Q vyhovuje rovnici (5.3) a na
hranici 02 reprodukuje zadantt podmienku. Podmienku zadant na hranici 02 nazyvame
okrajovd podmienka. Okrajova podmienka musi byt v nejakom vztahu voc hladanému
poruchovému potencialu. Okrajova podmienka tak moze byt zadané napriklad pomocou

niektorej z nasledujicich veli¢in:

e linearna kombinécia poruchového potencidlu T" a jeho prvej derivécie v smere vonkaj-
Sej normaly v podobe anomaélie tiazového zrychlenia D,T" (rovnica 5.51) (tato okra-

jova podmienka sa zvykne nazyvat Newtonova okrajovd podmienka; kapitola 6.2),

e prva derivacia poruchového potencidlu v smere vonkajSej normély v podobe poru-
chy tiazového zrychlenia Ds,T" (rovnica 5.24) (Neumannova okrajovd podmienka;
kapitola 6.3),

e samotny poruchovy potencidl T' ( Dirichletova okrajovd podmienka; kapitola 6.4),

e druh4 vertikilna derivéicia poruchového potencialu 9*T'/0r? (tato okrajova tloha nie

je predmetom tejto prace) atd.

V praxi zavisi volba okrajovej podmienky najmé od typu dostupnych dat.

5Diskusia o vyzname Laplaceovej rovnice pre fyzikédlnu geodéziu sa nachadza v kapitole 1.2.4.
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Vztahy (6.3) oznacuju vSeobecny zépis rieSenia ziskaného z prvych dvoch uvedenych
okrajovych tloh. Na pravej strane tychto rovnic vystupujua okrajové podmienky na hra-
nici I (odmerané vstupné data Agy alebo dgy na geoide) a na lavej strane vystupuje
hladany poruchovy potencial T, ktory mozno vypocitat nielen na hranici 0€2, ale aj v ob-
lasti R? — Q. Spomeiime, 7ze poruchovy potencial ziskany z kazdej z tychto okrajovych

uloh je totozny, teda napriklad
T = IAgAgO = I(;g(Sgo. (64)

Rozdielne st iba okrajové podmienky, a tym aj integralne operatory Za, a Zs,.

Poznamka k okrajovym a pociato¢nym tloham

V matematike je okrajovd tiloha vSeobecny pojem, ktory oznacuje rieSenie diferenciilnej
rovnice so zadanou okrajovou podmienkou. Okrajova podmienka sa spravidla vztahuje
k priestoru (napriklad povrch telesa) a diferencialna rovnica je rieSena v priestore. Poj-
mom pociatocnd uloha oznacujeme rieSenie diferencialnej rovnice so zadanou pociatoc¢nou
podmienkou. Pociatoénéd podmienka sa zvycajne vztahuje k ¢asovému okamihu. Pocia-
tocné tlohy sa teda zaoberaju vyvojom diferencidlnej rovnice v ¢ase. Podrobnejsie infor-
macie o okrajovych a pociato¢nych tlohach, o ich klasifikacii a o metédach ich rieSenia
uvadzaji napriklad Jandk a kol. (2006) a Macak a Minarechova (2021).

6.2 Stokesov integral

Definujme okrajovi tlohu pre poruchovy potencial s vyuzitim okrajovej podmienky vo

forme sférickej aproximécie anomalie tiazového zrychlenia:

V2T (P) =0, PeR*-Q, (6.5)
or 2
Ag(P)=— —| —=| T(P), Peco .
9(P)== ;| — 7| T(P). Peon, (6.6)
T(P)—0 pre P — oc. (6.7)

Vztah (6.5) $pecifikuje diferencialnu rovnicu, ktoré je predmetom rieSenia okrajovej tlohy
na oblasti R* — Q. Rovnica (6.6) udava konkrétny typ okrajovej podmienky, ktora plati
na geoide 0. Vztah (6.7) dodava d'alsiu informéaciu o poruchovom potenciali; hovori, Ze
s narastajicou vzdialenostou bodu P od Zeme € sa poruchovy potencial 7' blizi k nule
(pozri vztah 5.5). Bez rovnic (6.6) a (6.7) by mala diferencialna rovnica (6.5) nekoneéne
vela rieSeni. Rovnice (6.6) a (6.7) tak zabezpec€uju, ze ziskame prave jedno rieSenie rov-
nice (6.5). Odvodenie riesenia okrajovej tlohy vynechame a zameriame sa skor na popis
ziskanej rovnice. Podrobné odvodenie uvadzaju napriklad Hofmann-Wellenhof a Moritz
(2005) a Janak a kol. (2006).
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X

Obrazok 6.2. Vypoctovy bod P(p, A) premietnuty na jednotkovu sféru a di-
ferencidlny integra¢ny element do = do(P’) na jednotkovej sfére. Symbol
oznacuje sféricka vzdialenost medzi P a do a symbol a oznacuje azimut spoj-

nice P a do.

Riesenim okrajovej tlohy (6.5) az (6.7) je vztah

T(P) = g // S(P,P")Ag(P')do(P'), Pe (R*—Q)uUoQ, P e, (6.8)

ktory sa nazyva Stokesov integrdl. Symbol P(r, o, \) ozna¢uje bod, v ktorom je pocitany
poruchovy potencial (obrazok 6.2), P'(R, ¢', \') je bod na geoide, S je Stokesovo integracné
jadro (niekedy tiez nazyvané Stokesova funkcia), R oznauje polomer referencnej sféry
(napriklad stredny ¢ rovnikovy polomer Zeme), o je jednotkova sféra a do(P’) je jej
diferencial v bode P,

do(P") = cos¢' d¢’ dN. (6.9)

Stokesovo jadro S zavisi iba od vzajomnej polohy bodov P a P’ a ma tvar (Hofmann-
Wellenhof a Moritz, 2005)

S(P, P') = S(r,¢)

2R R R{ R?
= 4+ - 3= ——cos?|(5+3In
l r r2 r?

r— R cosy+ ¢ (6.10)
2r ’

kde ¢ a 1) sa Euklidovska a sféricka vzdialenost medzi bodmi P a P’ (rovnice 1.61 a 1.62).

Stokesov integral (6.8) umoziuje vypoé&itat poruchovy potencial kdekolvek v ob-
lasti (R3 —ﬁ) U 0€2. Osobitne zaujimavy je pripad, v ktorom vypocétovy bod lezi na
rovnakej sfére ako anomaélie tiazového zrychlenia, teda ked r = R. VSeobecny tvar Sto-

kesovho jadra (6.10) potom prejde do tvaru, ktory zavisi iba od sférickej vzdialenosti v
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(Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005),

S(y) = L@D —6 sin%—kl — 5 costp — 3 cost In (sin%%—sirﬂ ?) . (6.11)

. 2 2
sin —
2
Stokesov integral sa v takom pripade zvykne zapisovat v zjednoduSenej forme

T g / / S() Ago do, (6.12)

pricom T' = T(P), P(R,p,\) € 09, Agy = Ago(P'), P (R, ¢, N) € 00 a do = do(P').

Symbol Agg oznacuje anomalie tiaZového zrychlenia na geoide (pozri kapitolu 5.3).
Dosadenim rovnice (6.12) do Brunsovho vzorca (5.39) ziskame vztah na vypocet vysky

geoidu nad referen¢nym elipsoidom z anomalii tiazového zrychlenia na geoide, teda v Sir-

Som zmysle z meraného tiazového zrychlenia,

R
N = // S(v) Agodo, (6.13)
4m o
kde 79 = 7(Qo). Rovnica (6.13) predstavuje jednu zo zakladnych rovnic fyzikilnej geodé-
zie.
Dodajme, ze zo vztahu (6.8) vyplyva tvar hladaného integralneho operatora Z, z rov-
nice (6.3),

La()(P) = 1 [[SEPICHEP)do(P), (6.14)

kde symbol (- ) oznacuje funkciu, na ktorud je integralny operator aplikovany.

6.2.1 Stokesovo integracné jadro

Vyznam Stokesovej funkcie vo vztahu (6.12) lepsie pochopime z jej grafického znézornenia.
Na obrazku 6.3 vidime, ze Stokesova funkcia klesd s narastajucou sférickou vzdialenos-
tou ¢ az po ¢ ~ 72° a nasledne mierne stipa. V stvislosti s rovnicou (6.12) to znamena, ze
na hodnotu poruchového potencialu T'(P) maji najvacsi vplyv anomaélie tiazového zrych-
lenia Ag(P’), ktoré sa nachadzajia v blizkosti vypo¢tového bodu P. Inymi slovami, ano-
maélie tiazového zrychlenia Ag(P’) v blizkom okoli vypoc¢tového bodu st v rovnici (6.12)
nasobené (vdzené) vacsimi hodnotami Stokesovej funkcie S ako tie anomaélie, ktoré sa
nachadzaju daleko od vypoctového bodu; ich relativny prinos do hodnoty poruchového
potencialu je tak vacsi ako v pripade velkych vzdialenosti medzi P a do (obrazok 6.2).
Na obréazku 6.3 d'alej vidime, Ze Stokesovo integra¢né jadro nadobuda nulové hodnoty pre
sférické vzdialenosti priblizne 39° a 117° (Torge a Miiller, 2012). Prispevok anomalii tia-
zového zrychlenia, ktoré sa nachadzaju v tychto vzdialenostiach voci vypoc¢tovému bodu,

je preto nulovy.
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Obrazok 6.3. Stokesova funkcia S(1) (vztah 6.11) na intervale [5°, 180°].

Stokesova funkcia mé niekol'ko dalsich zaujimavych vlastnosti.

e Singularita. Pre P(r, o, \) — P'(R, ¢, \') sa hodnota Stokesovej funkcie (6.10) blizi
k nekone¢nu (pre pojem singularita pozri tiez kapitolu 3.3),

lim S(P,P') = oco. (6.15)

P—P!

K singularite Stokesovej funkcie dochadza vtedy, ked integral (6.8) je po¢itany na tej
sfére, na ktorej je zadana okrajova podmienka v podobe anomalii tiazového zrych-
lenia (r = R) a sucasne ked vypoctovy bod je totozny s integraénym elementov
((p, A) = (¢, X)). Napriek singularite Stokesovho integra¢ného jadra vsak bude
vysledok integracie (6.8), teda poruchovy potencial v bode P, nadobudat konecni
hodnotu (pre podobnu situdciu v suvislosti s Newtonovym integralom pozri tieZ
diskusiu zo zéaveru kapitoly 1.2). V numerickych vypoctoch je ale i tak potrebné
venovat singularite osobitni pozornost a pouzit vhodné matematické tpravy Sto-
kesovho integralu (pozri napriklad Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005 ¢i van Hees,
1991). Dodajme, ze vo vSeobecnosti neplati, ze kazdé singularne integracné jadro
vedie ku koneénym hodnotam integralu. To, ¢i je hodnota integralu kone¢na alebo

nie, zavisi od typu singularity:.

e Homogénnost. Hodnota Stokesovho integracného jadra nezavisi od polohy bodov P
a P’ v priestore za predpokladu, Ze r a v ostavaju nezmenené. Ak sa napriklad
body P a P’ nachadzaji na tej istej sfére a na tom istom meridiane, hodnota Sto-
kesovej funkcie (6.11) je rovnaka bez ohladu na to, v ktorej casti meridianu a na
ktorom meridiane sa body P a P’ nachadzaju, pokial ich vzdialenost v ostéva ne-

zmenena.
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e [zotropnost. Hodnota Stokesovho integracného jadra nezavisi od azimutu a spojnice
bodov P a P’ (pozri obrazok 6.2).

Stokesova funkcia moze byt ekvivalentne vyjadrenéd aj rozvojom do radu Legendre-
ovych polynémov (Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005),

n—1
n=2

S(r, ) = Z 2nt 1 (?) P,(cosv). (6.16)

Ide pritom o rozvoj typu (2.25). Rovnice (6.10) a (6.11) nazyvame priestorovy tvar Stoke-
sovho integra¢ného jadra. Vztah (6.16) nazyvame spektrdlny tvar Stokesovho integra¢ného
jadra. To, ktory tvar je vyhodnejSie pouzit, ¢asto zavisi od aplikacie. Ak boli anomalie
tiazového zrychlenia Ag nachadzajiuce sa v integrali (6.8) ziskané meranim, moze byt
vhodnejsie pouzit priestorovy tvar. Je to preto, lebo odmerané gravitacné, resp. tiazové
zrychlenie zahfia vplyv vSetkych harmonickych stupiiov (pozri nekonecné sumécie vo
vztahoch 2.79, 2.80 a 2.81), rovnako ako priestorovy tvar Stokesovho jadra (6.10) im-
plicitne obsahuje v8etky harmonické stupne zo spektralneho tvaru (6.16) (prava strana
rovnice 6.10 sa rovné pravej strane rovnice 6.16). Vypocet Stokesovho jadra spektralnym
tvarom by bol v tejto situacii nevhodny, pretoze nekone¢ny rad by musel byt v praktic-
kom vypocte obmedzeny na konecny pocet ¢lenov, ¢o by sposobilo aproximacné chyby. Ak
ale boli anomélie tiazového zrychlenia Ag vypocitané z konecného sférického harmonic-
kého radu vztahom (5.52) do stupiia N, potom moéZe byt vyhodnejsie pouzit spektralny
tvar (6.16) rozvinuty do identického maximalneho stupna N.°

Vsimnime si, Ze vo vztahoch (6.10), (6.11) a (6.16) sa nenachddza vplyv nultého har-
monického stupia (sumécia v rovnici 6.16 za¢ina od stupia 2 a pravé strany tychto rovnic
st si rovné). S uvazenim nultého harmonického stupiia nadobudne Stokesovo integra¢né

jadro nasledujtce tvary,

2R R¢ R? r— R cosy+ ¢
S(T,lp)—T—SF—T—ZCOSTb(5+31n o ), (617)
S() = L@D -6 sin% — 5 costp) — 3 cost In (sin% + sin? %) , (6.18)
sin —
2
X op+1 R\
S(r)= > o (;) P, (cos). (6.19)
n=0,n#1

Tieto rovnice je potrebné pouzit vtedy, ked anomalie tiazového zrychlenia vo vztahu (6.8)
obsahuju aj vplyv nultého harmonického ¢lena z rovnice (5.52). VSimnime si tiez, Ze
stupenn n v rovnici (6.19) nesmie byt rovny 1 (aby bolo zamedzené deleniu nulou), ¢o je
v stulade so skuto¢nostou, ze harmonicky stupen n = 1 nevplyva na anomélie tiazového

zrychlenia (pozri poznamku k rovnici 5.52).

67 teoretického hl'adiska moze byt ekvivalentne pouZity aj priestorovy tvar Stokesovho jadra, pripadne

spektralny tvar rozvinuty do vyssieho stupiia ako N (pozri napriklad Freeden a Schreiner, 2009).
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6.2.2 Stokesov integral ako konvolu¢ny integral

Vypoctom integralu (6.8) ziskame poruchovy potencial v bode P, teda jedno &islo. Ak
chceme ziskat poruchovy potencial v dalsom bode P;, integraciu je potrebné zopako-
vat s novym vypoc¢tovym bodom P;. Dévod je ten, Ze hoci anomalie tiazového zrychle-
nia Ag(P’) st identické (dané funkcia na hranici 0f2), zmena polohy vypoc¢tového bodu
z P na P; sposobi, Ze nové Stokesovo integraéné jadro S(P;, P') bude vazit tie isté anomé-
lie tiazového zrychlenia Ag(P’) inym sposobom ako predoslé integracné jadro S(P, P’).
Ak teda chceme ziskat poruchovy potencial P v kazdom bode na Zemi, vypoctovy bod P
je potrebné vnimat ako premenni a integraciu opakovat vo vSetkych bodoch na sfére. Vy-
sledkom bude nova funkcia, ktorou je poruchovy potenciél na celej sfére. Transformovali
sme teda dve funkcie, Stokesovo integrac¢né jadro S a anomalie tiazového zrychlenia Ag,
na tretiu funkciu, poruchovy potencial T'. Tento proces sa nazyva konvolicia a symbolicky
ho zapisujeme vztahom

R R , , ,

(5% 2g)(P) = - // S(P. P') Ag(P') do(P), (6.20)
kde symbol * oznac¢uje konvolu¢né nésobenie funkcii S a Ag.

Vo fyzikélnej geodézii sa stretavame s konvoluénymi integralmi velmi ¢asto (pozri na-
priklad Jekeli, 2017). Konvoluénym integralom je napriklad aj Newtonov integral (1.21).
Vo vztahu (1.21) hrajua hustota p a prevratena hodnota vzdialenosti 1/¢ podobni tulohu
aki maju anomalie tiazového zrychlenia Ag a Stokesovo jadro S vo vztahu (6.8). Konvo-
luénymi integralmi st tiez integraly, ktoré st odvodené z Newtonovho integralu. VSimnime
si napriklad, ze vo vztahu (1.9), ktory je odvodeny z Newtonovho integralu, vystupuje ta
ista hustota ako v rovnici (1.21). KedZe ale vztah medzi gravitaénym zrychlenim a hus-
totou je iny ako vztah medzi gravita¢nym potencidlom a hustotou, konvoluéné jadro r/¢3
v rovnici (1.9) je iné ako v rovnici (1.21). Rozliéné integraéné jadra teda transformuju tu
istu funkciu rozdielne.

Konvoluéné integraly sa vyskytuji aj v mnohych oblastiach matematiky, fyziky
a v dalsich vednych disciplinach. Jednou z praktickych aplikacii konvolicie je potlace-
nie Sumu na zvukovych nahravkach. Vstupny signél, teda povodné nahrévka, je konvo-
lu¢ne vynasobeny vhodnym integracnym jadrom, vysledkom ¢oho je upravena nahréavka
s potlac¢enym Sumom, teda vystupny signal. Aplikadciou iného konvolu¢éného jadra na ta
istt nahravku moézeme zvyraznit int ¢ast spektra na nahravke, povedzme nizke frekven-
cie a pod. Pre konvolu¢né integraly je typické, Ze ich numericky vypocet je ¢asovo velmi
naro¢ny. Preto sa snazime pouzit efektivne algoritmy, napriklad rychlu Fourierovu trans-
forméciu (Press a kol., 1997) ¢ vlnkovua transforméciu (Keller, 2004). Obe transformacie
sa pouzivaju aj na efektivny vypocet konvoluénych integralov fyzikalnej geodézie (pozri
napriklad Forsberg, 1984; Freeden a Schneider, 1998; Sanso a Sideris, 2013).
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6.2.3 Sférickd aproximacia v Stokesovom integrali

Riesenie (6.8) okrajovej tlohy (6.5) az (6.7) bolo ziskané s vyuzitim sférickej aproxima-
cie. Sféricka aproximéacia bola pouzita jednak v definicii okrajovej podmienky (6.6), ale
tieZ v rieSeni okrajovej tlohy, ¢o mé niekolko doésledkov na praktické urcovanie geoidu
vztahom (6.13). Hoci ziskané rieSenie (6.8) vyuziva anomadlie tiazového zrychlenia na
geoide Agy, samotné integracia sa nevykonava na geoide, ktory ma komplikovany tvar,
ale na sfére s polomerom R, ktora geoid aproximuje. Neznamena to vsak, ze st vysky
geoidu ziskané vztahom (6.13) vyjadrené voci referencnej sfére s polomerom R. Vztahuji
sa k ekvipotencidlnemu elipsoidu, ktory bol pouzity na definiciu normélneho tiazového
pola, pretoze tak bola definovana okrajova tloha. V rovnici (6.13) ma byt preto normalne
tiazové zrychlenie vy pocitané Somiglianovym vztahom pre ekvipotencialny elipsoid (rov-
nica 4.56).

Sféricka aproximécia sposobuje relativnu chybu v uréeni geoidu na trovni 0.003 N, teda
dosahuje hodnoty mensie ako 1 m (Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005). Pre spresnenie
rieSenia je potrebné zaviest korekciu zo splostenia referenc¢ného elipsoidu (Claessens, 2006),

pripadne integrovat priamo na ekvipotencialnom elipsoide (Martinec a Grafarend, 1997).

6.3 Hotineov integral

Definujme teraz takiu okrajovi ulohu, ktord umozni vypocitat poruchovy potencial z po-

rich tiazového zrychlenia vo sférickej aproximacii:

V2T(P) =0, PeR3-Q, (6.21)
T
5g(P) = — 88_7“ , Peon, (6.22)
P
T(P)—0 pre P — 0. (6.23)

Riesenim okrajovej ulohy (6.21) az (6.23) je rovnica

T(P) = g // H(P,P)6g(P)do(P), Pe (R®-Q)udQ, P ed  (6.24)

Vztah (6.24) sa nazyva Hotineov integrdl a funkcia H sa nazyva Hotineovo integracné

jadro. Vseobecny tvar Hotineovho jadra je dany rovnicou (Sanso a Sideris, 2013)

2R {4+ R —1r cosy
H(P,P)=H == -1 : 6.25
(P.P) = () = 5 (I (6.25)
Pre r = R sa Hotineovo jadro zjednodusi do tvaru (obréazok 6.4)
1 1
HyY)=——-In|[1+——]. (6.26)

. .
SIHE S —

2
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Obrazok 6.4. Hotineova funkcia H (1)) (vztah 6.26) na intervale [5°, 180°].

Spektralna reprezenticia Hotineovho jadra je dané vztahom

o] n+1
Hing) =Y 2::11 <§> P, (cos ). (6.27)
n=0

Podobne ako Stokesov integral, aj Hotineov integral (6.24) patri medzi konvolu¢éné in-
tegraly (kapitola 6.2.2) a bol ziskany vo sférickej aproximacii (kapitola 6.2.3). Hladany
tvar integralneho operatora Zs, z rovnice (6.3) je zrejmy z porovnania rovnic (6.8), (6.14)
a (6.24). Odvodenie vztahu (6.24) uvadzaja napriklad Hofmann-Wellenhof a Moritz (2005)
a Sanso a Sideris (2013).

Hotineovo integracné jadro mé podobné vlastnosti ako Stokesovo integracné jadro
(kapitola 6.2.1), teda je singularne, homogénne a izotropné. Na rozdiel od Stokesovho jadra
ide o monotonne klesajticu funkciu (obrazok 6.4). To znamena, ze ¢im dalej sa nachadza
integra¢ny element do od vypocétového bodu P, tym mensia vaha H je v Hotineovom
integrali (6.24) pridelena prislusnej poruche tiazového zrychlenia.

Dosadenim vztahu (6.24) pre P € 02 do Brunsovho vzorca (5.39) ziskame vztah na
vypocet geoidu z portch tiazového zrychlenia,

R
N = / / H(1) 690 do, (6.28)
4m o
kde symbol dgy oznac¢uje poruchy tiazového zrychlenia na geoide. Vztah (6.28) mozno
bezpochyby zaradit medzi najdolezitejsie vztahy fyzikalnej geodézie.
M. Hotine (1898 az 1968) bol anglicky geodet. Jeho kniha Matematickd geodézia z roku

1969 patri medzi fundamentalne geodetické prace.
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6.4 Poissonov integral

Posledné geodetickéa okrajova tloha, ktort v tejto praci spomenieme, je okrajova tloha pre

poruchovy potenciél so zadanou okrajovou podmienkou vo forme poruchového potencialu:

VT (P) =0, PeR®-Q, (6.29)
T(P) = f(P), P oS, (6.30)
T(P)—0 pre P — oo, (6.31)

kde f je funkcia zadané na hranici 0€2, v tomto pripade samotny poruchovy potencial.

Riesenie tejto okrajovej tilohy mé tvar

T(P) = g // (P, P)T(P)do(P), Pe(R*-Q)udQ, P €, (6.32)

a nazyva sa Poissonov integrdl. Symbol II oznacuje Poissonovo integracné jadro,

(r,¢) = " 23R2, (6.33)
TI(r, ) = }% > (@2n+1) (%) P,(cos ). (6.34)

Podobne ako v kapitolach 6.2 a 6.3, Poissonovo jadro je singularne, homogénne a izotropné
a Poissonov integral je konvoluény. Vyobrazenie Poissonovho jadra vynechame, pretoze
pre fixnit hodnotu sprievodica r ide o prevrateni hodnotu znamej kubickej funkcie c/¢3,
kde ¢ = 7?2 — R? je konstanta. Odvodenie vztahu (6.32) uvadzaju napriklad Hofmann-
Wellenhof a Moritz (2005) a Sanso a Sideris (2013).

Poissonov integral umoznuje ziskat akikolvek harmonickt funkciu v celom pries-
tore (R3 — ﬁ) U z hodnot tejto funkcie na hranici 0€2. Tento proces sa nazyva analytické
pokra¢ovanie nahor (kapitola 1.2.5). V suvislosti so vztahom (6.32) sa niekedy pouziva
aj pojem harmonické pokracovanie nahor, kedZe poruchovy potencial vystupujici v Po-
issonovom integrali je v oblasti mimo hmdt harmonickd funkcia. Poissonov integral sa
¢asto pouziva aj inverznym spdsobom na pokrac¢ovanie nadol. Prikladom je vypocet po-
ruchového potencialu na povrchu Zeme z poruchového potencialu na drahe nizkoletiacej
druzice. Této tuloha je ale vo vSeobecnosti nestabilné (pozri kapitolu 1.2.5 a najmé Sanso
a Sideris, 2017). Okrem poruchového potencialu moéze byt Poissonov integral aplikovany
aj na dalsie harmonické funkcie, napriklad na gravitaény potencial V; ¢ na funkciu r Ag,
ktoré je taktiez harmonicka (samotna funkcia Ag vSak harmonické nie je). Poissonov in-
tegral teda umoznuje riesit mnohé klacové ulohy fyzikalnej geodézie. Na vypocet geoidu
sa vSak nezvykne pouzivat, pretoze predpoklada dostupnost poruchového potencidlu na
geoide (rovnica 6.30). Ak by bol ale poruchovy potenciél na geoide znamy, mohol by byt
pouzity priamo v Brunsovom vzorci (5.39) bez potreby formulovania a rieSenia okrajovej

tlohy.
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Obrazok 6.5. Astronomicko-geodetickd metdda urcenia geoidu.

6.5 Astronomicko-geodetickA metéda urcenia geoidu

Astronomicko-geodetickd metoda urcuje geoid zo sklonu geoidu voéi ekvipotencialnemu
elipsoidu. Tento sklon je popisany Pizzettiho zvislicovou odchylkou (obrazok 5.8). Priemet
Pizzettiho zvislicovej odchylky do spojnice dvoch bodov budeme v tejto kapitole oznacovat
symbolom €y bez horného indexu. Dolny index indikuje, Ze zvislicova odchylka sa vztahuje
ku geoidu.

Z obrazku 6.5 vyplyva, ze diferencialne prevysenie geoidu medzi bodmi A a B je dané
vztahom (Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005)

dN = —¢gpds, (6.35)

kde g¢ je priemet zvislicovej odchylky do spojnice bodov A, B (vztah 5.60). Znamienko
minus je konven¢éne dohodnuté, podobne ako sme konvenéne pouzili v rovnici (5.61) vek-
tory vonkajsich normal ny, ny, a nie vektory vnutornych normal —ny,, —ny. Integraciou

rovnice od bodu A po bod B ziskame vysku geoidu v bode B,
B
NB:NA—/EodS, (636)
A

pricom ¢, sa pozdlz spojnice moéze menit. Astronomicko-geodeticka metoda urcenia geoidu

je teda relativna metdda, ktorou urcujeme prevysenie geoidu medzi dvoma bodmi,

B
ANAB:NB—NA:—/EQdS. (637)
A

Zvislicova odchylka €y nie je v praktickych aplikiciach znama spojito pozdlz spojnice
bodov A a B, tak ako to vyzaduje vztah (6.37), ale len diskrétne, zvacsa v koncovych bo-
doch spojnice. Integral (6.37) preto vypoéitame numerickou integriciou, v ktorej spojitu
funkciu ¢, a diferencialne vzdialenosti ds nahradime diskrétnymi hodnotami ¢y ; a konec-
nymi dlzkami As;. K dispozicii st spravidla zvislicové odchylky €0,4 a €o,p Na koncovych
bodoch spojnice a vzdialenost Asp medzi bodmi A, B. Priblizné prevySenie geoidu me-

dzi bodmi A a B ziskame aproximéciou integralu (6.37) obdlznikovou met6édou (pre popis
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obdlznikovej met6dy pozri napriklad Macak a Minarechova, 2021),
€0,4 t €0,B
2

Prirodzene, ¢im je zlozitejsi priebeh geoidu medzi bodmi A a B, tym vicsej chyby sa

ANAB ~ — ASAB- (638)

dopustame pouzitim numerickej integracie. V takom pripade je potrebné, pokial je to
mozné, skratit vzdialenosti medzi bodmi siete.

Ak je geoid urc¢ovany na viacerych bodoch, zvy¢ajne sa z bodov vytvori trojuholnikové
siet a vztahom (6.38) sa vypocitaju prevysenia geoidu medzi bodmi siete. V dosledku chyb
merani a v désledku pouzitia numerickej integracie vsak sticet prevyseni v trojuholnikoch
siete spravidla nebude nulovy. PrevySenia sa preto zvyknu vyrovnat metédou najmensich
stvorcov tak, aby bol stcet prevyseni v kazdom trojuholniku nulovy. Na zaver je potrebné
odhadnuté prevysenia geoidu pripojit na jeden bod, v ktorom je znama absolitna vyska
geoidu nad referen¢nym elipsoidom.

Dodajme, ze geoid modze byt vypocitany zo zvislicovych odchylok aj integralnymi
vztahmi, ktoré majia podobny charakter ako Stokesov a Hotineov integral (pozri napriklad
L. Sjoberg a Bagherbandi, 2017).

6.6 Dalsie metody uréovania geoidu

6.6.1 Numerické rieSenie geodetickych okrajovych tloh

V kapitolach 6.2 az 6.4 sme nacrtli uréovanie geoidu a vonkajsieho tiazového pola Zeme
rieSenim okrajovych tloh. Ziskané rieSenia (rovnice 6.8, 6.24 a 6.32) sa nazyvaju analy-
tické rieSenia. Analytickym rieSenim rozumieme presny tvar hladaného rieSenia v podobe
funkcie, ktora vyhovuje definicii okrajovej tlohy. Okrajové tlohy sme si ale zjednodusili
vyuzim konceptu sférickej aproximécie, ktora predpoklada okrajovii podmienku na sfére,
nie na geoide. V presnejSom priblizeni mozno vyuzit elipsoidickt aproximaciu, teda in-
tegrovat okrajovi podmienku na ekvipotencialnom elipsoide, ktory je lepsim priblizenim
geoidu ako sféra. Prirodzene, elipsoidicka aproximécia vedie k okrajovej tilohe, ktorej rie-
Senie sa hlada naro¢nejsie ako vo sférickej aproximacii (pozri referencie v kapitole 6.2.3).

Dalsie zvySovanie presnosti analytického riesenia je nesmierne naroc¢né. V takychto si-
tuaciach je vyhodnejsie (v mnohych pripadoch dokonca nutné) pouzit numerické riesenie
okrajovej tlohy. V tomto pristupe sa oblast hladaného riesenia zvykne diskretizovat po-
mocou vhodnych elementarnych telies alebo ploch. Tento krok umozni riesit ilohu lokélne
v ramci jedného elementu a nasledne postupovat v rieSeni tlohy v susednom elemente.
V okrajovych tlohach, ktoré st definované v trojrozmernom priestore, moze byt ako ele-
mentérne teleso pouzita napriklad kocka ¢i hranol. Takéto riesenie je sice priblizné, no
v mnohych tlohach matematiky, fyziky a v dalsich vednych disciplinach je ¢asto jediné,
ktoré je mozné prakticky ziskat. Numerické riesenie okrajovych uloh pre poruchovy poten-
cidal tak predstavuje dal$iu vetvu metdd urcovania tvaru Zeme a jej vonkajsieho tiazového

pola.
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Je poteSenim spomenit, ze medzi poprednych svetovych odbornikov v numerickom
rieSeni geodetickych okrajovych tiloh patri bezpochyby tim matematikov a geodetov z Ka-
tedry matematiky a deskriptivnej geometrie Stavebnej fakulty Slovenskej technickej uni-
verzity v Bratislave. S tymito metédami sa tak mézeme oboznamit aj v précach, ktoré su
napisané v slovenskom jazyku (napriklad Janak a kol., 2006; Macék a Minarechova, 2021),
pripadne v odbornych publikaciach v anglickom jazyku (napriklad Cunderlik a kol., 2008;
Fagkova a kol., 2010; Macak a kol., 2014).

6.6.2 Metody zaloZzené na sférickych harmonickych funkciach

V praktickych aplikaciach st data, z ktorych ur¢ujeme tvar Zeme, dostupné vzdy v ko-
ne¢nom pocte bodov, a nie vo forme spojitej funkcie, ako bolo predpokladané v kapi-
tolach 6.2 az 6.5. Nech je teda danych M anomalii tiazového zrychlenia Ag, ktoré su
doplnené o prislusné polohy bodov v podobe sférickych siaradnic r, ¢, A. V rovnici (5.52)
potom pozname lavi stranu (merané data) a na pravej strane vieme zo znéamej polohy
priamociaro vypocitat vSetky ¢leny okrem neznamych sférickych harmonickych koeficien-
tov t.,. Vztah (5.52) je z pohladu koeficientov t, linearny. Z jeho derivacii podla
tak dokazeme zostavit maticu planu a z merani Ag potom metdédou najmensich Stvorcov
odhadnut najviac M koeficientov £, do maximalneho stuptia N < v/M — 1.7 Pomocou
koeficientov ¢, a vztahov (5.10) a (5.39) ziskame napokon priebeh geoidu. VSimnime si
ale, ze Brunsov vzorec (5.39) predpokladéa znalost poruchového potencidlu v bode Fy,
ktorého polohu nepozname a snaZime sa ju urcit prave Brunsovym vzorcom (pozri ob-
razok 5.1). Vo vypoctoch, ktoré nevyzaduju vysoku presnost, sa tento problém zvykne
vyriesit tak, ze bod Py s elipsoidickymi stradnicami ¢, A\, A = N sa nahradi bodom @)
s elipsoidickymi siradnicami ¢, A\, h = 0. Ziskame tym priblizny vztah na vypocet vysky

geoidu nad referenénym elipsoidom

CT(R) _T(Q) GM KR\
V= Qo) ~ Y(Qo)  R(Qo) 2 (r) D Lk Yol V), (6.39)

n=0 k=—n

kde r, o, A je trojica sférickych stradnic bodu g. Presnejsi, no komplikovanejsi vztah je
dostupny napriklad v praci Barthelmes (2013).

V praxi sa koeficienty ¢, ¢asto odhaduji nielen z anomalii tiazového zrychlenia, ale
prakticky zo vSetkych dostupnych dat, vyuzivajic pritom aj druzicové merania. Vypo-
et koeficientov t,; z druzicovych merani spociva v najdeni matematického vztahu medzi
druZicovymi datami a niektorou z veli¢in gravitacného pola. KedZe prakticky kazda veli-
¢ina gravitacného pola moze byt vyjadrena sférickym harmonickym rozvojom, dokazeme
tak formulovat hladany vztah medzi meraniami na druzici a neznamymi koeficientmi.
Uvazujme druzicu na nizkej obeznej drdhe Zeme vybavenu GNSS prijimacom, ktory me-

ria polohu druzice kazdu, povedzme, sekundu. Vieme, Ze druhou (numerickou) derivaciou

"7 rovnice (5.52) vyplyva, Ze sféricky harmonicky rozvoj do stupita N ma M = (N + 1)? sférickych
harmonickych koeficientov ¢,,;,. Preto M koeficientov implikuje maximalny stupeit N = v M — 1.
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Obrazok 6.6. Vyska geoidu nad referenénym elipsoidom vypocitana vzta-
hom (6.39) zo sférického harmonického modelu EIGEN-6C4 do stuphna 720
na povrchu elipsoidu GRS80 (jednotky m). Normalne tiazové pole je predpi-

sané ekvipotencidlnym elipsoidom GRSS80.

tejto polohy v inercidlnom stiradnicovom systéme ziskame wvijsledné zrychlenie posobiace
na druzicu v danom momente. Toto zrychlenie sa sklada z parcidglnych zrychleni, ktoré
st udelované druzici v désledku roznych vplyvov, napriklad tlaku priameho slne¢ného
ziarenia na druzicu, odporu atmosféry ¢i tlaku slnecného ziarenia, ktoré je na druzicu od-
razené od zemského povrchu. KIi¢ovym parcidlnym zrychlenim je gravitacné zrychlenie,
ktoré druZzici udeluje Zem. Toto zrychlenie ziskame v dobrej aproximécii, ked matematic-
kym spdsobom odstranime vsetky modelovatelné a meratelné parcialne zrychlenia, ktoré
nie st spdsobené gravitatnym polom Zeme (medzi takéto zrychlenia patria napriklad
aj gravitacné zrychlenia udelené Mesiacom, Slnkom a planétami slneénej ststavy). Spo-
sobom podobnym predoslému odseku tak vieme zo sekundového vzorkovania ziskaného
gravitacného zrychlenia vypoéitat pomocou rovnic (2.79) az (2.81) sférické harmonické
koeficienty gravitacného pola Zeme. Tato metoda sa v literatire nazyva metdda zrijch-
leni. V éeskej republike sa jej dlhodobo venuje kolektiv pdsobiaci na Astronomickom
tstave Akadémie vied Ceskej republiky v Ondiejove. Této skupina vyvinula originalny
variant metody zrychleni dosahujtci prvotriednu kvalitu v celosvetovom meradle (Bez-
dék a kol., 2014; Teixeira da Encarnagao a kol., 2020). Okrem met6dy zrychleni existuje
mnoho dalsich pristupov, ktoré vyuzivaju aj dalsie typy druzicovych déat (pozri Seeber,
2003). Navyse, dokonca aj z tej istej drahy druzice mozu byt koeficienty ., odhadnuté
rozlicnymi spdsobmi (napriklad Baur a kol., 2014).

6.6.3 Metdody remove-compute-restore

Vypocet geoidu vztahmi (6.13) a (6.28) je naro¢ny nielen z hladiska vypoctového ¢asu

(pozri kapitolu 6.2.2), ale aj z pohladu vstupnych dat. VSimnime si, Ze obe rovnice in-
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tegruju anomalie, resp. poruchy tiazového zrychlenia na celej sfére o. Predpokladana je
teda dostupnost gravimetrickych merani na celej Zemi. Celosvetové gravimetrické data-
bazy sice existuju, no v sic¢asnosti ich priestorové rozlisenie dosahuje nanajvys zhruba 15’
(Pavlis a kol., 2012; Pail a kol., 2018), teda priblizne 28 km na rovniku. Téato hustota
nepostacuje na dosiahnutie vyzadovanej, zhruba centimetrovej, presnosti geoidu. Naproti
tomu, gravimetrické databézy na trovni kontinentov ¢i Statov st nezriedka vyrazne hus-
tejiie (na Slovensku napriklad 3 aZ 6 gravimetrickych merani na km?, pozri Kubes a kol.,
2001 a Zahorec a kol., 2017).

7 podrobnych regionalnych anomalii tiazového zrychlenia sa preto zvykne odstranit
(angl. remove) dlhovlnuny trend, ktory je vypocitany spravidla zo sférického harmonic-
kého modelu do stupna N. Ziskame tym rezidudine anomdlie tiaZového zryjchlenia, ktoré
st nasledne pouZzité na vypocet (angl. compute) rezidudlnej vysky geoidu nad referenénym
elipsoidom, napriklad pomocou Stokesovho integralu. Na zaver je k ziskanej reziduélnej
vyske geoidu vrateny (angl. restore) globalny dlhovinny trend geoidu, ktory je spocitany
opét zo sférického harmonického modelu. KIuc¢ova je skutocnost, Ze na ziskanie rozumnej
presnosti je postacujtice v prostrednej ¢asti metody (compute) pouzit regionélne gravimet-
rické data, napriklad do vzdialenosti 100 km od vypoctového bodu. Integracnou oblastou
v Stokesovom integrali tak uz nemusi byt cela sféra o, ale len sféricky zvrchlik oy so
stredom vo vypoc¢tovom bode. Takato aproximacia je mozné, pretoze vplyv vzdialenych
rezidudlnych anomélii tiazového zrychlenia na rezidudinu vysku geoidu je s dostato¢nou
mierou presnosti zanedbatelny, pokial st stupen N a integracné oblast og vhodne zvolené.

Metoda remove-compute-restore teda umoznuje vhodni kombinaciu vysokej lokéilnej
hustoty regionalnych gravimetrickych databéz s globalnymi druZzicovymi meraniami. Je
potrebné spomentit, ze Cast compute mdze byt realizovana aj inymi metédami vypoctu
ako je Stokesov integral, napriklad metodou kolokécie (Moritz, 1980; Hofmann-Wellenhof
a Moritz, 2005). To isté plati v principe aj pre ¢asti remove a restore, hoci v tomto pri-
pade je pouzitie sférickych harmonickych modelov takmer pravidlom. Podrobnosti o me-
tode remove-compute-restore sa nachadzaju napriklad v pracach L. E. Sjoberg (2005)
a Hofmann-Wellenhof a Moritz (2005).

Dodajme aspon v stru¢nosti, ze metdda remove-compute-restore sa zvykne kombinovat
s metddou rezidudlneho terénneho modelu (Forsberg a Tscherning, 1981; Forsberg, 1984).
Tato metoda vychadza zo skutocnosti, Ze tiazové zrychlenie je velmi zavislé od blizkych
hmot, ktoré sa nachadzaju, povedzme, niekol’ko desiatok kilometrov od vypoétového bodu
(porovnaj obrazky 1.5 a 1.6). Tvar lokalnych hmot je spravidla dobre popisany digitalnymi
modelmi terénu. V stcasnosti sit bezné modely s metrovym rozliSenim a s vertikalnou pres-
nostou lepsou ako par desiatok centimetrov. Podrobnost tychto modelov je teda vyrazne
vyssia ako podrobnost terestrickych gravimetrickych databaz. Hustota lokalnych hmét sa
spravidla povaZuje za konstantnit (zvicSa 2670 kg m~2), no mozu byt pouZité aj presnejsie
modely, ak st dostupné (napriklad M. Yang a kol., 2018). Metoda rezidualneho terénneho

modelu sa snazi vyuzit podrobnost digitalnych modelov terénu a vypoc¢tom gravitacného
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uc¢inku blizkych hmot dopoméct k eSte presnejSiemu vypoctu rezidualnych anomaélii tiazo-
vého zrychlenia. Tie sa potom vyuzivaji v metode remove-compute-restore. Samozrejme,
obe met6dy mozu byt pouzité nielen s anomaliami tiazového zrychlenia, ale aj s poruchami

tiazového zrychlenia, zvislicovymi odchylkami a dalsimi veli¢inami fyzikalnej geodézie.

6.7 Veningove Meineszove integraly

V kapitole 5.4.1 sme ukézali suvislost medzi gravimetrickymi zvislicovymi odchylkami
a tiazovym polom Zeme (vztah 5.70). Rovnicu (5.70) ale spravidla nevieme priamo vypo-
¢itat, pretoze poruchovy potencidl vystupuje vo fyzikilnej geodézii vacsinou ako neznama
funkcia (kapitola 5.1). Jeden zo sposobov vypoctu vztahu (5.70) je pomocou sférického
harmonického rozvoja poruchového potencialu (rovnica 5.71). V tejto kapitole ukazeme
dalsi pristup, ktory kombinuje geometricku interpretaciu zvislicovych odchylok na geoide
(vztah 6.35) a Stokesov integral (vztah 6.13). Kapitola je spracovana podla Hofmann-
Wellenhof a Moritz (2005) a vyuziva sféricka aproximéciu zvislicovych odchylok s vyuzi-
tim lokalneho kartenzianskeho stiradnicového systému x° 4%, 2° s pohyblivym zaciatkom
(pozri obréazok 1.9). Zvislicové odchylky budeme hladat na geoide, ktory v tomto pristupe
aproximujeme sférou s polomerom R (pozri tiez kapitolu 6.2.3).

Vyjadrime zvislicovi odchylku &y z rovnice (6.35),

dN

0 (6.40)

o —

Z kapitoly 5.4 vieme, ze priemet zvislicovej odchylky 9 mdzeme popisat dvoma kolmymi
zlozkami &y a 1y, ktoré udavaju vychylenie zvislice v smere sever-juh a v smere vychod-
zapad. Ak chceme pouzit tieto priemety v rovnici (6.40), potrebujeme ziskat zlozky di-
ferencialu ds v smere meridianu a v smere prvého vertikidlu v lokdlnom kartezianskom
suradnicovom systéme x°, y°, 2° s pohyblivym zaciatkom v tom bode, v ktorom je urco-
vané zvislicova odchylka. Z rovnice (1.3) prilohy I vyplyvaju pre zlozky diferencialu ds

v horizontéalnej rovine z*° y° nasledujice vztahy,

ds,s = Rdop,
(6.41)
dsys = R cospdA.
Ak je zvislica vychylend iba v smere sever-juh, vztah (6.40) prejde do tvaru
dN
=— . 6.42
b= (6.42)
Ak je zvislica vychylend iba v smere vychod-zapad, dostaneme vztah
dN
To = (6.43)

dsys
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Kombinaciou rovnic (6.41), (6.42) a (6.43) ziskame dve zlozky, ktorymi moZno popisat
zvislicovi odchylku v Tubovolnom smere,

s 1 ON
0= "5 A

R Op

Y oy (6.44)
o= Rcosp ON'

Vztahy (6.44) teda umoznuju vypoéitat zvislicové odchylky na geoide zo sklonu geoidu,
zatial ¢o vztah (6.35) umoziuje inverzny vypocet sklonu geoidu zo zvislicovych odchylok.

Dosadenim Stokesovho integralu (6.13) do vztahov (6.44) ziskame rovnice

aS (¢
= A odo,
0 47T70 //
S A do.
"o 41 7y Ccos / / O\ Jodo

Néjdime teraz derivacie 0S(10)/0¢ a 0S(y)/ON. Z rovnice (6.11) vieme, Ze Stokesovo

jadro S(v) je funkciou sférickej vzdialenosti 1. T4 vSak zavisi od sférickej sirky aj od sfé-

(6.45)

rickej dlzky vypoc¢tového bodu (R, ¢, \) a integracného elementu (R, ¢', \') (vztah 1.62).

Derivujeme teda zlozenu funkciu,

95(¢) _ dS(y) 9y

dp A Oy’
9S(v)  dS(v) dv (6.46)
oN Ay o

Derivaciu dS(v)/dy ziskame derivovanim Stokesovho jadra (6.11) podla sférickej vzdiale-
nosti 1. Na ziskanie parcidlnych derivacii 9v/d¢ a 9 /OX je vyhodné diferencovat vztah
pre kosinus sférickej sirky (1.62). Ziskame tak rovnice

—sin ) g—w = cos p sin ¢’ — sin p cos ¢’ cos(N — \),
1 (6.47)

. a¢ /o !/
—siny Iy = sy cosy sin(A" — A).

Na dalsiu apravu rovnic (6.47) vyuzime vztahy (5.58), pricom pouzijeme aktuélnu sym-
boliku, teda symboly ©, ¢, ®, A nahradime symbolmi ¢, ¢, ¢', X (porovnaj obrazky 5.9
a 6.2),

sin1) cosa = cos p sin ¢’ — sin p cos ¢’ cos(N — \),

(6.48)
sin1) sina = cos ¢’ sin(\ — \).
Z rovnic (6.47) a (6.48) vyplyvaju vztahy
oY
7 = —cosa,
6.49
oY : (6.49)
— = —cosy sina.
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S vyuzitim (6.46) a (6.49) dostaneme hl'adané parcialne derivéacie Stokesovho jadra podla

sférickej sirky ¢ a sférickej dlzky A,

Sw) _ _dS()
o T du cos «,
v (6.50)
5(¥) = _d5(¢) cos  sin «
I\ a0 '
Dosadenim (6.50) do (6.45) ziskame vysledné vztahy
1 dS(v)
§o = pr— // ! cosa Agg do,
’ (6.51)

1 dsS(y) .
n0—4ﬂ% // v sin a Agg do.

Rovnice (6.51) sa nazyvaju Veningove Meineszove integrdly. Pomenované st po ho-
landskom geofyzikovi a geodetovi F. A. Veningovi Meineszovi (1887 az 1966), ktory ich
odvodil v roku 1928. Tieto integraly umoznuji vypocet gravimetrickych zvislicovych od-
chylok na geoide z anomalii tiazového zrychlenia na geoide. Derivaciu dS(v)/dw nebudeme

podrobne odvadzat a uvedieme iba jej vysledny tvar (Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005),

dS(w) cos% W 1-— siny
= — 2 +8sin1/)—6(jos——3,—2
dv QSmQﬂ 2 sin )

2

+ 3 sinvy In (sin% + sin? %) .

(6.52)
Veningove Meineszove integraly (6.51) patria medzi konvoluéné integraly (kapi-

tola 6.2.2). Ich integracné jadra

dS(¥) dS(¥)
W COS &, W

st singularne a homogénne, avsak nie st izotropné (pozri kapitolu 6.2.1). Anizotropnost

sin «v (6.53)

je sposobené zavislostou od azimutu a.
Dodajme, ze do rovnice (6.44) moze byt dosadeny Hotineov integral (6.28) namiesto
Stokesovho integralu (6.13). Ziskame tym formalne podobné vztahy, avSak s integracnymi

jadrami

dH (¢) dH (v)
Qv cos a, v

a poruchami tiazového zrychlenia dgy namiesto anomalii tiazového zrychlenia Agg.

sin « (6.54)




Doslov

Sucasna geodézia stoji na mnohych pilieroch. Jednym z nich je znalost tiazového pola
Zeme. Vdaka schopnosti merat a modelovat tiazové pole dokadZeme urc¢it mnohé geodetické
veli¢iny presnejsie, nez keby sme vplyv tiazového pola neuvazovali. Prikladom s korekcie
vodorovnych uhlov a dizok do roviny mapy, prevysenia medzi bodmi uréené nivelaciou
¢i geocentrické suradnice bodov ziskané GNSS meraniami. Aby sme lepSie porozumeli
geodézii, je potrebné pochopit fyzikdlnu podstatu principov, na ktorych st geodetické
merania zalozené alebo ich implicitne vyuzivaja. Principy niektorych geodetickych metod
sa totiz mozu javit ako oc¢ividné, no az podrobnej$im premyslanim si uvedomime, Ze tato
zrejmost je len zdanliva. Videli sme, ze nemalé usilie si vyzaduje opis uz i tak beznych
geodetickych konceptov, akymi st lokalny horizont ¢i smer zavesenej olovnice. S pokrokom
vedy, vyskumu a technologii sa vysledky vyskumu tiaZového pola Zeme vyuzivaji ¢oraz
Castejsie aj v beznej geodetickej praxi, hoci to (opat) nemusi byt na prvy pohlad zrejmé.
Prikladom je urcovanie vysky bodu na povrchu Zeme GNSS metédami. Tie umoziuja
vypocitat elipsoidicka vysku, ktora vSsak mé iba geometricky charakter a nereflektuje
skutoc¢né tiazové pole Zeme. Pre mnohé geodetické tulohy je preto nevhodna. Prikladom je
vytycenie vodorovnej roviny v teréne. Napriek tomu potencial GNSS merani v tejto tlohe
dokézeme vyuzit, ked si uvedomime, Ze od¢itanim vysky geoidu IV od elipsoidickej vysky h
ziskame ortometricki vysku H© (obrazok 5.7). Tato vyska uz ma fyzikilny charakter,
a tak umoznuje napriklad presnejsie vytycenie vodorovnej roviny. V stucasnosti je takyto
prepocet medzi vyskami beznou ¢innostou geodetov, pricom je uskuto¢iiovany bud priamo
v GNSS prijimaci, alebo v dalsom spracovani, niekedy azda i bez vedomia samotného
geodeta. Porozumiet tiazovému polu Zeme sa teda oplati.

O poskytnutie poznatkov, ktoré by napomohli porozumiet zékladom tedrie gravitac-
ného a tiazového pola, sa snaZila aj tato praca. Niektoré koncepty vSak neboli diskutované
vobec alebo boli spomenuté iba okrajovo. V prvom rade, praca sa zaoberala ur¢ovanim
tvaru Zeme v podobe geoidu. Molodenského metéda urcovania fyzického povrchu Zeme
(pozri ivodnu kapitolu a kapitolu 6) nebola predstavena. Nie je to tak ale preto, ze tato
teoria je pre fyzikidlnu geodéziu nepodstatna. Prave naopak! Na Slovensku sa Moloden-
ského pristup vyuziva napriklad na definiciu vysok v Baltskom systéme po vyrovnani.
Molodenského koncepcia vSak presahuje ramec tejto prace a je pokryta skriptami Janak
a kol. (2006).

Druhou nedotknutou témou je pritomnost topografickych hmot v procese urcovania
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geoidu. V kapitole 6 sme predpokladali, Ze vo vonkajSom priestore geoidu sa nenachadzaju
hmoty. V skutoc¢nosti sa vo viacsine kontinentalnych ¢asti zemského povrchu nad geoidom
nachadzaju topografické hmoty, a to na miestach s kladnou ortometrickou vyskou. Nad
tymito hmotami sa dalej nachadzaju atmosférické hmoty. Aby v priestore nad geoidom
platila Laplaceova rovnica, topografické aj atmosférické hmoty je potrebné matematicky
odstranit. Dalej je potrebné matematicky zredukovat (pokracovat nadol) anomalie tiazo-
vého zrychlenia z povrchu Zeme (na ktorom boli odmerané) na geoid, kde st potrebné
na definovanie okrajovej podmienky. Matematické odstranenie topografickych hmot a po-
kracovanie nadol patria medzi najnarocnejsie kroky v procese ur¢ovania geoidu. Tymto
témam sa venuje napriklad praca Janak a kol. (2006).

Pre nézornost sme v kapitole 2 ¢asto prirovnavali vlastnosti sférickych harmonickych
funkcii k vlastnostiam jednotkovych vektorov. Hlbsie porozumiet sférickym harmonickym
funkcidm a ich vlastnostiam mozno napriklad pomocou funkciondlnej analyzy. Funkci-
onalna analyza je pomerne abstraktna cast matematiky, ktora ale v sti¢asnosti nie je
zaradena do obsahu $tudijného programu Geodézia a kartografia na Stavebnej fakulte
Slovenskej technickej univerzity v Bratislave. Vyuzivali sme preto prirovnania k jednot-
kovym vektorom, ktoré maji v SirSom zmysle mnoho podobnych vlastnosti ako sférické
harmonické funkcie a navyse st jednoducho predstavitelné. Zaklady funkcionalnej analyzy
uvadzaju napriklad Janak a kol. (2006). Podrobnejsie informécie stt dostupné napriklad
v knihe Rektorys (1999), ktora je napisana v Cestine a svojou formou je pristupna aj in-
zinierom a fyzikom. Odporacat tiez moézeme geodetickid literatiru v anglickom jazyku,
napriklad Moritz (1980), Sanso a Sideris (2013), Borre (2006) ¢i Freeden a Schreiner
(2009).

Zrejme nebudeme daleko od pravdy, ked budeme tvrdit, ze vedecké a akademicka lite-
ratira, nevynimajuc tieto strany, sa v istom zmysle rodi velmi tazko. Objavovat poznatky
je totiz rovnako zlozité, ako je naro¢né sa ich snazit sprostredkovat ¢itatelovi, ktory nevy-
bocuje z tohto za¢arovaného kruhu a pre porozumenie textu musi neraz vynalozit podobné
alebo aj vicsie usilie ako samotny autor. Mohli by sme teda povedat, ze ide tak trochu

o vzajomnu hru, ktoré, pokial sa hra s otvorenou myslou, spravidla stoji za to.



Priloha A
Numericka aplikacia operatora gradient

Uvazujme dvojrozmerny kartezidnsky stradnicovy systém so stradnicovymi osami x,y.

Nech f(z,y) je skalarna funkcia dvoch premennych dana vztahom
f(z,y) = sin(2x) + cos(2y). (A1)

Aplikiciou operatora gradient na skalarnu funkciu f(z,y) ziskame v zmysle rovnice (1.12)

vektorova funkciu

w 2 cos(2x)
Vi(x,y) = (1) = iz : (A.2)
dy

Ukéazka numerického vypoctu funkcie (A.1) a jej gradientu (A.2) na intervale z,y €
[—1, 1] je uvedena v zdrojovom kode A.1. Grafické znézornenie je uvedené na obrazku A.1.
Vsimajme si smer Sipky a jej velkost v zavislosti od polohy a pokisme sa dant situaciu

interpretovat.

Zdrojovy koéd A.1. Vypocet a zobrazenie funkcie dvoch premennych a jej gra-

dientu v programovacom jazyku Python

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import shutil

if shutil.which(’latex’) is not None: plt.rc(’text’, usetex=True)

-1.0, 1.0, 101

ymin, ymax, yn = xmin, xmax, Xn

xXmin, xXmax, xn

xngrad, yngrad = 10, 10
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- 0.5

- 0.0

- —0.5

-1.0

—-1.5

Obrazok A.l. Skalarna funkcia f(z,y) = sin(2z) + cos(2y) a jej gradient
Vf(z,y) na intervale x,y € [—1,1]. Skalarna funkcia je znézornena hypso-
metricky a izo¢iarami. Gradient je zobrazeny orientovanymi sipkami, pricom

sipka udéava smer a velkost najvicsieho narastu funkcie f(x,y) v danom bode.

# Tvorba gridu

X, y = np.meshgrid(np.linspace(xmin, xmax, xn), np.linspace(ymin, ymax, yn))

# VypoCet skalarnej funkcie
f = np.sin(2.0 * x) + np.cos(2.0 * y)

# Vypolet gradientu skaladrnej funkcie "f" (derivacii "f" podTa "x" a "y")
fx = 2.0 * np.cos(2.0 * x)
fy = -2.0 * np.sin(2.0 * y)

# Vykreslenie

fig, ax = plt.subplots(figsize=(10.0 / 2.54, 8.0 / 2.54))

im = ax.imshow(f, extent=(xmin, xmax, ymin, ymax), cmap=’bwr’,

vmin=-np.abs(f) .max(), vmax=np.abs(f) .max())

cntr = ax.contour(x, y, f, colors=’black’, linewidths=0.6)

ax.clabel (cntr, inline=True, fontsize=10)

ax.quiver( x[::xngrad, ::xngrad]l, yl[::yngrad, ::yngradl,
fx[::xngrad, ::xngrad], fy[::yngrad, ::yngrad])

ax.set_xlabel (’$x$’)

ax.set_ylabel (’$y$?)

ax.set_xticks(np.linspace(xmin, xmax, 6))

ax.set_yticks(np.linspace(ymin, ymax, 6))

fig.colorbar(im)

plt.tight_layout ()

fig.savefig(’./fig-gradient.pdf’)



Priloha B

Operator gradient v ortogonalnych

sturadnicovych systémoch

V tejto kapitole je vyjadreny operator gradient v ortogonalnych stiradnicovych systémoch.
Ortogondlny suradnicovy systém je taky stradnicovy systém, ktorého siradnicové plochy
sa pretinaju pod pravym uhlom. Prikladom st kartezianske siradnicové systémy x,y, z
a % 1%, 2° ¢ krivoCiary systém suradnic r, ¢, A (pozri obrazok 1.9).

V kapitole B.1 je odvodeny operator gradient (1.39) v ortogonalnom krivociarom sfé-
rickom stradnicovom systéme (7, ¢, ). V kapitole B.2 je uvedené vSeobecné riesenie pre

Tubovolny ortogonalny suradnicovy systém.

B.1 Operator gradient vo sférickom stradnicovom sys-
téme

Nech f je skalarna diferencovatelné funkcia. V lokdlnom kartezidnskom stradnicovom
systéme x°,y°, 2° s jednotkovymi vektormi e}, e}, e} (obrazok 1.9) je gradient funkcie f

dany vztahom (1.12),

of of
5 3 . B.1
2 ays + €3 28 ( )
Cielom tejto kapitoly je vyjadrit parcidlne derivacie 0f/0x% 0f/0y®,0f/0z° pomocou

0
Vf:eia—i;‘i‘e

ortogonalnych krivociarych stradnic o, A, r.
Je zrejmé, ze potrebujeme najst parcidlne derivacie 0f /0, 0f /0N, O f /Or. Tto ulohu
komplikuje zavislost kartezianskych sturadnic z,y, z od sférickych saradnic ¢, A\, r (pozri

rovnice 1.37). Derivujeme preto zlozenu funkciu troch premennych,

of of 0x Of 9y Of 9z
dp  Oxdp Oy dp 0z dp
of ofox 0f oy Of 0z
N 0z ox oy ox 9z on
of _0fox 0fdy 0f 0z
or Ox or 0Oy Oor 0z Or

(B.2)
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Rovnicu (B.2) mozeme zapisat v maticovom tvare

FOf ] roxr 0Oy 0z [OfT
ol |op 9o Op| |Ox
of or 0Oy 0z af
N ON X OX| |oy
of or Oy 0z af

Lord  Lor or ord Lozl

Zavedme vektorovu funkciu r, ktora bude popisovat zac¢iatok lokalneho siuradnicového

systému 2%, %, 2° v globalnom stradnicovom systéme x,y, z (rovnice 1.37),

(e, A\, 1) T COSQ COS A
r= [y(p,\,7)| = |rcospsinA|. (B.4)
2(p,7) T sin @

Vztah (B.3) potom mo6zeme prepisat do tvaru

'8_f' '8_f‘
af| _ (e3)" of , (B.5)
[ Ao\ T dy
% (€3) a_f
L Or 4 L0z
kde symboly
—7r sin @ cos A —7 COS (p sin A COS Y COS A
éS:@: —r sin @ sin A éS:@: T COS ( COS A éS:@: cos ¢ sin A
e i C T v LS T o 4
T COS 0 sin @
(B.6)

predstavuju vektory v smere osi 2°, 4/°, z° lokalneho kartezianskeho siradnicového systému.
Derivacie 0f/0x,0f/0y,0f/0z vyjadrime pomocou parcidlnych derivacii df/dp,df/
O\, Of /Or vyrieSenim systému linearnych rovnic (B.5) pouZitim niektorej z metdd lineér-
nej algebry.

Obzvlast jednoduchy postup rieSenia systému rovnic (B.5) je dany nasledujicimi

krokmi. Normovanim vektorov (B.6) ich velkostami

€3]] = /(=7 sinp cos \)2 + (—r sinp sin \)2 + (r cos )2 =7,

|&5]] = /(=7 cosp sin \)2 4 (r cos @ cos \)2 = 7 cos @, (B.7)

&3] = \/(Cosgo cos A\)2 + (cos ¢ sin A\)2 +sin® p = 1

ziskame jednotkové vektory v smere stiradnicovych osi %, °, 2°,

) —sin @ cos A . —sin \ ) COS (0 COS A
& . . €5 s €5 -
€] =-———=|—sinpsinA|, e=—S-=|cosA |, €= ——= |cospsin
€3]] €3]] €3]] .
cos 0 sin

(B.8)
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Systém linearnych rovnic (B.5) potom méZeme prepisat do tvaru

'8_f' '8_f'
Op , (ei)T ox
g—ﬁ = |r cosgz: (Teg)T g—g . (B.9)
ﬁ (e3) ﬁ
L Or L0z

O vektoroch €3, €3, €} vieme, Ze st ortogonalne (pozri rovnicu 1.27) a ich velkost je rovna 1,
¢o mozno overit vztahmi (B.8). Inverzia matice systému linearnych rovnic (B.9) je potom
dané vztahom (Michel, 2013)

-1

r (e}’
rcosp (€)' = E e @ez eg] : (B.10)
(e3)"
Riesenie rovnice (B.9) ma teda tvar
FOf1] s
ox 9
% = E e} . C(l)sgoe% eg] % : (B.11)
of of
L9z Lor
Hladané parcidlne derivéicie v suradnicovom systéme z°, y°, z° su tak dané vztahmi
aof 10f
ors 1 dp’
of __ L 9f (B.12)
dys 1 cosp ON
of _of
925 or

KedZe funkcia f je podla predpokladu Tubovolna skalarna diferencovatelna funkcia,
vztah (B.11) dokazuje rovnicu (1.39).

B.2 Operator gradient v ortogonalnom stradnicovom
systéme

Odvodenie z predoslej kapitoly mozno zovseobecnit na lubovolny ortogonalny suradnicovy
systém. Nech &1, &, &3 je ortogonélny sturadnicovy systém a nech f je diferencovatelna
funkcia. Gradient funkcie f je v tomto stradnicovom systéme dany vztahom (Arfken
a Weber, 2005; Sanso a Sideris, 2013)

1
vi= Znen?aa Zn ag, (B.13)
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kde or(€)
r
o, = — >~ B.14
¢ = 56 (B.14)
je vektor v smere stradnicovej osi &;,
&,
e, = AZ (B15)
&

je jednotkovy vektor v smere stiradnicovej osi &; a

&
£= & - (B.16)

€3



Priloha C

Laplaceov operator v ortogonalnych

sturadnicovych systémoch

V kapitole C.1 je odvodeny tvar Laplaceovho operédtora vo sférickom stradnicovom sys-
téme (rovnica 1.40). V kapitole C.2 je odvodeny v8eobecny tvar Laplaceovho operatora
v Tubovolnom ortogonalnom siradnicovom systéme. Kapitola C.1 je spracovana podla Mi-
chel (2013) a kapitola C.2 podla Sanso a Sideris (2013).

C.1 Laplaceov operator vo sférickom stiradnicovom sys-
téme

Aplikujme operator gradient vo sférickych stradniciach (1.39) na dvakrat diferencovatelni

funkciu f v zmysle rovnice (1.26),

Vif =V -(Vf)
:( 124_95 1 24_932).(6351%4_98 1 8_f_|_ f)
Lr 0p 2rcosg0 o\ Sor Lr Op 21 cosp ON 30
1 . Oe Of . g O 1 . oey Of
R Op Oyp \,_/(%0 +r2cosgoe1'8goﬁ
e;-(—e5)=0 e3-0=0

2 ]
+i533(1)6f+ 1 ses af lsaeSaf

7"26\1',_/&0 cosp) OX | r? COS@&J@@@A r ' dp or
0 0 S S 1
ej-ej=
1 0 f 1 oes of 1 0*f
R e
r JdpOdr — r? cos O\ 0 r2 cos 0N O
% v % T
e5-(—sinpef)=—singp
(C.1)
1, 0 of . .0 of

e _— .
2 2 2 2 2 2 2 2 2
r2 cos? OX 0N 12 cos?y —— ON? 1 cosp O\ or

0 e5-(cos pef)=cos ¢
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ol g PF L D0 D ( )af e L OT
TCOS¢T8A8T r\;\ofa_;;a@ \,_/(97" Op \,_/rﬁrago
1 o 8e2(9f+3 28( 1 )nge;.e;# 0 f
rcosgp@)%/@)\ - Or \r cosp /) OA Trcosgp@r@)\
e 2
s o2
€5-0=0

Jednotkové vektory e}, e}, e z predoslej rovnice s dané vztahmi (B.8). Ich derivacie

podla sférickych siradnic maju nasledujuci tvar,

— COS (Y COS A [ sin ¢ sin A
Oei in A e; Oey si SA sin ¢ €5 dei 0
= |—cosps =—€3, —— = |—sinpco = — , =0,
9o cos e s 59 14 LAC»
—sin e i 0
o€} o€} [~ cos ) oe;
2 2 . 2
=0, = |—sin\|, =0, (C2
57 oy = | s 0, (C2)
|0
—sin p cos A [— cos ¢ sin A
ae% . v . s 8e§ v < aeg
9o = | —sinpsin\| = ey, o COSp CosSA | = cosype,, 5 =0.
COS i 0

Kombinéciou rovnic (C.1) a (C.2) ziskame Laplaceov operétor vo sférickych saradniciach,
,Of 1 0 af 1 9%

2f = = — — = —-— C.3

vy 7“287“ ( 87”) +7“2 cos p Op (coswaQD) +7"2 cos? p ON? (C-3)

C.2 Laplaceov operator v ortogonalnom stiradnicovom

systéme

Odvodenie z kapitoly C.1 mozno zovSeobecnit na lubovolny ortogonalny sturadnicovy
SyStém 617 627 53'

Nech f je dvakrat diferencovatelna funkcia. VSeobecny tvar Laplaceovho operéatora
ziskame pomocou rovnic (1.26) a (B.13),

~

3 3 ~ 3 3 ~
oe; Of € € 8Hej|] of
R jrAmy 2 (a4
EgM%w o 05 222 oe, o,  (©Y

&l lle;®

3 &

€ 0% f
i j
2.2 ||e7,||2 1&;1]* 08 0¢;°

=1 j5=1
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C.2. Laplaceov operator v ortogonalnom siradnicovom systéme

Suradnicovy systém &1, &, &3 je podla predpokladu ortogonalny, preto vektory é;,

1,2, 3, musia byt taktiez ortogonélne (pozri vztahy 1.27, 1.28, B.14 a B.15)

el e:) - ([leill e:) = [1&]]?, k =7,
88, = (el e:) - (1€l e:) = &l ak i=] ©5)
) ak 1 7é ]
Pouzitim vztahov N .
0e; 0 or(§) _ 0 0r(§) _ 0e (C.6)
o 05 0& 04 0§ 0§
(C.5) prejde rovnica (C.4) do tvaru
3 3 R 3 R
oeé; of 1 0l&|l of
Vif = & — — — 2 D
2. 2 TP & HeJH2 0€; 0¢; ; 1&;1]> 9¢;  0&; e

11]1

1

+Z BIE 652

f)alej samostatne upravime najprv prvé dva cleny rovnice (C.7) a potom jej treti
¢len. Na zaver pouzijeme vysledky oboch tuprav, ¢im ziskame vysledny tvar Laplaceovho

operatora v [ubovolnom ortogonalnom siradnicovom systéme &;, &, &3

Nech j = 1. Pomocou
o 10 1aelr . ol
e; - = ——= \€;-€;) = — = €| —(w=——, 08
o, ~20g % T2 gy 19 g )
E = [é1] [lex] [les] (C.9)
mozeme upravit prvé dva ¢leny rovnice (C.7)
SUNERIE 3/ S N
He H2 [e]> 7 06 0& le]® 06 9&
Z o 2l 0r _, 1 ole of
ST 28 5% T a6 (©.10)
1 dlell o 1 Ole of 1 Olles| of
96 06 [le?lles| 06 9&

el 96 96 e [lel]
: ) aof 1 9 < E )g

L0 (lellel) o 10 (Ey o
06 E & \e?) 06

el lell Tlesll o9&\ lell

Podobnym spésobom mozno upravit prvé dva ¢leny rovnice (C.7) pre vietky 7 = 1,2,3

do kone¢éného tvaru ,
1 0 FE af
— _— ] = C.11
E%}(a@ ) 5 (©1)

Treti ¢len rovnice (C.7) upravime pomocou vztahu (C.9)

3 3

1 9 f 1 E 9f

= — = = - —. C.12
2 & o2 ~ B 2 o o8 (©12)
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162
Kombinéciou (C.11) a (C.12) ziskame vysledny tvar Laplaceovho operatora v ortogo-

nalnom suradnicovom systéme,

1 <~/0 E \OJf 1< E 0
Vif =— — — 4 — —
3 (7)) 5+ 5 2. To,TF o8
LS B o (C.13)
:Eza_sj(uéjuza_sj)'

Dosadenim substiticie (C.9) do (C.13) dostaneme tvar, s ktorym sa mozno Casto stretnit

v literature (napriklad Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005),

g — (A RERETETY
eled el Loe \ Tell 26) " o6\ el 96)
2 (lellesl 51 '
96\ el 08)]

Z rovnice (C.14) vidime, Ze na ziskanie Laplaceovho operatora v ortogonalnom si-

radnicovom systéme teda postacuje vypocitat velkosti vektorov €; a dosadit ich do

vztahu (C.14).
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Priloha D

Vypocet a zobrazenie gravitacného
potencialu a velkosti gravita¢ného

zrychlenia homogénnej gule

Zdrojovy kod D.1 vypocita a zobrazi gravitacny potencial a velkost gravitacného zrych-
lenia v okoli homogénnej nerotujicej gule. Hmotnost a polomer homogénnej gule boli

zvolené tak, aby aproximovali skuto¢nu Zem.

Zdrojovy koéd D.1. Vypocet a zobrazenie gravitacného potencidlu a velkosti

gravitacného zrychlenia homogénnej gule v programovacom jazyku Python

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import shutil

if shutil.which(’latex’) is not Nome: plt.rc(’text’, usetex=True)

G = 6.67430 * 10%*x-11
M = 5.9722 *x 10*x*24
dr = 10.0%%*5

R = 6378137.0

rmax = 2.5 *x 10%*7

GM

I
[}

* M

ri = np.arange(0.0, np.floor(R / dr) * dr + dr, dr, dtype=np.float64)
ro = np.arange(np.ceil(R / dr) * dr, rmax + dr, dtype=np.float64)

Vgi = (GM / 2.0) * (3.0 / R - ri**2 / Rx%*3)
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164 Priloha D. Gravitacny potencidl a gravitacné zrychlenie homogénnej gule

ggi = (GM / R**3) * ri
VgR = GM / R
ggR = GM / R**2

Vgo = GM / ro
ggo = GM / ro*xx*2

r = np.hstack((ri, R, ro))

Vg = np.hstack((Vgi, VgR, Vgo))
gg = np.hstack((ggi, ggR, ggo))
blue = ’tab:blue’

orange = ’tab:orange’

fig, axl = plt.subplots(figsize=(13.0 / 2.54, 9.0 / 2.54))

axl.plot(r, Vg, color=blue)

axl.set_ylabel (’$V_{\mathrm{g}} \ (\mathrm{m}~2 \ \mathrm{s}~{-2})$’,
color=blue)

axl.tick_params(axis=’y’, colors=blue)

ax2 = axl.twinx()

ax2.plot(r, gg, color=orange)

ax2.set_ylabel (’$\| \mathbf{g}_{\mathrm{g}} \| \ ’> +
> \mathrm{m} \ \mathrm{s}~{-2}1)$’,
color=orange)

ax2.spines[’right’].set_color(orange)

ax2.spines[’left’].set_color(blue)

ax2.tick_params(axis=’y’, colors=orange)

ylim = ax2.get_ylim()
ax2.set_ylim(ylim)

ax2.set_x1im([0, rmax])

ax2.axhspan(ylim[0], ylim[1], xmin=0, xmax=R / rmax, facecolor=’0’, alpha=0.15)

axl.set_xlabel(°$r \ (\mathrm{m})$’)

plt.tight_layout ()
fig.savefig(’./fig-homogeneous-ball-vg-gg.pdf’)
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Priloha E

Vypocet a zobrazenie Legendreovych

polynémov

Zdrojovy kod E.1 vypocita a graficky znazorni Legendreove polynomy P,(t) =
po¢itané Bonnetovym rekurentnym vztahom (2.23), ktory je vhodny na prakticka

P,(sinp) stupiiov n = 0,1,...,nnax pre ¢ € | ]. Polynémy st pre nézornost

numerickil implementéciu. Legendreove polynéomy moézu byt vypocitané aj funkciou

scipy.special.eval_legendre z modulu scipy.

Zdrojovy kod E.1. Vypocet a zobrazenie Legendreovych polynémov v progra-

movacom jazyku Python

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import shutil

if shutil.which(’latex’) is not Nome: plt.rc(’text’, usetex=True)

nmax = 5

lat = np.linspace(-np.pi / 2.0, np.pi / 2.0, 101)

t = np.sin(lat)

pn = np.zeros((nmax + 1, t.shape[0]), dtype=np.float64)

pnfO0, :J = 1.0
if nmax > O:
pnll, :1 =t
for n in range(2, nmax + 1):
poln, :J = ((2.0 *n - 1.0) / n) *t *x pn[n - 1, :J -\
((n -1.00 / n) * puln - 2, :]
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166 Priloha E. Vypocet a zobrazenie Legendreovych polynémov

fig, ax = plt.subplots(figsize=(13.0 / 2.54, 9.0 / 2.54))
ax.plot(t, pn.transpose())
ax.grid(visible=True)
ax.set_xlabel (’$t$’)
labels = [’’] * (nmax + 1)
for n in range(nmax + 1):
labels[n] = £’$P_{n}$’
ax.legend(labels, loc=’center’, bbox_to_anchor=(0.5, -0.35), ncol=nmax + 1)
fig.subplots_adjust(bottom=0.3, top=0.98)
fig.savefig(’./fig-legendre-polynomials.pdf’)
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Priloha F

Vypocet a zobrazenie sférickych

harmonickych funkcii

Zdrojovy kod F.1 vypocita a zobrazi nenormovanu plosna sféricktt harmonicka funkciu
stupna n = 0,1,2,... a radu k = —n,...,n (rovnica 2.53). Legendreove funkcie si
pre jednoduchost poc¢itané funkciou lpmv z Python modulu scipy. Tato funkcia pocita
Legendreove funkcie PJLk‘(sin v), v ktorych je pouzity Condonov-Shortleyho fazovy faktor
(pozri kapitolu 2.4). Vo fyzikalnej geodézii sa tento faktor vi¢sinou nepouziva, preto je vo
vypocte odstraneny.

Sférické harmonické funkcie mozno vypocitat a zobrazit aj pomocou sluzby na stranke

ICGEM (pre link pozri poznamku pod ¢iarou 2 na strane 68).

Zdrojovy kod F.1. Vypocet a zobrazenie nenormovanych sférickych harmonic-

kych funkcii v programovacom jazyku Python

import numpy as np
import matplotlib as mpl
import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.special import lpmv

zobrazenie_3d = True

lat

lon

np.linspace(-np.pi / 2.0, np.pi / 2.0, 181)

np.linspace(0.0, 2.0 * np.pi, 361)

lon, lat = np.meshgrid(lon, lat)
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168 Priloha F. Vypocet a zobrazenie stérickych harmonickych funkcif

pnk = lpmv(np.abs(k), n, np.sin(lat))

if k >= 0:
ynk = pnk * np.cos(k * lon)

else:

ynk = pnk * np.sin(np.abs(k) * lon)

ynk *= (-1)**np.abs (k)

if zobrazenie_3d:

r=1.0+ 0.5 * ynk / np.abs(ynk).max()
else:
r=1.0
= r * np.cos(lat) * np.cos(lon)
= r * np.cos(lat) * np.sin(lon)
z = r * np.sin(lat)

fig, ax = plt.subplots(figsize=(4.0 / 2.54, 4.0 / 2.54),
subplot_kw={’projection’: ’3d’})

ax.set_box_aspect((np.ptp(x), np.ptp(y), np.ptp(z)))

norm = mpl.colors.Normalize()

ax.plot_surface(x, y, z, rstride=1, cstride=1, cmap=plt.cm.bwr,

facecolors=plt.cm.bwr(norm(ynk)))

ax.set_axis_off ()

ax.set_rasterized(True)

plt.tight_layout(pad=-2.0)

fileout = f’./fig-spherical-harmonic-n{n}-k{k}’
if zobrazenie_3d:
fileout += ’-3d’
fileout += ’.pdf’
fig.savefig(fileout, dpi=300)



Priloha G

Ukazka modelu gravitacného pola Zeme

Tato priloha obsahuje ukazku modelu EIGEN-6C4 vo forme gfc suiboru. Niektoré odkazy
na literaturu zo state References a mnohé sférické harmonické koeficienty sii pre stru¢nost
vynechané. Preskocené Casti st oznacené znackou [...]. Povodny stbor je dostupny na
stranke sluzby ICGEM (pre link pozri poznamku pod ¢iarou 2 na strane 68). Sféricky
harmonicky stupen n a sféricky harmonicky rad m st v modeli oznacené pismenami L
a M. Stlpce s oznacenim sigma C a sigma S obsahuju formalne stredné chyby prisluinych

sférickych harmonickych koeficientov.

The Gravity Field Model EIGEN-6C4

EIGEN-6C4 is a static global combined gravity field model up to degree and order
2190. It has been elaborated jointly by GFZ Potsdam and GRGS Toulouse and contains
the following satellite and ground data:

- LAGEOS (deg. 2 - 30): 1985 - 2010
- GRACE RLO3 GRGS (deg. 2 - 130): ten years 2003 - 2012

- GOCE-SGG data, processed by the direct approach (Pail et al. 2011, Bruinsma et al.
2014, to deg. 235) incl. the gravity gradient components Txx, Tyy, Tzz and Txz out
of the following time spans: 837 days out of the nominal mission time span 20091101
- 20120801 422 days out of the lower orbit phase between 20120901 - 20130524 The
GOCE polar gaps were stabilized by the Spherical Cap Regularization (Metzler and
Pail 2005) using the combined gravity field model EIGEN-6C3stat

- Terrestrial data (max degree 370):

DTU12 ocean geoid data (Anderson et al. 2009) and an EGM2008 geoid height grid for

the continents
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The combination of these different satellite and surface data sets has been done

by a band-limited combination of normal equations (to max degree 370), which are
generated from observation equations for the spherical harmonic coefficients. A brief
description of the applied techniques for the generation of such a combined gravity
field model is given in Shako et al. 2014. The resulted solution to degree/order 370
has been extended to degree/order 2190 by a block diagonal solution using the DTU10
global gravity anomaly data grid.

References:

Andersen 0. B. P. Knudsen and P. Berry. (2009): DNSCO8 mean sea surface and mean
dynamic topography models, Journal of Geophys Research, Vol. 114, c11001 12 pp., 2009,
doi:10.1029/2008JC005179

begin_of_head ————

product_type gravity_field

modelname EIGEN-6C4

earth_gravity_constant 0.3986004415E+15

radius 0.6378136460E+07

max_degree 2190

errors formal

norm fully_normalized

tide_system tide_free

key LM C S sigma C sigma S
end_of_head

gfc 0 0 1.00000000000e+00 0.000000000000e+00 0.0000e+00 0.0000e+00
gfc 1 0 0.00000000000e+00 0.000000000000e+00 0.0000e+00 0.0000e+00
gfc 2 0 -4.84165217061e-04 0.000000000000e+00 1.1081e-13 0.0000e+00
gfc 3 0 9.57173592933e-07 0.000000000000e+00 6.5264e-14 0.0000e+00
[...]

gfc 1 1 0.00000000000e+00 0.00000000000e+00 0.0000e+00 0.0000e+00
gfc 2 1 -3.38846075704e-10 1.46306108906e-09 3.2499e-13 3.2870e-13
gfc 3 1 2.03045608898e-06 2.48236210655e-07 8.5500e-14 8.5499e-14

gfc 2190 2190 -0.488605221310D-13 -0.515141038060D-13 0.1601D-12 0.1601D-12



10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

Priloha H

Vypocet a zobrazenie sférického
harmonického rozvoja zemske;j

topografie

Zdrojovym kédom H.1 moZno vypocitat a zobrazit sféricky harmonicky rozvoj topografie
Zeme. Sférické harmonickeé koeficienty h,; (rovnica 2.82) st prevzaté z modelu DTM2006.0
(Pavlis a kol., 2007). Vypocet pouziva program GrafLab (Bucha a Janak, 2013), ktory
je volne dostupny na adrese https://github.com/blazej-bucha/graflab. Navody na
pracu v programe GrafLab st pristupné na adrese https://github.com/blazej-bucha/
graflab-cookbook.

Zdrojovy kod H.1. Sféricky harmonicky rozvoj zemskej topografie v programo-
vacom jazyku MATLAB

unzip("https://github.com/blazej-bucha/graflab/archive/refs/heads/" + ...

"master.zip", ".");
cd graflab-master/src/

for nmmax = [30, 90, 360]
GrafLab(’0K’, 1.0, 1.0, O, nmax, [0 0 O O 0], ...
>../data/input/DTM2006 .mat’, 1, 0, -90.0, 0.25, 90, 0.0 ,0.25, ...
360.0, 0.0, (1, 00, 0O, 01, ...
sprintf(’../../topography-nmax%d’, nmax), ...

o, 11, 1, (1, 1, 0, 0, 2, 6, 1, 60, 600, 1);

end

cd ../../
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Priloha 1

Diferencial vzdialenosti vo sférickych

suradniciach

V tejto prilohe odvodime vztah pre druhtt mocninu diferencialu vzdialenosti ds? vo sfé-
rickych saradniciach r, ¢, \.
Definujme polohovy vektor r pomocou globalnych kartezianskych suradnic z,y, z na-

sledujticim spésobom (rovnice 1.37),

(@, A\, 1) T COS( COS A
r= [y(g,\,7)| = |rcospsinA| . (I.1)
z(p,7) 7 sin

Totalny diferenciél polohového vektora dr vo sférickych suradniciach ziskame vztahom

(pozri kapitolu 1.5.1)

81‘ ar aI' S AS S
dr = o_dpt gy dit gL dr=éidp + & dA+ & dr, (I.2)

kde vektory &3, €3, €5 st dané rovnicami (B.6). Pomocou jednotkovych vektorov e, e, €}

z rovnic (B.8) mozeme prepisat vztah (1.2) do tvaru

dr = |[&7[| €7 d + [[&3] €5 dA + €3]] ez dr
(1.3)
=ejrdp+e5r cospdl+e;dr.

Po uvéazeni vlastnosti (1.27) a (1.28) jednotkovych vektorov e€3,e}, e} (pozri tiez pri-
lohu B.1) ziskame hladany vztah,

ds* =dr-dr = (efrdy + €57 cospd + e dr) - (e rdy + e cospd) + e dr)
=r’de’e] - e +1° cospdpdres e+ +drief - e} (1.4)
= r2dp? + 1% cos? o dN? + dr?.
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