EDICIA SKRIPT

NUMERICKA ANALYZA
DIFERENCIALNYCH ROVNIC

Angela Handlovicova

SPEKTRUM
HESTU



NUMERICKA ANALYZA
DIFERENCIALNYCH ROVNIC

Angela Handlovicova

SLOVENSKA TECHNICKA UNIVERZITA V BRATISLAVE
2023



Vsetky prava vyhradené. Nijaka ¢ast textu nesmie byt pouzita na dalsie Sirenie akoukolvek
formou bez predchadzajiceho stihlasu autorov alebo vydavatelstva.

(©) doc. RNDr. Angela Handlovi¢ové, CSc.

Recenzenti: prof. RNDr. Michal Feckan, DrSc. doc. RNDr. Eugen Viszus, CSc.
Schvélila Edi¢na rada Stavebnej fakulty STU v Bratislave.

ISBN 978-80-227-5337-1



Uvod

Ucebnica nadvizuje na funkciondlnu analyzu bakalarskeho stupta pre studijny program
Matematicko-pocitacové modelovanie [7], ktord predstavuje zdkladné poznatky z tedrie
funkcionalnych priestorov, operatorov a ich vlastnosti. Sustred'uje sa predovsetkym na
eliptické linearne operatory a funkciondly. Zahina tiez definiciu slabého riesenia okrajove;j
ulohy s eliptickym operatorom, ako aj vetu o existencii slabého riesenia a zékladnych
vlastnostiach tohto riesenia.

Ciel'om tejto ucebnice je, popri rozsireni d’alSich vlastnosti priestorov a operatorov, zame-
rat’ sa na numerické riesenia okrajovych tloh metédou konecnych objemov; riesit’ otazku
konvergencie, pripadne odhadu chyb numerického a slabého riesenia. Najskor sa opat’
sustredime na eliptické okrajové tilohy a v druhej ¢asti sa zameriame na parabolické tlohy,
a to aj pre nelinedrne rovnice. Numerické riesenie bude v tomto pripade navrhnuté ako
kombinacia Rotheho metdédy v casovej diskretizacii tlohy a metédy konecnjch objemov
v priestorovej diskretizacii.
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a Doc. RNDr. Eugenovi Viszusovi, PhD. za ich dékladné precitanie ucebnice a za pripo-
mienky a namety, ktoré prispeli ku skvalitneniu celého textu.



Skratky a oznacenia

N - mnozina prirodzenych cisel

No=NUO

R - mnozina realnych cisel

R - mnozina vSetkych kladnych redlnych ¢isel

Ry, +- mnozina vSetkych nezdpornych redlnych cisel

N - dimenzia oblasti (spravidla 1,2,3)

RY - mnozina realnych n-dimenzionalnych vektorov

1D, 2D, 3D - jednodimenzionalny, dvojdimenzionalny, trojdimenzionalny priestor

() - ohrani¢en4 oblast’ v RY (neprézdna ohrani¢en4, otvorena jednoducho stvisl4 mnozina
v R¥) s Lipschitzovskou hranicou (pozri napriklad [9])

Of) - hranica oblasti Q, Q= QU9

< a,b > - uzavrety interval v R pre a < b, a,b € R

LP - line4rny priestor

LNP - linearny normovany priestor

UP - unitarny priestor

BP - Banachov priestor

HP - Hilbertov priestor

C(€)- priestor vsetkych spojitych funkcii na

Cs°(9) -priestor vietkych nekone¢ne hladkych finitnych funkcii na

Lo(Q) - priestor vSetkych meratelnych funkcii definovanych na Q, ktorych druhé mocniny
su Lebesqueovsky integrovatelné v €2

Wk(Q),k=0,1,2, ... - Sobolevov priestor

Wk(09),k =0,1,2,... - Sobolevov priestor na 02

W) = HY(Q), ak Q je oblast’ s Lipschitzovskou hranicou, v tomto pripade je to
Hilbertov priestor (pozri napriklad [9])

W3 () = HE(S), - Sobolevov priestor funkcii s nulovou stopou na 99 (pozri napriklad
[9)

ODR - obycajné diferencidlna rovnica

PDR - parciadlna diferenciadlna rovnica

MKO - metdéda kone¢nych objemov
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Kapitola 1

Zakladné poznatky
z funkcionalnej analyzy

Stadium existencie slabého rieSenia a konvergencie navrhnutej numerickej aproximaécie
k tomuto rieSeniu si vyzaduje urcité teoretické vedomosti z funkcionalnej analyzy. Preto
skor ako prejdeme ku konkrétnym okrajovym tloham, uvedieme zékladné definicie

a vlastnosti z funkcionalnej analyzy priestorov a operatorov podla [4].

1.1 Priestory, operatory a ich vlastnosti

Hned tvodom uvedieme jednu z najdolezitejSich nerovnosti, ktord je zndma pod viacerymi
menami v zavislosti od konkrétneho Hilbertovho priestoru. My budeme pouzivat nazov
Cauchyho-Schwarzova nerovnost pozri napriklad [7].

Veta 1.1 (Cauchyho-Schwarzova nerovnost). Nech H je Hilbertov priestor so ska-
larnym stéinom (-, -) a z neho indukovanou normou ||-||. Potom pre vsetky prvky z,y € H
plati:

[z, w) | < [l lyll - (L.1)

Majme X,Y Tubovolné linedrne normované priestory.

Definicia 1.1 (operator). Nech X, Y st linedrne normované priestory, mnozina M C X.
Ak existuje pravidlo ako kazdému u € M predpisat jediny prvok z Y, pricom tento prvok
oznacime ako Au, hovorime, ze pravidlo definuje operdtor A na mnoZine M. Jeho defini¢ny
obor oznacujeme D(A) a obor hodnot R(A), pozri napriklad [7].

Pozndamka 1.1. Pre linedrne operatory, funkcionély a ich vlastnosti pozri napriklad [9].

Definicia 1.2 (relativne kompaktna mnozina). Mnozina M v linedrnom normova-
nom priestore X sa nazyva relativne kompaktnd prave vtedy, ked kazda jej postupnost
obsahuje konvergentnii podpostupnost. Ak M je uzavreta a relativne kompaktnd, potom
M je kompaktna.



Definicia 1.3 (uplne spojity operator). Nech A je linedrny operéator z linedrneho
normovaného priestoru X do linedrneho normovaného priestoru Y taky, ze D(A) =
X. Operator sa nazyva uplne spojity, ak zobrazuje kazdti ohrani¢enti mnozinu v X na
relativne kompaktni mnozinu v Y.

Definicia 1.4 (izomorfizmus). Dva linedrne normované priestory X a Y nazyvame
izomorfné, ak existuje spojity linearny operator A taky, ze D(A) = X, R(A) = Y
a existuje inverzny operator A~!, pricom je tiez spojity. Potom operadtor A nazyvame
izomorfngm zobrazenim (izomorfizmom,).

Definicia 1.5 (izometria). Majme dva linedrne normované priestory X a Y s metrikami
p (pre priestor X) a o (pre Y'). Hovorime, Ze st izometrické, ak existuje operator T taky,
ze D(T) =X, R(T) =Y a pre vietky x,y € X plati

p(z,y) = o(Tz,Ty).

Definicia 1.6 (izometricky izomorfizmus). Dva linedrne normované priestory X
a Y s normami ||-||y (pre priestor X) a |-y (pre Y') nazyvame izometricky izomorfné,
ak existuje izomorfizmus A taky, ze pre vsSetky x,y € X plati:

|z —yllx = [|[Az — Aylly .

Veta 1.2 (vlastnosti izomorfnych linedrnych normovanych priestorov). Nech X
a Y sa dva izomorfné linedrne normované priestory. Potom plati:

e ak X je separabilny, potom aj Y je separabilny,
e ak X je uplny, potom aj Y je uplny.

Definicia 1.7 (vnorenie). Nech st dané dva linedrne normované priestory X a Y,
pricom X C Y. Definujme identicky operator I: X — Y, D(I) =X, R(I) = X, [u = u.
Potom I je linedrny operator a nazyvame ho operdtor vnorenia. Ak je navySe spojity,
hovorime o spojitom vnoreni, ¢o zapisujeme X < Y. Ak je operator vnorenia tplne
spojity, hovorime o kompaktnom vnoreni, ¢o zapisujeme X —<— Y.

Pozndmka 1.2. Plati, ze ak X — Y, potom existuje konstanta ¢ > 0 taka, ze pre vSetky
u e X je
lully < ellully

Pozndmka 1.3. Ak X << Y, potom plati, Ze kazda ohranic¢end postupnost {u, }nen
v X sa zobrazi na postupnost v Y, z ktorej sa d4 vybrat konvergentnd podpostupnost.

Veta 1.3 (dualny priestor). Nech X je linedrny normovany priestor. Mnozina vsetkych
ohranicenych linearnych funkcionalov na X tvori lineadrny priestor, ktory nazyvame dudlny
priestor k priestoru X. Oznacujeme ho X*.

Analogicky sa da vytvorit aj druhy duél.

Pozndmka 1.4 (reflexivny priestor). Linearny priestor X moZeme prirodzenym sposo-
bom vnorit do druhého dualu. Ak je toto vnorenie izomorfizmus (vzédjomne jednoznacné
Spojité zobrazenie so spojitym inverznym zobrazenim), tak priestor X nazyvame reflexiv-
nym.

Pozndmka 1.5. Existuju aj dalSie velmi dolezité vlastsnosti priestorov, ako napriklad
separabilny priestor, hustd mnozina v priestore, ktoré mozno najst napriklad v [7],[9],[4]
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1.2 Typy konvergencii

Nech X je linearny normovany priestor s normou ||-||y a X* je jeho dudlny priestor.

Definicia 1.8 (silnd konvergencia, konvergencia podla normy). Nech {u,}nen je
postupnost prvkov z X. Hovorime, 7Ze {u, }nen konverguje silno (podla normy) k prvku
u € X prave vtedy, ked

lim ||u, —ul|| =0,
n—oo

¢o oznacujeme u, — u.

Definicia 1.9 (slaba konvergencia). Nech {u, },en je postupnost prvkov z X. Hovo-
rime, ze {uy, }nen slabo konverguje k prvku u € X préave vtedy, ked ¢iselnd postupnost

{f(un)}nen = f(u)

pre Tubovolny funkcionél f € X*, ¢o oznacujeme u,, — u.

Definicia 1.10 (slaba x-konvergencia). Nech postupnost {f,},ecn je postupnost prv-
kov z X*. Hovorime, Ze tato postupnost je slabo x-konvergentnd k f € X* prave vtedy,
ked postupnost

{fn(u)}neN — f(u)
pre kazdé u € X.

Poznamka 1.6. Pre reflexivne Banachove priestory je pojem slabo konvergentnej a slabo
*-konvergentnej postupnosti ekvivalentny.

1.3 Najdolezitejsie funkcionalne priestory

Pre analyzu okrajovych tloh hraju priestory funkcii podstatnt tlohu, preto si tie najdo-
lezitejsie zopakujeme. Podrobnejsie vysvetlenie pozri [4, 9] a referencie tam citované.

1.3.1 Priestory spojitych funkcii

Nech Q € R¥. Nech 09 je hranica tejto oblasti. Ozna¢me Q = Q U 5.

Definicia 1.11. Symbolom C(Q2) (niekedy sa ozna¢uje aj C%(f2)), oznacujeme mnozinu
vietkych funkcii definovanych a spojitych na Q. Na tejto mnozine definujeme pre funkciu
u € C(Q) normu:

lullg: = maxfu(z)] (1.2)

AS

Poznamka 1.7. Priestor s touto normou je Banachov priestor.

Definicia 1.12. Symbolom C*(Q), kde k € Ny, oznacujeme mnozinu vSetkych funkeii
definovanych a k-krat spojite diferencovatelnych na €). Na tejto mnozine definujeme pre
funkciu u € C*(Q) normu:

ull o = max max |Du(z)|, (1.3)
|1]=0,....k zcQ

9



kde D' je Tubovolna |i|-ta derivacia funkcie u a symbol i predstavuje takzvany multiindex
pozri napriklad [9] .

Pozndmka 1.8. Prirodzenym zovSeobecnenim sa definuje aj priestor C*°(€2) pozri napri-
klad [4] .

V tedrii Sobolevovych priestorov s dolezité aj priestory funkcii s kompaktnym nosi-
¢om [9], ktoré budeme oznacovat analogicky ako priestory spojite diferencovatelnych
funkcii symbolom C¥ (), pre k € Ny U {oo}.

Definicia 1.13 (rovnomocna spojitost, angl. equicontinuity). Nech K je podmnoZina

priestoru C'(€2). Mnozinu K nazveme rovnomocne spojitou préave vtedy, ked pre kazdé
e > 0 existuje také o > 0, ze plati

u(z) —u(y)| <e
pre vietky u € K a pre vietky z,y € Q také, ze |z — y| < 6.

Veta 1.4 (Arzela-Ascoli). Podmnozina K C C(Q) je relativne kompaktna prave vtedy,
ked je rovnomerne ohrani¢end a rovnomocne Spojité.

1.3.2 Lebesgueovsky integrovatelné funkcie

Veta 1.5 (Lebesgueova veta o dominantnej konvergencii). Nech {f,}.cn je po-
stupnost meratelnych funkcii v €2, ktora konverguje pre skoro vsetky x € Q k funkcii f.
Nech existuje Lebesgueovsky integrovatelnd funkcia g taka, ze

|[fn(2)] < g(x)

pre vSetky n € N a skoro vSetky = € Q. Potom f,, a f st Lebesgueovsky integrovatelné
a plati

/f(m) de = lim [ f,(z)dx.
Q Q

n—oo

Priestory L,(f2), p € (1,00)

Skonstruuju sa analogicky ako priestor Lo [9]. Z tohto dovodu tu len strucéne zavedieme
ich definiciu a zdkladné vlastnosti. Podrobnejsie pozri, napriklad, [4].

Definicia 1.14 (ekvivalencia funkcii). Nech st fi, fo meratelné funkcie, pre ktoré
plati fi(x) = fa(x) pre skoro vSetky x € Q. Takéto funkcie nazyvame ekvivalentné na Q.

Definicia 1.15 (priestor L,). Nech p € (1,00). Mnozinu vSetkych ekvivalentnych
funkcii definovanych skoro vsade na €2 takych, ze maju konecny Lebesgueov integral

JCIRE

nazyvame linedrny priestor L,(€2).
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Veta 1.6 (norma v L, priestore). Nech p > 1 a f € L,(f2). Potom

i, = ([ |f<x>|pdx)l/p

je norma v priestore L,(€2).

Dokaz. Vyuzijeme Holderovu a Minkowského nerovnost [4] a fakt, ze dve integrovatelné
funkcie, ktoré sa rovnaju skoro vsade, maja rovnaky Lebesquov integral. O

Veta 1.7. Nech je Q@ C RY. Potom mnozina C§°(f2) je hustd v L,(2) pre Iubovolné
p =1

Veta 1.8. Nech je @ € RY a p > 1. Potom linedrny normovany priestor L,(Q) je
separabilny.

Veta 1.9. Nech p > 1 a nech {f,}nen je Cauchyovskd (fundamentdlna) postupnost
v L,(€Q). Potom existuja funkcie f,h € L,(2) a podpostupnost {g,}nen postupnosti
{fn}nEN také’? ze

1) lim [[f, = fll, =0,
n—oo
2) gn(x) — f(x) skoro vsade v ,
3) |gn(x)| < h(x) pre vietky n € N a skoro vSetky x € Q.

Veta 1.10. Nech p > 1. Potom L,(f2) s normou definovanou vo vete 1.6 je Banachov
priestor.

Veta 1.11 (dualny priestor k L,(€2)). Nech p,q > 1 a nech plati

1 1
S
p q
Nech g € Ly(€2). Oznacme
B,(5) = [ fa)gla)do
Q
pre f € Ly(€2). Potom @, € Ly(Q) a || 4] = [|g]l,-
Veta 1.12. Nech 1 < p < co. Potom L,(€2) je reflexivny.

Definicia 1.16 (priestor L..(€2)). Mnozinu vsSetkych tried ekvivalencii funkcii defino-
vanych skoro vSade v €2 takych, Ze existuje konstanta K > 0 a mnozina FE C ) taka, ze
uw(E) =0, pricom |f(z)| < K pre vSetky x € Q\ E, nazyvame vektorovy priestor Lo ().

Veta 1.13 (norma v L. (Q2)). Pre f € Lo(Q) je

p(E)=0

[flloe = inf ( sup |f(l‘)!> =: esssup|f(z)| = vraimax |f(z)|

ECQ \zeQ\E €N

norma v priestore Lo, (€2).
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Veta 1.14. Nech je 2 C RY. Potom mnozina C(Q) je uzavrety podpriestor v L. (€2).

Veta 1.15. Nech je Q C RY. Potom linedrny normovany priestor L., (f2) nie je separa-
bilny.

Veta 1.16. Nech je Q C RN a f € Lo(9). Potom plati:

IFlloe = lim (171,

Veta 1.17. Nech je Q C R¥. Priestor Lo, (2) s normou definovanou vo vete 1.13 je
Banachov priestor.

Pozndmka 1.9. Nech je Q@ ¢ RY. Nech p; > ps > 1. Potom

Loo(2) € Lp, () € Lp, (2) € L1 ().

Veta 1.18. Nech je Q C RY. Priestory Lo.(Q) a L1(Q) nie st reflexivne.

Ako sme uz spomenuli vybudovanie priestorov integrovatelnych funkcii je analogické ako
vybudovanie Ly(2) priestoru. Pozri napriklad [9]. Vzhladom na to, Ze tento priestor hra
v analyze diferencidlnych rovnic délezitt tlohu, pripomenieme si zv1ast jeho definiciu

a normu.

Definicia 1.17 (priestor Ly(€2)). Mnozinu vSetkych ekvivalentnych funkcii definova-
nych skoro vsade v €2 takych, ze maju konecny Lebesgueov integral

JECIRE

nazyvame vektorovy priestor La(€).

Jeho norma je potom definovana ako:

Veta 1.19 (norma v Ly(€2)). Nech f € Ly(2). Potom

7= ([ |f(w)|2dx>l/2

je norma v priestore Lo (2).

Poznamka 1.10. KedZe ju budeme pouzivat najcastejSie, budeme ju oznacovat takto
jednoducho, bez indexu.

Zaroven naviac plati [4, 9] nasledujica veta.

Veta 1.20. Nech je 2 C RY. Priestor Ly(2) s normou definovanou vo vete 1.19 je
Hilbertov priestor.

12



Sobolevove priestory

Téato ucebnica logicky nadvizuje na ucebnicu funkcionalnej analyzy [7], kde su vysvetlené
Sobolevove priestory W¥(Q), pre k = 1,2,..., ktorych zédkladom je priestor Lo(£).
Pre nase tivahy o numerickej analyze diferencidlnych rovnic si v podstate s tymito pries-
tormi vystac¢ime. Pre Uplnost uvddzame aj definiciu priestorov Wff(Q), pre p > 1. Ich
definicia je analogickd ako pre priestory W5 (£2) s tym rozdielom, Ze ich zakladom je
v tomto pripade priestor L,(£2). Podobne ako v [7, 9], aj my budeme pouzivat oznacenie
i = (i1,12,...,in) pre N-dimenziondlny multiindex prislusnych derivécii radu

N
il =" ij.
j=1

Definicia 1.18 (priestor W} (€2)). Nech p > 1 a k € N. Mnozinu vietkych tried ekviva-
lencii funkcii definovanych skoro vsade v €2 takych, ze maju derivacie az do k-teho radu
vCitanie v zovSeobecnenom zmysle ([9, 4]) a takych, Ze maju pre vSetky zovSeobecnené
derivacie az do k-teho radu vcitane konecné Lebesgueove integraly

/ ‘Dif(a:)‘p dz
Q
nazyvame linedrny priestor Wf(Q)

V nasledujicej vete definujeme normu tohto priestoru.

Veta 1.21 (norma v W} (Q)). Nech f € W} (). Potom

1/p

k: .
g = | 3 [ D@ aa

|i|=0
je norma v priestore W} ().

Veta 1.22. Nech @ C RM. Priestor W}(€2) s normou definovanou vo vete 1.21 je
Banachov priestor.

Pre podrobnejsie informacie a vlastnosti ¢itatelovi odporu¢ame pozriet [4].

Kompaktnost

Zhrnieme hlavné vysledky funkcionalnej analyzy, ktoré sa tykaja kompaktnosti v réznych
funkcionédlnych priestoroch. Podrobnejsie pozri [4, 6]. Najskor zopakujeme jej definiciu.

Definicia 1.19 (relativne kompaktna mnozina). Mnozina M v linedrnom normova-
nom priestore X sa nazyva relativne kompaktnd prave vtedy, ked kazda jej postupnost
obsahuje konvergentnii podpostupnost.

Poznamka 1.11. Ak M je uzavreta a relativne kompaktnd, potom M je kompaktné.
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Veta 1.23 (Riesz-Kolmogorovovo kritérium kompaktnosti). Nech p > 1. Podm-
nozina K C L, () je relativne kompaktna vtedy, ked:

(i) mnozina K je ohranicend, t. j. existuje taka konstanta C' > 0, Ze pre vSetky f € K
plati ||f]|, < C,

(ii) mnozina K je p-rovnomocne spojitd, t. j. pre kazdé £ > 0 existuje § > 0 také, Ze pre
vietky f € K a h € RY taky, ze |h| < § plati

If(z+h) = f@)||p, <e.

(Teda [, |f(z+h) — f(x)]" doe < eP.)

Specidlne mozeme citovat nasledujticu vetu (pozri [6], veta 14.3), ktord sa pouziva pri
dokazoch konvergencie pri metéde kone¢nych objemov.

Veta 1.24 (Kolmogorovovo kritérium kompaktnosti v Ly(2)). Nech je Q otvorend
ohrani¢en mnozina v R"V s Lipschitzovsky spojitou hranicou. Nech je {, } ,en postupnost
ohrani¢end v Ly(2). Pre n € N definujme

. un(z), pre skoro vetky = € Q,
0, inak.

Nech existuje C' € R a postupnost {h,, }nen kladnych ¢isel takd, ze h, — 0 pre n — 0o a
plati

1 (- + 1) = @ () @y < Clal (1] + ho) (1.4)

pre vietky n € N an € RY. Potom {u,}nen je relativne kompaktné v Ly(£2). Ak naviac
celd postupnost u,, — u v Ly(2) pre n — oo, potom u € W2 ().

1.3.3 Vety o vnoreniach

Nasledujice tvrdenia hraja v numerickej analyze diferencidlnych rovnic zasadna tlohu,
pretoze vlastne ukazuji na to, aké lepsie vlastnosti moézu funkcie mat. Toto ovplyviiuje
predovsetkym dimenzia priestoru NV, parameter p integrovatelnosti v Lebesgueovych pries-
toroch a hodnota k, ktora hovori akého radu ma dané funkcia zovSeobecnené derivacie.
Délezité st najmi kompaktné vnorenia. Podrobnejsie pozri naprilad [4]. Vo vSetkych
citovanych vetach budeme predpokladat, ze 2 ohranic¢ens oblast v RN s Lipschitzovskou
hranicou ako v zakladnych oznac¢niach v ivode skript.

Veta 1.25 (spojité vnorenie). Nech je Q C RN a p € (1,00). Potom
WHEP(Q) < Lg(9)

ak plati jedna z nasledujicich podmienok:
a) kp < N, 1§q§NNTII’€p,alebo
b) kp =N, q € (1,00).
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Veta 1.26 (kompaktné vnorenie 1). Nech je Q C RY Q a p € (1,00). Potom
WHP(Q) s Ly(Q)
ak plati jedna z nasledujticich podmienok:

a) kp<N,1§q<NNTZ;€p,alebo

b) kp =N, q € (1,00).

Veta 1.27 (kompaktné vnorenie 2). Nech je Q C RY ap € (1,00), k €N, kp > N.
Potom B
WhP(Q) —— C(Q).

Pozndmka 1.12. Nech je Q@ Cc RY a p > 1. Potom
WhP(Q) —— C(Q).

Specialne moézeme uviest nasledujticu vetu.

Veta 1.28 (Relichova veta). Nech je  C RY. Potom

WhH2(Q) s Ly(Q).
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Kapitola 2
Eliptické okrajové ulohy

V tejto kapitole budeme Studovat niektoré eliptické okrajové tlohy. Najprv pripomenieme
niektoré poznatky, ktoré su v [7]. Tieto budu potrebné k novym castiam tejto kapitoly.
Tu budeme rozoberat numerické rieSenie uvedenych tloh a ich vlastnosti.

2.1 Jednodimenzionalny pripad

Uvazujme ODR druhého radu tvaru

~ (P (@) +r@u) = f(2) (2.1)
s okrajovymi podmienkami:
au'(a) — Bul(a) = ug, ~u'(b) + du(b) = uy, (2.2)

kde p, r a f st dané funkcie, o, 3, v,  dané nezdporné realne cisla také, ze , a + 3 > 0
a sucasne v+ 0 > 0 a ug, up dané redlne ¢isla. Bude nés zaujimat, za akych podmienok
na data ulohy, ma dany okrajovy problém rieSenie a v akom zmysle. Pre zjednodusenie
zacnime s homogénnymi Dirichletovymi okrajovymi podmienkami.

Uvazujme ODR druhého radu tvaru

(Pl () + r()ue) = f(a) (23

s Dirichletovymi okrajovymi podmienkami:
u(a) =0, u(b) =0. (2.4)
Definicia 2.1 (Klasické riesenie). Klasickym rieSenim problému (2.3), (2.4) nazyvame

funkciu u € C?(a,b) N C({a,b)) takd, ze vyhovuje rovnici (2.3) v (a,b) a splita okrajovii
podmienku (2.4).
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Skuimanie existencie takéhoto klasického riesenia predpoklada aj isté vhodné vlastnosti
jednotlivych koeficientov a funkcii vyskytujacich sa v zadani tlohy. Miniméalne z tvaru
rovnice je jasné, ze musi platit:

pe€ C'((a,b), f,reC((a,b) (2.5)

a eSte nejaké podmienky navySe v zavislosti od typu okrajovej tulohy. Pozri napriklad [2].
Ak platia navyse nasledujuce predpoklady pre data danej tlohy:

p(x) >po >0, r(xr)>0 prex € (a,b), (2.6)

vieme (napriklad [2]), Ze dand Gloha ma klasické riesenie. Tieto podmienky na déata tlohy
st vSak v problémoch z praxe velmi ¢asto obmedzujice, preto sa pre takéto tlohy definuja
a hladaja aj iné typy rieSeni.

Jednou z moznosti v pripade symetrickych operatorov je aj zovseobecnené riesenie pozri
napriklad [9]. Tu urobime len velmi stru¢né vysvetlenie.

Ozna¢me operator A prislichajtci rovnici (2.3):
Au=—(pu') +ru (2.7)

s definiénym oborom, v ktorom st zahrnuté okrajové podmienky (2.4):
Da= {u € C2((a,b)): u(a) = u(b) = o}.

Ako je ukazané, napriklad, v [7, 9], takto definovany operator je na energetickom priestore
H 4 (inteligentné rozsirenie D4 na Hilbertov priestor) pozitivne definitny (pozri napriklad
[9] str. 210, 211) aj za slabsich predpokladov:

f € La(a,b), p(z)>po>0,r(x)> 0 ohranicené na (a,b). (2.8)

7 uvedeného vyplyva, Ze v tomto priestore H 4 existuje jediné zovSeobecnené riesenie
ulohy (2.3), (2.4). Toto rieSenie vychédza z vety o minime kvadratického funkcionalu a z
existencie minima v Hilbertovom priestore H4 (pozri [9]). Oznacme toto rieSenie uy. Tu
len zopakujeme, Ze norma v energetickom priestore H 4 pre operator A definovany v (2.7)
je definovana takto:

ul, = (Au,u) = /ab (p(u')2 + Tu2) dz. (2.9)

V tomto jednoduchom pripade sa pre toto rieSenie d4 dokazat nasledujuce tvrdenie, ktoré
hovori, ze v tomto pripade to rieSenie ma aj lepsie vlastnosti (pozri [9]).

Tvrdenie 2.1. ZovSeobecnené rieSenie ug problému (2.3), (2.4) je funkcia spojita na (a, b),
ktora ma skoro vSade derivaciu. Minimalizujtica postupnost {u, }ecn zostrojena niektorou
z metéd (Galerkinova, Rieszova, ...) konverguje rovnomerne k ug v (a,b) a postupnost
{u], }nen konverguje k ug v La(a,b).
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Dokaz. 7 konstrukcie priblizného rieSenia niektorou z uvedenych metod a dékazu konver-
gencie postupnosti {u,}nen v priestore Hy ku zovSeobecnenému rieSeniu wug vieme, Ze
tato postupnost musi byt cauchyovska, pri¢om plati (pozri napriklad [7, 9]):

b
lim Nt — || = lim /a (p(u;L —ul )+ r(u, — um)2> dz =0,

m—0 m—0

z ¢oho, vzhladom na podmienku (2.8), dostavame

) da = 0. (2.10)

lim (u, —u
n—0
m—0Ya

Tento vysledok znamend, Ze postupnost {u) },en je v priestore Lao(a,b) cauchyovské a
vzhladom na tplnost tohto priestoru aj konvergentna. Teda existuje nejaké funkcia, ktora
ozna¢ime vy € Lo(a,b) taka, Ze plati

lim u/, = vy v La(a,b). (2.11)

n—0

Z okrajovych podmienok a z faktu, Ze postupnost {u, },cn moze byt skonstruované ako
postupnost hladkych funkcii (pozri napriklad [9], kapitola 19, pozn. 19.4) mame

un () = / u, (t)dt pre vietky n € Na x € (a,b).

Pouzitim Cauchyho-Schwartzovej nerovnosti dostavame

(@) — (@) = (/ (i, — ) dt)2 <(b—a) /ab (i, — ) dt.

Tato nerovnost vzhladom na (2.10) ukazuje, ze postupnost {u,}nen spliia Cauchyho-
Bolzanovo kritérium rovnomernej konvergencie postupnosti v intervale (a, b). Kedze uve-
dend postupnost je postupnost spojitych funkcii, z rovnomernej konvergencie tejto po-
stupnosti dostavame, Ze aj limitna funkcia u(x) je spojita na intervale (a,b). Z jednozna-
¢nosti zovseobecneného rieSenia a z jednoznac¢nosti limity dostavame, Ze u(x) = ug(z) v
Lo(a,b), teda aj zovSeobecnené rieSenie je spojitou funkciou na (a,b). Z uvedenych faktov
dostavame

lim u,, = ug

n—0
rovnomerne v (a,b) (u, = ug v {(a,b)).
Oznacme teraz

Votw) = | Cuo(t)dt,

kde vg je limitou postupnosti derivacii z (2.11). Dalej plati

un(z) — Volz) = / ' (u;@) - vo(t)> dt.

Opit vyuzitim Cauchyho-Schwarzovej nerovnosti dostavame

(1n@) = Vo@)) < 0-0) |

a

T

(u;(t) - vg(t)) "t
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pre kazdé x € (a,b). Z konvergencie danej vztahom (2.11) a ziskanej nerovnosti hned
dostavame

lim u,, = Vj
n—0

rovnomerne v (a, b). Preto ug(x) = Vo(x) v (a,b), a teda aj funkcia V; je spojitou funkciou
( dokonca absolutne spojitou funkciou v (a, b)), a preto plati

Vi (2) = vo()
skoro vsade v (a,b). Z uvedenych faktov mame
up(z) = vo()

skoro vsade v (a, b). O

Ako ukazeme neskdr, nie kazdy problém méa zovSeobecnené riesenie, pretoze pozitivne
definitny operator vyzaduje, aby bol operator linedrny, symetricky a spliial nerovnosti
pozitivnej definitnosti (pozri napriklad [9]). Najmé vlastnost symetrie je obmedzujica.
Preto zavadzame pojem slabého riesenia pre eliptickd ulohu (podla [9]).

Zamerajme sa teraz na pojem slabého rieSenia pre tulohu (2.1), (2.2), ¢ize méame dant
Newtonovu okrajovii podmienku (teda o > 0,7 > 0). Kedze ide o diferencidlnu rov-
nicu druhého radu, nas zdkladny priestor bude Sobolevov priestor Wg((a,b)), (pozri
napriklad([7, 9]). Nech teraz v € Wj ((a,b)). Funkciou v vynésobime rovnicu (2.3), in-
tegrujeme na intervale (a,b) a pouzijuc na prvy ¢len integrovanie per partes (vynechdme
integra¢nd premennt x), dostavame:

b b
/ (pu'v" + ruv) dz — p(b)u’ (b)v(b) + p(a)u’(a)v(a) = / fvdax. (2.12)

Teraz dosadime z okrajovych podmienok (2.1)

u'(a) = gu(a) + éua, u' (b) = —%u(b) + %ub

tieto hodnoty do rovnice (2.12):

b
/ (pu/v’ + ruv) dx + p(b)éu(b)v(b) - p(a)gu(a)v(a)
a 7 (2.13)

b 1 1
= [ Fode+ Zpblue®) + Splauta)

Definicia 2.2 (Slabé rieSenie). Slabym rieSenim problému (2.1), (2.2) budeme nazyvat
takt funkciu u € W3 ((a,b)), ktora bude spliiaf integralnu identitu (2.13) pre vsetky
v e Wi((a,b)).

Z uvedeného ihned vyplyvaja predpoklady pre data, za ktorych ma identita (2.13) zmysel.
Staci predpokladat, aby funkcie v llohe mali nasledujice vlastnosti: p a r st lebesgueovsky
meratelné a ohranifené, f € La((a,b)).

Ezistenciu takéhoto rieSenia nam zarucuje Laxova-Milgramova veta (pozri napriklad [9],
strana 404).
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Veta 2.1 (Laxova-Milgramova veta). Nech H je Hilbertov priestor so skaldrnym
st¢inom < -,- > a z neho indukovanou normou |-||. Nech B(u,v) je bilinedrna forma
definovana pre v € H,u € H a taka, ze existuju konstanty K > 0, a > 0 nezavislé od u a
v, ze plati:

|B(u,v)| < K ||ul| |[v||  ohrani¢enost’ bilinearnej formy (2.14)

B(u,u) > a|lul|®  koercitivnost bilineérnej formy (2.15)
Potom kazdy linearny a ohraniceny funkcional F' na H mozno vyjadrit’ v tvare
Fv = B(z,v), ve€H, (2.16)

kde prvok z € H je jednoznac¢ne urceny funkcionalom F' a plati:
||
kde ||F|| je norma funkcionalu F.

Treba len stanovit podmienky, za akych pre nas pripad tato veta plati. Uvazovanym
Hilbertovym priestorom v tejto tlohe bude priestor Wy ((a,b)).

Bilinearna forma z vety ma tvar

B(u,v) = /b <pu’v’ + ruv) dz + p(b)Bu(b)v(b) + p(a)au(a)v(a).
Funkcional je tvaru
Fv= /b fvdz + p(b)upv(b) — p(a)ugv(a).
Treba ukazat, Ze v danom priestore je F' ohrani¢eny linedrny funkcional a dané bilinedrna

forma je koercitivna a ohrani¢end (pozri napriklad [9], strana 408 veta 33.2).

Koercitivita bilinearnaj formy

Pre bilinearnu formu plati

Blu.w) = [ (ot + ) do+ 2P 0) + Epla)i (o)

Ak vezmeme do uvahy predpoklady pre data tlohy v tvare (2.8), teda
p(J?) Z Po > 07 T(I’) 2 07

hned mame 5 5
B(u,u) 2 pol[u[* + p(0) Zu* (B) + pla) cu ()

Teraz vyuzijeme Friedrichsovu nerovnost (pozri [9], strana 358) a dostdvame

1)
B(u,u) = Cy Jullly;, kde Cy = Z—fmm{;, g} |

pricom c; je konstanta z Friedrichsovej nerovnosti.
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Ohranicenost bilinedrnej formy

Vyuzijeme predpoklady na funkcie p a r. Ich horné ohranic¢enia oznacme ppax & Tmax-
Pouzijuc Cauchyho-Buniakovského nerovnost dostavame

1B, 0)] < P 1011 10|+ i ] [[0] 4 Prna mx {% g} (lu()o(®)] + lu(a)o(a))
< max {pmaes Pmac} ( (1| + ul (/)] + 1))
#pmwenx {224 (1u0)o(0)] + Juta)o(a)).

Na prvy ¢len vyuzijeme nerovnost, ktord plati pre lubovolné nezdporné redlne ¢isla a, b:

a+b<+/2(a?+ b?).

Dalej vyuZijeme vetu o stopach (pozri [9], strana 355) s konstantou 7).. Dostavame

|B(u,v)| < K [Jullyz [0llw;

_ 5 B
kde K = max {\/ipmaxa \/§Tmaxa 2T3pmax max {;7 o }}

Ohranic¢enost funkcionalu

Vyuzijeme Cauchyho-Buniakovského nerovnost a vetu o stopach:

IFo] < C ol

kde Cf = maX{HfH 7TrpmaX|ub|7Trpmax|ua|}-
Zaverom teda len zhrnieme predpoklady pre existenciu jediného riesenia:

(1) f € L2((a, b)),

(2) funkcie p,r st lebesgueovsky meratelné a ohranicené, pricom
0<po<p(*) <Pmax a 0=<7(2) < Tax,

(3) g, up st Tubovolné reélne ¢isla,
(4) «a,B,7,d st kladné redlne ¢isla (veta plati aj pre > 0,0 > 0 v pripade 5 =0,6 =0
podmienky st Neumannove.

Za tychto predpokladov z Laxovej-Milgramovej vety dostavame existenciu jediného sla-
bého riesenia u € W3 ((a, b)) tlohy (2.1), (2.2) a navyse este této veta zarucuje, Ze

lellwy = &

Treba si naviac uvedomit, ze Laxova-Milgramova veta, ktord zabezpecuje existenciu sla-
bého riesenia, nevyzaduje symetriu operatora diferencidlnej rovnice na rozdiel od zovse-
obecneného riesenia. A tento fakt ma aj iné dolezité dosledky, ako uvidime neskor. Teraz
ukézeme priklad nesymetrického operatora.
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Priklad (nesymetricky operator). Na intervale (0, 1) uvazujeme okrajovy problém:
—u" (x) +u'(z) + u(z) = f(z) (2.18)
s Dirichletovymi okrajovymi podmienkami:
u(0) =0, wu(l)=0. (2.19)

Potom operator prislichajuci tomuto problému nie je symetricky. Skutoc¢ne, definujme

operator
Au=—u"+u +u

s definicnym oborom
Da = {u € C2((0,1)): u(0) = u(1) = 0}.

Potom plati
1
(Au,v) = / (u'v’ +u'v + uv) dz,
0

z ¢oho hned vidno, Ze operétor nie je symetricky a teda problém nemé tzv. zovSeobecnené
rieSenie. (pripominame podmienku symetrie operatora: (Au,v) = (u, Av) pre vsetky u,v €
D 4. Viac pozri [9], strana 120. ) Ukdzeme splnenie predpokladov Laxovej-Milgramove;j
vety. Definujme

1
B(u,v) = / (u’v' +u'v + uv) dz.
0

Ohranicéenost:
1 1 1
|B(u,v)|: / (u/q)/+u'v) dl‘+/ wodr < ’(u,v>W21 + / uwode
0 0 0
< lallyz ol + Nl ol < 2l (ol -
Koercitivita:

B(u,u) = 1 (u')? + u?® + /v ) dz
/o )

2.2 N-dimenzionalny pripad

Pojem zovSeobecneného a slabého riesenia eliptickych okrajovych tloh sa d& rozsirif aj
na viacrozmerné ulohy.

Uvazujme teraz okrajovy problém druhého rddu na N-dimenzionalnej ohranicenej oblasti
Q) Cc RY. Body tejto oblasti budeme oznacovat x = (x1,...,7x), hranicu oblasti
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oznac¢ime 0f) a body na hranici budeme oznacovat s = (s, ..., sy). Problém moézeme pre
neznamu funkciu u(x) sformulovat takto:

-V <P(x)Vu(x)> + q(z)u(z) = f(x) naQ (2.20)
so vSeobecnymi okrajovymi podmienkami newtonovského typu
Nu(s) + h(s)u(s) = g(s) pre s e 09, (2.21)

kde P(z) je matica N x N funkcii p;;(z) (koeficienty danej alohy), ¢(x) a f(x) st dané
funkcie. Na hranici st dané funkcie h(s) a g(s). Oznacenie Nu v okrajovej podmienke
predstavuje derivdciu podla vonkajsej konormadaly (pozri [9], strana 269). Ukazme teraz
pre takuto ulohu podmienky, pri akych existuje slabé rieenie problému (2.20), (2.21).

Pripomerime si, Ze rovnicu (2.20) moézeme napisat aj v tvare:

- Z o (pw ou ) + q(v)u(z) = f(z) (2.22)

a vyraz Nu(s) na hranici je

N
Nu = Z pij(s)ag—gni(s),

ij=1
kde n(s) = (nl (s),... ,nN(s)> je vektor vonkajsej normély ku hranici 02 v bode s.

KedZe tiloha je druhého radu, nas pracovny priestor bude Sobolevov priestor W4 (€2). Nech
teraz v € W3 (). Vynasobime touto funkciou rovnicu (2.20) a preintegrujeme cez celt
oblast Q. Vyuzitim Greenovej vety dostédvame:

ou Ov
Z /pw oz, (3301 dx — Z/ Dij 8Sjmvds-i—/ quvdx = /fvdx

1,7=1

Z tejto identity hned vidime dévod, preco je podmienka Newtonovského typu tvaru (2.21).
Dosadme teraz v hrani¢nom integraly okrajovi podmienku (2.21). Dostavame:

Z /ng Ou v dx—l—/ huvds+/quvdx:/fvdx+/ guds. (2.23)
oy O, oQ Q Q Blg)

1,j=1

Definicia 2.3 (Slabé riesenie). Slabym rieSenim tlohy (2.20), (2.21) rozumieme takt
funkciu u € W4 (1), ktord splia integralnu identitu (2.23) pre vietky v € W3 (Q).

Poznamka 2.1. V pripade, Ze by matica bola symetrickd, mozeme uvazovat aj o zovSe-
obecnenom rieseni. Navyse, ak by matica bola diagonalna a na diagonale by boli rovnaké
funkcie, napriklad p(z), potom by tvar identity (2.23) nadobudol zjednoduseny tvar:

/p(Vu-Vv)dx—I—/ huvds—i—/quvdm:/fvdm—i—/ guds.
Q oN Q Q oN
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Pozndmka 2.2. V pripade inych okrajovych podmienok postupujeme analogicky a pra-
covny priestor volime podla typu okrajovych podmienok, ktoré mozu byt aj zmieSané.
Podrobné definicia a priklady pozri [9], [7].

V dalsom budeme sktimat, za akych podmienok kladenych na data tlohy, existuje slabé
rieSenie definované v definicii 2.3. Treba teda overit splnenie podmienok Laxovej-Milgramovej
vety. Lavé strana rovnice (2.23) bude predstavovat bilinearnu formu B(u, v). Jej bilinearita
je jasna z vlastnosti linearity rovnice a prislusnych integralov.

Ohranicenost bilinedrnej formy

Hned vidime, Ze jednou z dodlezitych podmienok st vlastnosti funkcii v matici P.
Predpoklad 1. Existuje taka konstanta C' > 0, ze pre vSetky i,5 = 1,..., N plati

Ipij(x)] < C pre skoro vSetky = € ).

Tu a aj v dal$ich odhadoch budeme ¢asto pouzivat nasledujicu nerovnost pre fubovolné
nezaporné realne cisla a, b, c, d:

ab = Va2vp? < \/a2+62\/b2+d2.

Potom prvy ¢len bilinearnej formy odhadneme, pouzijic aj Cauchyho-Schwarzovu nerov-

nost, takto:
< o >’ H
ox = 1 ox;

ou 81}
E:/Qwaga CE:
2\ /2 ( N 2)1/2
=1

i,7=1 i,7=1
— ON?||Vull [ Vol < CN? [lullyps o]y

596]

N ov

8.%5

< CN?

Oz

Teraz odhadneme druhy ¢len bilinedrnej formy. Tu musime urobit predpoklad pre ohra-
ni¢enost funkcie h.

Predpoklad 2. Existuje taka redlna konstanta H > 0, ze funkcia h definovana a mera-
telna na 0f) je tu ohranicené:

|h(s)] < H pre skoro vSetky s € 0f2.

V pripade tohoto ¢lena vyuzijeme okrem uvedeného predpokladu aj vetu o stopach [7]
s konstantou 7., z ktorej dostavame

| /a v ds] < H fuly, ol < HT? Jullyy ol -

Analogicky budeme postupovat aj pri tretom ¢lene.
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Predpoklad 3. Existuje také konstanta (Q > 0, Ze funkcia ¢ definovana a meratelna na (2
je tu ohranicena:
lg(x)| <@ pre skoro vsetky x € .

Dostavame:
\/Qquvdwl < Qlullg, vllz, < @llullwy [lvlly; -

Zaverom teda mame pre B(u,v), definovant favou stranou identity (2.23), ohranicenie

|B(u,v)| < 3max {CN*, HT?, Q} |lull s [0l -

Koercitivita bilinearnej formy

Odhadneme, analogicky ako pri odhade ohranicenosti, ¢len po ¢lene. Tu opit budeme
potrebovat isty predpoklad na operator. Tomuto predpokladu sa v literatire hovori aj
koercitivny alebo ako v [9] rovnomerne elipticky operator. Zopakujeme definiciu, v ktorej
definovand vlastnost bude dalsim predpokladom potrebnym pre existenciu rieSenia nasej
ulohy.

Definicia 2.4. Operator (alebo rovnica) (2.20) sa nazyva ronomerne elipticky na oblasti
), ak existuje takd konstanta Cy > 0 nezéavisla na x € (), ze pre kazdy realny vektor
a=(ay,...,ay) plati pre vSetky = € Q:

N N
Z pij(.’E)OziOZj Z CO ZO&ZZ
=1

1,j=1

Predpoklad 4. Nasa rovnica (2.20) je rovnomerne elipticka.

Pomocou tohto predpokladu mézeme odhadnut prvy ¢len takto:

ou Ou 2 2
Z /pmaxzam] dx>COZ/< ) dx:CO ||VUH

1,7=1
Pre odhad ostatnych dvoch ¢lenov pouzijeme nasledujuci predpoklad.
Predpoklad 5. Nech pre funkcie h a ¢ plati naviac

h(s) > Hy > 0 pre skoro vsetky s € 012,
q(x) > 0 pre skoro vsetky x € ().

Potom pre tieto dva ¢leny dostavame odhad:

/ hu? ds +/ qu* dz > Hy ||U||iz(aQ) :
N Q

>0
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Na dokoncenie dokazu koercitivity v takomto pripade je potrebné pouzit Friedrichsovu
nerovnost ( pozri [9] strana 358), napriklad v tomto tvare.

Friedrichsova nerovnost. Existuje tak4 kladna konstanta Cr > 0, Ze pre vsetky funkcie
u € W) plati

2 2 2
Ly < Cr(I9ull}, + 1l 00 )

Vyuzitim tejto nerovnosti méame pre nasu bilinearnu formu nasledujice ohranicenie:

2 2
B(u,u) = Col|Vull* + Ho lull}, o0
. 2 2 min{ Ho, Co} | 2
> min{Ho, Co} ( IVull* + lull}, 00 ) = =5 lluliy; -

Podobne ako pri bilinearnej forme, tak aj prislusny funkciondl, t. j. prava strana identity
(2.23), je linedrna. Staci teda dokazat ohrani¢enost funkcionalu.

Ohranic¢enost funkcionalu

Predpoklad pre splnenie tejto podmienky bude takyto.
Predpoklad 6. Nech f € Ly(Q2) a g € Lo(02).

Na zaklade tychto vlastnosti prvy clen odhadneme pomocou Cauchyho-Schwartzovej
nerovnosti (1.1) a v druhom ¢lene s vyuzitim vety o stopdch mame:

/fvda:+/ guds
Q o0

< Az, Mol zy + Mgl o0 101 Ly 00

< (I, + To D9l 2oy ) ol -

[F(v)] =

7 uvedenych vlastnosti dostavame pri splneni predpokladov 1. az 6. existenciu jediného
slabého riesenia tlohy (2.20), (2.21).

2.3 Zakladné principy numerickych metod

V tejto Casti by sme chceli v kratkosti zhrnat vysledky z uéebnice [7], ktoré skiimaji navrh
a vlastnosti numerickej schémy vo vSeobecnosti. Tento pristup sa pre eliptické rovnice
(akékolvek) nazyva Galerkinova metdda. Ak mé rovnica nejaké dalsie dobré vlastnosti
(linearita, pozitivna definitnost operatora, a pod.), tak tdto metéda médze byt ekvivalentna
Ritzovej metode, preto sa niekedy pouziva aj nazov Ritzova-Galerkinova metoda. Okrem
toho, v najnovsich vyskumoch je tato metdéda zovSeobecnend a znédma pod pojmom
nespojitd Galerkinova metoda (discontinuous GM).

Cielom tejto podkapitoly bude teoreticky urc¢it odhad chyby tejto metédy pre rozne vlast-
nosti daného operatora. Navyse, na jednoduchom jednodimenzionalnom pripade ukazeme
odhad chyby pre metédu konec¢nych prvkov.
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Z predchédzajucich casti uz vieme, ze elipticky okrajovy problém moézeme zapisat v ope-
ratorovej forme

Au=f

s prislusnym definicnym oborom D4 C H operatora A, kde H je Hilbertov priestor
so skaldrnym su¢inom (-, -).

2.3.1 Pozitivne definitny operator A

Ak je operator A: H — H pozitivne definitny, kde H je separabilny Hilbertov priestor,
tak sa dé skonStruovat [9] separabilny energeticky Hilbertov priestor H4 so skaldrnym
suc¢inom, ktory sa definuje ako

(u,v) , = (Au,v) pre vetky u,v € Hy.

V tomto priestore méa rovnica

Au=f (2.24)

jediné, tzv. zovseobecnené rieSenie. Pri hladani numerického rieSenia mozeme pouzit
napriklad Galerkinovu metédu. V struénosti zopakujeme jej hlavni myslienku [7, 9]. Této
je zalozend na nasledujicom tvrdeni, pre jeho dékaz pozri [7].

Tvrdenie 2.2. Majme separabilny Hilbertov priestor H so skaldrnym sa¢inom (-,-) a
bazou {p, tnen. Ak pre dant bazu a prvok u € H plati

(u, ;) =0 pre vsetky i € N,

potom prvok u je nulovym prvkom v H.

Ak vieme, Ze rovnica Au = f ma v H, jediné rieSenie, ozna¢me ho ug, musi platit
(Aug — f,p;) =0 pre vSetky i € N,

kde {@n}nen je baza v Ha. NavySe, baza tohoto priestoru moéze byt skonstruovana
z prvkov patriacich do D4 (pozri [9], kapitola 25), pretoze je to hustd podmnozina H 4.
Vezmime teraz zo spocitatelnej mnoziny bazovych prvkov ich koneény pocet. Ozna¢me
ho pre jednoduchost

{90179027 s 790?7,}'

Ich linedrny obal vygeneruje konecno-dimenziondlny podpriestor, ktory oznacime V/,,
pricom plati V,, C H4.

Priblizné rieSenie rovnice Au = f teda hladame v tvare
n
un(z) = arpr(z), (2.25)
i=1

kde n je Iubovolné, ale pevne zvolené prirodzené ¢islo. V dalSom pri iivahach pre jedno-
duchost zapisu budeme vynechavat pre funkcie premenni z. Prvky bazy pozname a treba
najst koeficienty ap, &k = 1,2,...,n. Tieto uréime z podmienky

(Aup, — fiok) =0 prek=1,2,...,n.
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Tato podmienka predstavuje n rovnic o n neznamych. V pripade pozitivne definitného
(a teda linedrneho) operatora ide o algebraicky systém linedrnych rovnic o n neznédmych
tvaru

ai <§017(}0’i>A+a2 <902790i>,4+"'+an<§0n790i>,4: <f7902> prei:lazv"wn'

Tento systém rovnic moézeme prepisat do maticového tvaru takto:
KU =F,

kde K je Stvorcova matica n-tého stupiia s prvkami K;; = (¢j, ;) 4, prava strana je
vektor s prvkami F; = (f,¢;) a U je vektor neznamych U = (a1, a9, ..., a,).

Uvedend metéda sa da pouzit aj vSeobecnejsie, teda nie len pre pozitivne definitné
operatory. Zavedieme preto este jedno uzitocné oznacenie, ktoré sa pouziva vSeobecnejsie
ako je skaldrny sucin v energetickom priestore H 4 a budeme ho pouzivat aj neskor:

(u,v) 4, = (Au,v) = B(u,v) pre vietky u,v € Hjy.

Pre dany operator predstavuje oznacenie B(u, v) bilinedrnu formu s dobrymi vlastnostami.
Toto oznacenie sa pouziva aj pri definicii slabého risenia tlohy a potom aj pri dokaze
existencie a jednoznac¢nosti tohoto rieSenia pomocou Laxovej-Milgramovej vety, pozri [9].

Pri odhade chyby nas zaujima nielen to, ¢i numerické rieSenie konverguje k rieSeniu talohy
v nejakom funkciondlnom priestore, ale aj ako ,daleko” s tieto dve rieSenia, teda ako
rychlo konverguje numerické rieSenie ku skutoénému (klasickému, zovseobecnenému alebo
slabému rieSeniu) v zavislosti od narastania po¢tu bazovych prvkov, ktoré vyberieme
pre aproximéciu. Zo zatial uvedeného mozeme hned napisat jeden velmi dolezity fakt
Galerkinovej metédy. Ten vyplyva z toho, ze nasu rovnicu s jej rieSenim wug si v tomto
oznaceni moézeme prepisat do tvaru:

B(ug,v) = (f,v) pre vSetky v € Hp,
a teda toto plati aj pre vSetky prvky z V,, C H 4. Pre priblizné riesenie dostavame
B(up,v) = (f,v) pre vsetky v € V,,.

Od¢itanim tychto rovnic, za predpokladu, ze ide o linearny operator, dostaneme funda-
mentalny vztah ortogonality medzi ug a uy,:

B(ug — uyn,v) =0 pre vsetky v € V,,. (2.26)

Ak teraz pri zavedenom oznaceni odhadujeme v energetickom priestore H 4 rozdiel zovse-
obecneného a numerického riesenia, dostavame:
luo —unlly =
(Ug — Up, Up — Un) 4 = Bug — Un,up — Up) = (2.27)
B(ug — up,ug —v) — B(ug — Up,un, —v) pre vietky v € V,.

KedZe pre numerické rieSenie tiez plati u,, € V,, aj u,, — v € V,, pre vietky v € V,,, a teda
druhy ¢len vo vztahu (2.27) je nulovy, a preto, vyuzijuc Cauchyho-Schwarzovu nerovnost
pre skalarny sacin v H 4, méame:

o — un || < |[to — unll 4 |Juo — v,  pre vietky v € V,. (2.28)
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7, ¢oho méame
o — tall 4 < inf [lug = vl (2.29)
vEV,

7 tohoto vysledku dostavame, ze pre uvedeny pripad operatora A je Galerkinovska ap-
roximécia rieSenia na priestore V,, najlepsia mozna. Ked navySe uvazime, ze u, € V,
dostavame nasledujice tvrdenie.

Veta 2.2. Nech rovnica Au = f méa zovSeobecnené riesenie ug € H 4. Potom pre jeho
numericki aproximaciu definovani v (2.25) plati:

it — unll = i fuo vl (2.30)

Pre odhad chyby v priestore H vyuzijeme tzv. argument duality, pozri napriklad [3]. Nech
teraz w € H 4 riesi rovnicu
Aw = ug — u,.

Potom, pouzijic analogické argumenty ako v predchadzajucom odhade, dostaneme:
g — un || = (Uo — Un, Uo — Un) = (Aw, ug — un) = B(w, ug — up)
= B(w —v,ug — un) + B(v,up — u,) = B(w — v, up — uy)
= (A(w —v),up — Up) = (W — v, Uy — Up) 4
<|luo — upl| 4 lw —v| 4, pre vietky v € V,,,
kde sme vyuzili vztah ortogonality (2.26), definiciu skaldrneho stéinu v H4 a Cauchyho-

Schwarzovu nerovnost.

Z toho odvodime(za prepokladu, ze ||ug — uy,|| # 0)

o — < lluo — wnll 0 — vl LA e ey v € s,
luo = unl
z ¢oho je
w—v
luwo — unl| < |luo — unl| 4 HHA—w]‘\’A pre vietky v € V,,.

A teda || ||

w—v
— || < Juo — inf +———4 2.31
HUO un” = HUO un”AulenVn HAwH ( 3 )

7 tejto nerovnosti vidime, ze odhad bude taky dobry, ako vhodne vieme aproximovat
funkciu w € H 4 v podpriestore V;,. Nech teda plati aproximac¢ny predpoklad pre Tubovolna
funkciu z € H4 a pre nejaké malé € > 0:

iné |z —v|l4 <el|Az|| pre vSetky z € Hy, (2.32)
veEVn
a teda plati aj pre funkciu w € H 4:
inf - <e|Aw] . 2.
it ol < < | 4w (2.3
Potom z (2.31) a (2.33) vyplyva

luo = unll < &lluo = unll 4- (2.34)
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Aproximaé¢ny predpoklad (2.32) plati aj pre ug € H4. Teda mame

inf [ug — v, < e[ Auol-

n

Ked vyuzijeme vlastnost (2.29) dostaneme
[uo — unll 4 < €| Auol]- (2.35)
Ak uvazime, ze Aug = f v H 4, odhady (2.34) a (2.35) davaju
luo — un | < || £]- (2.36)
Z tychto vysledkov hned dostéavame nasledujtce tvrdenie.

Veta 2.3. Nech rovnica Au = f ma zovSeobecnené rieSenie ug € H 4. Nech numericka
aproximacia je definované ako (2.25). Nech plati aproximaé¢ny predpoklad (2.32). Potom
pre odhad chyby numerického riesenia plati:

luo — unll < € fluo —unll, <N/ (2.37)

2.3.2 Nesymetricky operator A

V pripade, Ze operator nie je symetricky, ale spliia predpoklady Laxovej-Milgrammovej
vety [9], nemdzeme vyuzit energeticky Hilbertov priestor H4. V tomto pripade pracujeme
v nejakom Hilbertovom podpriestore V' C H v zavislosti od okrajovych podmienok tlohy.
Pre operatory druhého radu spravidla mame H = W3(Q) a V je bud tento samotny
priestor, alebo nejaky jeho podpriestor, pre ktory plati

W(Q) CV C Wi(Q).

Slabé riesenie tlohy Au = f musi spliiat integralnu identitu (2.23), ktora sa d4 zapisat
v tvare
B(u,v) = Fv pre vSetky v € H.

Numerické riesenie definujeme podla (2.25). Pre odhad chyby numerického rieSenia nam
pomdze nasledujice tvrdenie (pozri [3], strana 344 veta 2.8.1).

Veta 2.4 (Céa). Nech platia predpoklady Laxovej-Milgrammovej vety a ug je slabé
rieSenie problému. Potom pre numerické riesenie tohto problému plati

c .
[uo — unll < — min [ug —wl|, (2.38)
kde C' je koeficient ohranicenosti a a koercitivny koeficient bilinearnej formy.

Doékaz. 7 definicie slabého rieSenia vieme B(ug,v) = Fv pre vetky v € V C H a tiez
B(uy,v) = Fv pre vsetky v € V,, C H. Z toho hned mame

B(ug — uyn,v) =0
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pre vsetky v € V,,. Z vlastnosti bilinedrneho operatora dostavame pre vsetky v € V,,:

o || — un|)® < B(uo — tn, uo — tn)
= B(ug — up,up —v) + B(ug — Up, v — uy)

= B(ug — un,up —v) < C|lug — upn|| ||uo — v|| .

Odkial mame

C C
luo — unll < = luo — o] < = min flug — w]. O
[0 weVy,

Odhad chyby pre metédu konec¢nych prvkov v 1D

Priklad. V tejto ¢asti ukdZzeme konkrétny odhad chyby pre jednoduchi jednorozmernt
Dirichletovu okrajovi tlohu, pozri [3]. Uvazujme Dirichletov problém

—u(z) = f(x) pre vietky z € (a,b) (2.39)

s okrajovymi podmienkami

u(a) = u(b) = 0. (2.40)

Tato tloha je velmi jednoduchd a mé vSetky dobré vlastnosti. Operator je pozitivne
definitny, takze pouzijeme Galerkinovu metddu a vyber bazy spociva v pouziti metody
kone¢nych prvkov. Je to Siroko pouzivand metéda, pretoze ma mnozstvo velmi vhodnych
vlastnosti, medzi ktoré nesporne patri fakt, ze vysledna matica linedrneho algebraického
systému, ktory treba riesit, je tzv. riedka matica, ¢o hlavne pri viacdimenzionélnych
ulohéach predstavuje velmi vyznamny fakt. V tomto konkrétnom priklade je dokonca
matica trojdiagonalna (viac napriklad [3]).

Najprv dant vypoctovi oblast diskretizujeme. Zvolme rovnomerné delenie. Dostéavame
a=zxg<xr1<--<xTp=0>

s vlastnostou z; — x;_1 = h pre vSetky i € {1,2,...,n}. Body z; nazyvame uzly

a useCky (x;_1,x;) konecné prvky. Nech je teraz linedrny priestor V;, priestorom funkcii v
spliiajuacich:

() v € C({a,b));

(i) v(z;_, @) je linedrna funkcia pre vsetky i € {1,2,...,n};

(iii) v(a) = v(b) = 0.

Da sa ukéazat, ze V,, C Hy. Pre kazdé i € {1,2,...,n—1} definujeme po ¢astiach linedrnu
funkciu ¢; tak, aby platilo ;(z;) = d;;, kde 6;; je Kroneckerovo delta. Plati nasledujice
tvrdenie.

Veta 2.5. Mnozina {gpi: ie{l,2,... ,n}} tvori bazu priestoru V,.

Dékaz mozno najst napriklad v [3], strana 6 veta 0.45. Tato bazu nazyvame noddlna bdza
pre V,, a hodnoty v(z;) pre i =0,1,2,...,n nazyvame uzlové hodnoty funkcie v.
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Veta 2.6. Nech je diskretizacia oblasti (a,b) definovana ako je opisand vyssie. Potom
plati
[ = unll 4 < ChJu”]] (2.41)

pre vSetky u € H 4, kde C je konstanta nezavisla od h a u.
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Kapitola 3

Metoda konec¢nych objemov
(MKO)

pre eliptické okrajové ulohy

Nosnou literattirou tejto casti je kniha [6], konkrétne jej druhd kapitola. Vzhladom na
oznacenie v tejto literattire budeme v nasledujtcich kapitolach pouzivat oznacenie Sobo-
levovych priestorov ako je uvedené v tvode:

W3 (Q) = HY(Q), ak Q je oblast’ s Lipschitzovskou hranicou, v tomto pripade je to
Hilbertov priestor
W3 () = H (), - Sobolevov priestor funkcii s nulovou stopou na 9.

3.1 Jednodimenzionalny pripad

Zakladné principy metédy konecnych objemov si najskor odvodime pre najjednoduchsie
priklady v 1D definované na tsecke < a,b >, a < b su realne c¢isla. Uvazujme, Ze na
tomto intervale je dana obycajnéa diferencidlna rovnica a okrajové podmienky. Priklady
uvedieme neskor. Najskor sa budeme venovat’ diskretizacii oblasti a definicii numerického
riesenia.

Definicia 3.1 (Pripustna diskretizacia oblasti v 1D). Majme interval < a,b >, kde
a < b su realne cisla a n je dané prirodzené cislo. Pripustnou diskretizaciou intervalu
< a,b >, ktorti budeme oznacovat’ 7, budeme rozumiet’.

e mnozinu bodov {z;,i =0,...,n + 1} -reprezentativne body, takych, ze
a=x0 =21 <xp <T3-- <1 <X <Xyl Tp <Lyl = Tng =b.
e mnozinu bodov {z; 1,7 =0,...,n} -hrani¢né body koneénych objemov.
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e mnozinu intervalov K;,i = 1,...,n -kone¢né objemy, takych Ze

)

1
2
Oznacéme

i—30

hi=m(K;) =zip1 —a;_1,i=1,....n

hi+%:$i+l_xi7 i:O,...n,

N
ateda Y h; =1|b—alasize(T):=h=max{h;,i=1,...,n}.
i=1

Graficky je dana situacia zobrazend na obrazkoch 3.1, 3.2.

a=Xxp :X% X1 X

1 X X1 X b=x 1=x
i-3 i 3 +1 n+g n+1

i+

Obr. 3.1. Diskretizacia intervalu < a,b > pre MKO, modré body -
reprezentativne, ¢ervené body - hranice kone¢nych objemov

K,. - objem s velkostou h,i:X”‘f-'g—X.r_‘f-'g

>

X1 )
—5 X X1
=3 ! ity

Obr. 3.2. MKO, konec¢ny objem K;, modry bod - reprezentativny,
cervené body - hranice konecného objemu

Definicia 3.2 (Numerické riesenie). Numerickym rieSenim pre metédu koneénych
objemov nazyvame po Castiach konstantni funkciu, ktord je dana ako hodnota v repre-
zentativnom bode x; kazdého kone¢ného objemu.

up(z) =u;, i=1,...,n pre x € K;,.

Pozndmka 3.1. 'V dalsom texte budeme hodnotu numerického riesenia v reprezentativnom
bode z; oznacovat preto u; a skutoénit hodnotu klasického riesenia v tomto bode u(z;).

Teraz odvodime numerickt schému a jej vlastnosti pre vel'mi jednoduchi okrajovi tilohu.
Priklad 1
Uvazujme ODR druhého radu tvaru

—u'(z) = f(x), x € (0,1) (3.1)

s okrajovymi podmienkami:

u(0) = u(1) = 0. (3.2)
Predpokladajme, ze rovnica ma klasické riesenie, a teda plati:
feC(<0,1>), ueC(<0,1>)nC?*((0,1)).
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Hl'adajme nmerické riesenie tohoto problému metddou konecnych objemov. Toto urobime
v niekol’kych krokoch.

Diskretizacia oblasti
Pre dant tlohu pouZijeme diskretidciu oblasti opisant v definicii (3.1) prea =0 a b = 1.

Odvodenie numerickej schémy

Numericka schéma je zalozena na integracii eliptickej rovnice na I'ubovolnom kone¢nom
objeme K;. V naSom pripade teda integrujeme rovnicu (3.1) na koneénom objeme K;

a vyuzitim Newtonovho-Leibnizovho vzorca dostavame:

—u/(mi+§)+u’(xi_é):/f(x)dx, i=1,...,n.
K;

Lavéa strana tejto rovnice vlastne predstavuje rozdiel tokov do koneéného objemu K;
a z neho. Pre dobrit numericka aproximéaciu je stanovenie vhodného numerického toku
tou podstatnou tlohou. Taylorov rad funkcie jednej premennej ndm poskytuje rozumni
aproximaciu —u'(z; 1) (pozri napriklad [10], strana 7), ktort oznacime takto:

Uiyl — Uy
T3

Tato aproximécia je rozumnd preto, Ze ak u € C'(< 0,1 >) N C?((0,1)), tak

Ffy= _u<xi+}1l) —u(z;) _ —u/ (1) + O(h), (3.4)
i+3

kde |O(h)| < Ch, C € R, nezavisi od h.
Okrem toho v konec¢nych objemoch K; a K, vezmeme do uvahy okrajové podmienky

(3.2) .
Prava stranu mézme aproximovat’ takto:
Nech .
fi:h—/f(x)dx,izl,...,n. (3.5)
ZKi
Potom schéma ziskana pomocou metédy kone¢nych objemov bude takato:
Ui41 — U .
Fi+%:—h—l,lzl,...,n—1 (37)
i+
Ul u
F%:_h_17 Fn—l—%:h nl (38)
3 ntsz

7 uvedeného je vidiet’, ze pre dant ulohu v 1D, analogicky ako pri metdéde konec¢nych
diferencii alebo pri metéde konecnych prvkov, dostdvame pre nezname hodnoty riesit’
lineadrny systém rovnic s trojdiagonalnou maticou.

Veta 3.1 (Odhad chyby). Nech plati f € C(< 0,1 >) au € C*(< 0,1 >) je rieSenie
okrajového problému (3.1)-(3.2). Nech 7 je pripustna diskretizacia v zmysle definicie (3.1).
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Potom existuje jediné numerické rieSenie tlohy (3.6),(3.7)(3.8) a existuje také C' > 0,
zavislé len od riesenia u, ze plati:

Nl T nl 6”1 oo (3.9)
=0 i %

a
le;| < Ch,Vie{1,...,n}, (3.10)

kde e; = u(z;) —u;y, i =1,...,n a ey =e,t1 =0 (pozri [6], strana 735, Veta 6.1).

Dékaz. Najskor dokazeme existenciu jediného numerického riesenia (3.6), (3.7) a (3.8).
Treba si uvedomit’, ze numerické riesenie ziskame riesenim ststavy n linedrnych algebraic-
kych rovnic o n neznamych (3.6). Ako vieme z linearnej algebry, takato siustava mé jediné
rieSenie, ked’ je matica stustavy regularna, alebo inak povedané, ked sustava s nulovou
pravou stranou ma ako jediné riesenie nulovy vektor.

Vynésobme rovnicu (3.6) hodnotou u; a s¢itajme cez vsetky kone¢né objemy i =1,2,...n

Dostaneme .
i=1

=1

Clen na Tavej strane upravime podla (3.7) a (3.8). Mame:

- Ui — Ui41 U; — Uj—1 =
i = ihi fi
Z( My Py )u ;u !

- 1
i=1 it+3

Teraz v oboch ¢lenoch na l'avej strane pouzijeme zndmu rovnost’, platni pre 'ubovolné
realne cisla a, b:

(a —b)a = (a2 — b+ (a— b)2)

N | —

Budeme mat’ :

Z(“ —uf (= wi)® | uf el o+ (u
h;

— 1>2> _ Zuhf

=1

N | —

_1
=1 2

A po uprave:

1o z+1 u? “22 1
— — ¢ 11
5 2_: ( L il vl B (3.11)

H—l z—l—l i—%

_Z ( u1+1)2 N (u; —uz 1) ) Zuzh 1.

1
2—1—5

Prvti sumu (3.11) upravime na dve sumy a v druhej zavedieme substiticiu sumacnej
premennej j =1 — 1:

1< uf g 1 u?fl _
(i) sn (i)
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—1 /.2 2
1 2+1 Lo (Y Y
> 52\, s
i=1 i higg 3 §j=0 it3 its
Teraz len zoskupime jednotlivé rovnaké ¢leny (niektoré sa vyséitaju) a dostaneme
1(uf  ug n up  Upi
hi 1 hy hygr hya

pricom si uvedomime fakt, ze z okrajovych podmienok mame uy = u,4+1 = 0. Podobne
postupujeme aj s druhou sumou (3.11):

z ¢oho po uprave dostavame

— (u; — u; 1 (uy —ups1)® 1 (ug —up)?
Z +1)°  L( +1)7 1 (w1 —uo)
i1 z+1

kde opét’ po vyuziti okrajovych podmienok dostaneme

- )2 2 2
— U 1 u 1w
Slecmal, pd 1t
— hit1 2hpy 1 2hy
Po tychto tpravach oboch sim v (3.11) dostaneme
2 n—1 2 2 n
uy (wi — uit1) U,
— = hi fi 12
h/l * . hz+l + hn+l Zuzhlfz (3 )
2 =1 2 2 =
Ak zvolime na pravej strane rovnice (3.12) f; =0, i = 1,...,n, potom jedinym rieSenim

rovnice (3.6) je nulové rieSenie ako vidime zo vztahu (3.12), kedze na lavej strane st
vSetky Cleny nezaporné. Existencia jediného rieSenia je teda dokazana.

Teraz sa zameriame na odhad chyb. Tento sa pri diferencidlnych rovniciach spravidla
dokazuje tak, ze sa povodna diferencidlna rovnica v nejakom tvare a rovnica numerickej
schémy odcitaju a vyuzije sa regularita rieSenia diferencidlnej rovnice. Oznacme

a intgrujme rovnicu (3.1), ktorou je dané skuto¢né riesenie nésho problému, na koneénom
objeme K;. Pouzitim Newtonovho- Leibnizovho vzorca dostaneme

- / o' (z)dz = / f(2)dz,
K; K;
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—u’(xH%) +Ul($i—%> = /f(m),

¢ize pouzijuc zavedené oznacenie (3.13) a (3.5) dostaneme

Fz’—!—% —F;_

NI

Oznacme teraz rozdiel skuto¢ného (3.13) a aproximovaného (3.3) toku ako

Giry = Fiyy — Fiyy
a porovnanim rovnic (3.6) a (3.14) dostaneme
Giy—Gi1=0i=1...n (3.15)

Pouzijic teraz konzistenciu tokov (3.4) dostdvame, ze existuje taka konStanta C' > 0
zavisla len od funkcie u, ze plati:

Ffyp=Fy1+ Ry, alR 1| <Ch (3.16)

(&

Pri definicii chyby e; = u(x;) — u;, kde z okrajovych podmienok vieme, ze eg = e, 11 =0
dostavame po uprave

— u. _u
_ o / 1+1 i
2
Py — Ry — By = — @) —ul@) i w
i+3 i+ i+ hz‘+l hiJrl (A
2 2
€i+1 — €4 .
— R, i=1....n

Rty
Dosadenim tychto uprav do (3.15) mame rovnicu pre odhad chyby

€it1 — € e —€i—1
ol = — R, +Zh—Z_Ri—%
.1

T3

=0,i=1,...,n. (3.17)
hH—%

S touto rovnicou urobime teraz analogické upravy ako pri dokaze jednoznac¢nosti rieSenia.

Vynéasobime rovnicu (3.17) hodnotou e;, séitame pre i = 1,...,n a mame
" (e e;)e " (e;—ei1)e = =
it1 — €i)€; i — €i—1)€;
I e D DL S LA DB I (3.18)
i=1 i+3 i=1 i3 i=1 i=1
Analogickymi tpravami ako pri jednoznac¢nosti mame
1 — 62+1 —e? +(eip1—€)? e —e? 4 (e; —ei1)? "
b3 (el e dodlenel)
i=1 i+3 =3 i=1
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Po tpravéch a ak vezmeme do tvahy, ze ey = €,41 = 0 a (3.16) mame

n

yo ez e ez+1 < C’hz le; — eiq1l- (3.20)

1=0 i 5 =0

Na pravu stranu aplikujeme Cauchyho-Schwarzovu nerovnost’ pre klasicky n-rozmerny
euklidovsky priestor

n

Sz (S5 (Sun)
i=0 i+1 A h. ‘ i+l .

i=0 i+3

a ked'ze Z hiy1 =1 dostdvame zo vztahu (3.20)

7;_

(f: (“}i—_e)z) ’ < Ch, (3.21)

i=0 it3

z ¢oho hned’ mame (3.9).

Ak teraz uvazime, ze
i

Vi € {1, .. .n}, e;, = Z(Ej — €j_1),

j=1

tak

leil <> lej—ejal < lej —eja| <

j=1 j=1
n (61'4,_1 . 67;)2 2 n 2

i=0 i+3 i=0
kde sme vyuzili predchadzajice vysledky a dostavame (3.10). O
Priklad 2

Uvazujme ODR druhého radu so vSeobecnym eliptickym operatorom tvaru
— (p(x)u! () + o (x) + Bu(z) = f(x), z € (a,b), a < b, a,beR (3.23)

s okrajovymi podmienkami:

u(a) = ¢, u(b) =d, (3.24)

kde platia nasledujtuce predpoklady:
Predpoklady P

e p€ L((a,b)) a plati: existuju redlne ¢isla pg a p1, také, ze:
0 < po < p(x) < p; skoro vsade na (a,b),

e «,(, ¢, dsuredlne ¢islaa >0
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o [ € La((a,b))

Poznamka 3.2. Tato uloha je d'aleko vSeobecnejsia ako v priklad 1 a v praxi mé velké
opodstatnenie, pretoze napriklad nespojitost’ koeficientu p je v problémoch diftzie v tzv.
porovitom prostredi velmi ¢astd. Okrem pribudol aj ¢len aw'(x) a preto je tato tloha
priklad s tzv. nesymetrickym operatorom. Pre dané vlastnosti dat mé slabé rieSenie u €
W3 ((a,b)) (pozri cvicenie 1).

Budeme teraz konstruovat’ a hladat’ vlastnosti numerického riesenia pre tato ulohu.
Postupovat’ budeme analogicky ako v prvom priklade.

Diskretizacia oblasti
Pre dant ulohu pouzijeme diskretizaciu oblasti opisant v definicii (3.1).

Odvodenie numerickej schémy

Numericka schéma je zalozend na integracii eliptickej rovnice na 'ubovolnom kone¢nom
objeme K;. Predpokladame teraz, ze funkcia p aj u st dostatocne regularne pre nasledu-
juce tkony. V nasom pripade teda integrujeme rovnicu (3.23) na koneénom objeme K; a
vyuzitim Newton-Leibnizovho vzorca dostavame:

—p(zi ) (1) + (2 )u (2 1) + au(zg 1) — aulr, 1)+

/Bu da:—/f Ydx, i=1,...,n.

Numerické rieSenie budeme oznacovat’ ako v definicii (3.2).
Aproximacia jednotlivych ¢lenov.

e Clen na pravej strane rovnice ako aj posledny ¢len lavej strany rovnice aproximujeme
podobne ako v prvom priklade, teda ako

hifi, Bhiu;.

e Druhy ¢len rovnice aproximujeme pomocou tzv. up-wind schémy.
Ak o > 0 ¢len au(w;, 1) aproximujeme pomocou au; a ak a < 0 ¢len au(x; 1)
. . 2 /7 . 7/ . z . v 2
aproximujeme pomocou o, +1, aby schéma bola stabilnd. Aproximacia tohoto ¢lena
pomocou a% je stabilna iba ak ah < ¢ pre rovhomerné delenie a konstantni
hodnotu koeficientu q.

e Aproximacia ¢lena —p(xH%)u’(xH%). Ozna¢me p; = ;- [ p(z)dz. Aj v tomto pri-

pade, ako pri diskretizacii prvého, jednoduchsieho prikladu, chceme aby diskretizacia
toku v bode x;, 1 mala rovnaku velkost’ na koneénych objemoch K; aj K;41 (kon-

zistencia tokov). Zaved'me teraz neznamu u; 1 ako aproximaciu hodnoty u(z, 1 ).
Potom analogicky ako v prvom priklade aproximujeme €len —p(z; 1 Ju' (@, 1) po-
uzitim metédy konecnych diferencii ako

+ . 2 R g—
HZ+2 = —p; h;“ ,na K;, i=1,...,n
_ Uit1 — Ujg L .
Hi—i—l = —Dit1 — 2 na K;yq1,1=0,...,n—1, (3.25)
? hita
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pricom hj =T 1—T;a h, =x; — Ti 1. Vzhladom na okrajové podmienky mame
Up = UL =CAUpyl = Upyl = d. Z principu konzervativity tokov:

+ _ —
H¢+% o H¢+%

mozeme vyjadrit’ neznamu hodnotu wu, 1

Pit1 i
Ujg1 T2 + U

= T
o hi-‘,—l hz
Uity = TEm g B
= ¥
h’i+1 hz

Dosadenim takto vyjadrenej hodnoty wu, 41 do (3.25) a po jednoduchej tprave mo-
zeme potom definovat’ aproximéaciu toku ako

H’H—% ::—i+%(ui+1—ui)i:1,...,n—1 (326)
Hy = —%(ul —c),
Pn
Hn—{—% _ﬁ(d un)7
kde pip;
Ti+l Hitl (327)

2 hfpis+ hi\1pi

Tym sme aproximovali jednotlivé ¢leny integrovanej rovnice. Na zjednodusenie zapisu
volme

a>0

a definujme
Fi+%:—i+%(ui+1—ui)+aui,izl,...,n—l (3.28)
_ h
F% = —E(ul —C)+CYC,
F, . 1 :—p—n(d—u )+ au
n+3 h;’l— n ne

Aproximacné rovnice teda maja tvar

Veta 3.2 (Odhad chyby 2). Nech pre data tlohy (3.23)-(3.24) platia predpklady
P. Nech u je jediné rieSenie (3.23)-(3.24). Nech T je pripustnéd diskretizacia v zmysle
Definicie 3.1 a takd, ze p € CY(K;) a f € C(K;), pre véetky i = 1,...,n. Nech v =
max{||v’||L_(x,),i=1,...,n} a d = maz{||p||L_(k,),=1,...,n}. Potom

1. existuje jediné numerické rieSenie v zmysle definicie (3.2) tlohy (3.28)-(3.29)

2. Existuje konstanta C' zavisla len od pg, p1, 7, 9, taka, ze

N
ZTi-i—%(eH—l - 61')2 < Ch27 (330)

1=0
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kde 7;, 1 je definované v (3.27) a
lei| < Ch,Vi e {1,...,n}, (3.31)

kde e; = u(z;) —u,i=1,...,naey =epy1 =0.

Dokaz. Pozri [6], strana 744, Veta 7.1 O

Pozndmka 3.3. V oboch prikladoch sme pouzili Dirichletove podmienky. Neumannove
podmienky, ktoré zadavaju tok na hranici sa implementuja v numerickej schéme zalozenej
na metdéde konecnych objemov celkom prirodzene ako tok cez hranicu konec¢ného objemu,
ktory ma jednu alebo viac hran leziacich na hranici oblasti, a to nulou v pripade homo-
génnych okrajovych podmienok alebo danou velkostou toku v pripade nehomogénnych
Neumanovych okrajovych podmienok.
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3.2 Cvicenia

1. Dokézte existenciu slabého rieSenia tlohy z prikladu 2 v predchadzajtcej Casti.

2. Pre nezndmu funkciu u(x) napiste linedrnu elipticki rovnicu s konstantnym difiz-
nym koeficientom rovnym p(x) = 1 a s ¢lenom 8u(x) a nenulovou pravou stranou
rovnou f(z) = z+ x? danou na oblasti 2 =< 1,2 >. Na hranici s dané homogénne
Dirichletove podmienksy.

Napiste matematicky model tejto tlohy.
Definujte slabé riesenie tejto tlohy.
Napiste numericktl schému zalozenii na metéde konec¢nych objemov pre tuto tlohu.

3. Pre neznamu funkciu u(z) napiste linedrnu elipticka rovnicu s nekonstantnym diftz-
nym koeficientom rovnym funkecii p(z) = 22+1 a s ¢lenom (22 + 1)u(z) a nenulovou
pravou stranou rovnou f(z) = 1+ z? danou na oblasti 2 =< 0,1 >. Na hranici st
dané homogénne Neumannove podmienky. Napiste matematicky model tejto talohy.
Definujte slabé riesenie tejto tlohy.

Napiste numericktl schému zalozenii na metéde konecnych objemov pre tuto tlohu.

4. Pre nezndmu funkciu u(x) napiste linedrnu elipticki rovnicu s nekonstantnym di-
fhznym koeficientom rovnym funkcii p(z) = x + 1 a s ¢lenom 8u(x) a nenulovou
pravou stranou rovnou f(x) = z + 22 danou na oblasti Q =< 0,2 >. Na hranici st
dané homogénne Dirichletove podmienky.

Napiste matematicky model tejto tlohy.
Definujte slabé riesenie tejto tlohy.
Napiste numerickti schému zalozenti na metéde konecnych objemov pre tuto ulohu.

5. Pre neznamu funkciu u(x) napiste linearnu eliptickt rovnicu s nekonstantnym difaz-
nym koeficientom rovnym funkcii p(z) = 22 +2z a s ¢lenom (z+ 1)u(x) a nenulovou
pravou stranou rovnou f(z) = 2 danou na oblasti Q2 =< 1,3 >. Na hranici stt dané
Dirichletove podmienky u(1) =2, wu(3) = 4.

Napiste matematicky model tejto tlohy.
Definujte slabé riesenie tejto tlohy.
Napiste numerickti schému zalozenti na metéde konecnych objemov pre tato ulohu.

6. Pre neznamu funkciu u(x) napiste linedrnu eliptickd rovnicu s nekonstantnym di-
faznym koeficientom rovnym funkcii p(z) = 22 a s €lenom (z + 6)u(x) a nenulovou
pravou stranou rovnou f(z) = 2 danou na oblasti Q2 =< 2,5 >. Na hranici stt dané
Dirichletove podmienky u(2) =4, wu(5) = 2.

Napiste matematicky model tejto tlohy.
Definujte slabé riesenie tejto tlohy.
Napiste numerickti schému zalozenti na metdde konecnych objemov pre tato tlohu.

7. Pre neznamu funkciu u(z) napiste linearnu elipticka rovnicu s nekonstantnym diftz-
nym koeficientom rovnym funkcii p(z) = 3z a s ¢lenom 4zu(x) a nenulovou pravou
stranou rovnou f(z) = 2 — x danou na oblasti 2 =< 2,4 > . Na hranici st dané
homogénne Neumanove podmienky.

Napiste matematicky model tejto tulohy.
Definujte slabé riesenie tejto tlohy.
Napiste numerickii schému zalozenti na metéde kone¢nych objemov pre tato tulohu.

8. Pre neznamu funkciu u(x) napiste linearnu eliptick rovnicu s nekonstantnym difaz-
nym koeficientom rovnym funkcii p(z) = 2 + 4 a s ¢lenom (z — 1)%u(z) a nenulovou
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pravou stranou rovnou f(x) = 8 danou na oblasti 2 =< 0,3 > . Na hranici st dané
Neumannove podmienky «'(0) =3, «/(3) = 4.

Napiste matematicky model tejto lohy.

Definujte slabé riesenie tejto tilohy.

Napiste numerickii schému zalozeni na metéde konecnych objemov pre tato ulohu.

. Pre nezndmu funkciu u(z) napiste linearnu eliptick rovnicu s nekonstantnym di-
faznym koeficientom rovnym funkcii p(z) = 6z a s ¢lenom 2u(z) a nenulovou pravou
stranou rovnou f(x) = 8x — 1 danou na oblasti Q2 =< 1,10 > . Na hranici su dané
Newtonove podmienky v'(1) =3, «/(10) 4+ u(10) = 4.

Napiste matematicky model tejto tlohy.

Definujte slabé riesenie tejto tilohy.
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3.3 Dvoj- a troj-dimenzionalny pripad

3.3.1 Dirichletove okrajové podmienky

Uvazujme jednoduchy elipticky problém druhého radu tvaru
—Au(z) + bu(x) = f(z), z€Q (3.32)

s okrajovymi podmienkami:

u(x) = g(x), x € 09, (3.33)
kde predpokladame, ze:

Q c RY, N = 2 alebo 3 je otvoren4, ohrani¢ena polygonalna oblast

(3.34)
e b>0
° f € LQ(Q)
o g € C(09) taka, 7e existuje g € H'(), ktorej stopa je rovna g pre skoro vsetky
x € 0f.

Za uvedenych predpokladov podla Laxovej-Milgramovej vety existuje jediné slabé riesenie
problému (3.32), (3.33), to je funkcia u € H'(Q) taka, Ze u — g € HJ(Q) a pre vietky
v € H}(Q) plati nasledujica integralna identita:

/Vu Vol )dac+/bu dx_/f (3.35)

Opét’ budeme definovat’ diskretizaciu, numerické riesenie a numericki schému pre uvedeny
problém.

Definicia 3.3 (Pripustna diskretizacia oblasti 2). Pripustnou diskretizaciou oblasti
Q) (definovanej v (3.34)), ktortt budeme oznacovat’ 7 budeme rozumiet”:

e mnozinu polygonalnych konvexnych oblasti (kladnej miery) -kone¢né objemy K C
Q (aj ”control volumes”),

e mnozinu hran (stien v 3D), koneénych objemov, ktoré sit podmnozinou 2 a oznaéime
ju &, vetky su striktne pozitivnej (N-1) dimenziondlnej miery - hrany koneénych
objemov

e mnozinu bodov {zx, K € T} -reprezentativne body, ktori budeme oznacovat’
P,

s vlastnost’ami:

e U{K € T} = Q (zjednotenie vietkych kone¢nych objemov je cel4 oblast’ ),

e pre I'ubovolny koneény objem K € T existuje Ex C & takd ze Ex = 0K = K — K
aU{&; K € T} =& (Ek je teda mnozina vsetkych hrén (stien) konecného objemu
K),

e pre l'ubovolné K, L € T také ze K # L je K N L alebo nulovej (N-1) miery alebo
ich (N-1) miera je pozitivna, a vtedy ju ozna¢ime K N L = o, kde o € £ sa niekdy
pre presnost’ oznacuje ok 1, alebo K|L (spolo¢na hrana koneénych objemov K, L),
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e mnozina reprezentativnych bodov {xx, K € T} je takd, ze pre vSetky K € T plati
rg € K a ak K,L sa dva susedné konecné objemy, také ze K N L = o, potom
TK F T a naviac

(J,‘L —Z‘K) :dgK’Lng, (336)

kde ds,., = |rx — zL| a n, je jednotkovy vektor vonkajSej normaly ku hrane
ok, vzhladom na kone¢ny objem K. V pripade, ze nemoze dojst’ k nedorozumeniu,
oznacujeme o 1, len o.

o ak 0 € & je taka, ze 0 € 0N a existuje K € T; vx € K a xj, nelezi na o, oznacime
(Yo — xx) vektor, ktory prechddza bodom zj, a je kolmy na hranu o pricom y, € o
a dlzku tohoto vektora oznacime d,,.

Zavedieme eSte d’alSie oznacenia:

o size(7) = h := sup{diam(K), K € T},
e m(K) je N- dimenziondlna miera VK € T (pre N=2, plocha K a pre N=3 objem K
e m(o) je N-1 dimenziondlna miera Vo € £ alebo tiez aj m(c) = m(K|L)
o Eine ={0€&0 ¢ N}
Eext = {0 € E;0 € 0N} o
N(K)={L €T, existuje 0 € Ec;0 =K NL}
e Ak 0 = K|L tak d, (alebo dg;,) je euklidovskd vzdialenost’ bodov zx,zr so
spolo¢nou hranou . Oznacime
m(K|L)

TKIL = dK|r

, Yo=K|L, 0 €&

Ak 0 € Eg NEeyrt , potom d, je euklidovska vzialenost’ bodu xx od hranice 0f).

Tazmd(a), Voe&, dy, #0.

e Mnozinu vSetkych, na kone¢nych objemoch konstantnych funkcii oznac¢ime X (7).

Pozndmka 3.4. Na Obréazku 3.3 vidime diskretizaciu obdlznikovej 2-dimenzionalnej oblasti
s hranami a, b so zakladnym popisom pre dva susediace konecné objemy. Naviac vidime,
Ze v tomto pripade mame pre doélezité hodnoty diskretizacie jednoduché vypocty:

m(K) = hihe, m(ox,r) = m(K|L) = ha, dy, = dg|1 = |2k — 21| = h1, a teda
i = SEE —
K|L dx|1L 1/12.

Pre diskretizaciu stvorcekovymi konecnymi objemami, dostavame este jednoduchsie hod-
noty dolezitych velicin.

Definicia 3.4 (Numerické rieSenie). Numerické rieSenie pre metédu koneénych ob-
jemov je po Castiach (na koneénych objemoch) konstantna funkcia, ktord je dand ako
hodnota v reprezentativnom bode kazdého kone¢ného objemu.

ur(x) =ug,r € K.

Odvodenie numerickej schémy Numerickd schéma je zaloZena na integracii eliptickej
rovnice na l'ubovolnom kone¢nom objeme K € 7T. Predpokladajme teraz, ze lloha ma
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[0,b] [a,b]

ha

i

[0,01 [a,0]

Obr. 3.3. Rovnomern4 diskretizécia obdlznikovej oblasti s hranami
a,b pre MKO, vyznacené dva susediace kone¢né objemy K a L, ich
reprezentativne body x g, xr, velkost hran koneénych objemov
h1, h2 a spolo¢na hrana koneénych objemov K a L: ok,

klasické rieSenie, teda u € C?(2). V nafom pripade teda integrujeme rovnicu (3.32) na
Tubovolnom koneénom objeme K a vyuzitim Greenovej vety (divergencnej vety) dosté-

o - / Vu(s) - ngk (s)ds + / bu(x)dx = / f(z)da (3.37)
oK K K

Podobne ako v jednodimenzionalnom pripade odvodime numerickt schému takto:
Oznac¢me

1
fic = W}[f(x)da:,VK €T (3.38)

KedZe nase numerické riesenie je po Castiach konstantna funkcia, druhy integral v rovnici
(3.37) mozeme aproximovat’ takto:

bugm(K).

V prvom clene dostaneme
/ Vu(s) - npk (s -y / Vu(s) - n,(s)ds (3.39)

a aproximéciu vzhladom na vlastnosti pripustnej mriezky urobime takto: Nech o = K|L €

gint

/VU "Ny (s)ds ~ (ur ; UK)m(U) = (ur — uK)Tk|L-
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Nech o € €.+

/Vu(s) ‘N, (s)ds = Wm(a) = (9(Yo) — UK )To-

Teda ak oznacime
FK,J = _TK|L(UL_UK); VJ=K|L€gint, (340)

FK,U = _Ta(g<ya) - UK)7 Vo € gemt (341)
potom z konzistencie tokov plati:
Frgo=—FL, Yo =K|L € En, (3.42)
a nasa numerickd scéma bude mat tvar

> Fro+bm(K)ux =m(K)fx VK € T. (3.43)

cclk

V d’'alsom treba, podobne ako v jednodimenzionalmom pripade, ukazat’, Ze schéma je skon-
struované korektne, teda, ze ma jediné riesenie a potom ukéazat’ odhady, ktoré zabezpecia
stabilitu schémy a v d’alsom jej konvergenciu ku slabému rieseniu. K tomuto ciel'u teraz
definujeme podla [6]:

Definicia 3.5 (Diskrétna H} norma). Nech ( je ohrani¢end polygonélna oblast’
v dvoj- alebo trojdimenzionalnom priestore. Nech je 7 pripustna diskretizacia ako v
definicii (3.3). Potom pre u € X(7) definujeme diskrétnu H} normu takto:

||l

1T = (Z Tg(Dgu)2> : (3.44)

o€l

kde
To = —q. >

D, u = ruK —url, ak o € Epr,0 = K|L,
Dyu = |ugl, ak 0 € Eept N Ek.

m(o)

Jednym z najdolezitejSich nastrojov pri dokaze konvergencie je nasledujica veta. Ta
hovori, Ze ak vieme odhadnut’ funkciu v € X (7) v diskrétnej Hi norme, tak mame pre
ttto funkciu aj Lo odhad jej normy, zavisly len od velkosti oblasti  a tejto H} normy.

Veta 3.3 (Diskrétna Poincarého nerovnost’). Nech Q je ohrani¢end polygonélna
oblast’ v dvoj alebo trojdimenzionalnom priestore Q C RV, N = 2, 3. Nech je 7 pripustna
diskretizacia ako v definicii (3.3). Potom pre u € X (7) plati:

[ull Lo () < diam(Q)][uf|1,7, (3.45)

kde ||u||1,7 je definované v definicii 3.5 vztahom (3.44) (pozri [6], strana 765, Lemma
9.1).
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Dokaz. Treba si uvedomit’, Ze chceme dokazat’ odhad pre Ly normu pre funkciu u € X (7),
¢o vlastne je

lull o) = (Z U%m(K)> : (3.46)

KeT
Pouzijeme $ikovny trik ([6]). Nech o € £. Definujme funkciu na RY x RY do {0,1} takto:

Xo(z,y) =1ak onz,y] #0

Xo(z,y) =0 ak o N [z,y] =0,

kde [z, y] je priamka spajajica body x a y. Nech u € X (7) a dany je l'ubovolny jednotkovy
vektor d. Pre T'ubovolny bod x € €2 definujme D, polpriamku definovani bodom =z

a vektorom d. Nech je y(z) taky, Ze plati: y(z) € D, NN a [z, y(z)] C Q, kde [z,y(z)] =
{tx + (1 — t)y(z),t €< 0,1 >} (teda y(z) je prvy bod (oblast 2 nemusi byt konvexna)
prieniku D, a 9€). Nech teraz K € T. Potom pre skoro vSetky x € K plati:

IUKl S Z DUUXJ(% y(l‘)),

o€

kde D,u je definované v definicii 3.5. K tomuto odhadu si sta¢i uvedomit’ definiciu funkcie
Xo @ fakt, ze hodnota funkcie v na hranici je nula, a teda plati:

|UK‘ < |uK — UL| + |uL —uL1] -+ ’ULk — 0’

a vyberame len tie hrany diskretizécie, ktoré maju s priamkou [z, y(x)] neprazdny prienik
(ostatné budt v odhade vd’aka definicii x, nulové). Teraz potrebujeme vhodne odhadnat’
druhtt mocninu tejto hodnoty, ako potrebujeme podla vztahu (3.46). Treba mat’ pritom
na pamiti, co chceme dostat’. Na pravej strane musime dostat’ diskrétnu H& normu. Nech
teraz ¢, = |d - n,|, kde pravad strana tohoto vyrazu je absolitna hodnota skaldrneho
sucinu dvoch vektorov v dvoj alebo troj dimenzionalnom priestore. Vhodne pouzijeme
Cauchyho- Schwarzovu nerovnost’ a mame:

|UK|2 < (Z Do %y \/d CU\/XU ) <

oce€

Dyu)*Xo
E (Dou)*xo (@, y(x E docoXo(x,y(x)) pre skoro vsetky x € K.
dsCo
o€ef ocef&

Odhadneme teraz druhit sumu. Tam si stac¢i uvededomit’, ze ak bod x € K pre nejaké
K € T tak plati: dyc, = |d-(xx —x1)|, kde 0 = K|L a x;, —z) = d,n, a sumacia sa deje
s hodotou 1 len pre tie x,(z,y(z)), kde tdto priamka pretne niektort hranu diskretizacie.
Dostavame

Z dO'CO'XO'(x> y(fl?)) = |<xK - ya) ) d|
ce€

KedZe body xx a y, st z oblasti {2 mozeme ich vzdialenost’ odhadnut’ ako:

Z docoXo(x,y(x)) < diam(Q)
oc&
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Odhad teda bude

(Dou)?Xo (2, y(x))

? < diam(1 4
uk|* < diam(2) ) o (3.47)
ocf
Integrujeme teraz (3.47) na oblasti 2 a dostaneme
Dou)?
3 / juge Pz < diam(@) 3 L7 / Yo (@, y(2))da. (3.48)
KETK ceé UCU Q

Teraz odhadneme integral na pravej strane (3.48) takto. Uvedeny integral predstavuje pre
dand hranu o vlastne plochu vymedzent pasom, ktory udava priamka urc¢ena bodmi x
a y(r) a Sirka pésa je dand hodnotou dizky konkrétnej hrany m (o) (v 2D lichobeznikovy
pas). Preto moézeme urobit’ odhad

/Xg(w, y(z))dx < diam(Q)m(o)c,.
Q

Vyuzijuc tento odhad v (3.48) mame

> /|uK|2daz < (diam(Q))* Y _ [Doul*r,,

¢o dava pozadovany vysledok (3.45). O

Veta 3.4 (Existencia a odhady). Nech 2 je ohrani¢ena polygonélna oblast’ v dvoj
alebo trojdimenzionalnom priestore. Nech je 7 pripustna diskretizacia ako v definicii 3.3.
Potom existuje jediné rieSenie uy € X(7) problému (3.43). Ak naviac plati: ¢ = 0 (mame
homogénnu Dirichletovu podmienku), potom plati:

lurller < diam(Q)[[f]] L, 0 (3.49)

kde ||.||1,7 je definované v definicii 3.5. (pozri [6], strana 768, Lemma 9.2)

Dokaz. 1. Existencia a jednoznacnost'.

Numerickd schéma definovand v (3.40) a (3.43) predstavuje v kone¢nom dosledku riesenie
linearneho systému rovnic s neznamymi hodnotami uyx, K € 7. Podobne ako

v jednodimenzionalnom pripade, aj tu uvazujeme splnenie nulovych okrajovych podmie-
nok a nulovej pravej strany (fx = 0,VK € T ). Potom treba dokézat’, Ze rieSenie je nulové.
Vynésobime rovnicu (3.43) hodnotou ux a séitame vzhladom ku K € 7. Dostaneme:

> Y Froux+b Y m(Kug =0. (3.50)
KeT oefk KeT

Teraz si len treba uvedomit’ zakladnu vlastnost’ metédy konecnjch objemov a z vlastnosti
(3.40) mame

Z Z FK,UUK = — Z Z TK|L(UL —uK) = ZTCF(DO'U)2,

KeT oefk KeT o€k o€t
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kde D,u = |ug —ur| pre 0 = K|L a Dou = |ug| ak o € Ec N &gy Teda z (3.50) mame

> 1o(Deu)® +b Y m(K)uf =0, (3.51)

ce€ KeT

alebo inak podla definicii 3.4 a 3.5

lur |7 + bllurli, @ =0. (3.52)

Zo vzt'ahu (3.51) okamzite plati, Ze ux = 0 pre vSetky K € T z ¢oho hned’ plynie existen-
cia a jednoznacnost’ rieSenia linedrneho systému pre 'ubovolnii nehomogénnu okrajovi
podmienku a pre 'ubovolnii prava stranu f.

2. Stabilita

Predpokladame homogénne okrajové podmienky. Analogickym postupom ako v prvej ¢asti
dostaneme

lur | 7+ bllur |7, = D mE) frux. (3.53)
KeT

pouzitim Cauchyho-Schwarzovej nerovnosti na pravej strane mame odhad

NI

lurlfir < (Z m(@f?q) (Z m(K)UfK) < Ifllza@llurllza @) (3.54)

KeT KeT

Vyuzijuc teraz diskrétnu Poincarého nerovnost’ (3.45) mame

ur |17 < Il a @ llurll Ly ) < diam(Q)||f]| L, @)l lurl1,7

7 ¢oho finalne

lur|h7 < diam(Q)][f]|,(e)- (3.55)

O

Tato veta spolu s Kolmogorovovym kritériom kompaktnosti (Veta 1.24) hré podstatna
ulohu pri dokaze konvergencie numerického riesenia k slabému rieseniu tlohy. Aby bolo
Kolmogorovo kritérium kompaktnosti (1.4) z vety (1.24) splnené, potrebujeme nasledu-
juacu vetu:

Veta 3.5. Nech () je ohranicend polygonalna oblast’ v dvoj- alebo trojdimenzionalnom
priestore. Nech je 7 pripustna diskretizacia ako v definicii 3.3. Nech u € X (7). Definujme
@ = u skoro viade v Q a @ = 0 skoro viade v RN — Q, kde N = 2 alebo N = 3. Potom
existuje C' > 0 zavislé len od () také, ze plati:

1a (- +n) = a()l|L,@ey < [l (0] + size(T)), vy € RY (3.56)
Dokaz. (pozri [6], strana 770, Lemma 9.3). O
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Pozndmka 3.5. Treba si uvedomit’, ze predchadzajica lema nehovori ni¢ o tom, ze funkcia
u € X(T) je rieSenim problému. Tato vlastnost’ je vlastnostou pripustnej diskretizécie
oblasti. Teda, ak si pozrieme Kolmogorovo kritérium kompaktnosti, pre dokaz konver-
gencie podpostupnosti vybratej z postupnosti funkcii z u, € X (7)), treba zostrojit’ pre
nas problém pripustna diskretizaciu oblasti v zmysle definicie (3.3) a ukazat’ odhad tejto
postupnosti v diskrétnej H& norme nezavisle od diskretiza¢nych parametrov.

Veta 3.6. Nech platia predpoklady (3.34) pre data eliptického problému (3.32),(3.33)
a g = 0. Nech T je pripustna disktretizacia oblasti 2 dana definiciou 3.3. Nech ut je
numerické rieSenie problému (3.43), ktorého existencia a jednoznacnost’ je dokdzané vo
vete 3.5. Potom toto rieSenie konverguje v priestore Ly (£2) k jedinému slabému rieSeniu
problému (3.32)-(3.33), ktoré je definované identitou (3.35) ak size(7) — 0. Navyse
|lur||1,7 konverguje ku |[[u[ s (q) ak size(T) — 0. (pozri [6], strana 773, Theorem 9.1).

Dokaz. Nech'Y je mnozina numerickych rieSeni, teda mnozina takych funkcii ur, kde T je
pripustna diskretizacia v zmysle definicie 3.3. Najskor treba dokazat’, ze tato postupnost’
konveguje k jedinému slabému rieSeniu (v H;(2)) definovanému v (3.35) ak size(7) — 0.
Z Vety 3.4 a Vety 3.3 o diskrétnej Poincarého nerovnosti hned’ vieme, ze existuje konstanta
C; € R zavisla len od oblasti €2, a funkcie f, taka ze plati

urlli,7 < Cra [lurl[L,@) < Ci.

Teda vd’aka Vete 3.5 a Kolmogorovovmu kritériu kompaktnosti vo vete 1.24 plati, Ze mno-
zina Y je relativne kompaktnd v Ly(£2) a pripadnd limita (ide o relativhu kompaktnost’)
je z priestoru H} (). KedZe ale slabé rieSenie nasej tlohy (3.35) je jediné, sta¢i ukazat’
nasledujtice tvrdenie:

Ak {ur, } C Y konverguje k nejakej funkcii u € Hg () v priestore Lo () pre size(7,) — 0,
potom toto u je slabé rieSenie problému, ktory je definovany v (3.35).
Nech teraz i) € C§°(2) a nech size(T) je dostatoéne malé, aby platilo ¢(z) =0 ak x € K

pre také K, kde 0K N 9N # (). Teraz vynasobime rovnicu nasej numerickej scémy (3.43)
hodnotou ¢ (zk) a s¢itame cez K € T Dostaneme

Z Z FKJ’(b .I‘K —l—b Z qu :I?K) Z m(K)wa(a:K) VK €T.

KeT o€k KeT KeT

Oznacme teraz

Tig =0 m(K)ux(zg)

KeT

Io 7 = Z Z FroY(rK)
KeT oelk

Ts7 =Y m(K)fx(r).
KeT

Potom plati:
Tvr+ T =157

Teraz ukazeme konvergenciu jednotlivych ¢lenov
Clen T} 7
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T',7 upravime nasledovne:

Tyr = b/u’r@/f’rdil?,
Q

kde 17 je po castiach konstantna funkcia vytvorena z funkcie 1) v kazdom reprezenta¢nom
bode. Pre funkcie 1, ked’ze ide o hladké funckie plati:

1 — 1 pre size(T) — 0.

a to dokonca rovnomerne, a teda tym skor v priestore Lo (€2). Vyuzijeme tento fakt

a tiez fakt, ze u — u v priestore Ly(£2), to znamend konvergencia podl'a normy v tomto
priestore. Zo zakladnej vlastnosti takychto konvergencii (pozri [7], strana 36, Veta 3.11 ),
hned’ vieme, ze konverguje aj skaldrny stcin v tomto priestore a teda

Tor —b / w(z)(z)dz ak size(T) — 0. (3.57)
Q
Clen T3 7
Odhadneme analogicky. Ked uvazime definiciu fx zo vzt'ahu (3.38), dostaneme:

Tyr=Y / F@)(er)de = / f(@ybrde,
Q

KeT i

¢o je vlastne opit’ skaldrny sucin v Ly(£2) a kedze 1p — 1) pre size(7) — 0, dostavame
analaogicky ako pre ¢len T7:

Ts7 — /f(m)@/)(x)dx ak size(7T) — 0. (3.58)
Q

Clen T 7
Z definicie (3.40) a z faktu, ako sme definovali ¢)(x) a velkost’ size(7 ), budeme mat’
v sume len vnutorné hrany z &;,; a z toho mame

Tor=->Y >  7txlur —ug)p(ex).

KeT o=K|Le€k

Teraz vyuZijeme vlastnost’ zo vzt'ahu (3.42) v definicii numerickych tokov a dostaneme
po Uprave :

Tor=— Y, 7xlur —ux)(@lex) — (@),

oc=K|LEE;n:

V d’alSom postupe vyuzijeme nasledujuci ¢len:

T r = /uTAw(x)dx: Z uK/Aw(x)dx.

a KeT K

Pouzijeme Greenovu vetu a dostaneme:

T 7= Z (ug —ur,) / Vi(s) -ng rds,

J:K\Leé‘mt KlL
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kde ng 1, je jednotkovy vektor normély ku hrane K|L smerom von od K. Kedze vieme,
ze postupnost’ us konverguje k funkcii u € Lo (Q2) ak size(T) — 0, tak

T, / (@) A (z)dz ak size(T) — 0. (3.59)
Q

Definujme teraz aproximaciu

1 Y(xp) — (k)
RK,L,T - W L V1/1<£U> : nK|Ld8 - deL .

Ked’ si uvedomime, ze funkcia v je funkciou hladkou, tato aproximacia sa da odhadnut’
ako
|Ri.1,7| < Cosize(T), (3.60)

kde kladné konstanta Cy € R je zavisla len od funkcie 9. Potom plati (vyuzijuc vzt'ah
z definiicie 3.5)

m(K|L)
TK|L = d :
KI|L
Ty + To7| =
rr) —Y(z
Y. (ukx—ug) / Vip(s) ngpds— Y m(K|L)(UL—uK)¢( Kc)i ) E
o=K|LEEin: KL o=K|LEE n: K|L
¢o upravime pomocou R 1 7 takto:
57 +Torl=1 Y, mE|L)(ux —ur)Re.L 7l
O’IK‘LGE-Lnt
Pomocou Cauchyho-Schwarzovej nerovnosti odhadneme
1
9 2
/ (ur —ur) 2
Ty 7 +T27| < > mKIL)———— Y m(K|L)dk (Rk L) <

dg|L, T

U:K|L€£int U:K|Legint

ull1,7 > m(K|L)dkL(Re.or)? |

o=K|LEE;nt

kde sme v poslednom odhade pouzili vzt'ah (3.44). Popritom navysSe plati odhad (3.49)
z vety 3.4. Uvazme teraz odhad

> m(K|L)dk L < Nm(Q),
o=K|LEE;nt

Kde N je dimenzia oblasti . (napriklad pre N = 2 je to stcet obsahov trojuholnikov
okolo hrany K|L. Dostaneme odhad

|57+ Tor| < CoNm(Q)diam(Q)|| ||z, () size(T),
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z ¢oho hned’ plynie
Ty 1+ To,7 — 0 ak size(T) — 0.

Zéverom, pouzijuc vlastnost’ (3.59), dostaneme

Ty =Toqr+Tyr—To7 —0— /u(m)Azﬁ(m)dm ak size(7) — 0. (3.61)
Q

Ked’ uvazime konvergenciu jednotlivych ¢lenov a vezmeme do tivahy hustotu priestoru
CS°(Q) v priestore H} () vidime, 7e sme dokézali pozadované tvrdenie. O

Neumannove okrajové podmienky

Maéme elipticky problém druhého radu tvaru

—Au(z) + bu(xz) = f(z), =€ (3.62)

s okrajovymi podmienkami:
agf) = g(z), = €99, (3.63)
kde ag—(rf) = Vu(z) - n predstavuje derivaciu funkcie v v smere jednotkového vektora

vonkajsej normaly ku hranici 0€2. Predpokladame:
Q ¢ RN, N = 2 alebo 3 je ohrani¢ena polygonélna oblast’ (3.64)

e b > 0 (pre nulovi hodnotu b treba zabezpecit’ existenciu slabého aj numerického
rieSenia inym sposobom pozri [6])
o fey(N)
e gc(C (39) .
Pri uvedenych predpokladoch podla Laxovej-Milgramovej vety existuje jediné slabé rie-
Senie problému (3.62), (3.63) u € H'(Q) také, Ze pre vietky v € H'(f2) plati nasledujtica
integralna identita:

/Vu(x)Vv(:z:)d:I:+/bu(m)v(m)dm: /f(x)v(:z:)dx—{—/g(s)v(s)ds. (3.65)
)

Q Q o2

Pre uvedeny problém diskretizacia oblasti a definicia numerického riesenia je taka ako pri
Dirichletovej okrajovej podmienke. Zmena nastane iba pri definicii numerickej schémy pre
uvedeny problém. A tato zmena sa tyka len diftzneho ¢lena a aj to len v pripade, ked’ ide
o taky kone¢ny objem, pre ktory plati:

m(0Q N AK) # 0.

V tomto pripade zo vzt'ahu (3.39) dostaneme: Nech 0 = ok |1, € Eeay

/Vu(s) ‘N (s)ds = ggm (02N OK),
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kde

1
IK = (00N OK) / g(s)ds.
m(8QNAK)

Znamend, ze ak ide o vnuatorny objem (m(0Q N 0K) = 0), numerickd schéma je tvaru
(3.43) s tokmi definovanymi v (3.41).
Ak plati: m(0Q2NOK) # 0, potom pre takéto kone¢né objemy bude mat’ numerickd scéma
tvar

= > Trip(un = ug) + bm(K) = m(K) fx +m(0Q N OK)gk.

c€EKNEint

Teoretické vysledky tykajtuce sa tohoto pripadu pozri [6], strana 794, ¢ast 10.
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3.4 Cvicenia

1. Pre neznamu funkciu u(x,y) napiste linedrnu eliptickti rovnicu s konstantnym di-
faznym koeficientom rovnym p(x,y) = 1 a s ¢lenom 2u(x,y) a nenulovou pravou
stranou rovnou f(x,y) = = + 2y danou na oblasti =< 0,1 > x < 0,3 >. Na
hranici je zadané nulova Dirichletova podmienka.

Napiste matematicky model tejto tilohy a nakreslite obrazok.
Definujte slabé riesenie tejto tlohy.
Napiste numericktl schému zalozenit na metéde konecnych objemov pre tuto ulohu.

2. Pre nezndmu funkciu u(x,y) napiste linedrnu elipticki rovnicu s nekonstantnym
difiznym koeficientom rovnym funkcii p(z,y) = zy + 1 a s ¢lenom 8u(zx,y) a
nenulovou pravou stranou rovnou f(x,y) = = + y danou na oblasti 2 =< 0,2 >
x < 0,3 >. Na hranici je zadana nulova Dirichletova podmienka.

Napiste matematicky model tejto tlohy a nakreslite obrazok.
Definujte slabé riesenie tejto tlohy.
Napiste numericktl schému zalozenii na metéde konecnych objemov pre tuto tlohu.

3. Pre nezndmu funkciu u(x,y) napiste linedrnu elipticki rovnicu s nekonstantnym
diftznym koeficientom rovnym funkcii p(z,y) = x+y a s ¢lenom zu(z) a nenulovou
pravou stranou rovnou f(x,y) = x? + 4y danou na oblasti Q =< 1,2 > x < 1,3 >.
Na hranici je dand homogénna Neumannova podmienka.

Napiste matematicky model tejto tlohy a nakreslite obrazok.
Definujte slabé riesenie tejto tlohy.
Napiste numericktl schému zalozenii na metéde konec¢nych objemov pre tuto tlohu.

4. Pre neznamu funkciu u(zx,y) napiste linedrnu elipticki rovnicu s nekonstantnym
diftznym koeficientom rovnym funkecii p(z,y) = x+3y+1 a s ¢lenom 2(z+y)u(z,y)
a nenulovou pravou stranou rovnou f(x,y) = xy danou na oblasti 2 =< 0,2 > x <
0,3 > s hranicou 02 =T'; UT'y, kde I'; je ¢ast’ hranice tvorena tiseckami pre z = 0
a pre y = 0. Hranica I's je tvorena zvysnymi dvoma useckami. Na hranici I'; je
dand homogénna Neumannova podmienka a na hranici I'y; je zadanad homogénna
Dirichletova podmienka.
Napiste matematicky model tejto tilohy a nakreslite obrazok.
Definujte slabé riesenie tejto tilohy.
Napiste numericktl schému zalozent na metéde konecnych objemov pre tuto tlohu.

5. Pre nezndmu funkciu u(x,y) napiste linedrnu elipticki rovnicu s nekonstantnym
diftznym koeficientom rovnym funkcii p(z,y) = zy+2 a s ¢lenom 8u(zx) a nenulovou
pravou stranou rovnou f(z,y) = = + y danou na oblasti 2 =< 0,2 > x < 0,3 >
s hranicou 092 = I'y U T'y, kde I'; je Cast’ hranice tvorena tseckami pre z = 0 a
pre y = 0. Hranica I's je tvorena zvysnymi dvoma tiseckami. Na hranici I'; je dana
homogénna Neumannova podmienka a na hranici I's je zadana nulova Dirichletova
podmienka.

Napiste matematicky model tejto tlohy a nakreslite obrazok.
Definujte slabé riesenie tejto tilohy.
Napiste numerickti schému zalozenti na metéde konecnych objemov pre tato tlohu.

6. Pre nezndmu funkciu u(zx,y) napiSte linedrnu eliptick rovnicu s nekonstantnym
diftznym koeficientom rovnym funkcii p(z, y) = 22+3y*+1 a s ¢lenom 5(z+y)u(z, y)
a nenulovou pravou stranou rovnou f(x,y) = 3zy danou na oblasti =< 0,5 >
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X < 0,3 > s hranicou 092 = I'y UT'3, kde I'y je cast’ hranice tvorena tseckou pre
x = 0. Hranica I'y je tvorend zvysnymi tromi tseckami. Na hranici I'y je dana
nehomogénna Neumannova podmienka s pravou stranou h(0,y) = 2y na hranici I's
je zadana nenulova Dirichletova podmienka s hodnotou 5.

Napiste matematicky model tejto tlohy a nakreslite obrazok.

Definujte slabé riesenie tejto tlohy.

Napiste numericktl schému zalozenit na metéde konecnych objemov pre tuto tlohu.

. Pre neznamu funkciu u(z,y) napiste linedrnu elipticki rovnicu s nekonstantnym
difiznym koeficientom rovnym funkcii p(x,y) = = + 2y + 4 a s ¢lenom 2%u(z) a
nenulovou pravou stranou rovnou f(x,y) = 4x + y danou na oblasti Q =< 0,2 >
x < 0,1 > s hranicou 02 = I'y UT'y, kde I'; je Cast’ hranice tvorena tiseCkou pre
x = 2. Hranica I'y je tvorena zvysnymi tiseCkami. Na hranici I's je dand homogénna
Neumannova podmienka a na hranici I'; je zadana nenulova Dirichletova podmienka
u(2,y) = (y+1)%

Napiste matematicky model tejto tlohy a nakreslite obrazok.

Definujte slabé riesenie tejto tilohy.

Napiste numerickti schému zalozeni na metéde kone¢nych objemov pre tato tulohu.
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Kapitola 4

Parabolické

pociatoéno-okrajové ulohy

Predpokladaju sa zakladné znalosti z tedrie parcidlnych diferencidlnych rovnic [2], [1].

4.1 Jednoduché priklady a motivacia

Nech je dany interval (a,b) pre a,b € R,a < b a interval I = (0,7), T > 0. Na karte-
zidnskom stcine Qr = (0,7) X (a,b) uvazujme velmi jednoducht parabolicki parcidlnu
diferencialnu rovnicu (PDR) druhého radu tvaru

Ou(t,x) O?u(t, )

5t 92 + ru(t,z) = f(t,x) (4.1)
s Dirichletovymi okrajovymi podmienkami:
u(a) = ug(t), u(b) =up(t), t € (0,7T) (4.2)
a pociatocnou podmienkou
u(0,2) = up(x),z € (a,b), (4.3)

kde f,uq,up a ug s dané funkcie a r dané nezaporné realne cislo. Takto definovany
problém je najjednoduchsi pripad celej triedy ¢asovo zavislych difiznych rovnic, ktoré
maju v technickej praxi Siroké vyuzitie.

Nas bude najskor zaujimat’ definicia rieSenia tejto tlohy a za akych podmienok na data
tlohy ma dany pociato¢no-okrajovy problém riesenie a v akom zmysle.

Definicia 4.1 (Klasické riesenie). Klasickym rieSenim problému (4.1), (4.2), (4.3)
(pozri napriklad [1], strana 121) nazyvame funkciu u taka, ze v € C(< 0,T) X < a,b >),

9u ¢ C(< 0,T)) pre vietky z € (a,b), a % € C((a,b)) pre vsetky t € (0,7T),
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a teda vyhovuje rovnici (4.1) v kazdom bode (¢,x) € Qr, okrajovej podmienke (4.2)
v kazdom ¢ € (0,T') a po¢iato¢nej podmienke (4.3) v kazdom = € (a,b). Naviac st splnené
podmienky kompatibility, teda u,(0) = ug(a), up(0) = ug(b).

Skuimanie existencie takéhoto klasického riesenia predpoklada aj isté vhodné vlastnosti
jednotlivych koeficientov a funkcii vyskytujacich sa v zadani tlohy. Miniméalne z tvaru
rovnice je jasné, ze musi platit”

fel(@Qr), up € C((a,b)). Pozri napriklad [1].

Uvazujme teraz podobny pociatoc¢no-okrajovy problém druhého radu na priestorovo N
dimenzionalnej oblasti, a teda Qr = (0,7) x 2, Q© C RY. Body tejto oblasti budeme
oznacovat’ (t,z), kde x = (x1,...,xn), hranicu oblasti 2 oznac¢ime 02 a body na nej
budeme oznacovat’ s = (s1,...,Sx). Problém moéZeme sformulovat’ pre neznamu funkciu
u(t, x) takto:

ou

Fri V- (P(t,z)Vu(t,z)) + q(t,z)u(t,z) = f(t,x) v Qr (4.4)

s okrajovymi podmienkami Dirichletovho typu
u(t,s) = g(t,s) pre s € 90, t € (0,T) (4.5)

a pociatocnou podmienkou
u(0,2) = up(x),z € Q, (4.6)

kde P(t,z) je matica N x N funkcii p;;(t, z) - koeficienty danej tlohy, ¢(t,x) a f(t,z) st
dané funkcie. Na hranici je dana funkcia g(¢, s). Pre taktto tlohu tiez mo6zeme analogicky
definovat’ klasické riesenie tlohy, len je to trosku komplikovanejsie na zapisanie. Navyse,
ak by sme analogicky chceli definovat’ pojem slabého riesenia, bolo by to eSte komplikova-
nejsie a niektoré veci zatial’ nevieme vystihnut’ vébec. Tieto medzery vyplnime v kratkosti
v nasledujtcej casti.

4.2 Abstraktné funkcie

V tejto casti si velmi struéne a jednoducho definujeme pojem abstraktnej funkcie podla
[4], cast 1.6.

Definicia 4.2 (Abstraktn4 funkcia). Nech D C R a X je linedrny normovany priestor
s normou ||.||x. Zobrazenie
u:D— X

nazyvame abstraktnou funkciou definovanou na D.

Pozndmka 4.1. Definicia a vlastnosti spojitosti a diferencovatelnosti abstraktnych funkcii
st jednoduchym a priamociarym zovSeobecnenim tychto pojmov pre bezné funkcie.

Vlastnosti

1. Hovorime, Ze abstraktna funkcia u : D — X je spojita v bode zg € D préave vtedy
ked”:
lim [Ju(z) — u(zo)|[x =0, z € D.

T—TQ
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2. Abstraktna funkcia v; : D — X je parcialnou derivaciou abstraktnej funkcie
u podla i-tej premennej prave vtedy ked”

lim Hu(xl, ces X1, T+ hyxig1, ) — u(x)

h0 h ~ul@lllx =0.

Takuto parcidlnu derivaciu budeme oznacovat’ % a podobne aj derivacie vyssich
rddov DFu pre dany multiindex k. Pozri [9] strana 347 alebo [4].

Priklady abstraktnych funkcii

1. Najjednoduchsim prikladom je samozrejme obycajna redlna funkcia jednej realnej
premennej. V tomto pripade je D C R = X a norma v X sa chape ako klasicka
euklidovskad norma, teda v tomto pripade absoltitna hodnota.

2. Ak D = R%, kde d je prirodzené &islo, povedzme 2,3,.. Nech X = R, mame realnu
funkciu d premennych .

3. Ak D =<0,T>aX =C(<a,b>), potom toto je abstraktna funkcia, ktora kazdej
hodnote ¢t €< 0,7 > priradi funkciu u;(x), ktora je spojitd v (a,b) (t — us(x)). Ten
index vo funkcii v tomto pripade oznacuje ti1 konkrétnu funkciu v priradeni.

Teraz uvedieme priklady priestorov abstraktnych funkcii.

Priestory spojitych (a k-krat spojito diferencovatel’nych) abstraktnych funkcii
Nech X je I'ubovolny Banachov priestor. Potom mnozinu vSetkych abstraktnych funkcii
definovanych a spojitych na D =< 0,7 > budeme oznacovat’ C'(D; X)

Analogicky mnozinu vsetkych abstraktnych funkcii definovanych a k-krat spojito diferen-
covatelnych na D budeme oznacovat’ C*(D; X). Ich norma potom bude:

[ull,x = D sup|[Du(2)]|x

lo| <k

Veta 4.1. Nech X je Banachov priestor. Potom aj priestory C*(D;X) st Banachove
priestory.

Dékaz pozri napriklad [4].

Konkrétne priklady:

1. Nech Q ¢ R a X = C(Q). Nech D = I = < 0,T). Utvorme priestor C(< 0,T),C(2)) =
C(<0,T)xQ) = C(Qr). Teda ide o priestor spojitych funkcii u(t, ), kdet € < 0,7
a x € (). Norma tohoto priestoru bude

uller,o@) =sapllul)l|lc@ = sup  |u(t, )|
tel te],meﬂ

2. Nech Q C RN a X = Ly(Q). Nech D = I = < 0,T). Utvorme priestor C(< 0,T), L2(£2)).
Norma tohoto priestoru bude

2

ullez. oy = 50 [[u(®)] o) = Sup / u(t,2)’da
tel tel
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3. Nech je dany interval < a,b > a X = C*(< a,b>). Nech D = I = (0,T). Utvorme
priestory C(< 0,7T),C?(< a,b >)) a C}(< 0,T),C(< a,b >). Teda v prvom pripade
ide o priestor spojitych funkcii u(t, z), zaroven je spojita aj druhd parcidlna derivacia
funkcie % pre vSetky ¢ € (0,7").V tom druhom pripade ak t € (0,7) ax €< a,b >
je abstraktna funkcia % spojita. Teda, ak si v§imneme rovnicu (4.1), prave takéto
vlastnosti bude mat’ klasické rieSenie uvedeného problému.

4. Nech Q Cc RN a X = C?(Q). Nech D = < 0,T). Utvorme opét’ priestory C'(< 0,7, C?(2))
a Cl(<0,T),C(2)). Teda v prvom pripade ide o priestor spojitych funkcii u(t, x),

2
D]
vSetky i,5 = 1,..., N pre vSetky t € < 0,7") st spojité a v druhom pripade plati,
ze 88—1; je spojitd abstraktna funkcia. Teda, ak si vSimneme rovnicu (4.4), prave z
tohoto priestoru bude klasické riesenie uvedeného problému.

kdet € < 0,7T) a x € Q, ktorych vSetky druhé parcidlne derivacie funkcie pre

7 uvedeného je jasné, ze analogické priestory sa budu vyuzivat’ aj pri definicii slabého
rieSenia parabolickych problémov. Z eliptickych tloh ale vieme, ze v tomto pripade sa
jedna o priestory, ktoré st podmnozinami priestoru Lo a vSetky maju integralne normy
(jedné sa o Lebesqueov integral). Preto pred tymito definiciami je eSte potrebné zaviest’
integral z abstraktnej funkcie.

4.3 Bochnerov integral

Bochnerov integral je vlastne zovSeobecnenim Lebesqueovho integralu pre abstraktné
funkcie. Uvedieme zakladné definicie a vlastnosti Bochnerovho integralu podla [4] cast
2.19.

Definicia 4.3 (Jednoducha funkcia). Nech D C RY je neprazdna ohrani¢end otvoren4
mnozina a X je Banachov priestor s normou ||.||x a nulovym prvkom o. Zobrazenie f z D
do X nazyvame jednoduchou funkciou ak existuji ¢y, cs, ... ¢, € X a meratelné vzajomne
dizjunktné podmnoziny By, ..., B, mnoziny D, zZe plati:

£ = 3" xau(b)es (4.7

kde x s je charakteristickd funkcia mnoziny M.

Definicia 4.4 (Silno meratelna funkcia). Funkcia (presnejsie abstraktna funkcia)
f: D — X sa nazyva silno meratelnou, ak existuje postupnost’ {f,}>2; jednoduchych
funkcii tak, ze

lim ||fu(2) — f(@)l|x =0.
Veta 4.2. Nech f: D — X je silno meratelna funkcia. Potom funkcia
f(x)llx : D =R

je meratelna. (v Lebesqueovom zmysle).
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Definicia 4.5 (Bochnerov integral z jednoduchej funkcie). Nech je f : D — X
jednoduché funkcia definovana v definicii 4.3, vztahom (4.7). Potom Bochnerov integral
funkcie f - oznac¢ime ho ako

definujeme ako

kde m(M) je miera mnoziny M.

Veta 4.3. Nech f: D — X je jednoducha funkcia. Potom

I [ s@ielix < [ 1@ )xds

Veta 4.4. Nech f: D — X, g: D — X st jednoduché funkcie a «, 5 € R. Potom af+ g
je tiez jednoduchéa funkcia a plati:

(@) + sgtwriz = a [ f@yiz+ 5 [ oz
D D

D

Definicia 4.6 (Bochnerovsky integrovatelna funkcia). Hovorime, Ze funkcia
f: D — X je Bochnerovsky integrovatelnou , ak existuje postupnost’ {f,}52; jednodu-
chych funkcii tak, ze

Tim [[u(e) — £(@)llx =0 (4.9

pre skoro vSetky x € D a ak plati :
T [ [15a(e) = £(@)x =0 (4.10)

D

Definicia 4.7 (Bochnerov integral). Pre meratelnt mnozinu B C D a silno meratelnt
a Bochnerovsky integrovatelna funkciu f definujeme Bochnerov integral takto:

[ nts = tim [ xoroyin
B D

pre postupnost’ s vlastnost'ami (4.9),(4.10).

Veta 4.5 (Bochnerova veta). Silno meratelnd (abstraktnd) funkcia f : D — X
je Bochnerovsky integrovatelna prave vtedy, ked redlna funkcia ||f(x)||x méa konecny
Lebesqueov integral.

Priklady priestorov (Bochnerovsky) integrovatelnych (abstraktnych) funkcii.
Nech X je Banachov priestor s normou ||.||x. Nech D C R¥ je neprazdna ohranic¢en4
mnozina.
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Nech teraz 1 < p < co a Ozna¢me L,(D; X) mnozinu vSetkych funkcii f : D — X, ktoré
su silno meratelné a také, ze

/ £ () |[%eder < oo.
D

Analogicky ako u skor definovanych L, priestorov hovorime, Ze dve abstraktné funkcie
f2, f2 € Ly(D; X) sarovnaju, ak sa rovnaju pre skoro vSetky x € D. Potom plati: Mnozina
L,(D; X) je vektorovy priestor a naviac

P

Ay = /||f(x>\|§<dw (4.11)
D

je norma v tomto priestore.

Veta 4.6. Nech 1 < p < oo a X je Banachov priestor s normou ||.||x. Nech D C RY je
neprazdna ohrani¢end mnozina. Potom L, (D; X) s normou (4.11) st Banachove priestory.

Oznacme teraz Lo, (D; X) mnozinu vSetkych funkcii f : D — X, ktoré st silno meratelné
a také, ze

[1[f1l]oo == ess sup [[f()[[x < oo (4.12)
zeD

Veta 4.7. Nech X je Banachov priestor s normou ||.||x. Nech D C R¥ je neprazdna
ohrani¢end mnozina. Potom L. (D; X) s normou (4.12) je Banachov priestor.

Konkrétne priklady:

1. Nech je dany interval < a,b > a X = Ls((a,b)). Nech D = (0,T"). Utvorme priestor
Ly((0,T), La((a,b))). Teda ide o priestor Lebesqueovsky integrovatelnych funkcii u
s normou podl'a definicie

1 1
2 T b 2

T
all ot Lo = / [u(®)[2, ot | = / / (b x)de | di
0

0 a

V tomto pripade dostdavame (Fubiniho veta) priestor Lo(Q7), kde Q7 = (0,7") x
(a,b).

2. Nech Q C RY a X = Ly(2). Nech D = (0,T). Utvorme priestor La((0,T), L2(£2)).
Teda analogicky ako pre jedno dimenzionélnu oblast’ {2 dostavame Banachov priestor
$ normou

T 3
ullLo(1,La(02)) = / /uZ(t,x)dzz: at |

0 Q

z ¢oho vidime, Ze v tomto pripade dostavame priestor Lo(Qr), kde Q7 = (0,7 x Q.
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3. Nech Q C RY a X = Ly(f2). Nech D = (0,T). Utvorme priestor L;((0,T), L2(£2)).
Dostavame Banachov priestor s normou

2

T
l[ullL, (1,L2(0) =/ /u2(t,x)dx dt.
0

Q

4. Nech Q C RN a X = Ly(Q). Nech D = (0,T). Utvorme priestor L..((0,T), L2(2)).
Dostavame Banachov priestor s normou

2

[ ull Lo (1,L2()) = €88 sup /u2(t,m)dm
te(0,T)

4.4 Slabé riesenie parabolickej
pociatoc¢no-okrajovej alohy

Na N dimenzionélnej oblasti Q pre Qr = (0,7) x ©, Q C RY mame, podobne ako
v prvej casti tejto kapitoly, problém

ou
5 Au(t,z)) = f(t,x) v Qr (4.13)

s homogénnou Dirichletovou okrajovou podmienkou :
u(t,s) =0 pre s € 90, t € (0,7T) (4.14)

a pociatocnou podmienkou
u(0,z) = up(x),z € Q, (4.15)

Ulohou tejto ¢asti je definovat’ pojem slabého riesenia tohto problému. Vo vSeobecnosti
tento pojem pri parabolickej (a aj pri eliptickej) rovnici moze byt’ definovany rozne

v zavislosti od kvality, aki pozadujeme od nasho riesenia. Zakladnym principom je po-
dobne ako pri eliptickych rovniciach volba pracovného priestoru, vynasobenie rovnice
funkciou z tohto priestoru a integracia s vyuzitim Greenovej vety. Na tomto jednoduchom
priklade ukéZeme tri rézne (nie jediné) moznosti tejto definicie.

1. Podla [6] rovnicu (4.13) vynasobime testovacou funkciou v z pracovného priestoru
V (tento podrobne uré¢ime neskér, ale funkcie z neho spliajit vo vieobecnosti homo-
génne stabilné podmienky, teda pre nasu tlohu st to nulové Dirichletove podmienky
na hranici alebo jej Casti tam, kde su predpisané) a integrujeme na celej Caso-
priestorovej oblasti Qr (na zjednodusenie zapisu nebudeme pisat’ premenné funkcii).

ou
/ (a — Au) vdzdt = / fudxdt

QT QT
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VyuZzijic Greenovu vetu (v premennej x) a homogénne Dirichletove podmienky
dostavame integralnu identitu:

/—vdwdt+/Vqudxdt= /fvdxdt (4.16)

Teraz slabé rieSenie definujeme tak, aby funkcie u a v boli z takych priestorov,
ktoré zarucuju, ze integralna identita je definovana korektne a u bude nase rieSenie,
teda aj s prihliadnutim na dané okrajové podmienky analogicky, ako pri eliptickych
problémoch.

Definicia 4.8 (Slabé rieSenie I). Slabym rieSenim problému (4.13), (4.14), (4.15)
je funkcia u € Lo(I, H}(Q)), taka, Ze %—"; € Lo(Qr) a pre I'ubovolnt funkciu v €
Lo(I, H} (Q2)), plati integrdlna identita (4.16).

. Podl'a [5] rovnicu (4.13) vynasobime testovacou funkciou v a integrujeme na celej
Caso-priestorovej oblasti Qr podobne ako v prvom pripade, ale integraly na Tavej
strane upravime takto:

/ / O ddt = / (w(T, 2)o(T, ) — u(0,2)0(0, )) da — / w2 daa
/ / Auvded = [ VuVodsds

Qr

Takze vyuzijuc pociatocnii podmienku dostavame integralnu identitu

/u—d:vdt—l—/Vquda:dt: /fvd:vdt—}—/uo(x)v(o,m)dm (4.17)
Qr Qr

Q

Definicia 4.9 (Slabé riesenie ITI). Slabym rieSenim problému (4.13), (4.14), (4.15)
je funkcia u € Lo(I, H}(R)), Ze pre Tubovolnt funkciu v € Lo(1I, H} (Q2)) takt, Ze
a_;; € Lo (Qr) a plati v(T,z) = 0 pre skoro vSetky = € ) plati integrélna identita
(4.17)

Pozndmka 4.2. VSimnime si, Ze teraz je naSe rieSenie definované oproti prvému
pripadu ”slabsie” t.j. nevyzaduje sa ziadna kvalita pre casova derivaciu.

. Podla [8] rovnicu (4.13) vynasobime testovacou funkciou v, ktora bude funkciou len
priestorovej premennej a integrujeme na priestorovej oblasti 2 (na zjednodusSenie
zapisu nebudeme pisat’ premenné funkcii).

Q/ (% — Au) vdr = Q/fvdx

Vyuzijuc Greenovu vetu a homogénne Dirichletove podmienky dostavame integralnu
identitu:

—Uda:dt+/VuVde—/fvdw (4.18)
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Definicia 4.10 (Slabé rieSenie IIT). Slabym rieSenim problému (4.13), (4.14),
(4.15) je funkcia u € Lo (I, H}(2)), takd, ze u(0,.) = ug(.) a 2% € Loo (I, La(Q2))

a pre l'ubovolnt funkciu v € H}(Q), plati integralna identita (4.18) pre skoro vietky
tel.

Poznamka 4.3. Pri takejto definicii slabého rieSenia z viet o vnoreni navyse dosta-
vame, ze u € C(I, Ly(12)).

Takto definované rieSenie vyzaduje z uvedenych pripadov najvyssiu ”kvalitu” (ho-
vorime regularitu) rieSenia.

Pozndmka 4.4. Analogicky sa definuje aj slabé riesenie pre iné okrajové podmienky, kde
sa pre stabilné podmienky vyuziva aj veta o stopach [9] a v priestorovej premennej
priestor H(Q), ktory bude zékladom aj pre nestabilné podmienky. Podobné technika,
ako pri zmieSanych okrajovych podmienkach eliptického typu sa vyuziva pre priestorové
premenné aj pri parabolickych tlohach.
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Kapitola 5

Zakladné poznatky z Rotheho
metody

V tejto casti vysvetlime zakladni myslienku metdédy, ktord dava névod ako riesit’ para-
bolické parcialne diferencidlne rovnice (PDR) podla [8]. Nie je to jedind moznost’, ale jej
myslienka je velmi jednoduchd a vyuziva znalost’ rieSenia eliptickych PDR.

5.1 Jednoduchy priklad

Nech je dana ohrani¢end oblast’ 2 C RY a interval I = (0,T), T > 0. Na karterzidnskom
sucine Q1 = (0,T) x Q uvazujme velmi jednoducht parabolickit PDR druhého radu tvaru

Ju(t, x)

s Dirichletovymi okrajovymi podmienkami:
u(t,s) =g(t,s), s€ 0, te(0,T) (5.2)
a pociatocnou podmienkou
u(0, ) = up(x),z € Q, (5.3)

kde f,g a ug st dané funkcie.

Rotheho metdoda spociva v tom, ze parabolickii rovnicu budeme riesit’ ako isty pocet
eliptickych rovnic.

Postup:

1. Rozdelime casovy interval (0,7") na m casovych usekov
I, =<t, 1,t, >n=1,2,...m, kde tg =0 a t,, =T, pricom
tn, —tn—1 = ky, (nemusi byt’ rovhomerné delenie) nazyvame éasovy krok. V pripade
rovnomerného delenia pouzivame pre ¢asovy krok oznacenie k. Pre jednoduchost
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budeme dalej uvazovat rovnomerné delenie ¢asového intervalu, a teda c¢asovy krok
budeme oznacovat k.

2. pre kazdé n = 1,2,..., m budeme riesit’ eliptickii rovnicu na ¢asovom intervale I,
(niekedy hovorime na ¢asovom reze t,,) s neznamou funkciou u”(x), (predstava moze
byt’ napriklad taka, ze ak je funkcia u(t,x) rieSenie problému (5.1), (5.2) (5.3), tak
u(ty, ) =~ u"(x), kde premenna = ¢asto v zapise vynechdvame a piSeme u"). Tato
rovnicu dostaneme tak, ze ak ¢asovt derivaciu v rovnici (5.1) nahradime diferenciou
a pouzijeme vyssie zavedené oznacenie, mame

ou(tn, =) _ultn,x) —ulty_1,z) u"—u""!
o k Tk

a pravu stranu aproximujeme podla regularity tejto funkcie naprilad:

f" = f(tn,z) alebo f":= %/f(t,x)dt.
I,

Analogicky moézeme aproximovat’ okrajovii podmienku. Pre kazdé n = 1,....m
mame rieSenie eliptického problému- funkciu v",n =1,...,m.

3. Riesenie parabolického problému je potom dané:
bud’ ako tzv. Rotheho funkcia:

(t—tn—1), t€l, (5.4)
alebo schodovita funkcia
U (t) =u"" 1, t eI, (5.5)

Na obréazku 5.1 vidime na ¢asovom tseku < 0;2 > zobrazené skutocné riesenie v Case
a jeho numerické aproximécie Rotheho a schodoviti funkciu v zévislosti od velkosti
casového kroku.

Rotheho funkcia je v premennej t po castiach linedrna funkcia na intervale I,, ma kon-
Stantn derivaciu, ktori budeme oznacovat’

- (5.6)

Takouto aproximdaciou rovnice (5.1) je potrebné pre kazdé n = 1,...m pocitat’ elipticka
rovnicu

n _ ,n—1

— Aul = fl, (5.7)
kde ak

e [ =n — 1, dostdvame explicitnii schému

e | = n, dostavame implicitnt schému
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Obr. 5.1. Skutocné riesenie (Cervena), Rotheho funkcia (modra)
a schodovité funkcia (zelend) pre ¢asové kroky k = 0,5, (vlavo hore),
k = 0,3 (vpravo hore), k = 0, 1, (vlavo dole) a k = 0,05 (vpravo dole)

Pritom u® = ug(x) je dané z pociato¢nej podmienky (5.3) a nové rieSenie vypocitame

aproximaciou eliptického ¢lena v predchadzajicom kroku (explicitnd scéma) alebo

v pocitanom kroku (implicitné schéma).

Pozrime sa teraz blizsie na implicitnti schému. Rovnicu (5.7) pre [ = n mozeme prepisat’
do tvaru

u" — kAU = kf" +un (5.8)

kde u™ je funkcia premennej x € €, k je kladna konstanta a f™ + u™ ! je prava strana
eliptickej rovnice s okrajovou podmienkou

u(s) = g"(s),s € 9. (5.9)

Pre dany elipticky problém jednoznacnost’ slabého riesenia zabezpecuje Laxova-Milgramova
veta za istych podmienok pre data tlohy. Overme teda podmienky Laxovej-Milgramovej
vety. V danom pripade slabé rieSenie problému bude taka funkcia u™ € H(Q), Ze existuje
takd funkcia w € H'(Q), ktorej stopa je zhodna s funkciou ¢g" v zmysle stop tak, Ze
u—w €} () a pre l'ubovolnt funkciu v™ € HE () plati integralna identita

(u™,v) + k(Vu"™,Vv) = (kf™" + u”_l,v),

kde (-,) je oznacenie skalarneho stc¢inu v Lo(2). Jeho normu oznacujeme || - ||. KedZe ide
o stabilnii okrajovii podmienku a linearnu eliptickt rovnicu, riesenie u" mézeme hladat’
v tvare suctu funkcif u™ = 2" + w", kde funkcia w™ € H*(Q2), ktorej stopa je zhodna

s funkciou ¢"™ v zmysle stop a pre funkciu 2" plati integralna identita

(2™, 0) + k(V2",Vv) = (kf* +u" "1, v) — (w",v) — k(Vw",Vv), Vv e Hy(Q).
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V zmysle znenia Laxovej-Milgarmovej ako v [9], ozna¢me teraz

B(z",v) = (z",v) + k(Vz", Vo)

F(v) = (kf"+u" 1 v) — (w",v) — k(Vw", Vo).

N&§ Hilbertov priestor je H'(Q2) s normou ||u|g1) = (||ul* + HVU,H2)% Treba teraz
ukézat’ ohranicenost’ a koercitivnost’ bilinearnej formy B(z,v) a ohrani¢enost’ linedrneho
funkcionédlu F'(v) (v dokaze budeme pouzivat oznacenie z,w miesto 2", w") .
Ohranicenost’ bilinearnej formy:

Vyuzijeme Cauchyho-Schwarzovu nerovnost’ a dostavame

1B(z,0)] < Il=ll[o]l + kW IV ol < max{L, k[l e [oll ).

¢o vyplyva hned’ z definicie normy v priestore H'Q) = W1 ().
Koercitivita bilinearnej formy:
B(v,v) = [|o]|* + &||Vo][* = min{1, k}|[v][3 q)-

Ohranic¢enost’ linearneho funkcionalu:
Opit’ vyuzijeme Cauchyho-Schwarzovu nerovnost’:

[F()] = [(kf* +u""" —w,v) = k(Vw, V)| <

(I = [ l]) ol + Bl Vwl Vol <

(RILF™ T+ M=)+ max {1, kY wll o)) ol )

Zaverom dostavame z Laxovej-Milgramovej vety existenciu jediného riesenia tejto eliptic-
kej rovnice za predpokladu, Ze funkcia f € Lo(Qr) a u™ ! € Lo(€2). Teda rekurentne, ak
podiato¢na funkcia ug € Lo(Q), tak 2! € H1(Q) a u! = 21 +w! € HY(Q) C L2(9),

a teda u" "1 € Ly(Q), z ¢oho analogicky méame u™ € H'(Q).

Ked’ si uvedomime tento fakt, vidime, ze aj Rotheho funkcia aj schodovita funkcia defi-
nované vztahmi (5.4),(5.5) st abstraktné funkcie premenne;j t.

U = I — HY(Q),

U 2 I — HY(Q).

Z tejto jednoznacnosti a definicie rieSenia eliptického problému dostédvame aj jedno-
znacnost’ rieSenia Rotheho alebo schodovitej funkcie definovanej vyssie. V knihe [8] je
dokézana (okrem iného) konvergencia tejto metédy k slabému rieSeniu. Tato budeme na
zjednodusenom priklade prezentovat’ v nasledujicej Casti.
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5.2 Stabilitné odhady

Pre lepsie pochopenie vlastnosti riesenia ziskaného Rotheho metédou rieSme problém
(5.1), (5.3),(5.2) so zjednodusenymi vlastnost’ami:

1. funkcia f(¢,z) nie je ¢asovo zavisla
2. Dirichletova podmienka je homogénna u(t,s) =0,s € 92 =0

Za tychto okolnosti vieme ziskat’ odhady na numerické riesenie vel'mi jednoducho.
V tomto pripade eliptick rovnicu (5.8) moézeme prepisat’ do tvaru

2 — Au" = f. (5.10)
Ked’ég mame homogénne Dirichletove podmienky, prendsobme rovnicu (5.10) funkciou
v € W1(Q), integrujme na oblasti Q a pouzijic Greenovu vetu mame (vyuZijeme opit’
oznacenie (-,-) pre skaldrny sucin v priestore Ly(£2)):

(””_T”n_lu) + (Y™, Vo) = (f,0). (5.11)

n__,n—1
Polozme teraz v = “T a dostaneme

u” — un—l 1

12 + p (Vu™, V(u™ —u" 1)) = (f, (5.12)

Analogicky dostaneme z rovnice (5.11) pre index n — 1 s tou istou funkciou v nasledujicu
rovnicu:

un—l _ un—2 ul — un—l 1 . N . u” — un—l
Teraz odé¢itajme (5.13) od (5.12) a mame
n n—1 n n—1 n—1 n—2
u" —u 2, 1 nom—ly2 _ Ut U U —u
I P — )P = (e

Prava stranu teraz odhadneme pomocou Cauchyho-Schwarzovej nerovnosti a nerovnosti
ab < 3(a® 4+ b?) Va,b € R:

n n—1 n n—1 n—1 n—2
u” —u 1 n e u” —u U U
= 9 — )P < [ <
EHUTL_—WW EHMW
2 k 2 k '
7 tohto po tiprave mame
u® — un—l 92 B un—l un—2
= P+ V@ = an | < P (5.14)
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Specidlne pre n = 1 z rovnice (5.12) plati

ul—uo

I

1 ul —u

(VU V- ) = (f,

1>+

¢o po uprave (pripo¢itame na kazda stranu rovnice —4(Vu?, V(u! — u?)) déva
ul —uP

-

ul — 0 1

k ) k(Vuo,V(ul—uo)).

P LIV =) = (7,

V poslednom clene teraz pouzijeme Greenovu vetu a nulové okrajové podmienky na celom
casovom intervale

1 ut —uf
__(vuovv(ul _UO)) = (Auov )7
k k
z ¢oho hned’ dostavame vyuzijic Cauchyho-Schwarzovu nerovnost’
ul — 0 ul — 0

1
I°+ 21V @! = u)I” < (1] + [[au®[D]]

a preto bertic do tvahy fakt, ze druhy ¢len na lavej strane nerovnosti je nezaporny, mame
1 0

u —u
=1 < lIfll + [1Aw]].

Ak teda pre data problému plati: f € Ly(Q) a pociatoénd podmienka ug € W3 (Q)NHJ (Q2),
dostaneme z tohoto odhadu a rekurentne z odhadu (5.14) odhad

u —u"t 0 2
[——F—IF <llflI+][Au][=Cq Vn=1,...m, (5.15)
a preto
n _ ,mn—1
H%cho Vn=1,...m. (5.16)

7 tohoto odhadu tiez dostaneme

[l < flu” = a7+ [Jum ™ = a2+t — ]+ ] =

n i, i—1
= > Il Il [l
=1

Ak teraz vyuzijeme predchadzajici odhad (5.16) a vlastnosti pociatoc¢nej funkcie wug
dostaneme

lu™]] < Co Yk + [Juol| < Conk + [Juo|| = Ch, (5.17)

i=1
kde sme vyuzili fakt, ze nk < mk =T a teda C1 = CoT + ||uo]|.

Dosad'me teraz do (5.11) v = u™:

n_ ,n—1

Ju™) + [V |P = (f,ut),
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z ¢oho hned’ pouzitim Cauchyho -Schwarzovej nerovnosti mame

n n—

1
u" —u n
Va2 < [+ (=" [ < [I£lIC1 + CoCh = Ca. (5.18)

k

7 tychto odhadov vyplyva, ze mame odhad pre normu schodovitej funkcie a jej gradientu
nezavisle od delenia ¢asového intervalu a zaroven mame aj odhad pre derivaciu Rotheho
funkcie taktiez nezavisly od delenia ¢asového intervalu. Teda existuje konstanta C' taka,
ze pre vsetky t € I plati:

_ duy, (1)
m(t 1 <,
gy < €. 122

Tieto dva odhady tvoria doélezity predpoklad pre konvergenciu Rotheho metédy.

|<C. (5.19)

5.3 Konvergencéné vety

Tieto vysledky st vlastne rozsirenim Arzela-Ascoliho vety 1.4 pre abstraktné funkcie [8].

Veta 5.1 (Konvergen¢na veta I). Nech V a Y st reflexivne Banachove priestory
s normami ||.||v, ||.||y a plati kompaktné vnorenie V' << Y. Nech je dand postupnost’
abstraktnych Rotheho a schodovitych funkei {u,,}, {tn }. Nech plati:

/||d“;;(8) 12ds < C, |[am(t)||y <C Vtel. (5.20)
I

Potom existuje u € C(I,Y) N Lo(I,V) s derivaciou % € Ly(I,Y) a podpostupnost’
{tUm, } postupnosti {u,,} taka, ze

Umy, = UV C(LY) U, (t) = u(t), Um,(t) = u(t) voV Vtel (5.21)
a
du
duy,, (t)dt — i Lo(1,Y). (5.22)
Ak naviac p
| uzint(t) |ly < C pre skoro vsetky t € I, (5.23)

potom fl—? € Lo (I,Y) a naviac je funkcia u Lipschitzovsky spojité.
Existuje aj jej uzito¢na modifikacia.

Veta 5.2 (Konvergen¢na veta II). Nech V' a Y su reflexivne Banachove priestory s nor-
mami ||.||v, ||-||y a plati spojité vnorenie V < Y. Nech je dana postupnost’ abstraktnych
Rotheho a schodovitych funkei {u,,}, {tn}. Nech plati:

{tm} = uv C(,Y)
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a nech

/||d“;8(5) 12ds < O, ||am(t)||y <C Vtel. (5.24)
I

Potom existuje u € Loo(I, V) s derivaciou 4% € Ly(1,Y), Ze

U (£) = u(t), Upm(t) = u(t) voV Vtel (5.25)

) du(t) d

U (T U
— — v Ly(I,Y). 2
dt dt v 2( ’ ) (5 6)
Ak naviac p
m(t

| udt( )||Y < C pre skoro vSetky t € I, (5.27)

potom 2 € L. (I,Y) a naviac je funkcia u Lipschitzovsky spojita.

5.4 Konvergencia

V nasom konkrétnom pripade pri parabolickych rovniciach s elipticym operatorom 2. radu
vyuZijeme tieto vety pre konkrétne funkciondlne priestory V = H'(2) a Y = Ly(Q).
7 Relichovej vety 1.28 vieme:

HY(Q) = Ly(Q).

Teraz vyuzijeme dosiahnuté odhady (5.19). Pre T'ubovolné m (pocet deleni ¢asového
intervalu) méme:

du™(t)

| <ol 1)), (5.28)

[t (8) = wmn ()] < |I(E = #)

a teda kazdé funkcia z postupnosi Rotheho funkcii u,,(t) je Lipschitzovsky spojita.
Dalej ak t € I,, podla 5.4 a 5.5 mame

n n—1
_ e e u” —u
[t () = um )] = [Ju" " = (u" ' + =t =
u” —ynt cT
=l —ta-1)| < CIt — tna| < Ck = —, (5.29)

¢o znamenad, ze rozdiel Rotheho a schodovitej funkcie rovnomerne konverguje k nule pre
m — 00. Z tychto odhadov a konvergencnej vety 5.1 vieme, ze existuje takd funkcia
u € C(I,Ly(R)), a podpostupnost {u,,} (oznac¢ime ju tak isto ako povodni postupnost’),
pre ktoru plati:

U, = u v C(1, Ly(Q2)).

Naviac .
U (1) = u(t) v Wa (Q) Vtel
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a teda u € Lo (I, H} (Q)) Naviac funkcia u : I —, H}(£2)) je Lipschitzovsky spojita,

a teda u je slabo a aj silno diferencovatelna pre skoro vietky t € I a 24 € Lo (I, Ly(f)).

dt

Pritom J p
U, u
7 E \% LQ(I, LQ(Q))

Teraz uz len treba ukézat’, ze tato limita je nase hladané rieSenie.
)

5.5 Limitny prechod

Pouzijuc zavedené oznacenia, mozeme prepisat’ vzt'ah (5.11) do tvaru

A, (1)

o 0) + (Vi (1), Vo) = (f,v) Yo € Hy(Q) a skoro vietky t € 1.

(

Integrujme tto rovnicu na intervale (¢1,%2) C I a mame

to to to

/ (d“;lns(s),u)dH / (Vi (s), Vo)ds = / (f,v)ds Yo € WL(Q).

t1 t1 t1

Teraz urobime limitny prechod pre m — oo a vzhl'adom na vyssie uvedené konvergencie
mame

to to to
d .
/ ‘;is),v)der / (Va(s), Vo)ds = / (f,v)ds¥v € WL(Q),
t1 t1 t1
pretoze
(Vi (t), Vu) = (Vu(t),Vuv) Vtel
a

|((Vaim(t), Vo)| < C

KedZe t1, 1ty boli 'ubovolné, dostavame

du(t)
dt

( v) + (Vu(t), Vo) = (f,v) Vv € WE(Q) a skoro vietky ¢ € I (5.30)

a u(0) = ug, teda u je slabym rieSenim nasho problému.

Naviac Ak st u1 a us dve slabé riesenia, a teda spliiaji identitu (5.30), potom ak napiseme
tuto identitu pre rieSenia u; a wuo, zvolime t; = 0, to = t, t € I a rovnice od¢itame, tak
mame

S

/t (d(ul(s)d— uQ(s)u) ds +/t(v (@1(s) — a(s)) , Vo) ds = 0 Vv € Loo (I, Hy(5).

Zvol'me teraz za funkciu v(s) = u1(s) — ua(s). Prvy vyraz upravime vyuzijuc fakt

dz(s) d dz

2—x(s) = E(Z(S)Q) V2 € Loo(I, HL(Q) a i

€ Loo(I, Ls(9).
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Potom dostavame

5 [ aHlluns) = o)l ds+/||v ur(s) — ua(s)|Pds = 0,

a teda z prvého integrdlu mame 4 |jui(t) — us(t)||> = 0 Vt € I teda rozdiel riefeni je
konstantny, ale pretoze uy(0) = ug(0) = ug, mame ||uq (t) —uz(t))||* = 0. RieSenie je teda

jediné a cela podpostupnost’ konverguje k funkcii u, teda slabému rieseniu tlohy.

Poznamka 5.1. Stabilitné odhady a nasledna konvergencia Rotheho metdédy nie je vzdy
takato jednoducha. Vel'mi uzito¢nym nastrojom je aj Gronwallova lemma. Tu ju uvedieme
v diskrétnom tvare, ktord sa pri Rotheho metdéde vyuziva(pozri napriklad [8]).

Veta 5.3 (Diskrétna Gronwallova lema). Nech st dané postupnosti nezédpornych
realnych ¢isel {a;}7",, {A;}7", kde postupnost’ {A;} % je neklesajica ohranic¢ené kon-
Stantou C. Nech existuje konstanta L > 0 a nech k¥ < +. Nech pre 'ubovolné i =1,. ..
plati:

n=1

k’ 17— I
a; < C ( )k k

kde Lk =

L
1—-kL"

Ukazeme pouzitie diskrétnej Gronwallovej lemy pre stabilitné odhady parabolickej tlohy
popisanej v (5.1), (5.2),(5.3) s ¢asovo zavislou pravou stranou. Vtedy schéma na riesenie
eliptického problému mé tvar (5.10)

— Au" = f (5.31)

Ak opét’ predpokladame, Ze mame homogénne Dirichletove podmienky, vynasobme rov-
nicu (5.31) funkciou v € H} (), integrujme na oblasti Q a pouzijic Greenovu vetu mame
(vyuZijeme opét’ oznacenie (-, -) pre skalarny sacin v priestore Lo(Q2)):

<“”_T“n_lv) +(Va, Vo) = (f7,v). (5.32)

Polozme teraz v = ku™ a vyuzijuc identitu
(a—bla= 3 (a®> b+ (a—b)?) Va,beR,

dostaneme

1 ni|2 1 n n—12 ni|2 1 n—12 n ,mn

Sl 4 Sl — P BT = Sl kG ),
Teraz tato rovnicu vynasobime hodnotou 2 a sc¢itame pre n = 1,...4, kde 7 je 'ubovolny
index z mnoziny {1,...,m}. Mame
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% 1 i
1174+l =M+ 2 ) k| = [[u]? + 2> k(f
n=1 n=1 n=1

V poslednom ¢lene pouzijeme Cauchyho-Schwarzovu nerovnost’ a odhad

2 2

b
abg%+5 Va,b e R (5.33)

Dostaneme

2> R um) <2 R <Y DRIP4 EJut]]? <
n=1 n=1 n=1 n=1

11120 @m) + 2 Fllu™1%,
n=1
kde sme v poslednom odhade vyuzili definiciu funkcie f™ a nasledujice odhady:

Ak f7 = f(tn,z), tak

Zk||f"||2 Zk/f tn.2) dm-Z//f b 2) d:c—//f by 2)2dz = |12, 0

_1I

Ak 7= [ f(t z)dt, tak
1,

ika”HZ:ik/ %/f(t,x)dt Z%/ /1dt/f2(t,x)dt dz <
n=1 n=l 9 In n=1 i

S [ [ it = 15100
nZIH,Q
Finalne mame

|12+ ) I = a2 2 ) KVt (P < 112, g + luol® + D Kllu™[?, (5.34)

n=1 n=1

kde sme vyuzili definiciu u°. Z tohto odhadu pouzime

1112 < £ 1170qr) + ol 40y + D klluI?,

n=1
Na posledny odhad pouzijeme vyssie citovanti Gronwalovou lemu pre A; = ||f]|? 7 (QT) +
||u0||L2(Q) (jedna sa v tomto pripade o konstantnt postupnost’ ) a a,, = [[u™|]?, L =1 a
teda, ak k < 1, plati
2 C -1k
[lu']]” < e Tk,
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kde C = ||f||%2(QT) + [|ug||>. Ak teraz vezmeme k < ko < 1, kde ko je pevnd konstanta
mame pre tubovolné i = 1,2,...m odhad

'] < C,

kde C' = ﬁ <||f||%2(QT) + ||u0||2L2(Q)> eT % . Z tohoto dostdvame odhad schodovitej

funkcie nezavisly na diskretizacii ilohy, ale len na datach problému. Ked’ takto odhadneme
vSetky €leny v nerovnosti (5.34), mame

|2+ ™ = w2+ 2D K|V < C(1+T), (5.35)

n=1

Z ¢oho hned’ mame odhad na normu schodovitej funkcie a jej gradientu vzhladom ku
priestorovym premennym:

tml| Lo, 220)) £ C & im0, m10) < C-

n—1

Ak teraz polozime v rovnici (5.32) v = “n+ , mame
u® —un! 1 u® — ! 1 _
P v = (g ) (e v <
n__ ,n—1 1
=11 + Z V" [[[| V"]
k k
Opét’ vyuzijeme nerovnost (5.33) na pravej strane a mame
u™ —u"! 1 _
1 =1+ Ve[ [V <
n—1

1 n|2 u” —u 2 1 np2, L n—1)2
5 (1171 + I 1P + LIV + o).

Upravou predposlednej nerovnosti vyuzijic posledny odhad dostaneme po jednoduchych
upravach

n n—1
u"—u 2 1 ny2 ny2 , L n—12
_— N4 < ~\% .
I 2 VP < P+ T
Teraz presumovanim pre n = 1,.. .4 pre l'ubovolné i € {1,...,m} a vynasobeni hodnotou
k mame
E A H2+HvuH2<HfHL2(QT)+HVUOH2

Z tychto odhadov dostavame pre Rotheho a schodovitt funkciu ohranic¢enost’ schodovite;j
funkcie v priestore C(I, W4(f2)) a ohranic¢enost derivacie Rotheho funkcie v priestore
Lo(1,Ly(2)). Teda platia predpoklady vety 5.2:

/Hdugf) 12ds < C, ||an(t)|ly < C Vtel. (5.36)

Thato teraz moézeme pouzit’ pre dokaz konvergencie aj v tomto pripade.
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Rotheho metéda predstavuje vlastne diskretizaciu v premennej t, teda spravidla v case.
Niekedy hovorime aj o semidiskretizacii v ¢ase. Na ziskanie numerického riesenia
musime zvolit’ aj nejakit numericki metédu na hladanie riesenia eliptickych problémov.
Spojenim Rotheho metdédy a nejakej numerickej metédy pre vypocet eliptickych tloh
dostaneme diskretizaciu v Case aj priestore, uplna diskretizacia.

V d’alsej casti si ukazeme zakladné principy pre diskretizaciu v priestore pomocou metody
konec¢nych objemov.
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Kapitola 6

Metoda konec¢nych objemov
pre parabolické pociatocno-
okrajové ulohy

Nosnou literattirou tejto ¢asti je kniha [6], konkrétne jej Stvrté kapitola.

6.1 Linearny pripad

Na jednoduchom priklade si ukazeme zakladné principy metédy koneénych objemov (MKO)
pre parabolické rovnice.

Uvazujme parabolickt PDR druhého radu definovant na ¢aso-priestorovej oblasti
Qr=<0,T)xQ kde T >0,T € R,

) je polygonalna konvexné ohrani¢ené oblast’ v RV, N = 1,2, 3.

Rovnica nech je:

ou(t, x)
ot

— Au(t,z) + bu(t,z) = f(t,z), t € (0,T), x € Q (6.1)
s okrajovymi podmienkami:

u(t,s) =g(t,s), t € (0,T), s €N (6.2)

a pociatocnou podmienkou

u(0,z) = up(x), x € Q (6.3)

Pre numerickt schému spojime Rotheho metédu opisanti v kapitole 5 s metodou kone-
¢nych objemov pre eliptické rovnice, ktora je opisana v kapitole 3.
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Pripomenme si, ze diskretizacia oblasti {2 bude dana tak, ako v kapitole 3. v definicii 3.1
pre priestorovo jedno dimenzionalny pripad a v v definicii 3.3 pre priestorovo dvoj alebo
trojdimenzionélny pripad. Budeme pouzivat’ tie isté oznacenia. Tu len zopakujeme, ze:

Pripustnu diskretizaciu oblasti {2 budeme oznacovat’ T a tvori ju:

e mnozina polygondalnych konvexnych oblasti (kladnej miery) -kone¢né objemy K C
Q (aj ”control volumes”),

e mnozinu hran (stien v 3D), kone¢nych objemov, ktoré st podmnozinou 2 a oznacime
ju &, vetky su striktne pozitivnej (N-1) dimenziondlnej miery - hrany koneénych
objemov

e mnozinu bodov {zk, K € T} -reprezentativne body, ktori budeme oznacovat’
P,

s vlastnost’ami a oznacenim popisanymi v definicii (3.1), v kapitole 3.
Pripomenieme este dolezitu vlastnost’ :
(.TL _ajK) = do'KyLno’a (6.4)

kde do,. , = |tk — r1| a n, je jednotkovy vektor vonkajsej normaly ku hrane o r
vzhladom na kone¢ny objem K. Dolezité budu aj niektoré dalSie oznacenia:

h = size(T) = sup{diam(K),K € T},

m(K) je N- dimenzionalna miera VK € T (pre N=2, plocha K a pre N=3 objem K)
m(co) je N-1 dimenzionélna miera Vo € £

Eint ={0 € &0 ¢ 0N}

Eext = {0 € E;0 € 0N}

Ex je mnozina vsetkych hran (stien) koneéného objemu K

N(K)={L €T, existuje 0 € £g;6 = KN L}

Ak 0 = K|L tak d, alebo dk 1 je euklidovska vzdialenost’ bodov zx,z so spolo¢nou
hranou o.

Ak 0 € Eg N &yt , potom d, je euklidovska vzialenost’ bodu xx od hranice 0f).

To =" Vo € & dy #0.

Teraz definujeme casovu diskretizaciu analogicky ako je opisana v kapitole 5.
Rozdelime ¢asovy interval < 0,7") na Np ¢asovych usekov

I, =<tn_1,t, >n=12...Np, kde ty =0 a tyn, =T, pricom t, — t,—1 = k (nemusi
byt rovnomerné delenie) nazyvame ¢asovy krok.

Definicia 6.1 (Numerické riesenie). Numerickym rieSenim parabolického problému
(6.1), (6.2), (6.3) pre takto definovanti metédu koneénych objemov je po ¢astiach kon-
stantna funkcia, ktord je dand ako hodnota v reprezentativnom bode kazdého konec¢ného
objemu v kazdom casovom reze t, = nk, t.j. na Casovom intervale I,,. Budeme ho
oznacovat’

ug,7(t, ) =uy, v€ K,tel,.
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Na obrazku 6.1 mozeme vidiet presné rieSenie parabolickej tilohy v priestorovo jednodi-
menzionidlnom pripade. Casovy interval je < 0,1 > a priestor tvori interval < 0,4 >

a jeho numerické aproximacie zalozené na Rotheho metdde a metdde konecnych objemov
s postupnym zjemnovanim ¢asového a priestorového kroku. Pri presnom rieseni oznacuju
osi priestorovy interval < 0,4 > a Casovy interval < 0,1 >, pri numerickych rieSeniach
pocet deliacich bodov v priestore a case.

Obr. 6.1. Skuto¢né riesenie (¢ervend, vlavo hore), numerické riesenie
pre k = h = 0,5 (zelend, vpravo hore) numerické riesenie pre
k= h = 0,25 (hned4, vlavo dole) a numerické rieSenie pre
k=h=0,1 (ruzova, vpravo dole).

Uvedomme si, ze takto definované rieSenie mozno chapat aj ako mnozinu bodov

{ug; K € T,n=0,...Nr}.

Odvodenie numerickej schémy.

Numericka schéma je zalozené na integracii parabolickej rovnice na 'ubovol'nom kone¢nom
objeme K € T a l'ubovolnom ¢asovom intervale [,,. V nasom pripade teda integrujeme
rovnicu (6.1) na konecnom objeme K a ¢asovom intervale I,,. Vyuzitim Newtonovho-
Leibnizovho vzorca (prvy integral) a Greenovej vety (druhy integral) dostdvame analo-
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gicky ako v kapitole 3:

/(u(tn, x) — u(tp_1,2))dx — / / Vu(t,s) - ngk (s)dsdt + (6.5)

K n OK
In/}[bu(t,x)dmdt:In/I[f(t,x)dxdt

Teraz ddme dohromady poznatky ziskané z numeriky eliptickych rovnic ako aj Rotheho
metody. Zavedieme oznacenia:

n __ 1 _
fe = 5 //f(t,x)dxdt,VK €T Vn=1,...Np. (6.6)
I, K

V zévislosti od regularity pravej strany moZeme integral na pravej strane aproximovat aj
takto:

1
i = o /f(tn,a:)da:,VK €T Yn=1,.. Ny (6.7)
K

KedZe nase numerické riesenie je po castiach konstantna funkcia, treti integral v rovnici
(6.5) mozeme aproximovat’ takto:
n
bupm(K)k.

Treba si uvedomit’, ze na aproximaciu numerického riesenia sa mozeme divat’ aj ako

n 1
I, K

V prvom ¢lene (6.5), pouzijuc diferenciu ako v Rotheho metéde, dostaneme
uly — u?(_l

m(K)k ’

Druhy ¢len na lavej strane (6.5) aproximujeme analogicky ako pri eliptickych rovniciach
s tym dodatkom, Ze vezmeme hodnotu ¢,, v diskretizacii (implicitna schéma).

Nech o = OK|L € Eint

//Vu(t, s) - ny(s)dsdt ~ Mm(a)k = (uf —uk)TK|Lk.

n

Nech 0 = OK|L € Eeut

//Vu(s) 1y (s)ds ~ (9(y”’t§j "~ 1m0k = (9(uis ta) — urc)rok.

I,
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Teda ak definujeme

F}},U = _TK|L(U7[L, - u’r}z{))vo_ = K|L € ginb
Flré,o- = _Ta(g(yaatn) - U}](),VO' € 5e:ct N SK (68)

nasa numerickd scéma bude mat tvar

n—1
K+ 3" Fr, +bm(K)uj = m(K) fi
occlk

n

m(K) ?

VKeTn=1,...,Nr. (6.9)

Pociatoéné hodnoty u% pre K € T moZeme zase definovat’ roznym sposobom v zavislosti
od regularity pociato¢nej podmienky. Napriklad:

o ._ 1 /
Upe = (K uo(x)dz, VK € T (6.10)
K
alebo
ud = uo(zxg)VK € T. (6.11)

Pozndmka 6.1. Pre dokaz nasledujtcej vety pouzijeme aproximaciu pravej strany v tvare
(6.7) a aproximaciu po¢iato¢nej podmienky v tvare (6.11).

Pre takto definovant tlohu mézeme analogicky, ako sme urobili pre jednodimenzionalny
elipticky pripad, sformulovat’ vetu o odhade chyby riesenia v pripade, ze loha m4é klasické
rieSenie (pozri [6] strana 843, veta 17.1).

Veta 6.1 (Odhad chyby). Nech T > 0,7 € R a {2 je polygonélna konvexna ohrani¢ena
oblast’ v RNV, N = 1,2,3. Nech u € C?(Rg 1 x Q), b > 0 a ug € C?(Q) definované ako
uo(-) = u(0,-). Nech f € C(Rg 4 x ) definovana ako f = % — Au(t,z) + bu(t, x)
a g€ C(Rg,00) je definovand ako g = u na R%* x Q. Nech T je pripustnd diskretizacia
v zmysle definicii 3.1 alebo 3.3 a k € (0,7"). Potom existuje jediné numerické riesenie
ulohy (6.9),(6.8), (6.10),(6.11) a existuje také C' > 0, zavislé len od rieSenia, ug, f, g, b, Ze
plati:

sup{|luk|, K € T,n=1,...Np} < C. (6.12)

Naviac, ak e} = u(t,,zx) —u}k, K € T,n = 1,... Np, potom existuje také C > 0,
zavislé len od riesenia, ug, f, g, b, ze plati:

<Z (&)%(K)) <C(h+k),Yne{l,...,Nr}. (6.13)

KeT

(Hodnota k predstavuje velkost ¢asového kroku a hodnota h je maximalny diameter zo
vSetkych diametrov koneénych objemov K.)

Dokaz. Najskor ukdzeme existenciu, jednoznacnost a odhad numerického rieSenia v pries-
tore Lo, teda vztah (6.12). Pouzijeme analogickt argumentéaciu ako v eliptickom pripade.
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Teda ak si uvedomime, ze numerické riesenie je dané ststavou linearnych rovnic (6.9), pre
existenciu a jednoznacnost rieSenia treba ukazat, Ze ak je prava strana tejto sustavy
nulové, musi existovat jedine nulové riesenie. Nech pre dané n € {0,... Nr} je f =0,
vt =0 a g(y,,nk) = 0 pre vietky o € 9Q. Vynasobime teda rovnicu (6.9) hodnotou
u'l a pouzijeme podobnt techniku ako pri dékaze pre elipticki rovnicu (veta 3.1). Po
vynéasobeni rovnice s prihliadnutim na fakt, ze plati fz =0, %% = 0 a g(y,,nk) = 0 hned
mame e
m(K)% — Y Fg ufe +bm(K)(uf)? = 0.
cefk

Teraz sCitame tieto rovnice cez vSetky konecné objemy.

> m(K)@ =3 > FRoup+ Y bm(K)(uk)? = 0.

KeT KeT oeék KeT

a pre stredny ¢len vyuZijeme vlastnost konzistencie pre koneéné objemy:
Fg  uy = =T (u] — ug )ug, Vo = K|L € iy,
Ff juy = —7gp(ug —up)uf, Vo = K|L € Eny,
Fg,= To (U )2, Y0 € Eept N Ex

7 vysSie uvedeného vidime, Ze v strednom c¢lene méZeme presumovat rovnaké ¢leny po
jednotlivych hranach kone¢nych objemov a dostaneme

S m) U S g i Y @)+ Y em() (i) =0,

KeT o€E;int oEE et KeT

KedZe na lavej strane tejto rovnice mame vsSetky ¢leny nezaporné a na pravej strane je
nula, ihned dostavame, Ze
u'y = 0 pre vSetky K € T.

Teda dostavame nulové riesenie.

Dokazeme odhad (6.12). Nech pre n € {0,... Ny} sa minimum dosahuje v konecnom
objeme K,,. Potom z rovnice (6.9) pre K = K,, mame

n n—1
uKTL — U n n n n n
m(Kn)TK + Z Ti, L (U, —ul) +bm(Kn)uk, = m(K,)fg,
oc€€K,,
alebo
n k: n n n n— n
U Ky > mran(uf, —uf) +bkuf, = uit +kfR

o0&k,

Ak by bol kone¢ny objem K, s jednou alebo viacerymi hranami patriacimi hranici oblasti
0 v sumacii cez hranicu sa miesto u} bude nachadzat hodnota z Dirichletovej podmienky.
Ak teraz plati, ze

up < 0auk <mg,
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kde
mg = min{g(s,t),s € 0,t €< 0,27 >}

a kedze hodnota uf; ~je minimom, druhy ¢len v rovnici je zdporny a hned dostdvame
g > u?{;l +kfp >min{ul ' K € T} + kmy,

kde
my =min{f(z,t),z € Q,t €< 0,27 >}.

Zaverom preto
uf, > min{min{u?{l, KeT}+kmg,0,mg},

7 tohto odhadu indukciou hned méame
min{uy, K € T} > min{min{ug(x), z € Q},0,mg} + nkmin{my,0} Vn € {0,...,Nr}.

Teraz sa analogicky odhad urobi aj pre maximum a zaverom dostavame

sup{|uk |, K € T,n=1,...Np} < |luollz_ () + 191 (<0,27>x00) +2T || fll L. (<0,27> x ) -

Zostava dokazat odhad chyby numerického a presného riesenia, teda vztah (6.13). My-
slienka dokazu je podobné ako v eliptickom pripade. Teda vyuzijeme regularitu dat

a rieSenia danej parabolickej tlohy a pre chybu e} = u(t,,rx) — ul definovant pre
K €T an € {0,... Ny} odvodime rovnicu jej rieSenia. Naviac z definicie numerického
rieSenia (vztah (6.11)), hned mame

% =0KecT VKecT.

Rovnicu odvodime analogicky, ako v eliptickom pripade. Teda integraciou rovnice para-
bolického problému (6.1) na lubovolnom K € T v ¢ase t,, kde vyuzijeme Greenovu vetu
a definiciu (6.7):

ot

K oK K

/au(tn,x) dr — /VU<th) ‘npK (s)ds + /bU(tn,l’)dx =m(K)fg. (6.14)

V pripade regularity presného riesenia problému (6.1) z Taylorovho rozvoja pre lubovolné
x € K, K € T mame

Pl t) _ bt ZMnote B0 ), e s ()] < o+ )

kde C; je konsStanta zavisla len na rieSeni u a velkosti ¢asového intervalu T'. Teraz
definujme

Si = [ sk
K

pre ktory plati:
S| < Cym(K)(h + k). (6.15)

Prvy ¢len rovnice (6.14) sa teraz d4 upravit do tvaru
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u(tnu xK) - u(tn—la xK)
k

m(K) + Sk (x).

Druhy c¢len rovnice zapiseme ako
/ Vu(t,,s)  nok(s)ds = Z /Vu(tn, s) - Ny, (s)ds
oK A% o

Pre jednotlivé hrany odvodime

t'ru - tna
Vu(tn,s)-nag(s):u( mK>d u( “)+R”K,(,,

ak o0 = K|L je vnitornad hrana kone¢ného objemu K, alebo

u(tna mK) - g(tnu ycr)
do

ak o je hrana kone¢ného objemu K leziaca na hranici oblasti €2, kde

Vu(ty,s) - ng,(s) =

+ R¥ ,,

m(a) 7;(,0 = /Vu(tm S) 'nao(s)ds - (U(tme) - u(tml'L))Ta

m(o) R}y, = / Yy, 5) - oy (5)ds — (b, 216) — gt o)) 7o

Treti ¢len na lavej strane (6.14) upravime

/bu(tn, x)dr = bu(ty,, rx)m(K) + bm(K)pk
K

kde
1

P = W{Zu(tn,m)dm — u(tn, Tk)

Po tychto apravach mozeme prepisat rovnicu (6.14) do tvaru

U(tn, ) — u(tn_1,TK)

m(K) + Z (u(tn, vx) —u(tn,zL)) TR|L +

k c€EKNEint
Z (u(tnwa) _g(t'rwya)) T0+bu(tn7xK)m<K) =
c€EKNEeut
m(K)fi — Sic(z) —bm(k)pf — Y m(o)Rg,— Y. m(o)Rk, (6.16)
UGEngint Uegngemt

Rovnica numerickej schémy (6.9) s tokmi definovanymi v (6.8) ma VK € T,Vo € £, n =
1,..., Np tvar

n n—1

m(K)—F——f—+ Y (uf —uf)iin+
c€EEKNEint
ST (w — 9o ta)) e + bin(K)ul = m(K) fi. (6.17)

oc€EKNEeut
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Teraz, analogicky ako v eliptickom pripade odéitame od rovnice (6.16) rovnicu (6.17) a
dostaneme

n—1

e —e
mE)E Y (et Y (ehom + bm(K)ek =
UGEKO&M UGSKOSSM
—Si(x) —bm(k)pf — Y, m(o)Rk,— Y, m(o)Ri,. (6.18)
c€EKNEint c€EKNEext

Pre jednotlivé ¢leny na pravej strane poslednej rovnice plati odhad (6.15) a vyuzijic
regularitu riesenia a Taylorov rozvoj aj:

R ol + | B o] + |pl| < Cah, (6.19)

kde C5 je konstanta zavisla len na rieSeni u a velkosti ¢asového intervalu 7' (podrobnejsie
pozri [6] strana 781, veta 9.3).

Vynasobime teraz rovnicu (6.18) hodnotou €7 a séitame cez vSetky kone¢né objemy
a dostaneme po tprave vyuzijuc vlastnost kone¢nych objemov, ako sme urobili v pripade
eliptickych rovnic

n—1
e —e

Zm(K)—K kK ek + Z & — €1 Ti|L + Z To
KeT ceENint c€ENEert

D bm(K)(ek)® = ) (=Sk(x) —bm(k)pk) ek

KeT KeT

T X e X wel)d 6
KeT \oc€ExNEint oc€ExNEexrt

Prvy ¢élen na pravej strane rovnice mozeme odhadntf pouzijuc vztahy (6.15) a (6.19)

> (= —bm(k)pjc) €] < Cr(h+k) Y m(K)|ef| +Cabh Y m(K)lef|

KeT KeT KeT

b
<Ci(h+k) Y m(E)lek|+ Csh? + 3 > m(K)|ek |,

KeT KeT
kde sme v druhej casti odhadu pouzili aj a jednoduchy odhad
2 b2
ab< — 4+ — a,beR. (6.21)

pricom C' je konstanta zavisla len od rieseni v hodnot b, m(2) a velkosti ¢asového intervalu
T. Vyuzijuc tento odhad v rovnici (6.20) po roznasobeni prvého ¢Clena na lavej strane

mame
Z m(K (ef — 1) 7L + Z ) Tot
KGT Ueé‘ﬁgmt UESOSCH
b n ]' n n— n
5D mE)(ER)? < 1 D m(E) ke |+ Calh+ k) 3 mE|ek| + Cah®+
KeT KeT KeT
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|z( S Rk Y m<a>‘;z,ge7;()|

KeT 0€EKNEint c€EKNEeqt

Na posledné cleny v tomto odhade pouzijeme teraz analogicka techniku ako sa vyuziva
aj v eliptickom pripade, kde opit vyuzijeme odhad (6.19) a techniku sumaécie cez hrany
konecnych objemov, ktoré umoznuju zlucit aj chyby Ry , a R} , do spolo¢ného clena,
ktory oznacime R} a podobne aj pre hrany na hranici oblasti (2. Pouzijeme analogické

oznadenie ako pri diskrétnej Hj norme z definicie 3.5):
— m(o)
To = —q. >

Dye" = |en — e, ak o € Epy, 0 = K|L,
Daen = ‘e?{ - g(t'rwya)‘v ak o c 869315 N gK
a dostavame

rZ( S w3 m<a>;z,ae?;<)r

KGT O'EEKngint UGSKOSGM

< Y. m)ByDse" + Y m(o)|Ryl|Dee”| <

c€ENEint oc€ENEext
(gepnr) (o)

CoNm(Q)h (Z md(a) (D(,e")2> < C4h? + % > ?(Dge")Q —
ceg 7 cee 9

1
Cyh* + 3 ( Z (e — e%)ZTK‘L -+ Z (67}()27'0> ;

UGSHSim O'Ggﬂgezt

kde sme vyuzili Cauchyho-Schwarzovu nerovnost a odhad (6.19) a v dalsom postupe fakt,

ze Y. m(o)d, = Nm(2), kde N je dimenzia priestoru. (plati pre polygonalnu konvexné
oe&
oblast Q (pozri [6] strana 843, veta 17.1) a odhad (6.21).

Pritom Cj je konstanta zavisla len od rieSenia u hodnoty m(Q2), dimenzii N a velkosti
casového intervalu 7'.

Po tprave dostaneme

1 n 1 n n 1 n b n
7 Z m(K)(ek)? + 9 Z (ek — e1;)27'K|L + 3 Z (ef)*7o + 3 Z m(K)(ef)?
KeT oc€ENEint oc€ENEest KeT
1
<< > m(E)(eker ) + Ci(h+ k) Y m(K)ek + Cyh?.
KeT KeT

Analogicky ako pre numerické riesenie definujeme aj chybovt funkciu
er(x) =eg,xe K, KeT
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a pouzijic definiciu diskrétnej H normy 3.5 dostaneme

T E m(K)(efk)? + 5”‘#”%7 + §bH€TH2L2(Q)
KeT

1

< —
k

> m(K)eker |+ Cr(h+ k) Y m(K)ek + Cab?.
KeT KeT

Teraz na lavej strane vynechame druhy a treti ¢len, pretoze st nezdporné a celii nerovnicu
vynasobime k.

> m(K)(ek)? <Y m(K)ejer |+ Crk(h+k) Y m(K)ef + Cakh®.
KeT KeT KeT

Ked uvazime, ze prvy ¢len na lavej strane nerovnosti predstavuje vlastne druhii mocninu
normy chybovej funkcie v priestore Lo (£2) a prvy ¢len na pravej strane zase skalarny stéin
dvoch chybovych funkcii v Lo(€2) mdzeme napisat

7o) < (€ e raoy] + Crk(h + k)€ ]17, ) + Cakh®. (6.22)

Na prvy ¢len na pravej strane pouzijeme Cauchyho-Schvarzovu nerovnost a (6.21):

n— n— 1 n— 1
(e 5 ) L@ | < el ller o) < §||€fr 1”%2(9) + §||€?||2L2(Q)
Po uprave mame z (6.22)

e 1700 < 7 1a) + 2C1k(h + k)l o) + 2C1kR%. (6.23)

Pouzijeme nerovnost 2ab < £2a? + g—z, pre vsetky a,b,e € R, e > 0 a dostavame
. 1
2C1k(h+ B} ate < e oy + 5 CIR(h+ )2
Po dosadeni do (6.23) mame

n n— n 1
5117,y < e 1T, ) + 2N, + 6—2012’%'2(}1 + k)% + 2C4kh*. (6.24)

2= k- a7z (6.24) po vynasobeni hodnotou k + 1 dostaneme

U
Zvolme teraz € T

517, < (k+Dlled T, @) + CTh(h + k)*(k +1)* + 2C4kh*(k 4 1). (6.25)

Ak by
le7 170 @) < cn-1(h+k)?

pre ¢,—1 € Ry, potom z (6.25), kde pouzijeme h < h+ k a k < T, mame
€117, 0y < enlh+k)?

pre
Cp = (1 + ki)Cn_l + Csk,
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kde C5 = 2C4(1 +T) + C?(1 + T)? je konstanta zavisla len od riesenia v hodnot b, Q2 (z
vlastnosti konstént Cy a Cy) a velkosti ¢asového intervalu T'.

Teraz, ak si uvedomime, Ze ¢y = 0, pretoze ||e% = 0, zo vztahu pre ¢, a ¢,_1
) s 0 ’ T L2(2) s n n

indukciou méame

cn < (1+E)ch o+ (1+E)Cs5+Csk < (1+k)chz+ (14+k)*Csk+ (1+k)Csk + Csk <

1+k)"co+ Y 1+k)"Cs <= ((1+ k)¥)RCy < Cse?h™ < O 2T

Teda vztah (6.13) dostavame pre C? = Cset? O

6.2 Nelinearny pripad

Uvazujme parabolickt PDR druhého radu definovant na ¢aso-priestorovej oblasti
Qr=<0,T)xQ,kde T > 0,T € R, § je polygonalna konvexna ohrani¢ena oblast’
v RN, N =1,2,3 s rovnicou

a“gt’ D) _ Ap(u(t,2) = f(t2), t€ (0,T) 3 €9 (6.26)
s okrajovymi podmienkami:
Vo(u(t,s)) -n(s) =0, t€ <0,T), s €, (6.27)

kde n(s) je jednotkovy vektor vonkajsej normaly ku 02
a pociatoc¢nou podmienkou

u(0,2) = up(x), x € Q, (6.28)
kde pre data tulohy platia
Predpoklady (P):

o T >0,T € R, Q je polygonalna konvexné ohranic¢ena oblast’ v RN, N = 1,2, 3.
e v € C(R) je neklesajica lokalne Lipschitzovsky spojitd funkcia

o uy € Loo(Q)

o feL((0,7) % Q) s kladnymi realnymi hodnotami.

Poznamka 6.2. Takto definovany nelinedrny problém moze byt’ degenerovany t.j. difazny
¢len mo6ze byt nulovy.

Slabé riesenie tohoto problému je definované takto:

Definicia 6.2 (Slabé riesSenie). Nech platia predpoklady (P). Funkciu u € Lo ((0,7),2)
nazyvame slabym rieSenim problému (6.26),(6.27),(6.28), ak plati nasledujica integralna
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identita
r )
/ / (u(t,m)$ + o(ult, ) Av + f(t,x)v(t,m)) dadt (6.29)
0 Q

—}-/Quo(ac)v((),x)dx =0,
(6.30)

pre vietky funkcie v € C1(< 0,T),C?()) také, ze Vv-n = 0na < 0,T) x IQ a také, ze
v(T,x) = 0 pre vsetky x € Q.

Poznamka 6.3. Takto definované slabé riesenie sa casto v odbornej literattire nazyva aj
velmi slabé rieSenie.

Aj v tejto casti budeme predpokladat’, ze mame pripustni mriezku a taktiez diskretizaciu
v Case. Budeme pouzivat’ aj vSetky oznacenia z predchadzajucej Casti. Za tychto pred-
pokladov mézeme skonstruovat’ analogicky aj numerickti schému pre nelinearny pripad.
Jedind zmena bude v nelinearnom clene, kde mame dve moznosti:

e Vypocitat’ nelinearitu v predchadzajuicom ¢asovom kroku a ziskame explicitni
schému. Nevyhodou kazdej explicitnej schémy je jej podmiene¢né stabilita.

e Vypocitat’ nelinearitu v poc¢itanom c¢asovom kroku a ziskame implicitni schému.
Nevyhodou takejto implicitnej schémy je, ze vysledny algebraicky systém rovnic je
nelinearny.

Numericktl schému pre nelinearny pripad dostaneme analogicky ako v linedArnom pripade.
Teda predpoklady pre vypoctovil oblast’ a diskretizaciu budu také isté ako v predchadza-
jacej Casti. Tak isto aj definicia numerického rieSenia. Jedina (podstatnd) zmena sa bude
tykat’ difizneho c¢lena.

V tomto pripade teda mame pre [ = n - implicitnd schéma alebo [ = n — 1 - explicitna
schéma podobne ako v predchadzajtcej Casti pre 0 = ok € Eint

l

ul — u
//V<p(u(t, 5)) - 1y (s)dsdt ~ ja( L)df( K))m(a)k: = (p(ul) — p(uke)) T Lk
I, o

KedZe v tomto pripade mame homogénne Neumannove podmienky pre 0 = o1, € Eeut
je tento integral nulovy, takze v schéme sa nebude vyskytovat’.

Explicitna schéma
Numerickd scéma bude mat v tomto pripade tvar

n—1

m(K) S (o) (i) i = m(K)
cEeEK

VKeT,n=1,...,Np. (6.31)
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Implicitna schéma

()R S (o) — p(uf)) Ty = m(E) fR

ocefk

VKeT,n=1,...,Np. (6.32)

V tomto pripade sa existencia jediného numerického riesenia ukaze pomocou metody
pevného bodu [6], ktord sa d& zaroven aplikovat’ aj ako itera¢nd metéda na vypocet
numerického riesenia:

n,0 n—1
Ug =Ug
urf?m B “Z_l n,m n,m n
m(K) = ——— > (™) = o(ui™) Ty = m(K) fre (6.33)

VK eT VYm=1.....

Nasledujiaca veta je vlastne principom maxima pre numerické rieSenie tlohy pomocou
explicitnej schémy (pozri [6], strana 849 Lemma 18.1)

Veta 6.2 (Stabilita numerického rieSenia pre explicitnii schému). Nech platia
predpoklady (P). Nech 7 je pripustnd mriezka a k£ > 0 definuje ¢asova diskretizaciu.
Nech

U = |luollz..) + T fllzc0,7)x0)

a
B=  sup p(z) — oY)
—U<z<y<U r—=y
Oznacme .
Cy=——— VK 6.34
K B Z 7_07 € 7- ( )
ocefK

Nech plati:

k<m(K)Cg,VK €T (6.35)

Potom funkcia uy, 7 , ktora je riesenim (6.31), (6.10), (6.6) splia:

ur, Lo 0,7y x0) S U (6.36)
Dokaz. Nech n € {1,2,..., Nr} a predpokladajme, Ze

uit e (~U,U)VK € T.
Pre VK € T prepiSeme schému (6.31)do tvaru

a upravime




m(K) 2= wp g
kde definujeme
n—1 n—1
gp(u ) - QO(U ) n— n—
Ln_l n—Il( :OakuLl—uKlz()
Ur, Uk

Teraz vyuzijeme predpoklady pre nelinedrnu funkciu ¢ definované v predpokladoch (P)
a zneni lemy, kde vieme

-1\ n—1
) ol ) g vk LeT

a z predpokladov lemy z podmienky (6.35) hned’ mame

k
—— <1
C’Km(K) ’
a preto
kB kB
u| < (1 — —— T sup [u? 1 4+ —— T sup [u? 7Y + k| =
[ufe| < ( m(K) UEZSK K|L)L€T| L ‘ m(K) UEZ;K K|LL€I7)_’ L | |fK |
k k
1— ——— Ysup [+ ———— sup [ + k[ 2L,
( m(K)CK)Leg‘l L | m(K)CK LEI’?“ L | |fK |

Vyuzijic teraz vlastnosti funkcie f dokon¢ime odhad
| < sup [uf ™|+ Kl fl] oo(@r)-
LeT
A kedZe sme odhad urobili pre 'ubovolné K € 7T, zaverom mame
sup [uf| < sup [uf |+ k]| fllLoo(@r)-
KeT LeT
Vyuzijuc teraz tento odhad v indukcii pre n € {1,2,..., Ny} mame

sup [uf| < [|luol|zo (@) + 7k fl| Loo(@ar)
KeT

Zéverom pouzijeme definiciu numerického riesenia a fakt, ze nk < T ¥n € {0,1,... Np}
a odhadneme

ke, 7| < lluollzo @) + Tl fl|Loo(r) = U

O

Poznamka 6.4. Nech pre diskretizaciu N dimenzionalnej oblasti (2 s oznacenim h =
size(T) plati, Ze existujt kladné redlne ¢isla «, 3,7, také ze: m(K) > ah? , m(0K) <
BhN~1 pre vietky K € T a dy > vh pre vietky o € &, potom k < Ch? pre C = %’é.
vo vzt'ahu (6.35).
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Poznamka 6.5. Podobny vysledok sa da ukéazat’ aj pre implicitnd schému, avSak bez
podmienky (6.35).

Pozndmka 6.6. Nech {k,, T, }nen je postupnost’ pripustnych diskretizacii a ¢asovych kro-
kov a nech {uyg, 7, }nen je prislusnd postupnost’ numerickych rieseni (6.31), (6.10), (6.6).
Potom vd’aka (6.36) existuje funkcia u € Lo ((0,7) x ) a podpostupnost’ {ux,, 7, tnen
ktora konverguje k u v slabej* topoldgii.

Predchadzajica podmienka hovori o existencii funkcie u, ku ktorej podpostupnost’ rieseni
v istej topoldgii konverguje, ale treba ukazat’ jej konvergenciu ku slabému rieseniu nasho
problému.

Poznamka 6.7. 'V sekcii pre linearny pripad pre eliptické rovnice sme uvazovali homogénne
Dirichetove podmienky, a teda sme pracovali v priestore H}(f2). V tomto priestore sa
ekvivalentna norma dé definovat’ aj len pomocou gradientu funkcie (ako ihned’ vyplyva
z Friedrichsovej nerovnosti). Preto sme aj v tomto pripade definovali tzv. diskrétnu H}
normu. V tejto casti uvazujeme s Neumanovymi podmienkami a teda pracujeme

v priestore H;((2), kde takto definované zobrazenie nie je norma, ale len tzv. polonorma
(z vlastnosti normy nesplita podmienku, e norma je nulova préave vtedy, ked’ je dany prvok
nulovy). Teraz navyse pracujeme s parabolickymi rovnicami, takZe musime definovat’ ¢aso-
priestorovii analégiu diskrétnej Hi normy zo vztahu (3.5). Tato sa bude daf definovat
pre vSetky funkcie, ktoré budu v priestore a ¢ase po Castiach konstantné analogicky, ako
sme definovali numerické riesenie.

Definicia 6.3 (Priestor X(k,7)). Priestorom vsSetkych po ¢astiach konstantnych fun-
kcii, ktoré st dané ako hodnoty v reprezentativnhom bode kazdého konecného objemu v

kazdom ¢asovom reze t, = nk, t.j. na ¢asovom intervale I,, budeme nazyvat priestor
X (k,T). Jeho funkcie st definované

Y1t z) =9k, v K,tel,.

Definicia 6.4 (Diskrétna L,((0,T), H'(f))) polonorma). Nech 7' > 0,7 € R a Q
je polygonalna konvexna ohranicend oblast’ v RY, N = 1,2,3. Nech je 7 pripustna
diskretizacia ako v definicii (3.1) a k € (0,T"). Potom pre u € X (k, T) definujeme diskrétnu
L2((0,T), H'(Q)) polonormu takto:

=

|u

Nt
Lk T = (Z k Z T (Ul — u?()2> , (6.37)
n=0 o€c&

kde 7, = md(g) aoc=K]|L.

Podobne ako v eliptickom pripade konvergenciu zabezpeci Kolmogorovovo kritérium kom-
paktnosti 1.24 v tomto pripade v priestore Lo((0,7),2). K tomu s, analogicky ako pre
eliptické rovnice z vety 3.5, potrebné vysledky pre posun v priestore a case.

Postupné kroky st (pozri [6], strana 851 Lemma 18.2 a 18.3):

Veta 6.3 (Posun v priestore pre numerické rieSenie ). Nech 2 je polygonalna
konvexnd ohrani¢en4 oblast’ v R a (0,T), T > 0,7 € R. Nech T je pripustnd mriezka
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v zmysle definicie (3.1) a k£ > 0 definuje ¢asovu diskretizdciu na danom intervale. Nech
funkcia u € X (k, T). Definujme pre Vn € RY oblast’ Q,, = {z € Q;[z,z +n] C Q}. Potom

Ju(t, - +n) = u(t. ), ,) < [ulfprinl (] + 2size(T)), Vn e RY (6.38)

Dékaz pozri [6].

Teraz ked’ si uvedomime, Ze pre oblast’ {2, definovani vo vete 6.3 plati: Q — Q, C
Usen@Wni wy = {y —sm;y € 0,5 €< 0,1 >}, potom m(Q — Q) < |n|m(09), pretoze
m(wy) < |n|m(c). Tento poznatok je dolezity pre d’alsiu vetu:

Veta 6.4. Nech ) je polygonalna konvexni ohrani¢end oblast v RN a (0,7), T >
0,7 € R. Nech T je pripustnd mriezka v zmysle definicie (3.1) a k > 0 definuje ¢asova
diskretizaciu na danom intervale. Nech funkcia v € X (k, 7). Definujme @ = una (0,7") x 2
and @ = 0 na RVt — (0,T) x Q. Potom V7 € RY plati:

Hﬂ(, -+ 77) - 17,(, ')Hiz(RNJrl) <
ol (jul 7 (] + 22T)) + 2@l o) - V0 €RY  (639)

Dékaz pozri [6].

7 uvedenych viet vyplyva, Ze pre posun priblizného riesenia v priestore a Case je potrebny
odhad pre funkciu v diskrétnej Lo ((0,T"), H'(€2)) polonorme. Naga tiloha je ale nelinedrna
s nelineraitou definovanou funkciou ¢, a preto treba dokazat’ odhad tejto funkcie v
uvedenej polonorme.

Veta 6.5 (Odhad polonormy difiznej nelinearity). Nech platia predpoklady (P).
Nech T je pripustna mriezka v zmysle definicie (3.1) a k > 0 definuje ¢asovu diskretizaciu
na danom intervale. Nech £ € (0,1) a pre ¢asovy krok k plati:

m(K)

B > 75
O’ES(K)

k< (1-2¢) VK eT (6.40)

Nech funkcia uy, 7 , je dana vzt'ahmi (6.31), (6.10), (6.6). Nech

U = ||luollz..) + T fllzoc0,7)x0)

a B je Lipschitzovskd konstanta funkcie ¢ na intervale ,< —U,U >. Potom existuje
konstanta Fy > 0 zavisla len od dat Q, T, ug, f,p a &, ze plati:

o (ur,7) i 7 < Fr (6.41)

Dékaz pozri [6].

Poznamka 6.8. Podobny vysledok sa da ukézat’ aj pre implicitni schému avsSak bez
podmienky (6.40) [6].

Veta 6.6 (Posun v ¢ase pre nelinearny ¢len v numerickej schéme). Nech platia
predpoklady (P). Nech 7 je pripustnd mriezka v zmysle definicie (3.1) a & > 0 definuje
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Casovi diskretizaciu na danom intervale. Nech funkcia uy, 7 je dana vzt'ahmi (6.31), (6.10),
(6.6). Nech

U = ||uk, 7|1 ((0,7)x0)
a B je Lipschitzovské konstanta funkcie ¢ na intervale , < —U, U >. Potom pre V7 € (0,7
plati:
[lo(un,7 (- + 7)) = @(ur, (DL, (0,7-m) ) <
2B7 (|p(ur, 1)t 5.7+ BTm(Q)U|| |10 0.1)x)) Y7 € (0,T) (6.42)

Dokaz pozri [6].

Veta 6.7 (Konvergencia numerického riesenia). Nech platia predpoklady (P) a nech

U = |luollro. ) + Tl fllzo 0,1y x )

B= sp PW—el)
—U<z<y<U r—y
Nech ¢ € (0,1) je dané redlne ¢islo. Pre m € N je T, je pripustnd mriezka v zmysle
definicie (3.1) a k,;, > 0 definuje ¢asovu diskretizaciu na danom intervale a pre k,, plati

podmienka
km < (1 =&6m(K)Cg,VK €T (6.43)

pre tato pripustnt mriezku a ¢asovy krok. Nech uy,, 7, € X(kp,T) je dand vzt'ahmi
(6.31), (6.6), (6.10). Nech dalej size(T,,) — 0 as m — oo. Potom existuje podpostupnost’
postupnosti numerickych rieSeni, ktort znovu oznac¢ime uy,, 7, , ktord konverguje

k slabému rieseniu (6.26), (6.27), (6.28) ak m — oo v nasledujicom zmysle

o {uy,, 7, } konverguje k u vLo((0,T) x Q) v slabej* topoldgii.
o {p(ug,,7.)} konverguje k (u) v Li((0,T) x Q).

Dékaz pozri [6], strana 859 veta 18.1.
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6.3 Cvicenia.

1. Pre neznamu funkciu u(t,z), kde t € [0,T], T >0 a x €< a,b >, a < b,a,b € R
napiste linearnu parabolickil rovnicu s diftznym koeficientom rovnym 1 a nenulovou
pravou stranou. Na hranici je dand homogénna Neumannova podmienka. Poc¢iato¢na
podmienka tlohy je dané funkciou ug(x).

Napiste matematicky model tejto tlohy.

Definujte slabé riesenie tejto tlohy.

Napiste implicitn numerickt schému zalozent na Rotheho metéde a metdde konec-
nych objemov pre tito tlohu.

2. Pre nezndmu funkciu u(t, z,y), kde t € [0,1], a Q C R?
s hranicou 99 je obdlznik s hranou 1 v smere osi x a hranou 8 v smere osi y a
lavym dolnym rohom v pociatku stradnicovej ststavy napiste linearnu parabolickt
rovnicu s difiiznym koeficientom rovnym 2 + 8y a nenulovou pravou stranou rovnou
funkcii f(z,y) = 6xy. Na hranici 02 je dana nehomogénna Dirichletova podmienka
s hodnotou 6. Poc¢iato¢na podmienka tlohy je dana konstantnou funkciou ug(zx,y) =
6.
Napiste matematicky model tejto tlohy.
Definujte slabé riesenie tejto tlohy.
Napiste implicitn numerickt schému zalozenti na Rotheho metéde a metdde konec-
nych objemov pre tito ulohu.

3. Pre neznamu funkciu u(t, z,y), kde ¢t € [0,12] a Q C R? s hranicou 99 je Stvorec s
hranou 6 a 'avym dolnym rohom v pociatku stradnicovej ststavy napiste linedrnu
parabolickti rovnicu s difiznym koeficientom rovnym (z + 6y2) a nenulovou pravou
stranou rovnou f(t,x,y) =t + 6z + y. Na hranici 92 je dand nehomogénna Neu-
mannova podmienka s hodnotou 9. Poc¢iato¢néd podmienka tlohy je dana funkciou
uo(x) = 6z + 2y.

Napiste matematicky model tejto tlohy.

Definujte slabé riesenie tejto tlohy.

Napiste implicitni numerickt schému zalozenti na Rotheho metéde a metode konec-
nych objemov pre tito ulohu.

4. Pre nezndmu funkciu u(t, z,y), kde t € [0,20] a Q C R? s hranicou 95 je Stvorec s
hranou 2 a l'avym dolnym rohom v pociatku stradnicovej ststavy napiste linedrnu
parabolicki rovnicu s diftznym koeficientom rovnym (x + 2y) a nenulovou pravou
stranou rovnou f(t,x,y) = t + xy. Na hranici 012 je danid homogénna Neu-
mannova podmienka. Poéiatoénd podmienka tlohy je dana funkciou ug(x) = xy.
Napiste matematicky model tejto tlohy.

Definujte slabé riesenie tejto tilohy.
Napiste implicitn numerickt schému zalozenti na Rotheho metéde a metdde konec-
nych objemov pre tito ulohu.

5. Pre neznamu funkciu u(t, z,y), kde ¢t € [0,5] a Q C R? s hranicou 91 je Stvorec s
hranou 3 a l'avym dolnym rohom v pociatku stradnicovej ststavy napiste linedrnu
parabolickl rovnicu s diftznym koeficientom rovnym (x + y) a nenulovou pravou
stranou rovnou f(t,z,y) = t*> + zy. Hranica 9 = 'y U 5. Na c¢asti hranice I'y,
ktoru tvoria isecky Stvorca leziace na suradnicovych osiach je dand homogénna Ne-
umannova podmienka. Na ¢asti hranice I's, ktora tvoria zvysné dve tsecky Stvorca
je dand nehomogénna Dirichletova podmienka tvaru wu(t, si,s2) = t + s1s2, kde
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(s1,82) € I'y. Pociatoénéd podmienka tlohy je dana funkciou ug(x) = xy.

Napiste matematicky model tejto tlohy.

Definujte slabé riesenie tejto tlohy.

Napiste implicitn numerickt schému zalozenti na Rotheho metéde a metdde konec-
nych objemov pre tito ulohu.

. Pre nezndmu funkciu u(t, x,y), kde t € [0,5] a Q@ C R? s hranicou 99 je Stvorec s
hranou 4 a l'avym dolnym rohom v pociatku stradnicovej stistavy napiste linearnu
parabolickt rovnicu s diftznym koeficientom rovnym (22 + y?) a nenulovou pravou
stranou rovnou f(t,z,y) = t + x + y. Hranica 02 = T';y UT'5. Na ¢asti hranice T’y
ktoru tvoria tsecky Stvorca leziace na suradnicovych osiach je dani nehomogénna
Neu-

mannova podmienka =1t— 81 — S, kde (s1,s2) € I'1. Na Casti hranice Iy,
ktort tvoria zvysné dve tisecky Stvorca je dana homogénna Dirichletova podmienka.
Podiatoéna podmienka tlohy je dana funkciou ug(x) = —0,5(z? + y?).

Napiste matematicky model tejto tlohy.

Definujte slabé riesenie tejto tilohy.

Napiste implicitni numerickt schému zalozenti na Rotheho metéde a metdde konec-
nych objemov pre tito tlohu.

Ou(t,s1,s2)
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Kapitola 7

Namiesto zaveru

Na predchadzajucich strandch sme sa pokusili zhrnit zékladné poznatky z tedrie nume-
rickej analyzy diferencidlnych rovnic a vysvetlit ich pouzitie pre eliptické a parabolické
diferencialne rovnice.

Na tomto poli je dnes uz vyorané velké brazda poznatkov na rieSenie nielen linearnych
ale aj roznych nelinedrnych modelov, ktoré maju v technickej praxi velky vyznam. Ned4
mi nespomenut, Ze svojou troskou do mlyna prispela aj naSa katedra, a preto by som
na tychto poslednych strankach rada spomenula aspon niektoré publikacie ¢lenov nasej
katedry, ktoré sa zaoberaju touto problematikou.

Tieto prace sa zaoberaju nelinedrnymi modelmi, ktoré vychadzaji prevazne z problémov
spracovania obrazu. Niektoré st venované hlavne numerickej analyze navrhnutych dis-
kretizacnych schém zalozenych na metodike kone¢nych objemov. Iné okrem navrhnutia
vylepSenych schém ukazuju na prikladoch, kde sa da najst presné rieSenie, experimentalny
rad konvergencie (EOC- experimental order of convergence) a porovnavaju ho s teoretic-
kymi vysledkami. Iné st venované aj metéde tzv. diskrétnych dudlnych objemov (DDFV),
ktoré st v niektorych pripadoch velmi dobrym prostriedkom na numerické vypocty tloh
7 praxe.

Zo vsetkych ¢lankov kolegov z nasej katedry vyberam aspon niekolko, v ktorych poznania
chtivy citatel ndjde aj hodnotna a obsiahlu dalsiu literatiru k tejto téme.

[11],[16],[14],[13],[17],[23],[19],[12],[15],][20],[21],[22],[24],[25],[26],[29],[27],[28],[31], [30]

Verim, ze Citatel, ktorého dané problematika zaujala a chcel by sa jej venovat aj dalej,
najde v nizsie uvedenych ¢lankoch zdroj novych informaécii a podnetov k svojej vedeckej
praci.
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