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Predhovor

Tato ucebnica vznikla k predmetu Metéda konec¢nych prvkov (MKP) v studijnom programe
Matematicko-pocitacové modelovanie (MPM) na Stavebnej fakulte STU. Odportic¢ana je aj dokto-
random na Stavebnej fakulte, ktori maji zapisané predmety Vybrané state z matematiky 1 a 2.
Uzito¢na moze byt vsak pre kohokolvek, kto sa zoznamuje s metdédou koneénych prvkov.

V studijnom plane MPM je predmet MKP zaradeny do zimného semestra 3. ro¢nika bakalar-
skeho studia a pozostava z 2-hodinovej prednasky a 2-hodinového cvicenia. V mape predmetov na
Obr. 1 vidime, ako je predmet zasadeny do studijného programu (na ktoré predmety nadvéizuje,
s ktorymi suvisi a ktoré na nom stavaji). Schéma naznacuje, aké znalosti st potrebné na to, aby

Linearna algebra 1, 2 Softvér Mathematica 1, 2 Matematicka analyza 1, 2 Fyzikaine principy v mat.
modelovani
1ZS, 1LS 1ZS, 1LS 1ZS, 1LS 1LS

e p
Obyc¢ajné diferencialne Numerickeé rieSenie Parcialne diferencialne
rovnice diferencialnych rovnic rovnice
278 L 2LS ) 2Ls
[ [
4 )
Frlelene €———»|Metéda koneénych prvkovi€————>  Softvér ANSYS
Analyza
3ZS L 3Z8 ) 3ZS
V¢ Y VY ¢
Bakalarska praca MKP v statike konstrukcii Metdda okrajovych prvkov
3LS 4LS 5Z8
Pocita€. modelovanie MKP v dynamike rex i w . . -
) = - Pocitacové rieSenie poli Diplomova praca
a simul. v aerodyn. konstrukcii
528 528 5LS 578, 5LS

Obr. 1. Mapa predmetov Studijného programu Matematicko-pocitacové modelovanie stvisiacich s pred-
metom Metdda konecnych prvkov. Prerekvizity, stibezné predmety a nadvézujice predmety.

¢lovek rozumel tejto ucebnici a zvladol MKP. Priblizne povedané, treba vediet dost vela z mate-
matickej analyzy, diferencidlnych rovnic a vyhodou je vediet nieco z fyziky.

Na cviceniach studenti programuji v softvéri Wolfram Mathematica. Pocas semestra vytvaraju
programy na riesenie uloh metédou koneénych diferencii, metédou vazenych rezidui a tri MKP
programy:


https://www.math.sk/mpm/
https://www.svf.stuba.sk/sk/pre-studentov/studijne-plany.html?page_id=5475

ii

1. MKP na riesenie 1D staciondrnej rovnice 2. radu (4.1).
2. MKP na riesenie 1D nestaciondrnej rovnice 2. rddu (7.4).
3. MKP na riesenie 2D stacionarnej izotropnej rovnice 2. radu (9.3).

Na stranke k predmetu st predpripravené subory

e cv05, MKP pre 1D vedenie tepla (web) .nb,
e cv11-13, MKP 2D (web) .nb,

do ktorych studenti doprogramuju potrebné cCasti. Tvorba programov je v ucebnici rozdelena do
mnohych tloh, ktorych naslednost je uvedena v Tabulke 2, v stlpei ,,Cvidenie“ pod slovom ,Prog-
ramovanie“. Pre vSetky tlohy v ucebnici, v ktorych treba pouzit softvér Wolfram Mathematica,
pouzivame znacenie vo formaéte:

Uloha CISLO (Nazov | Odporicany nazov siboru.nb)
napriklad
Uloha 4.8 (Aproximaéné funkcie | cv03, MKP, aproximacne funkcie.nb)

Odportcany nazov siboru studentom pomdze zorientovat sa vo svojich programoch a na tieto nazvy
sa niekedy odvolavame aj v nadvéazujucich tlohéch.

Studenti MPM sa paralelne udia pracovat v koneénoprvkovom softvéri ANSYS, preto sa obcas
v texte vyskytnu ukazky riesenia iloh v ANSYSe, ¢i poznamky o tom, ako s ANSYSom suvisi to,
¢o vidime v tejto ucebnici.

V literatire o MKP mozno ndajst rézne typy knih. Niektoré stavaji na matematickom pri-
stupe [2], iné st zamerané skor inziniersky. Niektoré knihy, napriklad [12] aj tdto uéebnica, vy-
uzivaju kombindciou oboch pristupov. Reddyho kniha [12] a kniha Brennerovej a Scotta [2] boli
inSpiraciou na zostavovanie niektorych prednasok z predmetu MKP pre studentov MPM a pristup
z tychto knih sa preniesol aj do tejto ucebnice. Okrem spominanych knih na dalsie stidium MKP
odporticame napriklad knihy [6, 14, 17, §].

Aby bolo MKP jednoducho a pochopitelne vysvetlené pre zaciatocnikov, tak v tejto ucebnici
nerobime izoparametricki formuldciu MKP, ale pracujeme v kartézskych suradniciach (integruje sa
cez x,y, nie cez lokalne stradnice &, 7, vdaka ¢omu do hry nevstupuju jakobidny). Pri izoparamet-
rickej formuldcii sa napr. v 1D zoberie standardny (jednotkovy) element na intervale £ € [—1,1]
a pomocou aproximacnych funkcii N;(€) sa aproximuje geometria fubovolného elementu s uzlovymi
bodmi ¢ ako x(£) = 251! 28 N;(€), &ize Standardny element sa transformuje na Tubovolny. Formu-
lacia v kartézskych stradniciach poméha studentom pochopit zakladné principy MKP a pomerne
jednoducho MKP implementovat. Samozrejme, bez izoparametrickej formuldcie je tazkopadne/ne-
mozné urobit a vysvetlit mnohé veci (krivociare elementy, pritové a ramové konstrukcie, Gaussove
kvadratiry v 2D...). Izoparametricki formulaciu sa ale Studenti MPM naudia na dalsich predme-
toch v ramci stiudia (MKP v statike konstrukeii, MKP v dynamike konstrukcii, Metéda okrajovych
prvkov a Pocitacové riesenie poli, pozri mapu predmetov 1).

V ucebnici vo velkom vyuzivame referencovanie. Pri ¢itani elektronickej verzie ucebnice je naozaj
velmi uzitocné preklikavat sa medzi odkazmi a na ndvrat spdt na miesto, z ktorého sa citatel odklikol
vyuzit kldvesovii skratku (nie scrollovat).! V populdrnom prehliadaci Adobe Acrobat Reader na
navrat spat sluzi skratka

Al -+ —

1Klavesové skratky vo vieobecnosti enormne zvysuji rychlost a efektivitu prace. Naprieck tomu stale velkd cast
populécie ovlada len zopar zédkladnych skratiek (+, (Ctr)+[ V] a podobne). Je dobré sa pri praci s akymkolvek
opera¢nym systémom ¢i softvérom naucit a pouzivat ¢o najviac uzitoénych skratiek.


https://sites.google.com/site/lukastomekmath/vyucba/mkp?authuser=0
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ktord prehliadac¢ vrati na predchadzajice zobrazenie. Na posunutie na nasledujice zobrazenie sluzi
skratka [Alt]+ = | (je uzitotn4, ked sa preklikdvame viackrat a chceme sa medzi jednotlivimi mies-
tami presivat tam a spét).

Uéebnica je rozdelend na tri casti. Cast I zaé¢ina kapitolou 1, ktord je ivodom k tejto uéebnici.
Dalej v kapitole 2 predstavujeme a odvadzame niektoré matematické modely fyzikalnych dejov.
V kapitole 3 hovorime o niektorych numerickych metédach, ktoré sa pouzivaji na riesenie diferen-
cidlnych rovnic. Cast II je venovand MKP na riesenie 1D tloh. Zacéina sa rieSenim rovnice 2. radu
(kapitola 4), kapitola 5 pojedndva o MKP pre rovnicu 4. rddu (Eulerov-Bernoulliho nosnik). V ka-
pitole 6 sa na MKP pozrieme z hladiska funkcionalnej analyzy, hovorime o druhoch chyb, ktorych sa
dopustame pri rieseni tloh pomocou MKP a skimame konvergenciu k presnému rieseniu. Nasleduje
kapitola 7 o rieseni nestaciondrnych tloh a kratka kapitola 8 o numerickom integrovani pomocou
Gaussovych kvadratir. Cast III (kapitola 9) je o rieseni 2D tloh pomocou MKP. Pri prezentovani
MKP sa v jednotlivych kapitolach priblizne drzime vSeobecného postupu uvedeného v sekcii 4.1.
Sekcie, ktorych nézov je oznaceny hviezdickou si doplnkové a nie je nevyhnutné ich ¢itat. S ale
uzito¢né a netreba sa ich bat.

V Tabulke 2 uvadzame priblizny harmonogram vyuky MKP na MPM podla tejto ucebnice.
Harmonogram je zostaveny na 13 tyzdiiov (13 prednésok a 13 cvifeni). Na niektorych cviceniach
(hlavne zo zaciatku semestra) sa ¢iastoéne aj prednasa.

Niekolko slov k matematickému znaceniu. V ucebnici rozliSujeme viacero typov ,rovna sa“. Ich
viznamy zosumarizujeme na jednom mieste v Tabulke 1. Pre vektory v R? alebo R? pouzivame

Tabulka 1. Rozne typy ,,rovna sa“.

Symbol

Vyznam

Priklad

Obycajné rovna sa

3+5=28

Q

Priblizne sa rovna

sin(0.05) ~ 0.05

Rovné sa podla definicie (¢asto po-
uzivame, ked chceme nieco oznadit)

Zavedme oznacenie Fy 1 = F(t,11)
Vyraz F(t,41) ozna¢me ako F,4q.

Rovné sa podla definicie, v opa¢nom
garde

(1 — ) F(tn) + aF(rs1) = P
Vyraz vlavo oznacme ako F, 5, 11.

Identicky rovné

f(z)=0
funkcia f je identicky rovna nule (pre Iu-
bovolné )

(1=

Rovna sa, ktoré nizsie odévodnime

.
Jull = v/(u, )
1. Definicia normy indukovanej skaldrnym
stuc¢inom.

Chceme, aby sa rovnalo (,mé sa
rovnat “)

fx)=20+2=0,=2=—1

oznacenie so Sipkou, napriklad norméalovy vektor 77 alebo polohovy vektor 7. Vektory v maticovom
zapise sustav linedrnych rovnic ale znac¢ime obyéajnym pismom, napriklad Az = b (A je matica
sustavy, x je vektor neznamych a b je vektor pravej strany). Zlozky polohového vektora 7 znac¢ime
(z,y,z) alebo (x1,x2,x3) podla toho, ako je to v kontexte vhodné. Pre parcidlne derivicie budeme

. " . o . 2 o [ [
niekedy pouzivat aj skratené znacenie Oyu = %, 0% = %. Derivaciu v smere norméaly (normé-

x
lovi derivaciu) budeme oznacovat ako % = 7l - Vu. Gradient (skaldrnej) funkcie f znacime Vf

a divergenciu vektorovej funkcie (vektorového pola) F oznacujeme V - F.
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Tabulka 2. Priblizny harmonogram vyuky MKP na MPM podla tejto ucebnice.

Tyzden | Prednéska Cvicenie
1. | Predhovor 3.1 Met6éda koneénych diferencii
1 Uvod Programovanie:
2.1 Rovnica vedenia tepla v 1D Uloha 3.4 (MKD, Dirichlet)
Uloha 3.6 (MKD, Dirichlet4+Neumann)
2. | 3.2 Varia¢né metody 4.2 Diskretizacia vypoctovej oblasti
4 MKP pre DR 2. raddu, tvod 4.3.1 Slaba formulécia
4.1 Algoritmus metédy konecnych prvkov Programovanie:
Uloha 3.13 (Metéda vézenych reziduf)
3. | 4.3.2 Aproximacné funkcie, lin. elem. 4.3.2 Aproximacné funkcie, kvad. elem.
4.3.3 Dosadenie LK a AF do SF, lin. elem. 4.3.2 Aproximacné funkcie, Tub. stupen
4.4.1 Glob. sust. rov., lin. elem. Programovanie:
Uloha 4.8 (Aproximaéné funkcie)
4. | 4.5 Vyuzitie OP, lin. elem. 5 MKP pre DR 4. rddu, dokoncenie
Priklady 4.19, 4.25 (Glob. stst., lin. elem.) 5.1.1 Slab4 formulécia
Pozndmka 4.26 (Stuvis MKP a MKD) Programovanie:
4.6 Ries. glob. sust. a konstruk. prib. ries. Ulohy 4.15, 4.16 (Elem. mat. a pravd strana)
4.3.3 Dosadenie LK a AF do SF, kvad. elem.
Priklad 4.13 (Elem. sust., kvad. elem.)
4.4.2 Glob. sust. rov., kvad. elem.
5. | 5 MKP pre DR 4. radu Programovanie:
Uloha 4.23 (Glob. mat. a p. s.)
Uloha 4.27 (Vyuzitie OP)
Uloha 4.29 (RieSenie a vizualizicia)
6. | Poznamka 4.3 (SF na celej vypoc. oblasti) 6.4.2 Experimentdlny rad konvergencie
4.3.2, Globélne aproximacné funkcie Programovanie:
4.7 *Globélny pohlad Uloha 6.5 (Uzlové chyby)
6.1 Druhy chyb v MKP Uloha 6.38 (Vypodet chyb a EOC)
6.2 Pojem klasického a slabého ries., cast
7. | 6.2 Pojem klasického a slabého ries., dokoncenie Veta 6.21 (Vlastnost ortogonality)
6.3 Ritzova-Galerkinova metéda Lemma 6.22 (Optimalita R-G metddy)
6.4.2 Rad presnosti MKP
8 *Numerické integrovanie — Gaussove kvadratiry
Programovanie:
Uloha 8.5 (Gaussove kvadratiry)
Uloha 8.6 (Pouzitie Gaussovych kvadratir)
Odporucané samostudium:
Zvysné casti v 6.4 Odhad chyby R-G met.
8. | 7 Ries. nestac. tloh pomocou MKP, tivod 2.5 Pozdlzne deformécie prita
7.1 Zakladnad myslienka Programovanie:
7.2 Priestorovéd diskretizacia Uloha 4.34 (Deformécia piliera)
Uloha 4.35 (Def. piliera, ANSYS)
9. | 7.3 Casova diskretizacia Programovanie:
7.3.1 Cas. diskret., parabolicka rov. Uloha 7.9 (Nestac. RVT), po bod 7.
7.3.2 Cas. diskret., hyperbolicka rov., iba idea
10. | 2.2 Rovnica vedenia tepla v 2D a 3D Programovanie:
2.4 Priehyb membrany, cast Uloha 7.9 (Nestac. RVT), od bodu 8.
Uloha 8.8 (Pouzitie Gaussovych kvadratir)
Uloha 7.10 (Presktimanie schém)
11. | 2.4 Priehyb membrany, dokoncenie Programovanie:
9 MKP pre DR 2. rddu v 2D, tvod Uloha 9.7 (Diskretizacia)
9.1 Diskretizacia vypoctovej oblasti
12. | 9.2.1 Slaba formulécia Programovanie:
9.2.2 Aproximaéné funkcie Uloha 9.8 (Diskretizécia OP)
Uloha 9.13 (Aproximaéné funkcie)
Uloha 9.22 (Elem. mat. a pravi strana)
13. | 9.2.3 Dosadenie LK a AF do SF 9.6 Vypocet chyb a EOC
9.2.4 Vypocet hrani¢nych ¢lenov Programovanie:
9.3 Globélna sustava rovnic Uloha 9.25 (Glob. mat. a pravi strana)
Uloha 9.26 (Vyuzitie OP)
Uloha 9.29 (RieSenie a vizualizicia)
Uloha 9.33 (Vypoéet chyb a EOC)
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Cast I

Predtym, nez sa pustime do MKP






Kapitola 1

Uvod

Skoro kazdy jav v prirode (biologicky, mechanicky, geologicky, meteorologicky, priudenie kvapa-
lin...) sa d& opisat pomocou zdkonov fyziky v tvare algebraickych, diferencidlnych alebo integralnych
rovnic. Podobné matematické rovnice sa pouzivaju aj v inych oblastiach, napriklad v spracovani
obrazu, pocitacovom videni, strojovom uceni, ekondémii, finané¢nom modelovani a dalsich. Inzinieri
a vedci maja pri matematickom skiimani javov v podstate dve hlavné tlohy:

1. Matematicka formulicia procesu (tvorba matematického modelu). Na opisanie procesu
matematickym jazykom je potrebné rozumiet, ako skiimany jav funguje a treba poznat ma-
tematické nastroje, ktorymi mozno proces vyjadrif.

2. RieSenie matematického modelu. Tvorba matematického modelu je Casto ovela jedno-
duchsia tloha, nez hladanie riesenia matematického modelu. Ulohy sa riesia bud analyticky
(¢ize presne), ¢o mozno len vo velmi jednoduchych pripadoch, alebo vo vSeobecnosti nume-
ricky (Cize priblizne) s pouzitim numerickych metéd (vac¢sinou implementovanych v aplikac-
nych softvéroch).

Numerické metady

Na hladanie pribliznych rieseni diferencidlnych rovnic existuja rézne numerické metédy. Pouzi-
vaju sa napriklad tieto:

« Metéda koneénych diferencii'! (MKD alebo FDM - Finite Difference Method). Pouziva
sa pre §tvorcové alebo obdiznikové siete (resp. ich 1D & 3D analégie). V uzlovych bodoch
siete sa napisu algebraické rovnice, ktoré aproximuju diferencidlne rovnice.

e Variacné metédy. Hlavnou myslienkou je prepis diferencidlnej rovnice do tzv. variacnej
formulacie (v tvare integralu) a hladanie riesenia v tvare linedrnej kombindcie Y, ¢;p;, kde ¢;
st vhodne zvolené aproximacné funkcie a ¢; st nezname koeficienty. Koeficienty ¢; sa urcia
tak, aby bola splnend varia¢na formulacia.
Existuje vela varia¢nych metéd, napr. Galerkinova, Rayleigho-Ritzova alebo metoda vaze-
nych rezidui. Metddy sa lisia vyberom integralneho tvaru, aproximacénych funkcii a vaAhovych
funkeii. Na variacnom pristupe je zalozend aj Metdda konecnich prokov (MKP alebo FEM —
Finite Element Method).

« Metéda koneénych objemov? (MKO alebo FVM — Finite Volume Method)

e Metéda okrajovych prvkov? (MOP alebo BEM — Boundary Element Method)

!Studenti MPM sa s fiou zozndmia na predmete Numerické riesenie diferencislnych rovnic v letnom semestri
2. ro¢nika.

2Na MPM v réamci predmetov Numerické metédy v prideni v zimnom semestri 4. roénika a Spracovanie obrazu
v letnom semestri 4. ro¢nika.

3Na MPM v predmete Metéda okrajovych prvkov v zimnom semestri 5. ro¢nika.
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Velkym problémom klasickych variaénych metéd? je v pripade geometricky zlozitejsich vypoé-
tovych oblasti hladanie aproximac¢nych funkcii. Metéda konecnych prvkov tento problém prekondva
systematickym postupom na hladanie aproximacnych funkcii. Vypoctova oblast je reprezentovana
mnozinou geometricky jednoduchych oblasti, ktorym sa hovori koneéné prvky (elementy), pozri
Obr. 1.1. Na kazdom kone¢nom prvku sa nezndma funkcia aproximuje linedrnou kombinéciou po-
lynémov 1); (elementovych aproximac¢nych funkcii) ur¢itého stupna v tvare >, u;1p;. V tlohe ne-
znamych koeficientov vystupuji priblizné uzlové hodnoty u; neznamej funkcie u,” ktoré sa hladaji
tak, aby bola splnend variac¢nd formulacia.

Obr. 1.1. Nepravidelnd vypoctova oblast reprezentovana siefou konec¢nych prvkov.

Myslienka rozdelenia zlozitej oblasti na jednoduchsie, na ktorych vieme vyjadrit zelant kvantitu,
je velmi prirodzeny pristup. Pouzili ju uz staroveki matematici pri vypocéte obvodu kruhu, resp.
pribliznej hodnoty ¢isla 7, ked kruh aproximovali pravidelnym vpisanym mnohouholnikom. Metéda
konecénych prvkov sa vSak formdalne zacala vyvijat az v rokoch 1956 [16] a 1960 [1], pricom termin
Hfinite element“ (kone¢ny prvok) bol prvykrat pouzity v roku 1960 [3].

4Pod klasickymi sa myslia také, kde sa variaény pristup aplikuje na celi vypoétovii oblast.
5 Ako uvidime v kapitole 5, pri niektorych rovniciach vyssich rddov (napriklad rovniciach 4. rddu) st koeficientami
este aj priblizné hodnoty derivacii v uzlovych bodoch.



Kapitola

Matematické modely

V tejto kapitole uvddzame odvodenie niektorych diferencidlnych rovnic, ktoré st matematickymi
modelmi fyzikalnych dejov. V dalsich kapitoldach potom tieto diferencidlne rovnice budeme riesit
pomocou roznych numerickych metéd (hlavne metédou konecnych prvkov).

2.1 Rovnica vedenia tepla v 1D

Teplo priadi z miest s vyssou teplotou do miest s nizSou teplotou a rychlost pridenia zavisi od
strmosti teplotného spadu. Matematicky to vyjadruje empiricky Fourierov zdkon, ktory ma v 1D
tvar
ou
%7
kde ¢ je hustota tepelného toku, A je koeficient (stcinitel) tepelnej vodivosti materidlu,' u je
teplota a x je priestorova sturadnica. Podrobnejsi opis veli¢in a ich fyzikalne jednotky uvadzame
v Tabulke 2.1.

Existuje mnozstvo realnych situdcii, pri ktorych moézeme pouzit 1D model vedenia tepla. Nie-

ktoré z nich uvedieme. Nezndmou veli¢inou je vzdy teplota u(z, t), ktora je funkciou polohy z a ¢asu
t.

g=-A (2.1)

Mnozstvo tepla @, ktoré teleso prijme pri zmene svojej teploty vyjadruje kalorimetrickd rovnica
Q = me(ug — uy), (2.2)

kde m je hmotnost telesa, ¢ je mernd tepelna kapacita, uq je poCiatocné a wuo konecna teplota.
A i \\
.
L

Obr. 2.1. Ty¢ s konstantnym prierezom. Farebne je vyznaceny valec A X [x1, x2], ktory sa bude pouzivat
pri odvodeni rovnice vedenia tepla.

Y

~..
AN

!
/
i
!
!
i/
!
i
|
i
:
i
i
i

562

1
1
[l
[l
[l
[
\
\
\
\

-

!Niekedy skrétene hovorime aj ,tepelna vodivost“.
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Uvazujme ty¢ s konStantnym prierezom? A a s dizkou L, ktorej plast je izolovany (Obr. 2.1).
Okrajové podmienky na podstavach z = 0 a x = L nech nezdvisia od stradnic y a z. Intenzita
zdrojov tepla f nech v priestore zavisi len od x. Za tychto podmienok je neznamou teplota u(zx,t),
ktord zavisi od sturadnice x € [0, L] a ¢asu ¢ € [0, T]. Nasim cielom je odvodit diferencidlnu rovnicu
pre funkciu u(x,t).

Tabulka 2.1. Prehlad velic¢in.

Veli¢ina | Jednotka | Nazov Popis
u(z,t) | K Teplota v mieste x a Case t
c(x) J/kg K Merné tepelnd kapacita Mnozstvo tepla [J] potrebné na zohriatie
1 kg latky o 1 K
p(z) kg/m? Hustota
flxz,t) | J/m3s Intenzita (hustota) Mnozstvo tepla [J] vyprodukované v 1m?
zdrojov tepla za ls
q(z,t) J/m?s Hustota tepelného toku Mnozstvo tepla, ktoré prejde prierezom
Im?zals
A(z) W/mK | Koeficient (suéinitel) Mnozstvo tepla, ktoré prejde za 1 s medzi
tepelnej vodivosti protilahlymi stenami jednotkovej kocky,

ked sa ich teploty lisia o 1 K a ostatné
steny su izolované.

Pre infinitezimalny element dx s hmotnostou dm = p(z)Adz ma kalorimetrickd rovnica (2.2)
tvar

dQ = dmc(x)[u(z, t2) — u(z, t1)] = Ac(z)p(x) [u(z, t2) — u(z, t1)]dx,

kde t1,t2 € (0,7] st lubovolné casy. Pre teleso A x [z1,z2] (Obr. 2.1), kde z1,z2 € (0,L) st
lubovolné, sa celkové mnozstvo prijatého tepla vypocita ako

Q= /:2 Ac(z)p(z) [u(z, t2) — u(z, t1)] de.

Bilancia tepla (zdkon zachovania energie v integrdlnom tvare) pre teleso A X [x1,xo] mé tvar

/AC(HJ),O(CL‘) [u(z,te) — u(x, t1)] doe = /Aq(xl,t) dt —/Aq(mg,t) dt—i—//Af(a;,t) drdt. (2.3)

teplo, kt. prijme objem AX[z1,x2] teplo dodané zdrojmi

teplo, kt. prislo teplo, kt. prislo

cez I. stenu cez p. stenu

Vsimnime si, ze pri teple, ktoré prislo cez pravi stenu je znamienko minus. Je tam z toho dovodu,
ze smer do vnudtra objemu je smerom proti orientacii osi . Kedze prierez A je konstantny, mdzeme
A vykratit.

Uloha 2.1. S pouzitim Tabulky 2.1 overte, Ze fyzikalny rozmer (jednotka) kazdého ¢lena
v rovnici (2.3) je spravny (teda [J]).
Po tprave z rovnice (2.3) dostaneme

/:2 o(@)p(@) [z, ) — (e, 1) dz+ [ [g(zast) — qlas, £)] di = /m /“ Fla,t) o dt

1 t1 t1 x1

2Na ty¢ s konstantnjm prierezom sa obmedzujeme pre jednoduchost vykladu. Odvodenie rovnice pre tyé s pre-
menlivym prierezom A(zx) je analogické tomu, ako odvddzame rovnicu pre pozdlzne deformécie prita s premenlivym
prierezom v sekcii 2.5.
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a s pouzitim Newtonovho-Leibnizovho vzorca (A.1) v podintegralnych vyrazoch na lavej strane
dostaneme v kazdom c¢lene integraly cez rovnaku oblast, takze vSetko mézeme napisat pod jeden

integral
/ / ( @ 4 gq - (g;,t)> da dt = 0. (2.4)
i1

Rovnica (2.4) ma tvar

/t / G(z,t)dz dt =0, kde G(z,t) = c(x)p(x )(thb + gq (z,1).

Kedze integra¢né hranice t1,t2 € (0,7] a z1,22 € (0, L) st Iubovolné, musi byt podla Vety A.5
funkcia G nulova skoro vsade (az na mnozinu miery nula), G(x,t) = 0, z ¢oho dostavame zdkon
zachovania energie v diferencidlnom tvare (rovnicu kontinuity)

cp— + % = f(z,1). (2.5)

Rovnica kontinuity (2.5) obsahuje 2 nezndme funkcie u(z,t) a g(z,t). Potrebujeme teda este jednu
rovnicu, aby sme tlohu vedeli riesit.

Po dosadeni Fourierovho zékona (2.1) do rovnice kontinuity (2.5) dostaneme nestaciondrnu
rovnicu vedenia tepla v 1D

wple) 3y — o (N0 ) = Fa) (2.6)

Z matematického pohladu ide o parabolicki rovnicu. Rovnice tohto typu opisujt neustalené deje,
ktoré speju k ekvilibriu (rovnovdznemu stavu).

V pripade, ze sa teplota nemeni s ¢asom, ¢ize %@‘ = 0 (vtedy ani funkcia f nemoéze zavisiet od
¢asu t), dostdvame rovnicu ustdleného (staciondrneho) vedenia tepla

d du
—— | AMax)— | = f(x). 2.7
= (@) =@ (27)
Je to tzv. eliptickd rovnica. Rovnice eliptického typu vo vSeobecnosti opisuji ustdlené stavy.?

Okrajové podmienky

Pre nestaciondrnu rovnicu vedenia tepla (2.6) budeme uvazovat 3 druhy okrajovych podmienok.
Dirichletova okrajova podmienka, napriklad

u(L,t) = g(t),

sa pouziva, ked chceme zadat hodnotu teploty na hranici oblasti. Neumannova okrajova podmienka,

napriklad
ou
(5]

zadéva hustotu tepelného toku na hranici oblasti. Newtonova (alebo tiez Robinova) okrajova pod-
mienka pri vedeni tepla definuje konvekciu na hranici oblasti, napriklad

ez,

3Pre tplnost: Existuju este aj hyperbolické rovnice, ktoré opisuji napriklad pridenie kvapalin a plynov, §frenie
vin a podobne. V sekcii 2.5 odvodime jednu konkrétnu hyperbolicki rovnicu, a to pohybovi rovnicu pre deforméaciu
piliera.

= h(t)

= K (text — u(0,1)), (2.8)
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kde « je sucinitel prestupu tepla konvekciou (medzi materidlom a okolitym prostredim), ktory ma
jednotku W/m?K, a uey je teplota okolitého prostredia.? Pre staciondrnu rovnicu vedenia tepla
(2.7) pouzivame staciondrne analégie uvedenych okrajovych podmienok (nezévisia od ¢asu).

Casto sa pouzivaji aj tzv. zmiesané okrajové podmienky: Na kazdom okraji sa zada iny typ
okrajovej podmienky (napr. vlavo Dirichletova a vpravo Neumannova).

Pociato¢na podmienka

Pre nestaciondrnu rovnicu vedenia tepla (2.6) zaddvame okrem okrajovych podmienok aj po-
Ciatocnu podmienku, ¢ize hodnotu teploty v celej vypoctovej oblasti v ¢ase t = 0

u(z,0) = ug(z). (2.9)

Poznamka 2.2 (Nekonecnd stena). Rovnica vedenia tepla v tvare (2.6) sa da pouzit aj na
vypocet priebehu teploty v nekonecnej stene alebo ako priblizny model pre koneénid stenu
v oblasti, ktora je daleko od okrajov steny. Stiradnicova os x je orientovand v smere kolmo
na stenu (v smere normaly), pozri Obr. 2.2.

Murivo  Izolécia

Obr. 2.2. Nekonec¢né stena vo zvislom reze.

2.2 Rovnica vedenia tepla v 2D a 3D

Odvodenie rovnice vedenia tepla sa da urobif
naraz pre 2D aj 3D vypoctovia oblast. Pod vypoc-
tovou oblastou €2 si teda budeme predstavovat ob-
last Q C R? alebo © C R3. Chceme najst rovnicu,
ktord opisuje vedenie tepla v oblasti {2 v ¢asovom
intervale (0, T']. Neznamou je teplota u(7,t) v mieste
7= (z,y) € Q (resp. 7 = (z,y, z) v 3D tlohe) a ¢ase

t € (0,77.
Nech V' C Q je lubovolnd podoblast s hranicou A/
0V. Vektor @ bude oznacovat jednotkovi vonkajsiu * e

norméalu k hranici 9V, Obr. 2.4. Vyberme dalej lu-
bovolny casovy podinterval [t1,to] C (0,T].

Podobne ako v sekcii 2.1 aj tu vyuzijeme kalori-
metrickd rovnicu (2.2). Pre infinitezimdlny objem dV (v dvoch rozmeroch dV = dzdy a v troch
rozmeroch dV = dx dy dz) s hmotnostou dm = p(7)dV ma kalorimetrickd rovnica tvar

dQ = dm c(F) [u(7, t2) — u(F,t1)] = c(P)p(7) [w(7, ta) — u(F, t1)]dV,

“Ide o priblizny empiricky vztah. Hustota tepelného toku (rjchlost, akou ,tecie“ teplo cez hranicu) je timerné
rozdielu teploty okolia a teploty na hranici, pricom koeficient imernosti x je tym vacsi, ¢im lepSie sa teplo prendsa
medzi okolim a hranicou (zdvis{ napriklad od pridenia vzduchu v prostredi a podobne). V softvéri ANSYS sa k nazyva
film coefficient a wuext je bulk (alebo ambient) temperature.

Obr. 2.3. RieSenie rovnice vedenia tepla pre piest
spalovacieho motora v softvéri ANSYS [7].
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12)9)

ov

St

Obr. 2.4. V¥poétova oblast Q C R? a podoblast V' C €.

kde pouzivame oznacenia z Tabulky 2.1. Pre oblast V' sa celkové mnozstvo prijatého tepla vypocita
ako integral

Q= [ o) [u(r t2) ~ ulr.t2)] V.
1%

Bilancia tepla (zdkon zachovania energie v integrdlnom tvare) pre oblast V' v ¢asovom intervale
[t1,t2] ma tvar

/‘/C(F)p(F)[u(f',tg)—u(f',h)] dvz—/:g /(9v(j-ﬁd5dt+/t /f £)av dt, (2.10)

teplo, ktoré prijme objem V'

teplo, ktoré pritieklo teplo dodané zdrojmi

cez hranicu OV

kde ¢(7, t) je vektor hustoty tepelného toku. Skaldrny sicin ¢-7 vyjad-
ruje priemet hustoty tepelného toku do normély ku hranici 9V (nor-
malovi zlozku). Preto vyraz ¢- 7 dS vyjadruje, kolko tepla pretecie
cez infinitezimalny kisok dS hranice OV za jednotku ¢asu (Obr. 2.5).
Kedze 7i je vektor vonkajsej normély, tak integral fttf Joy @ 7idS dt
vyjadruje mnozstvo tepla, ktoré z oblasti V' wvytecie. Prave preto je
v bilancii (2.10) pred tymto integralom znamienko minus, aby sme
vyjadrili mnozstvo tepla, ktoré pritecie.

Obr. 2.5. Tok cez infinitezi-
malny kusok hranice dS.

Uloha 2.3. Podobne ako v rovnici (2.3), aj tu v rovnici (2.10) &itatelovi odport¢ame overit,
ze fyzikalna jednotka kazdého clena je spravna [J].

Aby vsetky integraly mali rovnakia oblast integrovania, tak na lavej strane v podintegralnom
vyraze vyuzijeme Newtonov-Leibnizov vzorec (A.1) a v prvom c¢lene na pravej strane Gaussovu
vetu (A.2). Dostaneme

to
// F)—dth //v qudt+/ /f £ dv dt
t1 t1 t1

a po uprave na jeden integral vychadza
to
ALK

Kedze oblast V' a interval [t1, 2] st lubovolné, tak podla Vety A.5 a Vety A.6 musi byt funkcia
G(7,t) = c(F)p(F)% +V-g— f(7,t) nulova skoro vsade, z ¢oho dostavame zdkon zachovania energie
v diferencidlnom tvare (rovnicu kontinuity)

c(7)p(7) —+V f(F,t)] dv dt = 0.

G(7t)

ou "
o +V-q= f(7,1). (2.11)
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Rovnica kontinuity (2.5) obsahuje 1 neznamu skaldrnu funkciu (7, ¢) a jednu neznamu vektorovi
funkciu ¢(7, t). Mame teda prili§ vela nezndmych, potrebujeme pridat dal$iu rovnicu (rovnice).

Poznamka 2.4. Predchidzajici postup dokonca zahina aj 1D pripad, ktory sme uviedli
v sekcii 2.1. Vtedy je vypoctova oblast interval 2 = (0, L), jeho hranicou si hranice intervalu,
¢ize body 02 = {0, L}. Podobne podoblast je interval V' = [x1, z2] s hranicou 0V = {z1, z2}.
Vektory ¢ a 7i st jednozlozkové (¢ize su to ¢isla), napriklad 7i(z1) = —1 a 7i(x2) = 1. Néh-
radou za Gaussovu vetu je Newtonov-Leibnizov vzorec (pozri Pozndmku A.3). Odporucame
¢itatelovi, aby si presiel cely postup a premyslel si, ako sa zredukuje na 1D pripad. Rovnica
kontinuity (2.11) sa teda v 1D zredukuje na tvar (2.5).

Fourierov zakon v 2D a 3D

Rovnako ako v 1D, aj tu vyuzijeme Fourierov zdikon (pozri sekciu 2.1), ktory ma v 2D, resp.
3D v pripade izotropného materialu® podobu

7= —AVu,  kde A= A(P), (2.12)

¢ize teplo tecie proti smeru teplotného gradientu (kolmo na izotermy). Vseobecne v pripade ani-
zotropného materidlu ma Fourierov zakon tvar

qd=—A\-Vu,
kde A = A(7) je matica (presnejsie maticova funkcia)

TV A1 Ao Asgs
A= [ 1 12] (2D pripad), ~ resp. A= |A1 Az Ags| (3D pripad),
Aor Ao
Az Az Azz

pricom zlozky A;; = Ayj(7) st funkciami polohy. Vektor ¢ v anizotropnom pripade vo vSeobecnosti
nie je rovnobezny s gradientom teploty (teplo netecie kolmo na izotermy).

Poznamka 2.5 (Drevo). Anizotropny materidl je napriklad drevo. Nech os z je orientovand
v smere vldken, potom matica tepelnej vodivosti ma podobu

A 00
A=[0 X 0], (2.13)
0 0 X

pricom plati A3 > A1, A9, ¢ize vodivost v smere vlaken je vysSia, nez v smere kolmo na ne.
V pripade, Ze sa matica tepelnej vodivosti anizotropného materidlu dé vyjadrit v tvare (2.13)
hovorime, ze material je ortotropni.®

“Lokalne sa to d4, samozrejme, vzdy. Z linedrnej algebry vieme, Ze v kazdom bode ¥ € V mdzeme néjst
takt bazu, ze matica tepelnej vodivosti bude v nej mat diagondlny tvar. V pripade ortotropnych materialov
je vsak tato baza rovnaka v kazdom bode.

Rovnica vedenia tepla

Po vyuziti Fourierovho zdkona (2.12) dostavame nestaciondrnu rovnicu vedenia tepla pre izot-
ropny material

ou
CPE

5Tzotropny materidl ma v kazdom smere rovnaki tepelnd vodivost.

— V- (A\Vu) = f(7,1) (2.14)
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a pre anizotropny material

cp?;; — V(A Vu) = f(F1). (2.15)

Z matematického hladiska ide o parabolické rovnice (rovnako ako rovnica (2.6) v 1D).
Uvedme este tri $pecidlne pripady izotropnej rovnice (2.14). Ak sa teplota nemeni s ¢asom, ¢ize
% = 0, dostavame rovnicu ustdleného (staciondrneho) vedenia tepla
-V - (AVu) = f(7), (2.16)

¢o je z matematického hladiska eliptickd rovnica (porovnaj s rovnicou (2.7) v 1D). Ak tepelnd
vodivost nezavisi od polohy (A = konst.), tak dostdvame Poissonovu rovnicu

—“AAu = f(7), (2.17)

kde Au =V -Vu = Vu = % + giyg + ‘3273 je Laplaceov operator. Ak nemame zdroje tepla (f = 0),
Poissonova rovnica (2.17) sa redukuje na Laplaceovu rovnicu

Au = 0.

Priklad 2.6 (Izotropnd 2D staciondrna rovnica vedenia tepla). V dvojrozmernom pripade
izotropnej staciondrnej rovnice vedenia tepla (2.16) detailny zapis rovnice vyzera takto

—0y (AOyu) — 0y (NOyu) = f(z,y), kde A = Az, y).

Priklad 2.7 (Anizotropna 2D staciondrna rovnica vedenia tepla). Anizotropni 2D stacio-
narnu rovnicu vedenia tepla dostaneme ako Specidlny pripad rovnice (2.15). Detailny zapis
ma tvar

—0y (Auamu -+ Algayu) = 8y (Aglaxu + A228yu) = f(.%', y), kde Aij = Aij (l‘, y).

Okrajové a pociatocné podmienky

Pre rovnicu vedenia tepla (2.14), resp. (2.15) uvazujeme, podobne ako v 1D, 3 druhy okrajovych
podmienok. Dirichletovou okrajovou podmienkou

u(r,t) = g(7,t), e d, te(0,T]

zaddvame teplotu u v bode 7 (a ¢ase t) na hranici oblasti 2.
Neumannova okrajova podmienka ma tvar

qn(7,t) = h(7,t), e o, te(0,7T], (2.18)
kde ¢, = ¢ - (—7) oznacuje hustotu toku do vnitra oblasti.’ Specialne v izotropnom pripade
s hustotou toku ¢ = —AVu vychadza

ou

G =T+ (~7) = i Vu = AL,

kde % oznacuje derivaciu v smere normély (normalovi derivaciu). Okrajovd podmienka (2.18)
v tomto pripade vlastne Specifikuje zmenu teploty v smere vonkajsej normaly. Pri vedeni tepla sa

5Je to naozaj hustota toku do vniitra, lebo (—#) je vnitornd norméla ku hranici 9.
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Casto uvazuje, ze nejaka Cast hranice je izolovana, ¢ize nou nepreteka ziaden tepelny tok, matema-
ticky ¢, = 0.7 Mbzeme to prepisat aj na tvar 77 - Vu = 0, ¢ize gradient teploty je kolmy na normélu
a rovnobezny s hranicou. To pre riesenie u v blizkosti nulového Neumanna znamena, zZe vrstevnice
funkcie u (izotermy) st kolmé na hranicu, pozri Obr. 2.6.

Newtonova (Robinova) okrajova podmienka definuje konvekciu v bode 7 na hranici oblasti

an (T, t) = K (Uext — u(0,1)), re o, te(0,T],

kde na pravej strane pouzivame rovnaké znacenie ako v 1D, pozri vztah (2.8). V staciondrnom
pripade zo vsetkych okrajovych podmienok vypadne cas t.

Rovnako ako v 1D, aj tu sa bezne pouzivaji zmiesané okrajové podmienky, ¢ize typ okrajovej
podmienky sa pozdlz hranice meni. Tak to vidime napr. aj na Obr. 2.6, na niektorych ¢astiach
hranice je zadana Newtonova, na niektorych Neumannova okrajova podmienka.

ANSYS
FLOT NO. 1
Neumann
qn = 0
Newton
k=25 W/m2K
Uext = —11°C
Murivo Izolacia
Neumann ¢, =0
|— | ]
-10.9763 ~4.47194 2.03245 8.53684 15.0412
-7.72413 -1.21974 5.28465 11.789 18.2934

Obr. 2.6. RieSenie 2D staciondrnej rovnice vedenia tepla (2.16) v softvéri ANSYS. Ide o vodorovny
rez kuta. Na vnatornych a vonkajsich stendch bola zadana konvekcia, Tava a dolna hrana st izolované.
Izotermy by redlne mali byt kolmé na tieto hrany az v nekone¢nej vzdialenosti od kiita. Standardne
sa takéto situdcie modelujui orezanim detailu v dostato¢nej vzdialenosti, aby vplyv tejto aproximécie
v sktimanych miestach (v kiite) bol zanedbatelny.

Pociatotnd podmienka ma tplne rovnaky tvar ako v 1D, pozri (2.9). Zaddme teplotu u(7,0)
v kazdom bode 7 oblasti 2.

2.3 Rovnica difuzie v 2D a 3D

Vedenie tepla mé vela spolo¢ného s dalsimi fyzikdlnymi javmi,
pri ktorych tec¢u nejaké kvantity, napriklad difuzia (napr. ¢aju vo
vode, Obr. 2.7) alebo pridenie vody v pérovitom prostredi. Odvo-
denie diferencialnej rovnice sa preto robi rovnako, len tu vystupuju
iné veli¢iny. Vzdy sa najprv odvodi zdkon zachovania (hmotnosti
alebo energie) a skombinuje sa so zdkonom, ktory dava do stvisu
hustotu toku s gradientom neznamej. Ako priklad uvidzame nesta-
cionarnu izotropnu rovnicu diftzie v 2D/3D.

Diftzia je samovolné prenikanie ¢astic nejakej latky medzi Cas-
tice inej latky sposobené nahodnym pohybom a zrazkami ¢astic ~Obr. 2.7. Diftzia ¢aju vo vode.

"V softvéri ANSYS a injch koneénoprvkovych softvéroch sa pouziva nulovd Neumannova podmienka ako auto-
matické (default) nastavenie. Cize ak v rovnici vedenia tepla nezaddme na niektorom okraji oblasti Ziadnu okrajovi
podmienku, ANSYS tento okraj automaticky chape ako izolovany (neprehddza cez neho tepelny tok).
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(Brownov pohyb). Tento proces makroskopicky opisuje rovnica diftizie. Nezndmou veli¢inou je kon-
centracia (hustota) difundujicej latky w (7, t) v mieste 7 a case t. Ako jednotku koncentrécie budeme
pouzivat kg/m3.%

V analdgii s rovnicou (2.10) urobime bilanciu hmotnosti, ¢ize napiSeme zakon zachovania hmot-
nosti v integralnom tvare pre oblast V' (Obr. 2.4) v ¢asovom intervale [t1,t2]. Na lavej strane bude
zmena hmotnosti latky v oblasti V' a vpravo dovody tejto zmeny

to R to
/u(F,tg)dV - /u(F,tl)dV _ —/ / 7. ids dt +/ /f(F,t)dth. (2.19)
\%4 1% t1 ov t1 Vv

hmot. latky hmot. latky hmot. latky, kt. pritiekla hmotnost 14tky

v obj. V v case t2 v obj. V v case t1 cez hranicu OV dodanej zdrojmi

Vektor (7, t) oznacuje hustotu (hmotnostného) toku? [kg/m?s] a funkcia f(7,t) je intenzita zdrojov
latky [kg/m3s].

Uloha 2.8. Podobne ako pri rovnici rovnici vedenia tepla overte, ze fyzikdlna jednotka
kazdého ¢lena v rovnici (2.19) je spréavna [kg].

Rovnicu kontinuity (diferencidlny tvar zdkona zachovania hmotnosti) ziskame tplne rovnakymi
krokmi, ako v sekcii 2.2. Na lavej strane vyuzijeme Newtonov-Leibnizov vzorec, v prvom ¢lene na
pravej strane Gaussovu vetu, vSetko ddme pod jeden integral a nakoniec vyuzijeme lubovolnost
oblasti V' a ¢asového intervalu [t1, t2]. Rovnica kontinuity vychddza v tvare

ou -

4 V.-j=f 2.20

5 i=rf (2.20)
Rovnicu kontinuity treba skombinovat so vztahom pre hustotu toku ; vyjadrend pomocou gradientu
koncentracie u. Latky maji tendenciu prenikat z prostredia s vyssou koncentraciou do prostredia
s nizSou koncentriciou. Matematicky to vyjadruje Fickov zdkon

j: —DVu,

kde D(7) je koeficient difizie [m?/s]. Po dosadeni Fickovho zékona do rovnice kontinuity (2.20)
dostavame rovnicu difizie

ou
o =V (DVu) = .

Poznamka 2.9 (Nelinedrna diftzia). Niekedy sa koeficient diftizie uvazuje aj zavisly od sa-
motnej koncentrécie u, ¢ize D(u, 7). Vtedy je rovnica diftzie nelinedrna. Matematické modely
zalozené na nelinearnej diftizii sa velmi Casto pouzivaju v oblasti spracovania obrazu.®

“Na MPM o nich je re¢ na predmete Spracovanie obrazu v letnom semestri 4. ro¢nika.

2.4 Priehyb membrany

V sekciach 2.1 — 2.3 sme matematické modely tvorili tak, ze sme skiimali fyzikalne zakony na
malej Casti vypoctovej oblasti a odvodili diferencidlnu rovnicu. V tejto Casti si ukdzeme, ze fyzikalne
zakony niekedy vedu priamo ku istej integrdlnej formuldcii na celej vypoctovej oblasti. Integralna
formulécia, ktort tu odvodime, sa nazyva slabd formuldcia a eSte o nej bude re¢, ked sa budeme

8Casto sa pouziva aj jednotka mol/m?®, kde mol je ldtkové mnozstvo.
9Hovori sa mu aj diftzny tok.
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zaoberat metédou koneénych prvkov.'9 Zo slabej formuldcie potom odvodime diferencidlnu rovnicu
pre priechyb membrany.'!

Pod membranou tu rozumieme pruzni
blanu zanedbatelnej hriibky, ktora nekladie od-
por v ohybe. Predpokladdme, Zze membrana je
v rovnovaznom stave, pricom jej tvar budeme
opisovat funkciou dvoch premennych () =
uw(z,y), kde ¥ = (z,y) € Q C R2 pozri
Obr. 2.9a. Dalej predpokladajme, Ze posunu-
tia membrany s len vo zvislom smere (v smere
osi z, ¢ize u(r) vyjadruje posunutie v bode 7)
a vonkajsie sily posobia taktiez len vo zvislom
smere, Obr. 2.9b. Hustotu vonkajsich sil (v jed-
notkédch N/m?) v mieste 7 ozna¢me ako f(7),
skratene jej budeme hovorit aj len ,sila“. Na-
priklad gravitacna sila ma hustotu f = —pg, Obr. 2.8. Membrénové prestresenie pédia (Baltimore,
kde p je plogna hustota membrany [kg/m?] a g USA).
je gravitacné zrychlenie. V pripade, ze je sila f
nulovd, tak membrana bude mat tvar minimdlnej plochy, Cize takej plochy prichytenej na zadanu
hranicu, ktord ma minimélny plosny obsah.'? Takéto plochy sa s oblubou vyuzivaji v architektire,
Obr. 2.8.

Z A
Z A T T f
T o) T
u(r) e
(7) 9
1 ! I
1 g |
1 1 1 } 1
1 1 1 I | 1
}
: ! : . u(r): !
1 T + v : 1 |
! 1
1 1 Yy ! : :
: 1 } T
| | | | DY
| -1 =
o0 rooa 99
T (b) Schematicky néért membrdny. Rovnovazny stav u(F), vy-
(a) N4¢rt membrany nad oblastou Q C R chyleny stav v(7).

Obr. 2.9. Nac¢rt membrany.

Budeme uvazovat membranu, ktord je na hranici €2 upevnena. To vyjadruje Dirichletova okra-

jova podmienka
u(i) = g(), e o, (2.21)

¢ize funkcia g(7) opisuje vysku, v ktorej je membréna v bode 7 € 92 upevnena.

2.4.1 Celkova praca na zmenu tvaru membrany

Predstavme si, ze membranu deformujeme z rovnovazneho stavu u(7) do nového vychyleného
stavu v(7), pricom funkcia v(7) tiez splia okrajovi podmienku (2.21) (hranicu teda nedeformujeme),

10Cize slaba formuldcia nie je len ,matematicky vymysel“, ako by sa to z pohladu MKP mohlo zdat.

Odvodenie slabej formulécie, ktoré uvedieme, pochadza z knihy [10].

12y odvodeni, ktoré budeme robit, sa v jednom kroku robi isté pribliZenie, takZe rovnica, ktorti dostaneme, opisuje
minimélne plochy len priblizne.
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pozri Obr. 2.9b. Na deforméciu je potrebné vykonat pracu W, ktord je stic¢tom dvoch prac,
W =Wy + Wy, (2.22)

kde Wy je prdca proti sile f pOsobiacej na membranu zvonku a Ws je prdca vynaloZend na zmenu
plosného obsahu membrdny, ¢ize praca proti vnitornym silam.

Praca proti vonkajsej sile vyjadruje posobenie sily po urcitej drahe. Na prenesenie infinitezi-
mélneho kiska membrany nad pléskou d2 = dx dy (ktord je nad miestom 7) z vysky w(7) do novej
vysky v(7) vykond sila pracu (Obr. 2.9b)

f(7)dQ (v(F) = u(F)) = f(7) (0(F) — u(F))dQ.
sila dréha

Nami vykonand prdca (proti sile f) na posunutie kiiska d€2 bude s opaénym znamienkom
AW, = —f(v —u)dQ = f(u —v)dQ.

V pripade gravitacnej sily mame f = —pg, ak navyse oznacime rozdiel vysok ako h = v — u
a hmotnost kiska m = pdf2, tak dostaneme znamy vzorec pre potencidlnu energiu dW; = mgh.
Pracu Wy na posunutie vSetkych casti membrany vypocitame ako

W = /Qf(u — ) dq. (2.23)

Teraz vyjadrime pracu vynalozent na zmenu plochy membrany. V rovnovaznom stave infinitezi-
maélna oblast dQ2 na grafe funkcie u(7) vytne plosku (Obr. A.5) s obsahom dS(u) = /1 + ||[Vu||? dQ
(pozri rovnicu (A.13) a jej odvodenie) a na grafe funkcie v(7) plosku dS(v) = /1 + [|[Vv|? d2. Na
zmenu obsahu plosky preto treba vykonat pracu

AWy = p <\/1 +IVol2 — /1 + ||Vu|2> de,

kde p je tuhost membrany v jednotkach N/m, ktord vyjadruje, ako velmi je membréna napnuta.'3
Na zmenu celkového plosného obsahu teda vynalozime pracu

Wy = /Qp (\/1 + Vo2 — /1 + \|vu||2> dq. (2.24)

Vztah (2.24) je pomerne zlozity. Pri predpoklade, ze membrana v rovnovdznom aj deformovanom
stave ma malé sklony, ¢ize normy gradientov ||Vul|, || Vv|| st malé, tak pre pracu Wa mozeme urobit
linedrne priblizenie (linearizdciu) funkcie h(c) = /1 + ¢, kde € = ||Vu|?, resp. € = ||Vv]||? v okoli
e = 0. Taylorov rozvoj (A.4) nam do 1. radu dava

1 1 1
h =+/1 ~ h 1% =14+ - —— =1+ —¢. 2.2
(e)=V1+e (0) + h'(0)e + 3 Vite 8205 + 26 (2.25)

Po vyuziti Taylorovho rozvoja (2.25) vo vztahu (2.24) dostaneme

1 1 1
War [ o (1451900 = (14 519u?) | a2 =5 [ (Vo = [VuP) . (226)
Q Q

Celkovd prdca (2.22) na zmenu tvaru membrany teda s vyuzitim vztahov (2.23) a (2.26) vycha-
dza

1
W= W) + W = / f(u =) dQ+ f/p(uqu? [ VulP) dg. (2.27)
Q 2 Ja

3 Tuhost niekedy moze zavisiet aj od miesta 7.
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2.4.2 Nutna podmienka minima potencialnej energie

Nech Ulu] a Ulv] oznacuji potencidlnu energiu membrany v stave u resp. v. Zékon zachovania
energie hovori, ze celkovd prdca na zmenu tvaru membrany sa rovnd rozdielu potencidlnej energie
vo vychylenom stave U|v] a v pévodnom rovnovaznom stave U [u]

W =U[v] — Ulul.

Teraz mdzeme dosadit vyjadrenie (2.27) za W a napisat vztah pre potencidlnu energiu vo vychyle-

nom stavel?

1
U] =Ulu]+ W =Ulu] + /Q fu—v)dQ+ 3 /Qp (||Vv||2 — ||Vu||2) . (2.28)
Princip minima potencidlnej energie hovori, ze v rovnovaznom stave u je potencidlna energia mem-
brany najmensia, ¢ize
Ulu] < Ulv] pre lubovolny tvar v. (2.29)
Lubovolny tvar v vieme vyjadrit ako rovnovazny stav u plus vychylka

v =u+ tw, (2.30)

kde ¢ je Tubovolné redlne ¢islo a w je Tubovolné posunutie (vychylka) membrény, pre ktoré plati
nulovéd Dirichletova okrajovd podmienka

w(f) =0, 7€ (2.31)

Homogénna Dirichletova okrajova podmienka pre w je tu preto, aby u a v spiiiali rovnaki okrajovi
podmienku. Tvar (2.30) dosadime do (2.28), pri¢om eSte vyuzijeme

[Vo||? = (Vu + tVw) - (Vu + tVw) = |[Vul|? + 2tVu - Vw + 2| Vw]||%.
Po dosadeni ziskame

1
Ulv] = Ulu + tw] = Ulu] —t/ fwdQ—i—t/ pVu - Vw dQ + §t2/ || Vw||? dS2. (2.32)
Q Q Q

Vyraz Ulu + tw] mdzeme chapat ako funkciu premennej ¢. Z principu minima potencidlnej energie
(2.29) vieme, ze minimum tejto funkcie sa rovnd Ulu]. Nadobuda sa v rovnovaznom stave u, teda
vo funkcii Ulu + tw] sa dosahuje pre ¢t = 0. Nutnd podmienka minima funkcie Uu + tw] preto ma

tvar
dU[u + tw]

dt =0

t=0

Po dosadeni vyrazu (2.32) dostdvame

dUu + tw] | _ (—/fwdﬂ+/qu-deQth/pHVwHZdQ)’
Q Q £

dt
:f/fwdQJr/qu-deQ:O.
Q Q

t=0

Nutnd podmienka minima potencialnej energie teda vedie k tomu, Ze rovnovazny stav u splia
rovnicu

/ pVu - VwdQ) = / fwdQ), pre vietky w také, Ze w|yn = 0. (2.33)
Q Q

Integralna rovnica (2.33) sa zvykne nazyvat aj slabd formuldcia problému na celej vypoctovej
oblasti Q.15 O slabej formulcii budeme este vela hovorit v kapitolach 4 az 9, ktoré sa venuji
samotnej metode konecnych prvkov. Funkcii w sa v kontexte slabej formulécie hovori vdhovd (alebo
testovacia) funkcia.

14Zobrazenie U -] zobrazuje funkcie na &isla. Zobrazenia tohto typu sa nazyvaji funkcionély.
15Pozri Poznamku 4.3 aj 9.14. Tu ndm na pravej strane nevysiel ziaden hraniény é&len, lebo pouzivame nulovi
Dirichletovu okrajovi podmienku (2.31).
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2.4.3 Diferenciilna rovnica pre priehyby membrany

Z integralnej rovnice (2.33) teraz odvodime diferencidlnu rovnicu pre priehyby membrany. Za-
kladna myslienka je dostat obe strany rovnice (2.33) pod jeden integrél tak, aby sme mohli vytat
funkciu w a vyuzit jej lubovomost. Upravme podintegralny vyraz na lavej strane rovnice'6

pVu-Vw =V - [p(Vu)w] — V- (pVu)w

Po dosadeni do rovnice (2.33) mame
/ V- (p(Vu)w) d2 — / V- (pVu)w dQ = / Sfw dS.

V prvom integrali pouzijeme Gaussovu vetu (Veta A.2, pricom zvolime F = p(Vu)w), pomocou
ktorej prepiseme integral cez oblast {2 na integral po hranici 02

/89 (p(Vu)w) .ﬁdS—/QV - (pVu)w dQ = /wa a6,

=0

Hrani¢ny integral je nulovy, lebo podla okrajovej podmienky (2.31) je funkcia w na hranici nulova.
Po dprave dostavame

/Q(—V - (pVu) — fHwdQ = 0.
)

Kedze w je lubovolna funkcia, tak podla Vety A.24 musi byt funkcia G := —V - (pVu) — f nulova
skoro vsade, z ¢oho dostavame diferencidlnu rovnicu pre priehyb membrdny

—V - (pVu) = f. (2.34)

Poznamka 2.10. Vsimnime si, ze matematicky model (2.34) je identicky staciondrnej rovnici
vedenia tepla (2.16). Rovnakym matematickym modelom sa daji opisat javy v mmnohych
dalsich oblastiach (napr. v elektromagnetizme alebo prideni tekutin).

2.5 PozdlZne deformécie prata

(a) Viaduc de Millau (Francizsko [9]). (b) Prutova konstrukcia mosta (California, USA [15]).

Obr. 2.10. Vyuzitie pritov.

16Toto sa dé lahko odvodit rozpisanim skaldrnych stéinov cez sumy a vyuzitim Leibnizovho pravidla
V- Z Do (P(Dr,w)w) =D (02, (p Dayw)w + p Oy, uBy,w) = V - (pV)w + pVu - Vo,

Pouzili sme znacenie x; = x, 2 = y.
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Vela redlnych konstrukcii je naméhanych fahom alebo tlakom. Namahanie fahom, resp. tlakom

)

|

~

e h .
8

Obr. 2.11. Prut s premenlivym prierezom A(z). Farebne je vyznaceny vysek [z, 2], ktory budeme
pouzivat pri odvodeni matematického modelu.

V tejto ¢asti odvodime matematicky model pre pozdiZne deformdcie prita. Uvazujme prit,
ktorého os je priama a ktory moze mat aj premenlivy prierez A(x) (Obr. 2.11), ale hustota p
a Youngov modul pruznosti E zivisia len od pozdiznej stradnice z. Dalej uvazujme, ze prit je
namdhany len osovymi silami (t. j. v smere osi x, ¢ize tlakmi a fahmi). Nezndmou veli¢inou bude

pozdlzne posunutie (deformacia) u(z,t) v mieste z € (0,L) a ¢ase t € (0,T].'7 Prehlad vietkych
veli¢in a ich jednotiek vidime v Tabulke 2.2.

Tabulka 2.2. Prehlad veli¢in.

Velic¢ina | Jednotka Néazov Poznéamka
u(z,t) | m Pozdlzne posunutie v mieste
a Case t
p(x) kg /m? Hustota
fobj(z) | N/m3 Intenzita (hustota)

Napr. hustota gravitacnej sily

objemovych sil fobj = —pg

A(z) m?
o(x,t) | N/m?=Pa
E(z) N/m%=Pa

e(z,t) 1 (bezrozmerné)

Prierezova plocha v mieste x
Osové napiitie

Youngov modul pruznosti
Relativne predlzenie

Pri odvodeni rovnice pouzijeme zndmy (druhy) Newtonov zdkon

F = ma,

(2.35)

kde m je hmotnost telesa, F' je celkova sila pdsobiaca na teleso a a je jeho zrychlenie.

Poznamka 2.11 (Vystiznejsi zdpis Newtonovho zdkona). Tradiény zapis Newtonovho za-
kona v tvare (2.35) je prakticky, ale je trochu nestastny v tom, ze nevystihuje podstatu tohto

Posunutie teda nezavisi od prie¢nych siradnic, vietky body v reze pre konkrétne z maji rovnaké posunutie
u(zx, t).
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zakona. Na pochopenie je vystiznejsi zapis
F 1
a=—, alebo a=—F. (2.36)
m m

Povedané ludskou recou: ak na teleso pdsobi sila F', tak bude zrychlovat so zrychlenim a =
%, ktoré je timerné sile F' a koeficient timernosti je % (Gize, ¢im je hmotnost m vicsia,
tym je zrychlenie mensie). Zapis (2.35) hovori, ako méame vypocitat silu, ked vidime teleso
zrychlujice pod tGéinkom tejto sily. Zapis (2.36) hovori, ako vypocitame zrychlenie telesa, ked

nanho budeme po6sobit silou.

Newtonov zdkon (teda bilanciu sil) napiSeme pre Iubovolny vysek pruta — interval [z1, 5]
(Obr. 2.11). Ak u(x,t) je posunutie v mieste = a Case t, tak rychlost v(x,t) a zrychlenie a(z,t)
sa pocitaju ako

TR
SOt oo
Pre infinitezimélny element dz s hmotnostou dm = p(z)A(z)dz mé Newtonov zakon (2.35) tvar
2
dF =dma = p(x)A(x){;tg dx,

a po integracii dostdvame Newtonov zakon pre vysek pruta
22 9%y

F= / A—— dzx.
A rY>

Celkova sila F' posobiaca na vysek [z1, z2] sa sklad4 z objemovych a plognych sil'®

P /” ForjAda + o (22, 1) Azs) — o(21, ) A1),

plosné sily
objemova sila
kde fobj(x) je intenzita (hustota) objemovych sil, o(x2,t)A(z2) je osova sila posobiaca na vysek cez
pravu stenu a o(z1,t)A(x1) je osova sila posobiaca cez lavi stenu, pricom o(z,t) je osové napéitie
v mieste x a Case t. Newtonova pohybova rovnica pre vysek [x1,x2] ma teda tvar

D) 2 a2u
/ fovjAdx + o(z2,t)A(xe) — o(x1,t)A(z1) = / pA— dx.
1

x1 8t2
[72 2 (5A) du

r1 Ox

T

Na Tavej strane vyuzivame Newtonov-Leibnizov vzorec (A.1). VSetky ¢leny mozeme dat pod jeden

integral
2 Pu 9

KedZe interval [x1, z9] je lubovolny, tak podla Vety A.5 musi byt podintegralna funkcia nulové skoro
vsade, z ¢oho dostavame pohybovi rovnicu
Pu 0
PA@ " or (0A) = fobjA. (2.37)
Rovnica (2.37) obsahuje 2 nezndme funkcie u(x,t) a o(x,t). Potrebujeme teda este jednu rovnicu,
ktord tieto nezndme dava do stuvisu. Na to posluzi Hookov zdkon
ou

=Fe=FE— 2.38

180bjemové sily posobia v celom objeme telesa (napriklad gravitacna alebo elektrostaticks sila). Plosné sily posobia
cez sty¢nua plochu.
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kde E je Youngov modul pruznosti materidlu a funkcia ¢ = % je relativne (pomerné) predlzenie
infinitezimalneho intervalu dz. Hookov zakon hovori, Ze ¢im viac materidl deformujeme, tym vécsie
napétie v nom vznika.

Poznamka 2.12 (Relativne prediZenie). Vzorec pre relativne predizenie ¢ = %Z sa da na intu-
itivnej irovni lahko odvodit. Bod x sa posunie o u(z,t), bod x+ Ax sa posunie o u(z + Az, t),
¢ize povodna vzdialenost bodov Ax sa zmeni o u(xz + Ax,t) — u(z,t), a preto relativne pre-
diZenie infinitezimalneho intervalu dz = limag,_0 Az je

~ lim u(z + Az, t) —u(z,t) _ Ou
© 7 Arso Ax - Ox

Poznamka 2.13 (Osova sila). Osova sila sa pocita ako sticéin osového napétia o a prierezovej

plochy A, ¢ize
Fos=0A= AEgu.

T

Kladné osova sila Fos(x,t) hovori o tom, ze prut je v bode z natahovany, zdpornd hovori
o stlaceni v bode z.

Po dosadeni Hookovho zdkona (2.38) do rovnice (2.37) konecne dostdavame finalnu pohybova
rovnicu pre pozdlzne deformécie prita

Pu 0 ou
A— — — |AE— ) = 2.
p ot2 Oz ( ax) 5 (2.39)
pricom sme zaviedli oznacenie f = fon,;A (dlzkova hustota sily, jednotka N/m). Stéinu AFE sa

hovori osova tuhost. Z matematického hladiska ide o hyperbolicki rovnicu. Rovnice tohto typu
typicky opisuju neustdlené deje, v tomto pripade pozdlzne kmitanie prita. Ak méame A(x) = konst.,
E(x) = konst. a f(x) =0, potom sa rovnica (2.39) redukuje na vlnovi rovnicu

Pu  ,0%u

gu_ 20U
ot? 0x?’

kde ¢ = ,/% oznacuje rychlost Sirenia pozdlznych vln v priate. V pripade, Ze sa posunutie nemeni
s Casom, Cize %—? = 0, dostavame rovnicu pre ustdleny stav

d du

- (Ade) = f. (2.40)

2.5.1 Okrajové podmienky

Pre rovnicu (2.39) budeme uvazovat 3 druhy okrajovych podmienok. Dirichletova okrajova
podmienka, napriklad

u(0,1) = g(t),

sa pouziva, ked chceme zadat hodnotu posunutia na konci prita (najcastejsie ide o fixovani pod-
peru, ¢ize u(0,t) = 0). Neumannova okrajova podmienka, napriklad

(40| =R

z=L

zaddva osovu silu Fug(L,t) pdsobiacu na konci prata (pozri Pozndmku 2.13). Ak Fp(t) je kladné,
sila posobi v smere osi z, ak je Fp(t) zaporné, tak proti smeru. Newtonova (Robinova) okrajova
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podmienka sa pouziva napriklad v pripade, ak mame pilier na pruznom podlozi (os x smeruje
nahor)

ou
<A(:c)E(a:)a—> =k A(0) u(0,t), (2.41)
x
pricom pouzivame najjednoduchsi tzv. Winklerov model podlozia, v ktorom je podlozie modelované
ako stistava pruzin. Konstanta k& [N/m?] sa nazjyva koeficient loznosti podlozia (vyjadruje, aké je
podlozie tuhé), su¢in k A(0) [N/m] mozeme chapat ako tuhost podpery (pruziny, ktord posobi na
dolnu stenu piliera).

=0

2.6 FEulerov-Bernoulliho nosnik

V tejto casti odvodime matematicky model,
ktory opisuje ohybanie a priecne kmitanie nosni-
kov (Obr. 2.12), drevenych tramov, dosiek ¢i koné-
rov stromov. Existuje viacero takjchto modelov,
najjednoduchsim je tzv. Eulerov-Bernoulliho nosnik,
ktory sa v praxi pouziva velmi ¢asto. Prie¢ne defor-
mécie st komplikovanejsie nez pozdizne, a ako uvi-
dime, dostaneme diferencidlnu rovnicu, ktora je az
4. rddu v priestore. Nosnik je tzke dlhé teleso, kto-
rého os je pred deforméciou priama, orientovat ju bu-
deme v smere osi x. Nosnik méze mat aj premenlivy
prierez A(z), Obr. 2.13. Pri deformécii na Obr. 2.13
su (pomyslené) vldkna v hornej Casti nosnika stla-
cané a v dolnej casti natahované. Niekde medzi nimi
existuje os, ktora nie je ani stlacana, ani nataho-
vana, tej sa hovori neutrdlna os, Obr. 2.13. Pri odvo-
deni matematického modelu budeme predpokladat,
ze prierezova plocha A(x) zostéva pri deformécii nos-
nika rovinna a kolmd na neutrilnu os (neuvazuju sa
teda Smykové deformécie).

Obr. 2.12. Zelezobeténové nosniky.

T
[
[
VN
\

Obr. 2.13. Nosnik premenlivého prierezu A(z). Funkcia u(x,t) opisuje posunutie neutralnej osi.

Nezndmou je prie¢na deforméacia (priehyb) wu(z,t) [m], ktord vyjadruje posunutie neutralnej
osi nosnika v mieste x a case t.2° Krivke u(z,t) sa hovorf aj ohybova alebo priehybova ¢iara. Pri
odvodeni modelu vychddzame z Newtonovho zdikona (2.35), podobne ako pri pozdiinych deformé-
cidch nosnika v sekcii 2.5. Tentokrat ho vSak napiSeme pre prie¢nu zlozku sily posobiacu v smere
osi y. Newtonov zdkon (teda bilanciu sil) urobime pre lubovolny vysek nosnika — interval [z1, x2]

9Dobry prehlad je napriklad v élanku [4].
29Mysli sa posunutie vo zvislom smere y. Posunutia v smere osi  a z neuvazujeme.
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(Obr. 2.14). KedZe prie¢ne zrychlenie je a = %, tak pre infinitezimalny element dx s hmotnostou

f(x,t)

|
I
0 1 x ) \/I/ xz

Obr. 2.14. Nosnik zatazeny hustotou sily f(x,t).

1 A(:E) 1
| i L1@=--====-== - - - L Y4
e . l e . ! dx= 7 2
0 z ) L —kdudx
Viz,t) Va1, 1)
Obr. 2.15. Interpretécia priecnej sily V(z, t). Obr. 2.16. Sily pdsobiace na vysek [z, x2].
dm = p(z)A(z)dr ma Newtonov zdkon (2.35) opét tvar
0%u
dF =dma = p(a;)A(x)w dzx,
a po integracii dostavame Newtonov zakon pre vysek nosnika
2 0%
F= A— dx. 2.42
| pag dr (2.42)

Zostava urcit celkovi silu F' posobiacu v smere osi y na vysek [z1, z2]. T4 sa skladd z viacerych sil
(Obr. 2.16) a moézeme ju vyjadrit v tvare

Zo T2
F = V(wa,t) — V(x1, 1) +/ fda:+/ —kdude. (2.43)
priecne sily &/—/ L/—/
zatazenie reakcia podlozia

Symbol V (z,t) oznacuje priecnu silu (angl. shear force) v mieste x a case t. M6zeme si ju predstavit
tak, Ze keby sme nosnik v mieste x v mysli prerezali na dva kusy (pozri Obr. 2.15), tak V(z,t)
je priecna sila, ktord posobi na lavy kus na prierez A(x) smerom nahor (touto silou pdsobi pravy
kus na lavy). Na zdklade zdkona akcie a reakcie sila posobiaca na pravy kus musi byt opacné.
Prave preto mame v celkove;j sile (2.43) priecne sily v tvare V(x2,t) —V(z1,t), Obr. 2.16. Na kazdy
infinitezimélny element dx pdsobi v smere osi y vonkajsia zvisld sila f(z,t)dz, kde f(z,t) [N/m]
je (dlzkova) hustota zvislej sily. MdZe to byt vonkajsie zatazenie alebo gravitaéna sila (s hustotou
f(x,t) = —pgA(z)). V pripade, ze nosnik je uloZzeny na pruznom podlozi, tak podlozie tla¢i na
nosnik. Ak podlozie modelujeme Winklerovym modelom (pozri zéver predchddzajicej sekcie), tak
na element dz posobi sila —kd(x)u(z, t)dz, kde d(z) je sirka nosnika v mieste = a konstanta &k [N /m?]
koeficient loznosti podlozia. Znamienko minus je tu preto, lebo pre zaporné posunutia (nadol)
podlozie ma tlacif nahor, ¢ize kladnou silou.

Teraz celkov silu (2.43) dosadime do Newtonovho zakona (2.42), vyuzijeme Newtonov-Leibni-
zov vzorec (A.1) pre prieénu silu a vsetky ¢leny dame pod jeden integral, ¢im ziskame

T2 9%u ov
/Il <pA8t2+kdu—ax—f> dz = 0.
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Kedze interval [z1,z2] je Tubovolny, tak podla Vety A.5 musi byt podintegralna funkcia nulova

a dostavame pohybovi rovnicu
0%u oV
A— + kdu — — = f. 2.44
Méme v nej zatial dve nezndme — posunutie u(x,t) a prie¢nu silu V(x, t), ktoru si eSte potrebujeme
vyjadrit pomocou u(x,t).

2.6.1 Vypocet priecnej sily
Na vypocet priecnej sily vyuzijeme Newtonov zdkon pre rotacny pohyb
T=la, (2.45)

kde I je moment zotrvacnosti telesa, 7 je celkovy moment sily pdsobiaci na teleso a « je jeho uhlové
zrychlenie. Tento zadkon pouzijeme pre maly element Az a jeho rotaciu vzhladom na stred (os rovno-
beznt s osou z pretinajicu neutralnu os v bode x+ %), pozri Obr. 2.18. Pri Eulerovom-Bernoulliho
nosniku sa rotaény pohyb prierezovych ploch A(x) povazuje za velmi maly (zanedbatelny) a uhlové
zrychlenie o sa polozi rovné nule.?! Zikon (2.45) sa teda redukuje na rovnovdhu momentov sil,
7 = 0. Celkovy moment sily je (rameno priecnych sil je %)22

r=V(z, t)% +V(z+ Az, t)% + M(x+ Az, t) — M(z,t) =0, (2.46)

kde M (z,t) oznacuje ohybovy moment (angl. bending moment) v mieste x a ¢ase t. Ohybovy mo-
ment moézeme interpretovat nasledovne. Podobne ako pri priecnej sile, aj teraz si v mysli rozrezeme
nosnik v mieste  (Obr. 2.17) a ohybovy moment M (x,t) je vgslednica momentov osovyjch sil, ktoré
posobia na lavy kus (vzhladom na os rovnobezni s osou z prechddzajicu bodom z na neutralnej
osi). Ohybovému momentu sa eSte budeme detailne venovat v sekcii 2.6.2. Zo zdkona akcie a reak-
cie vyplyva, Ze na pravy kus posobi opaény moment rovnakej velkosti. Z rovnice (2.46) po tprave
mame

V(x,t)+ V(x4 Ax,t) N M(x + Ax,t) — M(x,t)

2 Az =9
a po limitnom prechode Ax — 0 ziskavame vztah pre priecnu silu
oM
V(z,t) = ———. 2.47
(,) = =5 (2.47)
V(z + Ax,t)
M (z,t) M(z + Az, t)

x"__ﬁoj__"x—kAa:

Az

Vix,t)

Obr. 2.18. Momenty sil posobiace

Obr. 2.17. Interpretédcia ohybového momentu M (z,t). na eloment Az

21To je rozumné priblizenie, ak je vy$ka nosnika zanedbatelna oproti dizke a ak nie je nosnik prili§ ,,poprehybany“.
Priblizenie mézeme chapat aj tak, ze moment zotrvacnosti I elementu Az je zanedbatelny. V niektorych modeloch,
napriklad v Timoshenkovom—Ehrenfestovom modeli, sa tento efekt nezanedbéva.

2Zpripominame, e moment sily 7 sa poéita ako 7 = rF, kde r je rameno sily F.
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Poznamka 2.14 (A ¢o moment sily zatazenia a sily podlozia?). Preco v celkovom momente
(2.46) neuvazujeme momenty sil spdsobené zatazenim resp. podlozim? Tieto ¢leny st jed-
noducho vyssSieho rddu malosti a st zanedbatelné vo¢i ohybovym momentom a momentom
priecnych sil, ¢o sa da aj matematicky nahliadnut. Napriklad pre silu spésobenti zatazenim,
by jej celkovy moment sily bol priblizne®

Az

—f (:L'—{—%Al‘,t) %—l—f(x%—%Ax,t) 7

~— (f(:n, t) + 0, f (x, t)im) % + (f(x, t) + 0y f(x, t)%Aw) %
= 20 (1) (An)?,
¢ize timerny (Az)2. Tento ¢len teda aj po predeleni Az v limite Az — 0 vypadne.
“Pouzivame skritené oznacenie pre parcidlnu deriviciu 0, f = SL.
Po vyuziti vztahu (2.47) teda pohybova rovnica (2.44) prejde na tvar
pA?;g + kdu+ 8;?24 =f. (2.48)

Zostava nam este vhodne vyjadrit ohybovy moment M.

2.6.2 Vypocet ohybového momentu

Na vypocet ohybového momentu M (z, t) potrebujeme
zosumovat momenty osovych sil v celom priereze A(z).
Osova sila pdsobiaca na infinitezimalny plosny element
dA = dy dz sa vypocita ako —odA a rameno tejto sily je
y, Obr. 2.19. Napétie o(z,y,t) je osové napétie posobiace
v smere osi x v priereze A(z) vo vyske y nad neutralnou
osou. Celkovy moment sily teda bude

M(l’,t) - - / yO’(ZL’,y,t)dA M
A(z)
Vyjadrime si eSte osové napatie o(z,y,t) = E(z)e(x, y,t).
Relativne predlzenie € ,,vldkna* nosnika vo vyske y nad
neutralnou osou sa podla Obr. 2.19 vypocita ako
c— (R—y)dp — Rdyp __Y (2.49) Obr. 2.19. Vypocet ohybového momentu.

Rdy R’

kgie R je polomer krivosti neutralnej osi, Rdyp je dizka vldkna pred deforméciou a (R — y)dy je
dlzka vldkna po deformécii. Aby vztah (2.49) bol spravny aj pre ohnutie nadol, tak pre ohnutie
nadol chapeme R ako zaporné. Kedze % je podla Definicie A.12 znamienkova krivost, tak relativne
predlzenie (a teda aj napétie) je vlastne imerné znamienkovej krivosti. Podla Vety A.11 sa nas
polomer krivosti R vypocita ako

14 (0,7

0%u
Na tomto mieste urobime priblizenie — budeme uvazovat iba malé sklony, ¢ize |0,u| < 1. V tom

pripade polomer krivosti je R = ﬁ. Relativne predizenie (2.49) teda vychadza e(x,y,t) =

R=
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—y02u(z,t). Teraz moézeme vyjadrit celkovy moment osovych sil M(x,t) (ohybovy moment)

M=— / yodA L — / yEedA % / VEPudA ' E o / VAL ET0%,  (2.50)
Ala) ne Ale) Ala)

—_———
=1(z)

kde sme postupne vyuzili

1. Vztah o0 = Fe.

2. Vztah ¢ = —yd2u.

3. Vynatie ,konstant* (funkcii nezavislych od y a z) pred integral.
4. Oznacenie integralu.

Zosumarizujme naSe zistenia. Ohybovy moment M [Nm] a priecna sila V [N] sa podla vztahov
(2.50) a (2.47) pocitaju ako

0%u 0 0%u
M(z,t) = E(x)](a:)w, V(z,t) = ~ (E(x)[(m)aﬁ> , (2.51)
kde funkcia I(z) [m?*] je tzv. moment zotrvacnosti prierezovej plochy A(z) a pocita sa ako
I(z) == / y? dy dz. (2.52)
A(z)

Virazu b(x) = E(z)I(z) [Nm?] sa hovorf ohybova tuhost a vyjadruje, aké naroéné je nosnik v mieste
x ohnut — zavisi od materidlu a tvaru prierezovej plochy A(x), ¢o je intuitivne zrejmé. Na zéklade
vztahu (2.50) dostavame z rovnice (2.48) findlnu pohybovi rovnicu pre priecne kmitanie nosnika
v tvare

0%u 0? 0%u

¢o je diferencidlna rovnica 4. radu.

Poznamka 2.15 (Interpretacia derivéicii u). Videli sme, Ze derivicie posunutia u maji jasna

geometrickd, resp. fyzikdlnu interpretaciu: 1. derivacia je sklon neutralnej osi, 2. derivacia

tzko stvisi s ohybovym momentom a 3. derivacia zase s prie¢nou silou.

V pripade, Ze sa posunutie nemeni s ¢asom, ¢ize %1; = 0, a nosnik nie je na podklade (k = 0),
tak dostavame Fulerovu-Bernoulliho rovnicu v standardnom tvare

2 2'LL
< (E(x)f(z)jxg) = f() (2.54)

ktora opisuje priec¢ne deformécie nosnika v ustdlenom stave.

Poznamka 2.16 (Pouzitie v praxi). Zaujimavostou je, Ze matematicky model (2.54) bol
odvodeny matematikmi (Euler, Bernoulli) uz okolo roku 1750. V stavebnictve sa tento model
zacal pouzivat az od ¢ias Eiffela (okolo roku 1887).

2.6.3 Okrajové podmienky

Kedze rovnica (2.53), resp. (2.54) je diferencidlna rovnica 4. radu, tak je potrebné zadat 4 okra-
jové podmienky, dve na kazdej strane vypoctovej oblasti, aby sme mohli rovnicu riesit. V tejto casti
sa pozrieme na to, aké su typické pripady okrajovych podmienok.
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Votknuty koniec. Ak je nosnik na konci pevne fixovany, ¢ize sa nemdze posiuvat ani otacat,
hovorime, zZe je votknuty. Votknutie v bode x = 0 zapiseme ako

ou

u(0,t) = o, . .
r=

= 007
¢ize nosnik je uchyteny vo vyske ug nad osou x a sklon je 6y. NajCastejsie sa pouziva votknutie
ug =0, 6y = 0.

Podoprety koniec. Podopretie znamena, Zze posunutie fixujeme a ohybovy moment je nulovy,
¢ize napriklad podopretie v bode & = 0 sa matematicky vyjadri ako

u(0,t) = up, M(0,t) = (EIaQQL) =0.

0x2

=0

Rovnako sa formuluje zavesenie aj klbové pripojenie nosnika (nosnik sa v klbe méze volne otécat).

Volny koniec. Ak je koniec nosnika volny, znamena to, ze je na nom nulovy ohybovy moment
aj priecna sila. Napriklad pre volny koniec x = L mame okrajové podmienky

0u 0 0
M(L,t)= | FI— =0 V(Lit)= |—— | FI— =0.
( 7 ) < 83:2) z=L ’ ( ’ ) l Ox ( 6$2>] z=L
Zatazeny koniec. Koniec nosnika moze byt zatazeny zvislou silou, Cize
0%u 0 0%u
M(L,t)= | FI— =0 V(Lt) = |—-—— | Fl— =W.
( ’ ) < 61'2) =L ’ ( ’ ) l Ox ( 8$2>‘| z=L ’

Existuju aj dalsie moznosti, ktoré nebudeme rozoberat. Napriklad koniec nosnika méze byt
odpruzeny, nosnik méze byt podoprety a stcasne zatazeny momentom sily. Okrajova podmienka sa
moze menit aj v case. Dolezité je, ze na kazdom konci (v bode z = 0 aj = L) musia byt zadané
dve okrajové podmienky, pricom:

e V prvej okrajovej podmienke Specifikujeme bud posunutie u alebo prie¢nu silu —3% (b%).

e V druhej podmienke Specifikujeme bud sklon g—: alebo ohybovy moment b%.

Nemozeme teda zadaf zaroven posunutie a zvislu silu, resp. stucasne sklon a ohybovy moment.
Fyzikélne to nedava zmysel.

K okrajovym podmienkam pre Eulerov-Bernoulliho nosnik sa este vratime v kontexte metody
konec¢nych prvkov v Poznamke 5.2.

Poznamka 2.17 (Kombinécie okrajovych podmienok). Niektoré kombindcie pravej a lavej
okrajovej podmienky maji v stavebnictve svoje Specidlne ndzvy. Napriklad, ak je nosnik
na jednej strane votknuty a na druhej volny, hovori sa mu konzola alebo konzolovy nosnik.
Situacii, ked su oba konce podopreté, sa hovori jednoducho podoprety nosnik alebo tiez
jednoduchy (prosty) nosnik.
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Kapitola 3

Numerické metdédy

Predtym, nez zacneme s metédou koneénych prvkov, uvedieme niektoré numerické (priblizné)
metody na rieSenie diferencidlnych rovnic v jednej dimenzii. V sekcii 3.1 budeme hovorit o metode
kone¢nych diferencii a v sekcii 3.2 o variacnych metdédach.

3.1 Metoéda konecnych diferencii

Metéda koneénych diferencii (MKD) je numerickéd metdda, pri ktorej sa diferencidlna rovnica
aproximuje systémom algebraickijch rovnic, pricom na aproximaciu derivacii sa pouzivaju konecné
diferencie. V tejto casti si pripomenieme zékladné principy MKD.! Najprv sa pozrieme na to, ako
sa konstruuje siet a ako sa v jej uzloch aproximuji prvé a druhé derivacie. Potom budeme pomocou
MKD riesit konkrétne tlohy.

Majme vypoctovi oblast 2 = (0, 1). Diskretizujme ju na konecény pocet intervalov [x;, z;11], kde

i=1,...,n,pricom 1 = 0a x,41 = 1 (Obr. 3.1). Uvazujme rovnomern siet, ¢ize x;11 —z; = h pre
vSetky i = 1,...,n. Namiesto presného riesenia u(z) hladdme priblizné (numerické) riesenie U (z),
ktorého uzlové hodnoty v bodoch z1,...,z,+1 budeme oznacovat uq,...,up+1 (¢ize U(x;) = u;).

Numerické riesenie U(x) je dané linedrnou interpolaciou hodnét u; (Obr. 3.1). Od numerického
rieSenia by sme chceli, aby sa jeho hodnoty so zjemmnovanim siete blizili k uzlovym hodnotam

. s v e vy h—0
presného riesenia, ¢ize u; — u(x;).

U U(Z) Ui Ujqp1 u(‘L)
Un41
ug o h
| |
i | |
21 =0 2o Tio1 Xi Tigl Tpy1 =1
Obr. 3.1. Vypoctova oblast Q = (0,1) s rovnomernou sietou s uzlovymi bodmi z1, ..., 2,41, presné
rieSenie u(z) (Cervend) a priblizné rieSenie U (x) (modrd) s hodnotami uy, . .., 4,41 v uzlovych bodoch.

Derivéacie v diferencidlnej rovnici nahradime koneé¢nymi diferenciami, ktoré odvodime pomocou
Taylorovho rozvoja (Veta A.9) presného riesenia v uzlovych bodoch. Pozrime sa na situédciu v okoli
bodu z;, Obr. 3.2. Hodnotu funkcie u v bode x;11, resp. x;—1 vieme pomocou Taylorovho rozvoja
funkcie u(x) v bode z; vyjadrit ako

1 1 1
w(@ip1) = u(w:) + o' (2:) (@ig1 — x3) + iu"(m)(mﬂ —x;)® + ?ulu(«xi)(wi+1 —x)* + Iu(‘l)(gci)(ggwrl —z)t e
/ 1 " 1 " 1
u(xio1) = u(@:) + o' (@) (Tic1 — ) + Fu (z:)(zic1 —x3)° + Tl (z:)(wic1 — 2:)* + Iu(4)($i)(zi71 —z)t

'Pre §tudentov MPM to bude v podstate opakovanie z predmetu Numerické riedenie diferencidlnych rovnic z letného
semestra 2. ro¢nika.
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Ak vyuzijeme, ze x;11 — x; = h resp. x;_1 — x; = —h, dostaneme
u(isn) = ule) + 4 (eo)h 4 S (wh® + @R+ g @R+ O),  (31)
(i) = u() — /()b -+ S @ — S @bt + @t 00, (32)
kde O(h%) oznacuje ¢leny rddu h° a mensie,?
I
u(wiv1)

Ti—1 T; Ti+1

Obr. 3.2. Aproximécia derivacie v bode x; doprednou, spéatnou a centralnou diferenciou.

Aproximacia 1. derivacie
Z rozvoja (3.1) tpravou dostéavame

u(@iv1) — u(wi)
h

() + %u”(:z:i)h +OM?). (3.3)

zanedbame
Ak je siet dostatocne hustd, ¢ize hodnota h je mald a funkcia u(z) ma ohranic¢ent druht derivaciu,

tak vo vztahu (3.3) mozeme zanedbat cleny radu h a vyssie,

(Zit1) — ul@i)
h

U
u' () ~ (3.4)
Aproximéciu prvej derivicie vztahom (3.4) nazyvame doprednd diferencia.> Chyba aproximécie
(3.4) je timernd h, a teda aproximécia je prvého rdadu presnosti. Ked rieSime konkrétnu tlohu me-
tédou konecnych diferencii, tak derivacie funkcie u v uzlovych bodoch z; nahradzame kone¢nymi
diferenciami. Dostaneme tak stustavu algebraickych rovnic, v ktorej st neznamymi uzlové hodnoty

u(xy), ..., u(xn41). Kedze pri aproximéacii koneénymi diferenciami sa dopustame chyby, tak nemdo-
zeme ocakavat, Ze hodnoty, ktoré dostaneme rieSenim systému, budi presné uzlové hodnoty u(z;),
i =1,...,n+1. Dostaneme nejaké priblizné hodnoty, ktoré oznac¢ujeme u; ~ u(x;),i=1,...,n+1.

Priblizné hodnoty su zatazené chybou rovnakého radu, ako kone¢né diferencie. Pri aproximacii prvej
derivacie doprednou diferenciou teda moézeme priamo nahradzat prva deriviaciu pomocou pribliz-
nych hodndét takto

Wit — U
u(z)  — % (3.5)
Podobne z rozvoja (3.2) dostaneme aproximaciu 1. derivacie spdatnou diferenciou
Uy — Uj—
u/(il) — : B - 17 (36)

ktora je tiez prvého radu presnosti. Ak od vzfahu (3.1) odéitame vztah (3.2), mame

w(wisr) — u(wi—1) = 2 (z;)h + %u”’(xi)hg‘ + O(h5)

2V angli¢tine sa tomuto znaceniu hovori ,Big O notation*.
3Pozerdme sa z bodu x; dopredu na bod x;41.
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a 7z toho
u(zi1) — u(wi-1)

/ ]‘ n
5T =/ (x;) + —u" (z;)h* + O(h?). (3.7)

3!

zanedbame

Prvi derivaciu funkcie u v bode x; mézeme teda nahradzat aj centrdalnou diferenciou

’ Ui+l — Ui—1
dr) — e 3.8
() . (33)
Zo vztahu (3.7) vidime, Ze tato aproximdacia 1. derivacie je druhého rdadu presnosti (zanedbali sme
¢leny, v ktorych je h?).

Poznamka 3.1 (Geometrickd interpretécia koneénych diferencii). Predchadzajice aproxi-
mécie mozeme interpretovat takto (pozri Obr. 3.2): sklon (¢ize deriviciu) u/(z;) nahra-
dzame pri doprednej diferencii (3.4) smernicou (sklonom) priamky prechddzajicej bodmi
(23, u(xi)) & (Tit1, u(xit1)), pri spitnej diferencii smernicou priamky prechddzajicej cez body
(zi—1,u(xi—1)) a (z;,u(z;)) a pri centrdlnej diferencii smernicou priamky prechddzajicej cez
body (@i—1,u(xi—1)) a (@it1,u(xiy1)). VSimnime si, Ze centralna diferencia (3.8) je vlastne
priemernou hodnotou doprednej diferencie (3.5) a spatnej diferencie (3.6).

Aproximacia 2. derivacie

Zo vztahov (3.1) a (3.2) teraz potrebujeme vyjadrit druht deriviciu v’ (x;). Ak rovnice séitame,
dostaneme

2
w(zim) + u(wipr) = 2u(z;) + o’ (z)h? + Iu(@ (z:)h* 4+ O(R®)

a po uprave
w(wi—1) — 2u(w;) + u(@it1)
h2

20D ()2 + O(hY) . (3.9)

= ’LLI/(.TZ‘) + 4'

zanedbame

Takze 2. derivaciu funkcie u v bode x; mézeme nahradit centrdlnou diferenciou

Ui—1 — 2u; + Uit

u”(z;) 2 (3.10)
Zo vztahu (3.9) vidime, Ze tdto aproximdcia je druhého rdidu presnosti.
Priklad 3.2 (MKD, Dirichlet). Majme okrajovi tilohu
d’u
- = 1
C=f@),  weO), o

w(0) =0, u(l)=1.

Ide vlastne o staciondrnu rovnicu vedenia tepla (2.7), v ktorej mdme A(z) = 1. VyrieSme
tilohu pomocou metédy konecénych diferencii. Druhi derivaciu budeme aproximovat v bo-
doch zg,...,z,, v ktorych poc¢itame nezndme hodnoty wo,...,u, (Obr. 3.1). Pravi stranu
f(x) jednoducho vy¢islime v bodoch xs,...,x,. V bodoch z1 a x,+1, kde st zadané okra-
jové podmienky, napiSeme namiesto aproximéacie rovnice aproximéciu okrajovych podmienok
(v tomto pripade zaddvame presné hodnoty). S vyuzitim centralnej diferencie (3.10) dosté-
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vame systém rovnic (pre prehladnost sme rovnice 2 az n prendsobili h?)

1. rovnica u; = 0,

2. rovnica —ug + 2ug — ug = f(z9)h?,

3. rovnica —ug + 2uz — ug = f(z3)h?,

1. rovnica —Ui—1 + 2U; — Wjg1 = f(fb“i)hQ,

n. rovnica —Up—1 + 2Up — Upy1 = f(:nn)hQ,
(n+1). rovnica Up41 = 1.

Maticovy zapis systému je

T 1 0 coe 071 Jur [ 0
1 2 -1 0 0 [u f(z2)h?
0 -1 2 -1 0 of |: :
s = | flx;)h? | . (3.12)
0 0 -1 2 -1 o [ :
0o .- 0 -1 2 -1 |qu, f(xn) 2
L0 - 0 U fupa] [ 1|
—_—  ——
“ U F
Stustava (3.12) obsahuje n+1 rovnic a n+ 1 neznamych uy, . . ., uy+1. M4 jediné riesenie. Line-
arnou interpoléciou ziskanych hodndt uq, ..., u,+1 ziskame priblizné riesenie U(x) okrajovej

tlohy (3.11).

Tieto skripté st zamerané hlavne na hladanie pribliznych rieSeni tloh. V Ulohach 3.3 a 3.5 si
zlahka pripomenieme, ako sa v jednoduchom pripade hlada analytické riesenie.

Uloha 3.3. N4jdite analytické rieSenie okrajovej tlohy

d2
- d—;; =12:2, 2€(0,1),

w(0) =0, wu(l)=1.

(3.13)

Ide teda o tilohu (3.11), v ktorej zvolime f(z) = 12z2.

Riesenie. Diferencialnu rovnicu integrujeme, postupne dostavame

d
—d—z =423 + ¢,
—u(z) =z 4 cx +d = u(z) = —at —cx —d.

Vyuzitim okrajovych podmienok ziskame nezndme konstanty c a d.

|
w(0) = —d=0 =  d=0,
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Nasli sme teda presné (analytické) rieSenie tlohy (3.13), ktoré mé tvar

1.

s 899

u(z) = 2z — 2. (3.14)

Uloha 3.4 (MKD, Dirichlet | cv01, MKD.nb). Naprogramujte MKD z Prikladu 3.2. Zvolte
pravii stranu f(z) = 1222 (ako v Ulohe 3.3).

N4jdite presné riesenie (3.14) okrajovej tlohy (3.13) aj pomocou prikazu DSolve a vy-
kreslite ho.

Definujte premenné n,h a x1,...,ZTn41.

Definujte maticu systému K a pravu stranu F'.

Vyrieste systém pomocou U=LinearSolve [K,F].

Vykreslite presné aj priblizné riesenie tilohy do jedného obrizka. Body priblizného rie-
Senia pospajajte lomenou c¢iarou. Pre n = 2 a n = 4 riesenie vidime na Obr. 3.3.
Vypocéitajte Ly normu chyby (tzv. La-chybu) ako

n+1

Lo-chyba = J Z h(us — u(z;))?
i=1

Ide o aproximaciu normy

U —ullz, = \/ /0 " (i) =) e

ktord meria vzdialenost priblizného riesenia U(x) od presného riesenia u(x). Ovela viac
o Lo-chybe budeme hovorit v kontexte MKP v kapitole 6.

Postupne zjemnujte siet tak, ze h sa pri kazdom zjemneni zmens$i na polovicu (Cize
n = 2,4,8,16,...). Ukladajte si Lo-chyby a sledujte, ako sa chyba zmensuje. Mala by
klesat druhym radom, ¢ize pri kazdom zjemneni priblizne na Stvrtinu predchadzajicej
chyby.

YA

121 u(x)

1.0
0.8 U(z),n =2
0.6
04}

0.2}

-0.2 02 04 06 08 10
-02"

[
>

x

Obr. 3.3. Priblizné riesenie U(x) Ulohy 3.4 pre n = 2, n = 4 a presné rieSenie u(z).
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Uloha 3.5. N4jdite analytické rieSenie okrajovej tlohy

d du
- 1+x):—18x2, z € (0,1),
dx (< )dx (0,1) (3.15)
w0)=1, (1) =
Je to stacionarna rovnica vedenia tepla (2.7), v ktorej mame A\(z) = 1+ a f(x) = —18z%.

Riesenie. Diferencidlnu rovnicu integrujeme, postupne dostavame

63 c

du
1+ = —62° + = '(x) = - :
—(1+z)— x° +c u'(x) o7 1tz

dx

Vyuzitim Neumannovej okrajovej podmienky mézeme uz teraz vypocitat integra¢ni konstantu c
|
=0 = c=6.

Zatial teda mame 5 5
6 6 6(x° —1
o' (z) = T = (z )
1+ 1+=x 1+x

Pri druhej integracii vyuzijeme substitué¢ni metédu

Substiticia 9
—1 — 3t 3t—1)—1
_6/9” dr={t=l+z=>z=t—1 —6/ +t ) =1y
dt = dx

:6/<t2—3t+3—t) dt =2t> — 9t* + 18t — 12Int + d
=214 2)° —9(1+2)2+18(1 4+ z) — 12In(1 + z) + d.
Na vypocet integrac¢nej konstanty d vyuzijeme Dirichletovu okrajovi podmienku
w0)=2-9+18+d=1 =  d=-10
Po tdpravéch ziskavame analytické rieSenie tlohy (3.15) v tvare

u(x) =1+ 6z — 322 + 22° — 12In(1 + x). (3.16)

Uloha 3.6 (MKD, Dirichlet + Neumann | cv01, MKD.nb). Vyrieste okrajovii tlohu (3.15)
pomocou metédy konecnych diferencii.

1. Lavu stranu je vyhodné rozderivovat, ¢ize rovnica prejde na tvar

du d’u
—— —(1+4=z = —1822,
dx ( )d 2
a potom pouzif centralne konecné diferencie. Napiste si systém rovnic a zapiste ho
v maticovom tvare.
2. Neumannovu okrajovii podmienku «'(1) = 0 aproximujte pomocou spatnej diferencie

(3.6) ako

W (Tni1) ~ W (3.17)
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3. Naprogramujte rieSenie tlohy, prejdite cely postup z Ulohy 3.4.

4. Ako sa sprava chyba pri zjemnovani siete? Klesd druhym radom?

5. Ak chceme ziskat metédu druhého radu, treba na aproximaciu Neumannovej okrajovej
podmienky pouzif spatna diferenciu druhého radu. Na jej odvodenie pouzijeme Taylo-
rove rozvoje

1 1
W(@n-1) = W(@n41) + U (Tnt1)(Tn-1 = Tns1) + 5“’/($n+1)4h2 - 5“’"(90%1)8}@3 +0(n%)
— .

—2h

1 1
w(xp) = w(@nt1) — u(Tpe1)h + §u”($n+1)h2 — gu”/(wnﬂ)hg + O(h%).

Potrebujeme sa zbavit ¢lena imerného h? (ak by nevypadol, dostali by sme znova len

aproximéciu prvého radu), a preto od prvej rovnice odéitame 4-nésobok druhej

1
w(Tn_1) — 4u(zn) = —3u(zpi1) + 20 (Tpi1)h — gulﬂ(l’n+1)4h3 + O(hY)

a po uprave

%u(:cn,l) — 2u(x,) + %u(an)
h

1
= u'(Tna1) —§U//1($n+1)2h2 +O(h?).

zanedbame

Takze spatna diferencia druhého radu je

1 3
5Un—1 — 2Up + 5Up+1
N .

v (Tpy1) =~ (3.18)

Pouzite tato spatnua diferenciu na aproximéaciu Neumannovej okrajovej podmienky a over-
te, ¢i chyba klesd druhym radom.

y Yy

(a) Aprox. Neumann. OP spétnou dif. 1. rddu (b) Aprox. Neumann. OP spétnou dif. 2. rddu
(3.17). (3.18).

Obr. 3.4. RieSenie Ulohy 3.6 pre n = 2,4, 8.
Na Obr. 3.4 vidime presné riesenie (3.16) spolu s rieSenim pomocou MKD pre obe aproximécie

Neumannovej okrajovej podmienky. Aj vizudlne je zrejmé, ze aproximéacia druhého rddu (3.18)
déva presnejsie a rychlejsie konvergujice riesenie, nez aproximécia (3.17).

Poznamka 3.7 (Celkovy rad presnosti numerickej metédy). V Ulohe 3.6 dochddza k zau-
jimavému javu. Derivacie v diferencidlnej rovnici sme aproximovali s presnostou 2. radu. Ak
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na aproximaciu okrajovej podmienky pouzijeme spatnd diferenciu, ktorda mé len presnost
1. rddu, znizi to rad celej metédy napriek tomu, ze sa tato ,horsia aproximéacia“ pouziva len
v jednom bode. Ako v mnohych oblastiach zivota, aj tu plati, Ze ,retaz je len takd pevna,
ako jej najslabsi ¢lanok“.

3.2 Variacné metody

V tejto casti sa budeme zaoberat variacnymi metédami. V MKP sa riesenie na kazdom konec-
nom prvku hlad4d podobne ako v jednoduchych varia¢nych metdédach. Preto je poucné pozrief sa
na varia¢né metédy predtym, nez sa pustime do MKP.

Hlavné myslienky variacnych metéd budeme ilustrovat na konkrétnom priklade. Uvazujme opét
okrajovi tlohu (3.15), ¢ize

d du
- 1+x):—wﬁ, z € (0,1),
dx (( )da: (0,1) (3.19)
w(0) =1, 4/(1)=0.
Diferencialnu rovnicu mézeme napisat aj v tvare, kde je lava strana rozderivovana
du d*u 9
—— —(1 — =-—18 3.20
)y =182, (320)

Priblizné riesenie tlohy budeme hladat v tvare linedarnej kombinécie
N
U(z) = go(x) + Y cidi(x) = ¢o(x) + c11(x) + caa(x) + -+ + enon (), (3.21)
i=1

kde funkcia ¢g(z) spiiia okrajové podmienky, funkcie ¢1(x),...,¢n(x) st dopredu zvolené aprozi-
maéné funkeie, ktoré splitaji homogénne okrajové podmienky (s nulovou pravou stranou) a ¢; st
nezndme koeficienty, niekedy sa im hovori aj stupne volnosti. Otazka je, ako ich vypocitat.

Na hladanie priblizného riesenia v tvare (3.21) zvolme napriklad

¢o(z) = 1.

Této funkcia spliia okrajové podmienky ¢o(0) = 1 a ¢{(1) = 0.* Dalej zvolme ostatné aproximacéné
funkcie takto

on(x) = N — (N + 1)z.

Zvolené funkcie ¢1, ..., ¢n naozaj spliiaji homogénne okrajové podmienky ¢;(0) =0 a #i(1) = 0.

Poznamka 3.8 (Viac dimenzif). Pri 1D tlohédch je pomerne jednoduché zvolit aproximacné
funkcie ¢o(x),...,on(z). Pri viacrozmernych a nepravidelnych oblastiach to méze byt vo
vseobecnosti velmi tazka tloha.

Uvazujme N = 2, teda hladajme priblizné riesenie
Ul)=1+ac1 (:U2 - 2:(}) + ¢ (:U3 - 3:(1) . (3.22)

Zostava vypocitat koeficienty c; a cs.

“Moznosti je (nekoneéne) vela, mohli by sme napriklad zvolit aj funkciu ¢o(z) = cos(wz), ktora tiez spliia okrajové
podmienky.
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3.2.1 Naivny pristup

Sktsme dosadif priblizné riesenie (3.22) do diferencidlnej rovnice (3.20), ¢ize rieSime rovnicu

dU d2U

_% i av
( +x)dq:2

= —182°.
I 8x

Po dosadeni za U dostaneme
—[e1(22 = 2) + e3(327 = 3)| — (1 4+ ) [201 + 6cpa] = 1827
a po uprave
(2¢1 4 3c2 — 2¢1) + (—2¢1 — 2¢1 — 6¢2)x + (—3c2 — 6co + 18)332 =0. (3.23)

Rovnica (3.23) hovori, Ze polyném na lavej strane rovnice mé byt nulovy a to pre vSetky x € (0,1),
preto koeficient pri kazdej mocnine x musi byt nulovy, teda

3co =0,
—401 — 662 = 0,
—9co + 18 =0,

¢o je stistava troch rovnic s dvoma neznimymi ¢; a cp.”> Podla prvej rovnice musi platit ¢y = 0
a podla tretej co = 2, to je spor, stustava teda nemd riesenie. To znamend, ze poziadavka, aby
diferencidlna rovnica (3.20) pre funkciu U (x) platila presne, je prilis silnd. Potrebujeme néjst sposob,
ktorym pre N nezndmych koeficientov ¢y, ..., cy dostaneme ststavu N linedrne nezdvislych rovnic.

3.2.2 Variaénd formulacia

Varia¢né metdédy sa zalozené na prepise diferencidlnej rovnice do istej integralnej formuldcie.
Definujme reziduum ako rozdiel lavej a pravej strany rovnice (3.19), resp. (3.20) s tym, ze namiesto
presného riesenia u budeme mat priblizné riesenie U

d aUu dU d’U
R(z)=—-—((1 — )+ 1822 = —— — (1 —— + 1822
(z) dx(( +$)d3:>+ v dx ( +x)al;v2+ v
Ako sme videli v predchddzajicej casti, poziadavka R(z) = 0 je prili§ silnd a vo vSeobecnosti
nevieme vypodéitat koeficienty c1, ..., cy.% Reziduum R(z) vynasobme Iubovolnou vdhovou funkciou
w(z) a integrujme na celej vypoctovej oblasti. Dostaneme tzv. variaéni formuldciu rovnice (3.19)

1
/ R(z)w(z)dx =0 pre lubovolné w(x). (3.24)
0

Formulacii sa hovori ,variacna*“ preto, lebo funkcia w sa moze Iubovolne menit — varirovat. Niekedy
sa formuldcia (3.24) nazyva aj vdZené reziduum alebo aj vdzZeny integrdl.

Poznamka 3.9 (Suvis so slabou formulédciou). V niektorych variaénych metédach sa integ-
ralna rovnica (3.24) este upravuje na tvar tzv. slabej formuldcie, o ktorej budeme hovorit
v sekcii 4.3.1.

5Q. . v 2 z . . 2 , , v . . IR .
Ststava je preurcend, mame viac rovnic ako neznamych. Takéto sistavy vo vSeobecnosti nemusia mat riesenie.
5Rovnica R(z) = 0 plati, len ak namiesto U uvaZzujeme presné riesenie u.
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Poznamka 3.10 (*Ako to vidi funkciondlna analyza). Funkcie tvoria vektorovy priestor.
Funkcie R a w st prvky (vektory) tohto priestoru. Integral

(R, w) = /O ' Rw da (3.25)

mozno chapat ako skaldrny siucin vektorov R a w (pozri Definiciu A.18). Diferencidlna rovnica
(3.19), v ktorej vymenime u za U tvrdi, ze vektor R ma byt nulovy. Varia¢na formuldcia (3.24)
hovori, ze skalarny sucin vektora R s Iubovolnym vektorom w je nulovy. Inak povedané,
reziduum R je kolmé na Tubovolnt funkciu w.

Ako vieme z linedrnej algebry na R", ak skaldrny stcin nejakého vektora v € R™ s Tubo-
volnym vektorom w € R™ je nulovy (vektor v je kolmy na vsetko), nutne musi byt vektor v
nulovy. V tomto tvrdeni dokonca sta¢i namiesto lubovolného w zobrat n linedrne nezavislych
vektorov (tvoriacich bazu R™).

3.2.3 Metbéda vazenych rezidui

Ak je integrél (3.24) nulovy pre Iubovolni funkciu w(z), potom je reziduum R(x) nulové, a teda
U by bolo presnym riesenim. Vo varia¢nych metédach sa ale ,uskromnime“ s tym, ze za vahovi
funkciu w(x) budeme postupne volit N linedrne nezdvislych funkcii wy(x), ..., wy(z), mame teda

rovnice

1 1
/ Rwi dx = 0, / Rwy dx = 0.
0 0

Po integrovani lavych stran dostaneme systém N linedrnych rovnic pre nezname koeficienty cq, . .

Poznamka 3.11 (*Ako to vidi funkciondlna analyza). Funkcie wy, ..., wy mdzeme chipat
ako vektory v mekonecnorozmernom priestore funkcii, ktoré tvoria bazu N -rozmerného pod-
priestoru. Reziduum teda nebude tplne nulové, ale bude kolmé (v zmysle skaldrneho su¢inu
(3.25)) na N linedrne nezavislych vektorov wy, ..., wy

(R,w;)=0, i=1,...,N. (3.26)

To znamend, Ze projekcia rezidua R do podpriestoru generovaného funkciami (vektormi)

.....

w1, ..., wy bude nulovia. Cim vicsie je N, tym je podpriestor ,vic¢Si“ a tym méme vacsiu
sancu priblizit sa k presnému rieseniu.

Priklad 3.12. VyrieSme okrajovu tlohu (3.19) metédou vazenych rezidui pre N = 2. Mame

riesit rovnicu 1
—— 14+ — | +1 & =

pre dve nezavislé vahové funkcie w(x), pricom U(x) je dané vztahom (3.22). Zvolme napriklad
wi(z) = 1 a we(x) = z. Dostaneme rovnice

1 1 2 _ 3 _
/Rwldx:/ [_d ((1+$)d[1+01(x 2z) + ¢z (2 3m)]>+18$2] L dz— 6 — 261 — 303 -0,
0 0

dx dx

! ! d[1+e (22 = 22) + e (2° — 32
/ ngdm:/ -4 (1+2) [ 1( ) 2( )] + 18422 xdm:g—écl—gcgé(),
0 0 dx dx 2 3

.,CN-
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ktorych riesenim je ¢; = 2,¢co = % a priblizné rieSenie tlohy (3.19) teda je

2
_ 2 < 3
U(:c)—1+2(93 233>+3<:c 3:[7).
Priblizné riesenie U(x) vidime vykreslené spolu s presnym riesenim u(z) (pozri tvar (3.16)).
Uz pre N = 2 sme teda ziskali priblizné rieSenie, ktoré sa vizualne velmi podobna na presné
(Obr. 3.5).

Obr. 3.5. Presné rieSenie u(x) a priblizné rieSenie U (z) ziskané met6dou vazenych rezidui.

Uloha 3.13 (Met6da vazenych rezidui | cv02, Metoda vazenych rezidui.nb). Naprogra-
mujte rieSenie tlohy (3.19) metédou vazenych rezidui pre N = 2,3,4 (pripadne to mozete
skusit pre vseobecné N).

Vykreslite presné aj priblizné riesenie tilohy do jedného obrazka.
Vypocitajte La-chybu ako

1. Pomocou DSolve najdite presné riesenie u(x) okrajovej tlohy (3.19) a vykreslite ho.
2. Definujte funkcie ¢;, U, R a w;(x) = z*~L.

3. Vypocitajte ci, ..., cy rieSenim systému rovnic fol Rwydx =0,... ,fol Rwy dx = 0.
4. Ziskajte priblizné riesenie dosadenim cy,...,cy do U.

o.

6.

Lo-chyba = \//01 (U(z) — ’U,(.%'))2 dx.

7. Porovnajte chyby pre N = 2, 3,4, chyba by mala klesat s rasticim N.

Poznédmka 3.14 (*Specidlne volby vahovych funkcii). Za vdhové funkcie wi(x), ..., wy(z)
mozeme postupne volit aj aproximacné funkcie ¢1(x), ..., ¢n(z). Pri tomto vybere sa metdde
niekedy hovori aj Galerkinova metdda.

Dalsia zaujimava volba vychadza z jednoduchej otézky: Ako dosiahnut pri fixovanom N ¢o
najmensie mozné reziduum? (V zmysle normy indukovanej skaldrnym sic¢inom (3.25), pozri
Definiciu A.19.) Minimalizujme Stvorec normy rezidua, ¢ize integral

1
HRH?:(R,R):/O R? du.

Nutnd podmienka minima hovori, Ze derivacia podla koeficientov ¢; pre vsetky ¢ = 1,..., N
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mé byt nulova, ¢ize

J||R|? 1 6R2 / ( 8R> .
— 9 — | = =1,...,N. 2
oc; 0 802 Rac, R, " Oc; 0, ! Y ST,

Slovne: reziduum je najmensie vtedy, ked je kolmé na funkcie a—R V metdde vazenych rezi-

dui vyzadujeme kolmost rezidua na vahové funkcie w;, pozri Poznémku 3.11. Ak porovname
podmienku (3.27) s podmienkou (3.26), zistujeme, Ze idedlna volba vahovych funkcii (mini-
malizujica reziduum) je

OR
aCl' ’
Pri takejto volbe vahovych funkcii sa metéde vazenych rezidui hovori aj metdda najmensich
stvorcow.

i=1,...,N.

Ww; =

Uloha 3.15 (Metéda vézenych rezidui | cv02, Metoda vazenych rezidui.nb). Vo vaSom
programe z Ulohy 3.13 si vyskusajte menit vahové funkcie w;.

1. Skusajte rozne (linedrne nezdvislé a spojité) funkcie. Budte naozaj kreativni, volte po-
lynémy, odmocniny, sin, cos, arctan,... Presvedcte sa, ze metéda vazenych rezidui stale
pekne funguje.

2. Vyskusajte Galerkinovu metédu, Cize w; = ¢;.

3. Skuste aj metddu najmensich stvorcov, ¢ize w; = g—g.

4. Porovnajte metédy z hladiska Lo-chyby aj normy rezidui R.

Koeficienty ¢;, Lo-chyby aj normy ||R|| vidime v Tabulkdch 3.2 a 3.3, m6zeme ich porovnat
aj s Tabulkou 3.1. Vidime, Ze najmensie rezidud naozaj vychadzaju pre metédu najmensich
stvorcov. Najmensie reziduum vsak este nezarucuje najmensiu Lo-chybu (¢ize vzdialenost
priblizného riesenia od presného). Z hladiska Lo-chyby je na tom jednoznacne najlepsie Ga-
lerkinova metdda.

Tabulka 3.1. Vysledky pre metédu vdZenych rezidui s vahovymi funkciami w;(z) = x*~1.

N | ) 3 cy Lo-chyba | ||R||

2 | 2. 0.6667 0.03482 0.8944
3 | 2.727 | —0.7273 | 0.6818 0.002347 | 0.2062
4 12933 | —1.511 |1.633 | —0.3733 | 0.0002655 | 0.04444

Tabulka 3.2. Vysledky pre metédu vazenych rezidui s Galerkinovymi vah. funkciami w; = ¢;.

N |a 2 3 4 Lo-chyba | ||R]]

2 | 1.615 | 0.8462 0.007545 | 0.8737

3 | 2.565 | —0.5362 | 0.6087 0.0009003 | 0.2174

4 |2.879 | —1.392 | 1.526 | —0.3392 | 0.0001188 | 0.05

Tabulka 3.3. Vysledky pre metédu vazenych rezidui s vahovymi funkciami w; = g—g.

N | Co 3 ¢4 Lo-chyba | || R

2 | 1.776 | 0.7755 0.02114 0.8571

3 |2.675| —0.6451 | 0.6445 0.00266 0.2004

4 12921 | —1.471 | 1.587 | —0.3558 | 0.0002793 | 0.04339
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Kapitola 4

MKP pre diferencialnu rovnicu
2. radu

Touto kapitolou za¢iname vyklad samotnej metédy koneénych prvkov (MKP!). Postupovat
budeme tak, ze najprv na konkrétnom priklade vysvetlime, ako sa pomocou MKP riesi 1D dife-
rencidlna rovnica 2. rddu. V dalsich kapitolach sa pozrieme na MKP pre rovnicu 4. radu, riesenie
nestacionarnych uloh, ale aj MKP pre 2D tlohu.

V mnohych praktickych tlohach treba riesit obycajnu diferencidlnu rovnicu 2. radu tvaru

_% (a(x) Z;‘) = f(z), 2€(0,L), (4.1)

kde nezndmou je funkcia u(x). Vstupmi (datami) tlohy st materidlova charakteristika a(z), inten-
zita zdrojov (resp. vonkajsich sil) f(x) a okrajové podmienky zadané na hranici vypoctovej oblasti
2 = (0,L) (¢ize v bodoch x = 0 a z = L). Funkcii u(z) sa niekedy hovori primdrna nezndma
a funkcii

du
=— —_— 4.2
(e) = —a() 5 (42)
sa hovori sekunddrna nezndma alebo aj tok. Budeme uvazovat okrajové podmienky
du
u(0) = wo, <a(x)d) =Qy, (4.3)
T/ lx=L
kde ug a @, st zadané ¢isla.
Okrajové podmienky maji vo vseobecnosti tvar
du
a1u(0) + p1 (—a(az)d> =g,
T/ lz=0
du (4.4)
agu(L) + B (a(a;)d) = g9,
T/ lz=L

kde aq, 1,91 a as, P2, ge st zadané konstanty. Pripad 5; = 0 zodpoveda Dirichletovej okrajovej
podmienke, kde zaddvame hodnotu primérnej nezndmej u(z) na hranici. Ak «; = 0, hovorime
o Neumannowvej okrajovej podmienke, pri ktorej je vlastne na hranici zadana hodnota sekundarnej
nezndmej ¢(z). Ak je o; aj 3; nenulové, ide o Newtonovu okrajovii podmienku.?

V pripade okrajovych podmienok (4.3) teda mame v bode x = 0 Dirichletovu okrajovi pod-
mienku (o; = 1, 51 = 0, g1 = up) a v bode x = L Neumannovu okrajovii podmienku (g = 0,
f2=1,92=QL).

Matematicky model (4.1) ma mnozstvo aplikicii vo fyzike, ale aj v inych oblastiach. Niektoré
z aplikacii spolu s vyznamom jednotlivych veli¢in uvadzame v Tabulke 4.1.

Mimochodom je to uzitocna skratka pre tych, ktorf si Easto zabudnd kltice ¢i penazenku. Ked vychidzate z domu,
treba skontrolovat, ¢i mate so sebou MKP — Mobil, Kluce, Penazenku.

2Odportcame &itatelovi, aby vieobecny tvar okrajovych podmienok (4.4) porovnal s okrajovymi podmienkami
pre 1D rovnicu vedenia tepla (sekcia 2.1) alebo pre pozdizne deformécie prita (sekcia 2.5). Napriklad Newtonovej
okrajovej podmienke (2.8) tu zodpovedd volba a1 = K, f1 = 1, g1 = KUext.
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Tabulka 4.1. Niektoré aplikdcie rovnice (4.1). Tabulka je velmi $irokd, preto je rozdelend na dve.
Aplikicia Primdrna nezndma u(z) | Sekunddrna nezndma g(x) Zdrojovy ¢len f(x)

Vedenie tepla

Teplota

Intenzita (hustota) tepelného
toku

Hustota zdrojov tepla

Difuzia latky

Koncentracia latky

Difizny tok

Hustota zdrojov latky

Pozdlzne deformécie
pruta (tyce, stlpa)

Posunutie v smere osi

Osova sila

Hustota objemovych sil

Prudenie vody
v pérovitom prostredi

Hydraulicky potenciél
(piezometrickd vyska)

Hydraulicky (Darcyho) tok

Hustota zdrojov vody

Elektrostatika

Elektrostaticky potencidl

Elektrickd indukcia

Hustota elektrického naboja

Aplikécia

Materidlové charakteristika a(z)

Empiricky zédkon ¢ = —a$*

du
dx

Vedenie tepla

Koeficient tepelnej vodivosti

Fourierov zakon

Difuzia latky

Koeficient diftzie

Fickov zédkon

Pozdlzne deformécie
pruta (tyce, stlpa)

Osové tuhost EA(x)
E = Youngov modul pruznosti

Hookov zékon

A(x) = plocha prierezu

Pradenie vody Koeficient hydraulickej vodivosti

v porovitom prostredi

Darcyho zakon

Elektrostatika Elektrickd permitivita Elektrostatické pole je potencidlové (prica
vynaloZzend na prenos bodového naboja
z bodu A do bodu B nezévisi od trajek-

toérie)

4.1 Algoritmus metédy konecénych prvkov

Riesenie tloh pomocou metdédy koneénych prvkov pozostava z niekolkych zakladych krokov,
ktoré zhrnieme v nasledujicom algoritme. Podla tohto algoritmu budeme postupovat aj vo viacroz-
mernych tlohach, ¢i diferencidlnych rovniciach vyssich radov. Algoritmus treba chapat ako pribliznu
osnovu. Obcas niektoré kroky vynechame alebo posunieme na neskor.

1. Diskretizacia vypoctovej oblasti.

(a) Reprezentacia vypoctovej oblasti siefou kone¢nych prvkov (elementov).

(b) Ocislovanie elementov a uzlovych bodov (lokalne aj globalne), konstrukcia matice spoji-
tosti.

(c) Vypocet geometrickych parametrov elementov (dlzky, plochy,...) a stradnic uzlovych
bodov.

2. Zostrojenie stustavy rovnic na elemente.

(a) Zostrojenie slabej formulécie diferencialnej rovnice na elemente.
(b) Zostrojenie aproximacnych (tvarovych) funkcii na elemente.
(c) Dosadenie priblizného rieSenia a aproximacnych funkcii do slabej formulécie.

3. Spojenie elementovych stistav rovnic do globalneho systému linedrnych rovnic.

(a) Zabezpecenie spojitosti riesenia (primarnych nezndmych) na styku elementov (zavedenie
globélneho ¢islovania neznamych).

(b) Bilancia tokov (sekundéarnych nezndmych) na styku elementov.

(c) Spojenie elementovych rovnic na zéklade 3a a 3b.

4. Vyuzitie okrajovych podmienok v globdlnom systéme rovnic.
Riesenie globalneho systému rovnic? a konstrukeia priblizného rieSenia.
6. Spracovanie vysledkov.

o

(a) Vypocet pozadovanych kvantit na zaklade uzlovych hodnot riesenia z kroku 5.
(b) Vizualizécia vysledkov.

3Toto uz je v podstate tiloha z line4rnej algebry. V pripade viacrozmernych tloh a vysokého poétu elementov viak
moze ist o ststavu s milibnmi nezndmych, na ktorej riesenie sa casto pouzivaju rozne priblizné iteracné metdody.
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Vo zvysnych c¢astiach tejto kapitoly budeme ilustrovat cely algoritmus metédy koneénych prvkov
na diferencidlnej rovnici (4.1) s okrajovymi podmienkami (4.4).

4.2 Diskretizacia vypoctovej oblasti

Vypoctovi oblast @ = (0,L) v modelovej tlohe (4.1) diskretizujeme na N elementov Q°,
e=1,...,N (Obr. 4.1). Kazdy element je interval Q¢ = [z%,x%], pricom intervaly moézu mat
roznu velkost h¢ = [Q°] = 24 — 29.

he

Q02 Q° joet) QY

[ I 1 1 I x
0 4 TG L
Obr. 4.1. Diskretizacia vypoctovej oblasti 2 = (0, L).

V zévislosti od toho, aky typ elementu zvolime, sa budi v sekcii 4.3.2 konstruovat uzlové body na
elemente. V sekciach 4.3.2 a 4.4 budeme hovorit aj o globalnom ¢islovani uzlovych bodov. Maticu
spojitosti spominant v kroku 1b v 1D tlohach nie je nutné zavidzat, ale este sa k nej vratime
v Poznamke 9.6.

Priblizné (numerické) riesenie na elemente 2¢ budeme oznacovat ako U¢(x),z € Q°. Celkové
priblizné riesenie U(z),z € [0, L] ziskame poskladanim funkcii U¢(x) do jednej funkcie, ¢ize

Ul(x), r e Qb

U?(x), r €02
U(x) =

UN(z), ze V.

4.3 Stustava rovnic na elemente

4.3.1 Slaba formulacia

Vyberme jeden element Q¢ = [z, 2%]. Vyndsobme diferencidlnu rovnicu (4.1) vdhovou funkciou®
w(z) a vysledok zintegrujme na elemente Q¢. Dostaneme variacni formuldciu

/x; —% (ajZ) wdr = /:ceB fwdz. (4.5)

A

Na lavej strane prenesieme jednu derivdciu na vdhovi funkciu, vyuzijeme na to integraciu per partes

b b
/ g hdx = [gh]® —/ gh' dz

a

d d d d
pricom ¢ = —— (au) , h=w, ateda g¢g= —a—u7 n = iy
dx dx

Dostaneme

a po rozpisani hrani¢ného ¢lena mame

du du % du dw x5,
~\de B) =\ g ; o dr = . 4,
(ada:> z:g];me) ( adx> x:?pvffo)+/a;2 a— dx . fwdx (4.6)

4Pouziva sa aj nazov testovacia funkcia.
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Zavedme oznacenia

tok dovnitra elementu zlava,

tok dovnitra elementu sprava.

Poznamka 4.1. Vsimnime si, ze v toku Q% (zlava) figuruje standardné znamienko minus
(porovnaj s definiciou (4.2)) a v toku Q% (sprava) je nestandardne plus. Je to preto, ze v bode
x% je smer dovnitra elementu orientovany proti smeru osi « (Obr. (4.2)).

Q4 Qf
L e B
|
I ! X
(& €

TA Tp

Obr. 4.2. Toky Q% a Q% dovnitra elementu Q° = [z, z%].

Hrani¢né ¢leny v rovnici (4.6) prehodime na pravu stranu a dostavame slabi formuldciu dife-
rencidlnej rovnice (4.1) na elemente Q°

me d d xe
/ T ot dr = / ® fwde + Q4u(at) + Qhuw(a%). (4.8)
TaA %

Poznamka 4.2 (Preco ,slaba“ formuldcia?). V povodnej rovnici (4.1) je potrebné, aby
existovala druhd derivicia nezndmej u(z) (preto, aby vyraz na lavej strane mal zmysel).
V slabej formulécii (4.8) staci, ak existuje prva derivacia u(z) skoro vsade. Poziadavka na
a(x) v rovnici (4.1) je, aby bola funkcia diferencovatelnd, v slabej formuldcii (4.8) funkcia
a(x) moze byt dokonca aj nespojitd (na mnozine bodov miery nula).* Na funkcie u(z) aj a(z)
su v rovnici (4.8) slabsie poziadavky, preto sa formuldcia sa nazyva slaba.

Slab4 formuldcia je vlastne Specidlny druh varia¢nej formuldcie (preto sa jej niekedy hovori
len variacnd formuldcia), v ktorej po vynasobeni vdhovou funkciou a integricii este navyse
prendSame derivacie na vahovu funkciu.

“To je dobra spréva, pretoze v praxi sa to ¢asto stdva. Napriklad ak v rovnici vedenia (2.7) tepla uvazujeme
viacero materidlov (napriklad stena izolovand polystyrénom, pozri Obr. 2.2), tak na styku materidlov je tepelnd
vodivost A(z) nespojitd funkcia.

Poznamka 4.3 (Slaba formulécia na celej vypocétovej oblasti). Tuto pozndmku uvddzame
pre potrebu neskorsej referencie. Ak pri odvodeni slabej formulédcie namiesto integracie cez
element Q° = [z, %] integrujeme cez celi oblast Q = (0, L), dostaneme slabi formuldciu na
celej vypoctovej oblasti §2

L du d L
/Oad—zﬁdx:/o Fwdz + QYw(0) + QNw(L), (4.9)

kde

(4.10)

du
N .__ we

z=L
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Poznamka 4.4 (Iny zapis variacnej formuldcie (4.5)). Variacna formulacia (4.5) sa Casto

najprv zapisuje v tvare
5 d d
[ [ )
6 dz \ dx

R (reziduum)

¢ize v tvare vazeného rezidua (pozri rovnicu (3.24)), a az potom sa presunie integral z fw
doprava. Pozri aj Poznamky 3.9 a 3.10.

4.3.2 Aproximacéné funkcie

Priblizné riesenie U¢(z) na elemente Q¢ budeme hladat v tvare linedrnej kombindcie aproxi-
macngch funkcii. V MKP musi priblizné rieSenie na elemente vo vSeobecnosti splnat nasledujtce
poziadavky:

1. Priblizné rieSenie na elemente je polyném.®

2. Polynom musi byt dplng, ¢o znamend, ze musi obsahovat vSetky mocniny = od nultej po
najvyssiu.

3. Derivdcie, ktoré sa vyskytuju v slabej formuldcii, musia byt vo vSeobecnosti pre polyném
nenulové (v pripade slabej formuldcie (4.8) musi byt nenulova 1. derivécia).

4. Musia byt splnené interpolacné podmienky pre primarne nezname.

Linearne elementy

Najjednoduchsie funkcie, ktoré spliiaji podmienky 1. az 4. pre slabt formuléciu (4.8) su linedrne
polyndomy. Priblizné rieSenie na elemente ¢ teda staci hladat v tvare

U¢(z) = c1 + cam, (4.11)

kde ¢y, co st zatial nezndme ¢isla. Elementom s linedrnym priebehom priblizného riesenia sa hovori

us

U¢(x)

Qe

e __ e e __
Ty =27 Tp = T3

Obr. 4.3. Linedrna funkcia U®(z) interpolujica uzlové hodnoty u§, u$§.

linedrne elementy. Tieto elementy maji dva uzlové body z{ = 24 a x§ = x%. Nezndme koeficienty
c1,c2 v (4.11) uréime tak, aby boli v uzlovych bodoch splnené interpolacné podmienky (Obr. 4.3)

Ue(x7) = ui, U*(x5) = us, (4.12)

kde uf,u§ oznacuji hodnotu priblizného riesenia v uzlovych bodoch zf,z§. Po dosadeni funkcie
(4.11) do (4.12) dostaneme sistavu linearnych rovnic pre koeficienty ¢y, ca

€ e

c1 + ez = uf, . 1 zf| |a u§

. . resp. maticovo b = .
C1 + C2Ty = Ug, I 5] |2

5S polynémami sa dobre pracuje, lahko sa derivuji a integrujd.
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Pouzitim Cramerovho pravidla lahko dostaneme riesenie v tvare

e e e
ui 1 uf
uj  xh ufxs — usrs 1 ug u§ — u§
o = _ Uiy 221 Cy = 2 1
- - e e ’ - e e
1 zf Ty — 2] 1 zf Ty — 2]
e e
1 x5 1 25

Po dosadeni riesenia do (4.11) mame

€ .e € . .e e e e e
Ue(x)_U1$2—U2$1+U2_U1x_ue(352—5U)+ue(55—371)
- e e e e — %1 e e 2 e e |

Lo — X7 Lo — T Lo — T3 Lo — X7

¥i(x) P5(z)
Dostali sme priblizné riesenie na elemente v tvare linedrnej kombindcie
U(z) = uiyi(x) + ughs(z), (4.13)

kde funkcie

x5 — 1 T — xf 1

Vi) = S = ol —a), via) = e = el —af) (1)

su linedrne aproximacné funkcie, vykreslujeme ich na Obr. 4.4.

1

e Qe e

Ty Lo

Obr. 4.4. Aproximac¢né funkcie 9§ a §.

Poznamka 4.5. Vsimnime si, ze plati ¢{(z§) = 1, ¢¥{(2§) = 0 a naopak ¢5(zf) = 0,
Y5(x5) =1, ¢o sa dd kompaktne zapisat ako ¢f(z§) = d;j, kde d;; je Kroneckerov delta

symbol (pozri Definiciu A.14).

Kvadratické elementy

Pri kvadratickych elementoch (elementoch druhého stupna) uvazujeme priblizné riesenie U€ na
elemente Q¢ v tvare kvadratickej funkcie

U¢(x) = c1 + ez + 322, (4.15)

kde c1,co,c3 s tri zatial nezndme parametre, na ktorych urcenie budeme potrebovat tri uzlové
body z§ = x4, 2§ a 2§ = 2% (parabola je jednozna¢ne uréend troma bodmi). Uzlovy bod z§ sa
moze nachadzat kdekolvek medzi bodmi x§ a z§ (nie nutne v strede), ale va¢sinou sa umiestnuje
do stredu. Parametre ¢y, co, c3 vo funkcii (4.15) uréime znova pomocou interpolac¢nych podmienok,
ktoré maju v tomto pripade (podla Obr. 4.5) tvar

US(a5) = 1 + caa§ + e3(a5)? = s, 1 25 (29)?] [er u§
U(x5) = c1 + coz§ + 63(x§)2 = u$, resp. maticovo 1 5 (a:g)i co| = |u§
US(x§) = c1 + cox§ + c3(a5)? = us, Loag (25)7] |3 ug
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<

—— e (D

.
!
.
.
.
.
i
.
i
Q° i
I
2 e e e
T] =Ty Ty T3 =Tpg

Obr. 4.5. Kvadraticka funkcia U®(z) interpolujica uzlové hodnoty u$§, u§, u§.

Pouzitim Cramerovho pravidla dostaneme

u§ g (af)? Loug (a9)? 1oafu
us af (a5) ous (25)? 125 ub D e
uj o§ (a5 1w (25)? i 2 (af)
e . e e\2
c1 = De ) Cy = DE s C3 = DE s kde Df =1 :UQ (:L'Q) .
1 oa§ (af)?

Po dosadeni ¢, ¢, c3 do (4.15) a tprave na tvar linedrnej kombindcie uzlovych hodnét (detailnd
postupnost tprav neuviadzame)

U(z) = uiyi(x) + ughy(x) + ugys(z), (4.16)
ziskame kvadratické aproximacné funkcie

¢e(x): (:L’—.TS)(%—IL‘%) we(x): (.T—JIT)(]I—JZ%) we(x): (ZB—.’L‘T)(‘T—.TS)
U ety -y’ T (@ —ap)g -y’ T (@f - a)(af - af)
(4.17)
Vsimnime si, Ze pre uzlové hodnoty znova plati ¢§(z5) = d;; (pozri Pozndmku 4.5). Kvadratické
aproximacné funkcie st vykreslené na Obr. 4.6.

> e ) )\€
Ik (5 ¥s3
1
Qe
0
e e e
L1 La T3

Obr. 4.6. Kvadratické aproximacné funkcie ¥f, ¥§, 5.

Poznamka 4.6 (Lagrangeove interpolacné funkcie). Kedze funkcia U¢(x) v tvare (4.16)
interpoluje uzlové hodnoty, tak aproximacné funkcie sa nazyvaja aj interpolacné funkcie.
V odvodeni interpola¢nych funkeii (4.14) aj (4.17) sa vyuzivali len samotné hodnoty funkcie
U¢(z) v uzlovych bodoch a nie derivacie U¢(z) v uzlovych bodoch. Takéto interpolacné funkcie
sa vo vSeobecnosti nazyvaju Lagrangeove interpolacné funkcie. V pripade, Ze sa interpoluju aj
derivdcie, hovorime o Hermiteovych interpolacnych funkcidch (bude o nich re¢ v sekcii 5.1.2).
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Elementy I'ubovolného stupna

V praxi sa vac¢sinou pouzivaju bud linearne alebo kvadratické elementy. Pre tplnost uvedieme
aj elementy stupria s, pre ktoré ma priblizné rieSenie na elemente tvar

s+1
U(z) = c1 + cor 4+ c32® + -+ cop12° = Z cixt™L, (4.18)
i=1

resp. v podobe linearnej kombinacie uzlovych hodnét a aproximacnych funkcii

s+1
Ue(z) = uiyf (@) + - +ug o () = ) ufyf(a), (4.19)
=1
kde
' (@f — ) - (af —af ) (@] —afy) - (0 —aly) 5 af — 2 Y
J#i
(4.20)

st aprozimacné funkcie (resp. Lagrangeove interpola¢né funkcie) stupria s, pricom z§ = x%, z5, . . .,
x5, = o% st uzlové body na elemente. VSimnime si, Ze pre uzlové hodnoty aproximacnych fun-
keif (4.20) opéat plati vlastnost wf(xj) = 0;j. Aproximac¢né funkcie maji aj nasledujice uzitoéné
vlastnosti.

Veta 4.7. Pre aproximacné funkcie (4.20) plati

s+1 s+1 dape
Zwle(x) =1, Z dixl =0, pre vSetky = € Q° = [29, z3].
i=1 =1

Dékaz. Druhy vztah je désledkom prvého (staci ho zderivovat). Prvy vztah sa dé overit takto.
Uvazujme konstantnt funkciu U¢(x) = ¢ = konst. Vsetky uzlové hodnoty st nutne rovnaké, u§ = c.
Zo vztahu (4.19) dostaneme ¢ = Zf;rll c)f (x). Predelime konstantou ¢ a dostaneme prvy vztah. O

Uloha 4.8 (Aproximacéné funkcie | cv03, MKP, aproximacne funkcie.nb). Zostrojte ap-
roximacné funkcie pre element stupna s dvoma sposobmi:

1. Pomocou interpola¢nych podmienok, ¢ize naprogramovanim postupu, ktorym sme hla-
dali linearne a kvadratické aproximacné funkcie. Postup treba zovseobecnit pre polyném
(4.18). Postupne je potrebné:

(a) Napisat si (na papier) interpola¢né podmienky.
(b) Definovat maticu a pravi stranu ststavy interpola¢nych podmienok (cez prikaz

Table).
(¢) Vyriesenim sustavy pomocou LinearSolve ziskat koeficienty ci, ..., cst1.
(d) Dosadit koeficienty ci, ..., cs+1 do (4.18), upravit na tvar (4.19).
(e) Identifikovat aproximacné funkcie ¥§(x), ..., ¥5, (x). Pouzit prikaz Coefficient.

2. Pomocou Lagrangeovho tvaru (4.20). Pri konstrukcii sa zide prikaz Product.

Aproximacné funkcie konstruujte symbolicky, bez dosddzania konkrétnych hodnét za uzlové
body zf.

V oboch pripadoch nakoniec vykreslite aproximac¢né funkcie pre element s koncovymi
bodmi z4 = 0,z = 1. Najprv skonstruujte uzlové body z;,7 = 1,...,s+ 1 (element rozdelte
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rovnomerne), a potom ich dosadte do symbolickych aproxima¢nych funkcii. Na Obrazku 4.7
vidime vykreslené kubické (s = 3) aproximacné funkcie.

Yy wz V3
1.0 ‘
H
\ |
n 1
o5 A1 :
|
1
-0.2 02/04 06\08 Ao T
_0.5,

Obr. 4.7. Kubické aproximacné funkcie 91,19, 13, 14 pre element Q! = [0, 1].

Globalne aproximacné funkcie

Aproxima¢nym funkcidm ¢ (z) sa niekedy hovori aj lokdlne alebo elementové aproximacné
funkcie. Pripominame, Ze aproxima¢nd funkcia 9§ (x) bola definovand len na elemente Q°¢ = [z, z5%].
Pomocou lokalnych aproximacnych funkcii sa konstruuju globdine aprorimacné funkcie definované
na (uzdvere) celej vypoctovej oblasti Q = [0, L] a st délezité v kontexte globalneho pohladu na
MKP (sekcia 4.7) a matematickej analyzy MKP (kapitola 6).

Konstrukciu opiseme najprv pre linedrne elementy. Doteraz sme pouzivali tzv. lokdlne cislovanie

uzlovyjch bodov x5, kdei =1,2ae=1,...,N. Globdlne cislovanie uzlovych bodov zavadzame takto
(Obr. 4.8)
Xi=zl, Xo=uab=22 .  X.=251=uf,. . Xy=2"t=2lV Xy,=2) (421)

Namiesto pévodnych dvoch indexov st teda vSetky uzlové body ¢islované jednym globalnym inde-
xom. Globélna aproximac¢nd funkcia ¢ (z) prislichajica globdlnemu uzlovému bodu X; sa pomocou

o o L LU
o o — | Ky 7~z
4& 57 o A 2% P 4&
%X 7@%4 v ~ AYDA _ ’S}Q’L $ﬁ)<x
Ko <
Obr. 4.8. Globalne ¢islovanie uzlovych bodov.
elementovych aproximac¢nych funkcii definuje ako (Obr. 4.9)
571(3:), re Q-1
¢r(z) = {¥f(z), 2eQf (4.22)
0, inak.
. D1 br-1 Q1
1—1
2 G
Ot 0?2 Qf Qv
0 | | | I 17 >x
X1 Xo Xr—1 X XN+1

Obr. 4.9. Globélne aproximacné funkcie pre linedrne elementy.
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Vsimnime si, Ze funkcia ¢;(z) nadobtiida hodnotu 1 v uzlovom bode X; a vo vSetkych ostatnych
uzlovych bodoch hodnotu 0 (Obr. 4.9), ¢o moézeme kompaktne zapisat v tvare

o1(Xy) =01, (4.23)

pozri Definiciu A.14.

Globéalne aproximacné funkcie pre elementy wvyssieho stuprna sa konstruuju tak, ze zafixujeme
uzlové hodnoty ¢;(X7) =1 a ¢;(Xy) = 0 pre J # I a tieto hodnoty na kazdom elemente interpolu-
jeme pomocou elementovych aproximacnych funkcii. Globélne aproximac¢né funkcie ¢r_1(z), ¢r(x)
a ¢r41(x) prislichajice uzlovym bodom X; 1, X; a X741 su pre kvadratické elementy nacrtnuté
na Obr. 4.10.

br-1 b1 dr+1

Xr—2 X1 X X141 X142

Obr. 4.10. Globélne aproximacné funkcie pre kvadratické elementy.

4.3.3 Dosadenie priblizného riesenia a aproximac¢nych funkcii do slabej formu-
lacie
Linearny element

Na ziskanie ststavy rovnic na elemente Q¢ pouzijeme nasledujici postup. V slabej formulacii
(4.8) za nezndmu funkciu u(x) dosadime priblizné rieSenie U¢(z) na elemente v tvare (4.13) a za
vahovu funkciu w(x) postupne dosddzame aproximacéné funkcie 9§ (x) a §(x).

Prvd elementovd rovnica. Zoberme najprv w = 1/){, po dosadeni mame

/;2 d (uSYf + ugys) d% dr / FUSdr + QS ¢1 (%) +Q5 ¢1 (x5) . (4.24)

e dx
1 0

1

V hrani¢nych ¢lenoch na pravej strane vyuzijeme vlastnosti aproximacénych funkeii (pozri Po-
znamku 4.5) a na lavej strane rozderivujeme priblizné rieSenie

/:g . < o Ay d¢2) dz/;l / fYidr + QF.

e Uy dzx

Nakoniec lavi stranu rozdelime na sicet dvoch 1ntegralov a dostaneme prvi elementovi rovnicu
z§ du¢ x5 d
ug /8 dw J}l dx +u$ /e a % / fui de +Qf.
1 Ty

Kh K, s

Druhd elementovd rovnica. Analogicky postupujeme pre w = ¥§, po dosadeni mame

/‘TS d (ufyf + ugvs) d% dr / FUSda + QS 1/,5(1;";) +Q5 Y5 (x5) . (4.25)
x? dzx :0 =V1

V hraniénych ¢lenoch opéat dosadime uzlové hodnoty aproximacnych funkcii a Tavt stranu rozdelime
na dva integraly. Druhd elementovd rovnica vychadza

e [ d% dl/}g “ d% d% e e
ul/ a dx / dx = / f5 dx +Q5.

K K3 I3
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Ststava rovnic na elemente. Na elemente Q° = [z, z§] sme ziskali ststavu rovnic

Kiuj + Kjyus = fi + QF, (4.26)
K5 uj + Ksus = fy + Q5, '

kde pouzivame oznacenia

x§ we d’l/) x§
K¢ = ¢ = °dx. 4.2
S= ] 0 o= v de (4.27)

Stustavu (4.26) mozeme zapisat v maticovom tvare

Kii Kip| |u i) @1
= + 4.28
[Ksl K5, |us] = [7s] T | s (4.28)
—— N——
Ke ue fe Qe

Matica K€ sa nazyva elementovd matica tuhosti® u® je stlpec primarnych neznamych, f¢ je ele-
mentovd pravd strana a Q€ si hranicné ¢leny. VSimnime si, ze matica tuhosti je symetrickd matica
NP e __ 1€

(¢ize Ki; = K5;).

Poznamka 4.9 (Pocet nezndmych a rovnic). V ststave (4.26) mame 4 neznidme u§, u§
a Qf, Q5. Dohromady na vsetkych elementoch Q',..., QY mame 4N neznidmych a len 2N
rovnic, takato sistavu teda zatial nevieme jednoznacne riesit.

Priklad 4.10 (Elementova sustava rovnic pre a = konst., f = konst.). Najdime elementovi
sustavu rovnic pre linedrny element v pripade, ze funkcie a(z) a f(x) st konsStantné na
elemente Q°, ¢ize a = a. = konst. a f = fo = konst. Na vypocet prvkov K; matice tuhosti

potrebujeme derivacie aproximacnych funkcii (4.14). Vychadza % = —# a % = # Prvky
matice tuhosti teda st
T3 dypS dops = 1 1
- [ [T () () e [
0= e Yar de T e %\ The) e =5
5 b das 1 e
o [ [ () ot
27 Je Yda da “\he)\he) T ke
a
K3 = _;727 K3, = h
Prvky f{ elementovej pravej strany vychadzaja
J he feh®
fi= [ oo = g [ vgan = L =i,
x
h,_/
he /2

pricom hodnotu integralu f;? Y{ dr mozeme jednoducho vypocitat ako obsah plochy pod
krivkou ¢ (z) na Obr. 4.4, ¢ize plochu pravouhlého trojuholnika s podstavou h¢ a vyskou 1,
¢o je h¢/2. Elementova matica tuhosti K¢ a prava strana f¢ maju teda tvar

e a1 -1 . fehe |1
il el e

5Nazov je historicky odvodeny od toho, Ze pri pozdiznych deformécisch pritov reprezentuje materidlova charak-
teristika a(z) osovid tuhost (pozri sekciu 2.5 a Tabulku 4.1).
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a elementova ststava rovnic (4.28) ma v tomto Specidlnom pripade podobu
ae | 1 =1 |uf| _ feh®
he |—1 1| [u§| 2

Poznamka 4.11 (Matica tuhosti a prava strana v ANSYSe). V softvéri ANSYS sa pre
1D vedenie tepla pouziva element LINK33. Diferencidlna rovnica (4.1) sa v oznaceni, ktoré
pouziva ANSYS, zapisuje ako

1
1

Q1
Q5

_l’_

d du
—— |AK, — | =AY,
dzx < v dw> 4
pricom K, = A je koeficient tepelnej vodivosti a ¢ = f je intenzita zdrojov tepla a A

je prierezova plocha (ktord my uvazujeme konstantni), velkost elementu sa oznacuje ako
L = h*. Ak si otvorime ponuku Help ku elementu LINK33, nijdeme tam elementovi maticu
a pravu stranu v tvare

K = e [_11 ﬂ , Q= 2t {}}

¢o presne zodpoveda vztahom (4.29). Pre pozdizne deformécie prita sa v softvéri ANSYS
pouziva element LINK180, ktory méa analogické elementové matice a pravé strany. V ANSY Se
je LINK180 implementovany ako 3D pratovy element. Ak ho orientujeme v smere osi x
a pomocou okrajovych podmienok zafixujeme posuny v smere osi y a z, tak presne zodpoveda
modelu z tejto ucebnice.

Kvadraticky element

Slabu formulédciu (4.8) najprv prepiSeme do oznaceni pre kvadratické elementy
xe d d xe
[ eSS de = [ fwds + Qfw(ah) + Qgu(af).
zf 4T 4T 31

Za funkciu u(x) dosadime priblizné riesenie na elemente (4.16) a za vdhovi funkciu w(z) postupne
dosddzame aproximac¢né funkcie ¢ (z), ¥5(x) a ¢¥§(z). Prva elementova rovnica ma tvar (integrél
na lavej strane tentokrat rozdelime na 3 integraly)

e e e
T3 T3 T3

S dys dys s dys dy§ dus e/ e el e
i [ e / o g ek [ e g dr= [ P der Qf gD +Q5 i)
=1 =0

e e e
Kl 1 K12 K13

V hrani¢nych ¢lenoch vyuzivame vlastnosti aproximacnych funkcii (pozri komentar pod vztahmi
(4.17)). Druh4 a tretia elementova rovnica vyzeraju takto

Kgyui + Kjpus + Kszug = f + Q1 y5(x7) +Q3 ¥5(25),

=0 =0
Kgiui + Kipus + Kgzug = f3 + Q1 y5(27) +Q5 ¥3(a3),
=0 =1

pricom pouzivame oznacenia

w5 dye a5
Ke — A% .6::/ ° du. 4.30
b= 0 o= [ v (4:30)
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Sustavu rovnic na elemente 2 mozeme zapisat v maticovom tvare
e € e e e e
Ki, Ki; Kiz| |u} i QF
[ e e [ —_ e
K35 K3 K| |ug| = |f5|+]0]. (4.31)
e e e (& [& e
K5 Kip Ksz| |us i Q5
—— ——  ——
Ke ue fe Qe

Poznamka 4.12 (Pocet neznamych a rovnic). V ststave (4.31) mame 5 neznamych u§, u$, u§
a Qf, Q5. Dohromady na vsetkych N elementoch mame 5N nezndmych, ale len 3N rovnic.

Priklad 4.13 (Elementovd matica tuhosti a pravd strana pre a = konst., f = konst.).
V pripade, ze funkcie a(x) a f(x) st konstantné na elemente Q°, ¢ize a = a. = konst.,
f = fe = konst., a uzlovy bod z§ je presne v strede elementu, vyjde matica tuhosti K°
a prava strana f€ takto (Citatel si to moze overit podobne, ako sme to robili v Priklade 4.10)

7 -8 1 1
e ehe
e = 3‘26 8 16 -8, fo= fT 4l (4.32)
1 -8 7 1

Viimnime si, Ze stéet prvkov v kazdom riadku (aj stipci) matice K¢ je 0. Toto vdaka Vete
4.7 plati uplne vo vSeobecnosti (napriklad aj v (4.29)), ¢ize

s+l s+1 e e s+1 e
d ® d
S [em e[S ) G o
da: dx 6, dx dm
=0

Poznamka 4.14 (Element Iubovolného stupna). Vo vSeobecnosti pre element stupta s do
slabej formuldcie (4.8) dosadzame za u(z) priblizné rieSenie na elemente (4.19) a za vdhovi
funkciu w(z) postupne s+ 1 aproximaé¢nych funkcii (4.20). Elementova sustava obsahuje s+ 1
rovnic a s + 3 nezndmych uf, ... ug, 1, Qf, Q% 1.

Uloha 4.15 (Elementové matice a pravé strany, h® = 1 | cv04, MKP, el.mat. a p.strany,
1 element.nb). Majme element stupna s, ktorého koncové body st 2§ = 0, 2% = 1. Zostrojte
elementovi maticu K¢ a prava stranu f€ pre a(z) = 1 a f(z) = 1. Vysledok pre s = 1,2
porovnajte so vztahmi (4.29) a (4.32). Pouzite aproximacné funkcie v Lagrangeovom tvare
(4.20) z Ulohy 4.8.

Uloha 4.16 (Elementové matice a pravé strany, N elementov | cv04, MKP, el. matice
a p. strany.nb). Majme okrajovi tlohu

(( )du> = —1822, z € (0,1),
(O) 1, 4/ (1)=0,

(4.33)

¢ize v tomto pripade a(z) = 1+ a f(x) = —18z%. Tito okrajovii tlohu sme riesili aj analy-
ticky (pozri Ulohu 3.5) a presné riesenie ndm vyslo v tvare (3.16). Na vytvorenie elementovych
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matic a pravych stran postupne urobte nasledujice kroky.

1. Vypoétova oblast [0,1] rovnomerne rozdelte na N elementov stupna s, definujte ich
koncové body x4, 2% a uzlové body zf pre vsetky i =1,...,s+1lapree=1,...,N.

2. Zostrojte aproximacné funkcie ¢)f pomocou Lagrangeovho tvaru (4.20).

3. Podla vztahov (4.27), (4.30) skonstruujte pre vSeobecné s elementové matice tuhosti
K¢ a pravé strany f¢, pree=1,...,N.

Najprv zvolte a(x) = 1 a f(x) = 1 a overte, ¢i pre rozne e dostavate rovnaké matice (pre
s = 1,2 ich aj mozete porovnat s (4.29) a (4.32)). Pri rieseni mozete vyuzit sibor cv04, MKP,
el.matice a p.strany, 1 element.nb z Ulohy 4.15. Mozete si zo stranky stiahnut pred-
pripraveny subor cv05, MKP pre 1D vedenie tepla (web).nb a doplnif donho potrebné
casti.®

“Pripravend je najmé definicia vypoctovej oblasti, okrajové podmienky, presné riesenie a niekolko vizuali-
ZAcil.

4.4 Globalna sustava rovnic

4.4.1 Linearne elementy

Na spojenie elementovych sustav rovnic (4.28) (pre e = 1,...,N) do globalnej ststavy rovnic
vyuzijeme dva principy

1. Spojitost priblizného riesenia U(x), ¢ize primarnej neznamej, na styku elementov (pozri
Obr. 4.11).
Uy =up

2. Bilancia tokov (resp. rovnovdha sil), ¢ize sekundérnych nezndmych, na styku elementov

QRS +Qi=0 (resp. Q5 = —Qf) (4.34)
~1
us
Ue1(x)
us?
! e—1
i 2
i e
i Qe—l
|
|
it 5 =X, = af 5

Obr. 4.11. Styk elementov Q¢! a Q€.

Poznamka 4.17 (Interpretécia bilancie tokov). Bilanciu tokov (4.34) nemoZeme interpreto-
vat ako spojitost funkcie a%, kde U(z) je priblizné riesenie. (Pri linedrnych elementoch ani

nie je mozné vo vSeobecnosti dosiahnut spojitost prvej derivacie.) Bilanciu moézeme interpre-

tovat ako aproximaciu spojitosti funkcie a%, kde u(x) je presné riesenie, Cize

(&)t ()
dx s dx

=0.

€
oo
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Spojitost rieSenia zabezpecime zavedenim globdineho cislovania uzlovych bodov a neznamych.
Namiesto pévodnych lokdlnych oznaceni uzlovych bodov z$,x5, e = 1,..., N a neznamych u{, u$,
e = 1,..., N budeme pouzivat globdlne ¢islovanie uzlovych bodov (4.21) a globélne ¢islovanie
priméarnych neznamych

1 1 e—1 e N N
Ui=u;, Uy=uz=ui,... Us=us =ui,... Un=uy "=u, Uny1=uy. (4.35)

Bilanciu tokov zabezpec¢ime séitanim vhodnych elementovych rovnic tak, aby sme na pravej strane
mohli vyuzit rovnicu (4.34). Napi$me si stistavy rovnic pre elementy Q¢! a Q°.

1 e-1 1 e ~1 1
Q1. Kiy ui + Kiy u§ =fi +0Qi
R N

(&4 e e e S (&4 €

Qe - Kfuf + Kjpus = ff + Q1.

K5iuf + Kspus = f5 + Q3.

Tok Qg_l sa nachddza v druhej rovnici na elemente Q¢! a tok Q je v prvej rovnici na elemente
Qf. S¢itanim tychto rovnic dostaneme

K57 ™ + K g™ + Kfu§ + Kip u§ = £S5+ f{+ Q5! + Qf,
———
[ [ [ [ ~
Ue—1 Ue Ue Ue+1

kde vyuzijeme bilanciu tokov (4.34) a po prepise do globédlneho ¢islovania neznamych mame
K57 Uey + (K55 + Kf)Ue + KfyUer = f57' + /1.

Toto s¢itanie urobime pre vsetkych N — 1 bilancii tokov na N — 1 stykoch elementov. Prva rovnica
prvého elementu a druhd rovnica posledného elementu zostant nezmenené. Globdlny systém rovnic
mobzeme zapisat v maticovom tvare

_K111 1K112 , 02 07 1 7 [fi+Q1 ]
Ky Ky + Ki Ky 0 0 Us f% +f§
0 K3 Kh+Kj 3N N I EER (4.36)
Ry KU v, b
0 0 KN KN| WUNtl Ly +@Qy
—_— ——
pe U P

kde K je globdlna matica tuhosti, U je vektor globalnych uzlovych neznamych a F' je globalna
prava strana. Matica K je symetrickd a ma iba 3 nenulové diagondly.

Poznamka 4.18 (Pocet nezndmych a rovnic). Sustava (4.36) obsahuje N + 1 rovnic a mame
v nej N + 3 nezndmych Uy, ...,Uny1 a Q1, QY (porovnaj s Poznamkou 4.9). Mame teda
2 nezndme navyse. Mame k dispozicii este 2 rovnice z okrajovych podmienok (4.3) (resp.
(4.4) vo vSeobecnosti), ktoré vyuzijeme v ststave a ziskame ststavu N + 1 rovnic s N + 1
neznamymi (pozri sekciu 4.5).

Priklad 4.19 (Globdlna ststava rovnic v Specidlnom pripade). Néjdime globalnu ststavu
rovnic pre linedrne elementy v pripade, ze funkcia a(x) sa rovnd jednej (konstantnd) na celej
vypoctovej oblasti = (0,1), ¢ize a(z) = 1; prava strana f(z) je konsStantnd na kazdom
elemente Q°, ¢ize f(x) = fo = konst. pre z € ¢ a navySe mame rovnomernu siet, ¢ize
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h¢ = h = konst. Podla Prikladu 4.10 méame elementové matice a pravé strany v tvare
111 -1 feh |1
@ . = € _
K_h[—l 1]’ f_QH'
Globélna sustava rovnic (4.36) bude teda vyzerat takto
(1 -1 0 .- Ot 1 [3AR+QF ]
-1 2 -1 0 - 0 |g, i+ o
1
1 -1 2 Us 3(f2+ fs)h
- 0 =17 (4.37)
0 0 : : :
2 —1| |Un ?(fN—l + fn)h
0 0 -1 2| Wnl L3fwh+@QF
4.4.2 Kvadratické elementy
Na spojenie elementovych ststav rovnic (4.31) (e =1,...,N) do globalnej sustavy rovnic vyuzi-

jeme znova spojitost priblizného riesenia U (), ¢ize u§ *

= u{ a bilanciu tokov na styku elementov,

Gize Q51 + Q5 = 0 (pozri Obr. 4.12). Séitavat sa teda bude 3. rovnica na elemente Q' s 1.

€
U3

-—1
e—1 ut =Usy._1 = us
’LL2 41 3 2e—1 1
Ue(x)
Ue_l e
1 U
2 e
3 QT
- >
Qe—l 0e
e—1 e—1 e—1 e e
Ty T T3 = Xoe—1 = 2§ T T3

Obr. 4.12. Spojenie elementov Q¢! a Q€.

rovnicou na elemente Q°¢. V globalnom ¢islovani budeme mat 2N + 1 uzlovych hodnét priblizného

rieSenia U; = u%, U; = u%, Us = u% = u%, wr, Uany_1 = uév_l = u{v, Usy = uév, Usni1 = uév
Globéalny systém rovnic bude maft tvar
- T 7 rrl 17
Kl Kiy Kiy 0 0] | f11 + Q1
K211 K212 K215 0 0 ' 0 % f21 -2
K3 Kip K+ Kf Ki K7y 0 0 f‘é + /i
0 0 K3, K3, K3, 0 0 13
0 Kh  Ki Kh+Kh Kb - (439)
: 0 0 K3 K3
3
N
L 00 0 0 K53l (Uania] LAY+ QY
K U F

Poznamka 4.20 (Pocet nezndmych a rovnic). V sistave (4.38) mame 2N +1 rovnic a 2N +3

neznadmych Uy, . .

S Usny1 a @1, QY (porovnaj s Poznamkou 4.12). Mame teda opéf 2 nezname

navyse a jednoznacne riesitelny systém ziskame vyuzitim 2 rovnic z okrajovych podmienok

(4.3) (resp. (4.4)).



4.5. VYUZITIE OKRAJOVYCH PODMIENOK PRE LINEARNE ELEMENTY 57

Poznamka 4.21 (Elementy Iubovolného stupna). Vo vSeobecnosti pre elementy stupna s
vyuzijeme spojitost priblizného rieSenia, ¢ize uijr} = u§ a bilanciu tokov Qi;} + Qf =0,
takze opét sa s¢itava poslednd rovnica na elemente Q7! s 1. rovnicou na elemente Q€. Celkovo
budeme mat n = sN + 1 globédlnych uzlovych bodov (aj primarnych neznamych). V globalnej
stistave bude sN + 3 neznamych Uy, ..., Usn11, Q1, Q?ﬁrl a sN + 1 rovnic.

Poznamka 4.22 (Sé¢itavanie viacerych rovnic). V niektorych aplikdcidch (napriklad pri po-
zdlZnych deformécidch pritov) sa moézu v jednom uzlovom bode spéjat viaceré elementy,
vtedy méa bilancia tokov (resp. sil) zlozitejsi tvar a s¢itavaju sa viac nez len 2 rovnice.

Uloha 4.23 (Globélna matica a prava strana | cv05, MKP pre 1D vedenie tepla.nb). Do
vasho programu cv04, MKP, el.matice a p.strany.nb (Ijloha 4.16) na rieSenie okrajovej
ulohy (4.33) doprogramujte konstrukciu globédlnej matice tuhosti K a pravej strany F. Najprv
vytvorte nulovii maticu (resp. vektor) spravnej velkosti. Potom do nej na spréavne miesta
pripocitavajte elementové matice K¢ (resp. pravé strany f€). Netreba to robit cez 3 cykly
(cez e,i a j), da sa to urobif elegantnejsie pripoé¢itavanim celych matic. Ak chceme napriklad
pripocitat celi 3 x 3 maticu B na riadky 3 az 5 a stipce 2 az 4 vicSej matice A, da sa to
urobit takto: A[[3;;5,2;;4]]+=B.

4.5 Vyuzitie okrajovych podmienok pre linearne elementy

Vyuzitie okrajovych podmienok budeme ilustrovat na MKP s linedrnymi elementamsi. V pripade
pouzitia elementov vyssieho stupna vyuzijeme okrajové podmienky tuplne analogicky.

Vo vSeobecnosti mame pre tlohu (4.1) zadané okrajové podmienky v tvare (4.4). Najprv okra-
jové podmienky prepiSme do rec¢i nasich neznamych, ¢ize v lavej okrajovej podmienke vyuzijeme
U1 = u(0), @ = (~a(@)4)| _ av pravej Uniy = u(L), Q) = (a(2))| _ .

xr=

du

aru(0) + 1 (~a(0)7: )
avu(L) + fs @@;)ZZ)

= 9L Uy + J1Q] =
_ 1U1 + B 1,
=0 — e g (4.39)
— g, asUn 1 + $2Q5 = ga.
=L

Dirichletovu okrajovi podmienku, ktord nastava v pripade f; = 0 (resp. f2 = 0), v systéme (4.36)
vyuzijeme tak, Ze namiesto prvej (resp. poslednej) rovnice napiSeme rovnicu ayU; = g1 (resp.
aoUn+1 = g2). V maticovom zapise sa to v prvom (resp. poslednom) riadku prejavi takto

EAET | 5 S I A

V pripade Neumannovej a Newtonovej okrajovej podmienky, ¢ize ak 1 # 0 (resp. B2 # 0), si
vyjadrime zo vztahov (4.39) nezndmu Q} (resp. QY), ¢ize

1 91— aily N 92 —a2Uni
Qr="—7—, resp. Qy =——F—,
B B2
dosadime do pravej strany prvej (resp. poslednej) rovnice v sustave (4.36) a ¢len s neznadmou
Uy (resp. s Uny1) prehodime na lavd stranu. V maticovom zdpise sistavy sa to v prvom (resp.

(4.40)
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poslednom) riadku prejavi takto
Ki; + % Kiy 0 Uy A+ g

N g2

o+ 5

Vyuzitim okrajovych podmienok sme ziskali stistavu N +1 linedrnych rovnic s N 4+ 1 neznamymi
Ui, ..., Unt1, ktort mdzeme jednoznacne riesit.

resp. : : : ’ :
) l 0 KQI\{ K%_i_% Uni1

Poznamka 4.24 (Nulovy Neumann). V pripade nulovej Neumannovej podmienky mame
a; = 0, g; = 0, takze prislusné Q) vyjde nulové. Preto v takom pripade v globalnom systéme
netreba robit Ziadnu tupravu. V softvéri ANSYS a inych koneénoprvkovych softvéroch sa
zrejme aj preto pouziva nulovd Neumannova podmienka ako automatické (default) nastavenie.
Pozri aj poznamku pod ¢iarou ¢islo 7 na strane 12.

Priklad 4.25 (Globéalna sistava rovnic v Specidlnom pripade). Majme okrajovii tilohu

—— =f(), z€(0,1), (4.41)
u(0) =0, wu(l)=1,

kde funkcia f(z) je konStantnd na kazdom elemente. V Priklade 4.19 sme napisali globdlnu
sustavu rovnic pre tito tlohu. Dirichletove okrajové podmienky u(0) = 0,u(1) = 1 vo vse-
obecnom znaceni (4.39) zodpovedaji a1 = 1,61 = 0,91 = 0a as = 1,82 = 0,92 = 1. Po
vynésobeni sistavy (4.37) velkostou elementu h a vyuziti okrajovych podmienok m4 ststava
podobu

1 0 0 - olr, 1 fo .
-1 2 -1 0 - 0|y 5(f1+ f2)h?
0 -1 2 | |Us 3 5(f2 + f3)h?

2 —1| |Un L(fn—1+ fn)h?

0 - 0 0 1] Wnal LI |

Poznamka 4.26 (Stvis MKP a MKD). Ulohu (4.41) sme vlastne uz rieili v Priklade 3.2
metédou koneénych diferencii a vysla ndm ststava (3.12). V nej ale na pravej strane vystu-
pujt hodnoty f(z) v uzlovych bodoch, kde je ale tunajsia Specidlna funkcia f(x) nespojité
(na susednych elementoch to moze byt rézna konstanta). Rozumnd aproximécia v uzlovych
bodoch je priemer f(X,) = %(fe—l + fe), ktory moézeme podosiddzat do pravej strany (3.12)
a po zosuladeni znacenia (x; <> X7, u; <> Uy) zistime, Ze je to uplne rovnaké ststava, ako
nam vysla tu. Citatel si mozno hovorf: , Tak pockat, naco sa trapime s celym MKP, ked ndm
nakoniec aj tak vyjde obycajna metoda konecnych diferencii?“. Treba si ale uvedomit, ze tu
sme skumali len velmi Specidlny pripad (konstantné a(x), Dirichletove OP, rovnomern4 siet,
linedrne elementy,...). MKP umoznuje velmi prirodzene pouzivat napriklad aj nerovnomerné
stete, ¢i vyssi stupen aproximdcie riesenia na elemente. MKP sa teda v istom zmysle da
chapat ako zovseobecnenie metédy konecnych diferencii.

Uloha 4.27 (Vyuzitie okrajovych podmienok | cv05, MKP pre 1D vedenie tepla.nb). Do
programu cv05, MKP pre 1D vedenie tepla.nb (Uloha 4.23) pre rieSenie okrajovej ulohy
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(4.33) doplnte vyuzitie okrajovych podmienok (4.39). Pri implementécii lavej aj pravej okra-
jovej podmienky treba rozlisit, ¢i B; je alebo nie je nulové a podla toho upravit maticu K
a vektor pravej strany F'.

V pripade tlohy (4.33) treba nastavit v bode z = 0 Dirichletovu okrajovi podmienku ako
a1 =1, =0,91 =1avbode x =1 Neumannovu okrajovi podmienku ako as = 0, fo = 1,
92 =0.

4.6 Riesenie globalneho systému rovnic a konstrukcia priblizného
rieSenia

Na riesenie globalneho systému rovnic je potrebné zvolif vhodni metédu. Jedna moznost je
pouzit priame metddy, napr. Gaussovu elimindciu’ alebo v pripade linedrnych elementov moézeme
pouzit Thomasov algoritmus®. Druhou moznostou st iteracné (priblizné) metddy, napr. Gaussova-
Seidelova metéda, SOR alebo BiCGStab.”

Konstrukciu priblizného riesenia opiseme pre linedrne elementy. Pre elementy vyssieho stupna
postupujeme tUplne analogicky. VyrieSenim globalneho systému rovnic (4.36) ziskame uzlové ne-

zname v globalnom ¢islovani, ¢ize Uy, ...,Un11. Na to, aby sme vedeli skonstruovat priblizné rie-
Senie U¢(z) = u§y§(x) + u§ys(z) na elementoch Q¢ e = 1,..., N, potrebujeme pomocou (4.35)
priradit hodnoty elementovym nezndmymi u§,u$, e = 1,..., N. Celkové priblizné (numerické) rie-

senie U(x),xz € [0, L] rovnice (4.1) s okrajovymi podmienkami (4.4) ziskané metédou koneénych
prvkov s linedrnymi elementami je

I I
Ut(z) = w1ty (x) + gty (), z el
U*(2) = ufyi(z) + uivs (@), z e
Uz) = zl ry?, (4.42)
UN(2) = ug ¢7 (2) + uwp’ ) (), z el
o o

Poznamka 4.28 (Dopocitanie Q-¢ok). Dost ¢asto néds pri vyhodnoteni vysledkov okrem
primarnych neznamych Uy, ..., Uy zaujimaji aj sekundarne nezndme Q] a QX na hranici
vypoctovej oblasti. M6zZeme ich po vyrieSeni globalneho systému (vypocitani primérnych ne-
znamych) Tahko dopocitat. Vyjadrime Q1 resp. QL z prvej, resp. poslednej rovnice v systéme
(4.36)

Q% = KIU_ f117
Qé\] = KN+1U_ f2]V7

kde K7 a K11 oznacuju prvy a posledny riadok matice K. Ak teda v pocitacovej implemen-
tacii vyuzitia okrajovych podmienok upravujeme maticu K a pravu stranu F', je potrebné si
prvy a posledny riadok ulozif.

"Nevyhodou je, ze pri Gaussovej eliminécii je potrebné pamétat si celd maticu tuhosti K, o je pri velkom poéte
neznémych problém. Navyse, vypoctova zlozitost je n3, kde n je poéet neznadmych.

8Stadi do pamite ulozit len 3 nenulové diagondly. V¥podtova zlozitost je n'.

9Vyhodou tychto metéd je, ze stadi v paméti drzat len nenulové prvky matice K.
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Ak by néas zaujimali vSetky Q-cka (aj tie vnutri vypoctovej oblasti), tak si ich mézeme
podobnym sposobom vyjadrit z elementovych rovnic (4.26). Ak vyuzijeme globélne ¢islova-
nie nezndmych (4.35), tak okrem @Q-Cok na pravej strane je vSetko zndme, ¢ize sekundarne
nezname (Jf a 5 vypocitame ako

1= KiUe + K{3Uet1 — f1,
Q5 = K51Ue + K55Ue 1 — f5.

Uloha 4.29 (RieSenie a vizualizdcia | cv05, MKP pre 1D vedenie tepla.nb). Otvorte prog-
ram cv05, MKP pre 1D vedenie tepla.nb (Uloha 4.27) pre riesenie okrajovej tlohy (4.33).

1. Dopliite riesenie systému rovnic (sta¢i pomocou funkcie LinearSolve).

2. Priradte hodnoty elementovym uzlovym neznamym u$ pre vSetky ¢ =1,...,5+1 a pre
e=1,...,N.
3. Skonstruujte priblizné riesenia U¢(x) na elementoch podla vztahu (4.19).

4. Pomocou funkcie Piecewise spojte funkcie U¢(x) do celkového priblizného rieSenia
U(z) (pre linedrne elementy ma tvar (4.42)).

5. Vykreslite priblizné rieSenie U(x) spolu s presnym rieSenim u(x), ktoré ma tvar (3.16).
Pre linearne a kvadratické elementy tieto grafy vidime na Obr. 4.13. Pri pouziti kvadra-
tickych elementov vychadza uz pri jednom elemente priblizné riesenie, ktoré je vizualne
takmer na nerozoznanie od presného riesenia.

y y
1
-02 06 08 (10 = @
-1t
i P
U(z),N =4
(a) Linearne elementy (s = 1) pre N = 2,4. (b) Jeden kvadraticky (s = 2) element.

Obr. 4.13. Riesenie okrajovej tlohy (4.33) pomocou MKP.

Poznamka 4.30 (Porovnanie s metédou koneénych diferencii). Okrajovi tlohu (4.33) sme
uz riesili aj pomocou metédy koneénych diferencii (pozri Ulohu 3.6). Grafickym porovnanim
pribliznych rieseni na Obrézkoch 4.13a a 3.4b vidime, zZe pri rovnakom pocte uzlovych bodov
déava MKP presnejsie riesenie.

Uloha 4.31 (Izolovans stena | cv08, MKP izolovana stena.nb). Pomocou vasho prog-
ramu cv05, MKP pre 1D vedenie tepla.nb z Ulohy 4.29 najdite priebeh teploty v izolova-
nej stene na Obr. 4.14. Murivo je Porotherm s hribkou d; = 30cm a tepelnou vodivostou
A1 = 0.23 W/mK. Izolacia je extrudovany polystyrén s hribkou dy = 10cm a tepelnou vo-
divostou A2 = 0.034 W/mK. Teplota v interiéri na povrchu muriva je uj, = 22°C a teplota
v exteriéri na povrchu izolacie je uexy = —5 °C.
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Murivo Izoléacia
Porotherm Polystyrén
A1 =0,23 W/mK A2 = 0,034 W/mK
0 >x
Uint = 22°C Uext = -5°C
30 cm 10 cm

Obr. 4.14. Izolovan stena z Uloh 4.31, 4.32 a 4.33.

1. Upravte parametre vypoctovej oblasti.
2. Nastavte funkciu a(z) ako

)\1, T € [O,dl],

(4.43)
)\2, T € (dl,d],

a(z) = AMx) = {

kde d = dy + d».

3. Tepelné zdroje v tomto pripade neméame, ¢ize f(x) = 0.

Nastavte (Dirichletove) okrajové podmienky.

5. Vhodne nastavte pocet elementov a stupen elementu. Tepelnd vodivost je nespojita
a vhodn3 siet je preto taka, pri ktorej bod nespojitosti lezi na styku elementov.® Posta-
¢ujuci stupen elementu sa da odhadnut, ked si odpoviete na otazku: ,,Aky ocakavame
priebeh presného riesenia na jednotlivych elementoch?“

6. Vyrieste tlohu a vykreslite MKP riesenie U(x). Riesenie pre 4 linedrne elementy vidime
na Obr. 4.15b.

7. Porozmyslajte, pre¢o ma rieSenie taky priebeh, aky vidime na Obr. 4.15b, ¢ize po Cas-
tiach linearny s relativne miernym spadom teploty v stene a prudkym spadom v izolacii.

=

“Toto je pri tvorbe siete v MKP vSeobecne pouzivana zdsada. Bude o nej re¢ v sekcii 9.1.
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(a) Presné riesenie z Ulohy 4.32. (b) MKP riesenie z Ulohy 4.31.

Obr. 4.15. MKP déva v niektorych situacidch dokonca presné riesenie.

x



62 KAPITOLA 4. MKP PRE DIFERENCIALNU ROVNICU 2. RADU

Uloha 4.32 (Izolovan4 stena, presné rieSenie). Néjdite presné riesenie u(x) Ulohy 4.31.

Riesenie. Kedze tepelna vodivost a(z) je nespojitd funkcia (4.43), tak diferencidlna rovnica (4.1)
nemd dobry zmysel (a(z) nie je diferencovatelné v bode z = dy), pozri Pozndmku 4.2. Tzv. klasické
riesenie tlohy teda neexistuje. Existuje ale tzv. slabé riesenie, ktoré teraz najdeme.”

Vyriesme tlohu nasledujicim postupom. Vypoctovi oblast [0, d] rozdelime na podoblasti [0, d; ]
a [di,d], na ktorych ma diferencidlna rovnica (4.1) dobry zmysel. Celkové riesenie budeme hladat
v tvare

) E O’ d b

ue) = 1@ w0l (4.44)
ug(x), x € (di,d).

Funkcie uj(z) a ug(x) ,zoSijeme“ v bode = = d; tak, aby bolo celkové riesenie u(x) spojité a aby

v bode x = d; bol spojity tepelny tok g = —afl—g, C¢ize aby platila bilancia tokov (teplo sa nemdze

stracat — to, Co pritecie zlava, musi odtiect doprava). Matematicky zosivanie vyzera takto:

Spojitost riesenia: ui(dy) = ua(dy) = 4.
d d

Spojitost toku: —Alﬂ = — gﬂ . (4.45)
dx r=d1 dx r=d1

Néjdime funkcie uj(x), ug(x) ktoré si rieSseniami okrajovych tloh

d duq d dus
——(A1— ) =0 dy,d —— | A—=] =0 0,d
(ldﬂf) ’ xe(l’ )7 resp. d$<2d$> ’ 336(,1),

u1(0) = Uing, ui(dy) = 1, ug(dy) = 4, u2(d) = Uext-

Musia to teda byt linedrne funkcie (maji mat nulové druhé derivéacie) spliiajice uvedené Dirichletove
okrajové podmienky. Takymito funkciami si

us () = i+ W(gg —dy). (4.46)
2

U — uy
u1 () = Uing + Tmt:v,
1

Cislo @ predstavuje zatial nezndmu teplotu v bode z = d;. Zistime ju vyuzitim spojitosti tokov
(4.45), po dosadeni nasich wu;(x), ug(x) dostdvame podmienku

U — Uing Uext — U
e
di do
z ktorej si vyjadrime @ v tvare
M Ao
T Uing T F2U
N d, Yint do, dext
o=+ (4.47)

AL A2
ot

¢ize U je akysi vazeny priemer hodndt uiny a Uext-

Celkovym presnym riesenim je teda po ¢astiach definovand funkcia (4.44), v ktorej uj (), ua(x)
maju tvar (4.46) a ¢islo 4 vypocitame pomocou vztahu (4.47). Presné rieSenie vykreslujeme na
Obr 4.15a. [ |

Napriek tomu, ze MKP je pribliznd metéda, tak v tomto pripade sme pomocou MKP dostali
dokonca presné riesenie. Takto tzasne funguje MKP v niektorych specifickych tlohach a viac to
rozoberieme v sekcii 6.1.

100 tom, ¢o to je slabé a klasické rieSenie este budeme vela hovorit v kapitole 6. V rieseni Ulohy 6.16 aj overime,
Ze tunajsie u(x) je naozaj slabym rieSenim.
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Uloha 4.33 (Izolovand stena, porovnanie rieseni | cv08, MKP izolovana stena.nb). V prog-
rame z Ulohy 4.31 si vykreslite aj presné riesenie u(z) z Ulohy 4.32. O zhodnosti priblizného
a presného rieSenia sa presvedéte graficky aj vypoctom ich rozdielu U(z) — u(x) v uzlovych
bodoch.

Uloha 4.34 (Deformécia piliera mosta | cv08, deformacia piliera.nb). Zacnite z prog-
ramu cv05, MKP pre 1D vedenie tepla.nb (Uloha 4.29). Upravte program tak, aby riesil
nasledujicu tlohu o deformécii piliera mosta, ¢ize rovnicu (2.40), ¢o je vlastne aplikacia
matematického modelu (4.1), kde a(z) = A(x)E(x).

Obr. 4.16. Pilier mosta s premenlivym prierezom A(z). Rozmery st uvedené v metroch.

Beténovy pilier s premenlivym prierezom A(x), ktorého geometria je na Obr. 4.16, stoji
na pevnom zéklade a na jeho horni stenu posobi tlakova sila @ = —5kN (minus, lebo pdsobi
nadol). V matematickej reci tieto okrajové podmienky vyzeraju takto (pozri sekciu 2.5.1)

Q = —5000,

u(0) = 0, (A(a:)EZZ)

a=IL

¢ize v mieste x = 0 je zadana Dirichletova okrajovd podmienka a v mieste x = L je Neuman-
nova okrajova podmienka. Okrem tlakovej sily na pilier posobi aj gravitacna sila, ktorej hus-
tota je fonj = —pg, Cize prava strana ma (podla sekcie 2.5) tvar f(x) = forjA(x) = —pgA(x).
Pouzite gravitacné zrychlenie g = 10kgm/s%. Betén mé hustotu p = 2500 kg/m? a Youngov
modul pruznosti £ = 28 GPa.?

1. Na zdklade Obrazka 4.16 napiSte funkciu A(z) pre prierezovu plochu.

2. Nastavte funkcie a(x), f(x), vypoctovi oblast a okrajové podmienky (4.39) tak, aby
zodpovedali tejto ulohe.

3. Vyrieste tilohu pomocou MKP s dvoma elementami (N = 2) pre stupen elementu s = 1
a s = 2. Pouzite rovnomerné siete z Obr. 4.17.

63
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s=1,N=2 s—=2 N =2

L— U, L U
bz fs

02 02 1T Us

- U - Us

Ot ol T U
TQ% TQ%

0—— U, 0=—U;

Obr. 4.17. Model piliera tvoreny sietou s dvoma elementami. VIavo linearne ele-
menty (s = 1), vpravo kvadratické elementy (s = 2).

4. Vypocitajte hodnoty posunuti vo vsetkych uzlovych bodoch a reakcné sily v koncovych
bodoch vypoétovej oblasti (v pripade s = 1 st to Q1, Q3 a pre s = 2 s1i to Q1, Q3), pozri
Poznamku 4.28. Overte rovnovahu sil, éize to, Ze reakénd sila @1, ktorou zaklad (pod-
pera) posobi na pilier, sa rovnd suctu velkosti sily posobiacej na horni stenu a celkovej
gravitacnej sily (treba si najprv vypocitat objem piliera).

5. Vizualizicia vysledkov (dobrovolna podiloha): Vykreslite pévodny aj deformovany pi-
lier do jedného obrazka podobne, ako to je to na Obr. 4.18. Deformécie sii velmi malé,
preto ich preskalujte tak, aby bolo kvalitativne vidiet, ¢o sa deje.

“Pri zaddvani vstupov programu si treba dat pozor na spravne jednotky, najistejsie je pracovat v zdkladnych
jednotkach.

Riesenie. Numerické hodnoty posunuti a reakénych sil vyjda takto (oznac¢enia premennych st na
Obr. 4.17):

s=1, N=2 s=2, N=2
U = Opm, Q7 = 30kN, U = Opm, Q7 = 30kN,
Us = —1.2381 pm, Uy = —0.6627 pm,
Us=—21111pm, Q3 = —5kN, Us = —1.2247 pm,

U, = —1.6926 pm,
Us = —2.0797pm, Q3 = —5kN.

Horn4 stena piliera teda klesne priblizne o 2 pm a zdklad posobi na stip silou 30 kN.

V Tabulke 4.2 este vidime porovnanie uzlovych hodnét posunuti MKP rieSeni s uzlovymi hod-
notami presného rieSenia, ktoré m4 tvar u(z) = ﬁ (52 — 30z 4 61n (£ — 1)) nm (modzete overit).
Vsimnime si, ze MKP rieSenie sa spresnuje s rasticim N. Pre s =2 a N = 2 je MKP riesenie uz
velmi presné (odchylky na trovni 4. desatinného miesta). Zaujimavé je aj porovnanie linedrnych
a kvadratickych elementov. Pre s = 1 a N = 2 mame 3 globalne uzlové body, rovnako ako pre
s=2,a N = 1. Pre s = 2 vSak dostdvame presnejsie riesenie. Rovnako dopadne porovnanie pripa-
dovs=1, N=4as=2 N =2, v ktorych mame 5 uzlovych bodov. MKP riesenie je pre s = 2
opét presnejsie.

7 porovnania uzlovych hodno6t sme ziskali isti1 predstavu o presnosti nasich MKP rieseni. Pres-
nost MKP riesenia a jeho konvergenciu k presnému rieSeniu budeme detailnejsie skumat v kapitole 6.

|
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Tabulka 4.2. Porovnanie absolitnych hodnét posunuti v mikrometroch. Uvaddzame hodnoty presného
rieSenia (zaokrdhleného na 4 desatinné miesta) a MKP rieSen{ pre stupne elementu s = 1,2 a rdzne
pocty elementov N.

Presné riesenie MKP riesenie
Linedrne elementy (s = 1) | Kvadratické elementy (s = 2)

x[m] N=1 N=2 N=4 N=1 N=2
0 0 0 0 0 0 0

0.5 0.6627 0.6642 0.6627
1 1.2247 1.2381 1.2281 1.2257 1.2247
1.5 1.6924 1.6979 1.6926
2 2.08 2.2024 2.1111 2.0878 2.0779 2.0797

1.

Uloha 4.35 (Deformécia piliera mosta, ANSYS). Overte vysledky Ulohy 4.34 v programe
ANSYS v prostredi Mechanical APDL.

Pre pouzitie linedrnych elementov zvolte typ elementu BEAM188.¢
. [Main Menu >> Preprocessor >> Element Type >> Add/Edit/Delete >> Add >> BEAM 188]

. Zadefinujte materidlové vlastnosti — hustotu p = 2500 kg/m?® a Youngov modul pruz-

nosti £ = 28 GPa.
. [Main Menu>> Preprocessor>> Material Props>> Material Models]
— [Structural>> Linear>> Elastic>> Isotropic] EX = 28€9
= [Structura|>> Density] DENS = 2500

. Zadefinujte premenlivy prierez A(z)."

. [Main Menu >> Preprocessor>> Sections>> Beam]
— [Common Sections| ID = 1, Name = spodok, B = 1.5, H = 0.5
— [Common Sections| ID = 2, Name = vrch, B = 0.5, H = 0.5
— [Taper Sections>> By XYZ Location]

* SECTYPE (ID) = 3, NAME = pilier

* Beginning Section ID = 1 spodok, XYZ Loc. = (0,0,0)

* Ending Section ID = 2 vrch, XYZ Loc. = (0,2,0)
Vymodelujte geometriu piliera. Modelujeme zvisli tsec¢ku s koncovymi bodmi (0,0,0)
a (0,2,0). Prierez nemodelujeme, ten vstupuje do vypoétu cez Sections.

. [Main Menu >> Preprocessor>> Modeling >> Create]
— [Keypoints ) In Active CS| 1: (0,0,0), 2: (0,2,0)
— [Lines>> Lines>> Straight Line>> Klik na body 1 a 2]

. Na geometrii vytvorte sief tvorent dvoma elementami.

. [Main Menu >> Preprocessor>> Meshing>> Mesh Tool‘
— |Element Attributes ) Global )) Set| > SECNUM = 3 pilier
— [Size Contro|s>>G|oba|>> Set] NDIV = 2
- Klik na ¢aru
Overte spravnost vytvorenia siete.
. [Horné lista >> PIotCtrIs>> Style>> Size and Shape] /ESHAPE = On

. Zadajte okrajové podmienky a zafazenia.

. [Main Menu >> Preprocessor >> Loads >> Define Loads >> Apply >> Structural]
— [Displacement )) On Keypoints )) Klik na bod 1| DOFs to be constr. = All DOF, VA-
LUE =0
— [Force )) On Keypoints ) Klik na bod 2| Direction of force = FY, VALUE = -5000
— [Inertia >> Gravity>> GIobaI] ACELY = 10
Spustite riesenie.
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. [Main Menu >> Solution >> Solve >> Current LS}
8. Vizualizujte vysledky (Obr. 4.18) a porovnajte numerické hodnoty s vysledkami Ulohy 4.34.
. [Main Menu >> General Postproc]
— [Plot Results>> Contour PIot>> Nodal Solu >> Nodal Solution >> DOF Solution >>Y-Comp. of displ.]
— [List Results>> Nodal Solution >> Nodal Solution >> DOF Solution >> Y-Comp. of displ.]
— [List Results>> Reaction Solu >> FY]

Ak sa vysledky presne zhoduju, treba sa potesit, ak nie, niekde je chyba, musi to sediet
presne. Mozete skusit tu aj v Ulohe 4.34 volit va&si pocet elementov, vysledky by sa
mali vzdy zhodovat.
9. Pre pouzitie kvadratickych elementov zvolte typ elementu BEAMI189 a prepocitajte.

Staci vymazat aktualnu sief,

. [Main Menu >> Preprocessor>> Meshing>> Mesh Tool >> Clear>> Klik na éiaru]
vymazat element BEAM188 a pridat element BEAM189,

. \Main Menu >> Preprocessor>> Element Type >> Add/Edit/DeIete‘

— |BEAM188 ) Delete|

-
vysietovaf,
. [Main Menu >> Preprocessor>> Meshing>> Mesh Tool >> I\/Iesh]
a potom uz len prejst krokmi 7. a 8. Vysledky sa musia aj tu presne zhodovat s tymi
z Ulohy 4.34.

“Vécsinou si pri priatoch vystaéime s elementom LINK180 (pozri Pozndmku 4.11). Tu je ale problém v tom,
ze pre LINK180 sa nedd pouzit premenlivy prierez. Preto sme zvolili element BEAM188, ktory sa pri namahani
¢istym tlakom/tahom (ziadny ohyb) spréva rovnako ako LINK180.

Lokalna z-ova stradnica pojde pozdfi elementov, ale geometriu ako takd budeme orientovat v smere
globélnej osi y.

NODAT, SOLUTTON ANSYS

SMN =—.211E-05

T 0000 ]
~.211E-05 ~.164E-05 -.117E-05 ~.T04E-06 ~.235E-06
—.188F-05 —.141F-05 —.938F-06 —.469F-06 o

Obr. 4.18. Vizualizacia posunut{ v smere zvislej osi (tu os y) v programe ANSYS Mechanical APDL.
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Uloha 4.36 (*Dalsie realne tilohy). V Ulohach 4.31 a 4.34 sme pomocou programu cvO5,
MKP pre 1D vedenie tepla.nb (Uloha 4.29) riesili dve redlne situdcie. Skuste vymysliet
dalsie realne problémy a vyriesit ich pomocou vasho programu. Napriklad:

e Vedenie tepla v stene, ty¢i ¢i dréte, len s inou geometriou, tepelnou vodivostou alebo
inymi okrajovymi podmienkami. Skiste napriklad Newtonove, ¢ize konvekciu (2.8) na
hranici. O tom, ako ju do programu zadat pomocou vSeobecnych okrajovych podmienok
(4.4) sme pisali v poznamke pod ¢iarou ¢islo 2 na strane 41.

o Pozdlzne deformécie piliera alebo tyée s inou geometriou, ¢ inym zatazenim. Ty¢ moze
napriklad aj visiet zo stropu a zafazite ju na dolnom konci zavazim s nejakou hmotnos-
tou. Ty¢ moze dokonca visiet aj na pruzine a pilier méze staf na pruznom podklade,
pozri sekciu 2.5.1.

4.7 *Globéalny pohlad

Je velmi uzito¢né rozmysliet si, ako sa da na MKP pozriet z pohladu globdlnych aprorimacnich
funkcii ¢r (pozri sekciu 4.3.2) a ako stuvisi globdlna sistava rovnic so slabou formuldciou na celej
vypoctovej oblasti (4.9). Budeme to ilustrovat na MKP s linedrnymi elementami.'!

Nase celkové priblizné riesenie U(z) vieme zapisat pomocou globalnych aproximacnych funkcii
¢r(z) v tvare

N+1

Uz) =Y Urgr(), (4.48)
=

kde U7 je pribliznd hodnota riesenia v globalnom uzlovom bode X;. Zapis (4.48) sa dé lahko overit
— v uzlovych bodoch plati (vyuzivame vlastnost (4.23))

N+1
UXy)=> Urér(Xy)=Uy,
=1 ———

org

¢ize priblizné rieSenie U (z) naozaj interpoluje uzlové hodnoty U;. Interpoldcia pomocou funkcii ¢;
je linedrna, a teda zapis priblizného riesenia v tvare (4.48) je naozaj ekvivalentny zapisu (4.42).
Celkové priblizné rieSenie U(x) spliia mnozstvo elementovych rovnic ((4.24) resp. (4.25) pre
vSetky e = 1,..., N). Pozrime sa na situdciu okolo globalneho uzlového bodu X;. Vyberme na
predchadzajicom elemente Q/~! druht rovnicu a na nasledujicom elemente Q! prvii rovnicu

I—-1 I—1 I—-1
Ty dU dyp Lo _ _
/x{1 o= dgc:/mil fytde + Q4 (4.49)
/ xé Y dif dx / " folde + Q1 (4.50)
—_ = ]. 1. *
ol dr dx !
Ked rovnice s¢itame, dostédvame
I-1 I—1 1 I I-1 I
T2 dU dypy /””2 dU dipy /3”2 -1 /“F"’2 I -1, Al
— d ———dzx = d d
/xil Oz de Ty Yardr YT fuo vy dot ol foide+ Gy 0,—/+Q1’

HT4to East je sice oznadend hviezdickou (d4 sa vynechat), ale méze Gitatelovi velmi poméct v tom, aby mu ,,véetko
do seba pekne zapadalo“, hlavne v stvislosti s naro¢nejSou matematickou kapitolou 6.
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kde sme vyuzili bilanciu tokov (4.34). Ak este vyuzijeme definiciu globalnych aproximacénych funkeii
(4.22), dostavame rovnicu pre I-ty globalny uzlovy bod!?

s
0

L
ada: . da::/o fordx.

V pripade, Ze sa zaujimame o prvy (resp. posledny) globédlny uzlovy bod, ¢ize I = 1 (resp. [ = N+1),
tak uvazujeme len rovnicu (4.50) (resp. (4.49)) a na pravej strane zostane aj hrani¢ny clen. Ked
to zhrnieme, tak pre fubovolny uzlovy bod X;,I = 1,..., N + 1 mozeme zodpovedajiicu rovnicu
zapisat v kompaktnom tvare

L L
/ L / fordz+ Q1¢1(0) + Q5 ¢r(L).
o dx dx 0
Vsimnime si, ze rovnakil rovnicu dostaneme, ak v slabej formuldcii na celej vypoctovej oblasti
(4.9) dosadime za u nase celkové priblizné rieSenie U a za vahovu funkciu w dosadime globdlnu
aproximacnu funkciu ¢y.

To znamend, ze odvodenie globalnej sustavy rovnic (4.36) by sme mohli zacat aj zo slabej
formulécie na celej vypoctovej oblasti (4.9), za u dosadit priblizné rieSenie v tvare (4.48) a za vahov
funkciu w postupne vsetky globédlne aproximac¢né funkcie ¢;,I = 1,..., N 4+ 1. Prvky globalnej
matice tuhosti a globédlnej pravej strany v stistave (4.36) by sa pomocou globélnych aproximacnych
funkcii poéitali ako

L L
K= [ a1 dor 4 Fii= [ fords +Ql6:(0) + QY or(L).

adac dx

Poznamka 4.37 (Pripomenutie metédy vazenych rezidui). Citatelovi odporti¢ame pripome-
nut si sekciu 3.2 o variacnych metédach, kde sme podobne do varia¢nej formulacie na celej
vypoctovej oblasti (3.24) postupne dosddzali linedrne nezavislé funkcie w;, ¢im sme dostali
sustavu rovnic pre nezname koeficienty c¢;. Tu v metdéde konecnych prvkov st neznadmymi
koeficientami prave uzlové hodnoty.

2ntegraly si sice formalne cez celi vypoétovii oblast Q = (0, L), ale nenulové prispevky dostaneme len pri
integrovani cez elementy Q! a Q.
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Kapitola 5

MKP pre diferencialnu rovnicu
4. radu (Eulerov-Bernoulliho nosnik)

V tejto kapitole sa budeme zaoberat metdédou konecnych prvkov pre diferencidlnu rovnicu
4. radu v 1D. Na MKP je fascinujice, Ze postup je v podstate rovnaky pre lubovolnd rovnicu.
Rovnako ako v kapitole 4, aj teraz budeme postupovat podla algoritmu zo sekcie 4.1. Postup MKP
vysvetlime na diferencidlnej rovnici

2 2u
. <b(g;)§x2> = f(z), xe(0,L), (5.1)

dx?

ktora opisuje priecne deformacie nosnika a odvodili sme ju v sekcii 2.6. Neznamou je prie¢na de-
formdacia (posunutie) u(z) [m]. Funkcia f(z) [N/m] je hustota vonkajsej sily v smere zvislej osi y.
Funkcia b(z) = E(x)I(z) [Nm?] je tzv. ohybova tuhost, pricom E [Pa] je Youngov modul pruz-
nosti a I [m* je moment zotrvacnosti prierezovej plochy definovany vztahom (2.52). Kedze ide
o rovnicu 4. radu, je potrebné k nej zadat 4 okrajové podmienky, dve na kazdej strane. O okrajo-
vych podmienkach sme detailne hovorili v sekcii 2.6.3 a pozrieme sa na ne aj tu v kontexte MKP
v Poznamke 5.2.

5.1 Stustava rovnic na elemente

5.1.1 Slaba formulacia

Vypoctovi oblast Q@ = (0,L) diskretizujeme na elementy Q¢ = [z§,25], kde e = 1,..., N,
rovnako ako v sekcii 4.2. Na odvodenie slabej formuldcie vyndsobme diferencidlnu rovnicu (5.1)
vahovou funkciou w(x) a integrujme na elemente Q°

o5 (2 d*u 5
——5 | b5 |wdx = / fwdx.
jS dw d.f xi
Na to, aby sme preniesli polovicu derivicii pod integrdlom na lavej strane z neznamej u(z) na vdhovi

funkciu w(x), vyuzijeme 2-krdt integraciu per partes |, f g hdr = [gh)’ — | f gh/ dz. Pri prvom per
partes vezmeme

d? d?u d d?u dw
QL L B teda g= -2 [p2Y), =2
9= 42 ( d$2>’ W ateda g dx < dx2>’ dx

d ( u\ 12 2% d [ du) dw x5
= == — — | b— | —dx = dz.
ldm < dx2> w] . /90? dx < da:2> dx v /x; Jwdx

L1

a dostaneme
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V druhom per partes zoberieme

d d?u dw d?u 2w
= — [ p— h=— ted =b—, h=-—
g dx ( da:2> ’ dx’ ateda g dx?’ dx?’

¢ize vychadza (minus v hrani¢nom ¢lene zdmerne ddvame dovnitra)

d d?u & d?u dw 2 5 d%u d%w x5
ldm ( dw?) wL i [ dz? dm] +/xe dz? dz? " /x Jwdz

e e
¢ z{ 1 1

Slabd formuldcia diferencidlnej rovnice (5.1) mé teda tvar

o5 d*u d*w 3 e e . dw . dw
[ Vgt [ feder Qi Q5 G| +Quie Qi) 62
kde Qf,..., Q4 oznacuju
d ( d*u d*u
= — | b— 5= |-b—%
Ql dr < dx2> . ’ Q2 ( d1‘2> . )
! ! (5.3)

. d [, d*u
%P‘MGMJ

d?u
Q5= | b——
o ( d:c2>

T3

Poznamka 5.1 (Identifikdcia primdrnych a sekunddrnych nezndmych). Primérne a sekun-
darne nezname rozpozname pohladom na hrani¢né ¢leny v slabej formulacii. Primdrne ne-
zndme identifikujeme tak, ze u vyjadrime v takom tvare, v akom sa v hrani¢nych cle-

noch vyskytuje vahovd funkcia w, ¢ize zo slabej formuldcie (5.2) mame u§, 60§ = dd[f .
1
a u§, 05 = % xe.“ Nezname 6f, 65 st sklony pribliznej priehybovej ¢iary U¢(x) v uzlovych

bodoch z§, z§, pf)zri Obr. 5.3. Sekunddrne nezndme identifikujeme z hrani¢nych c¢lenov ako
koeficienty pri vadhovej funkcii a jej derivaciach. V pripade slabej formulacie (5.2) sme ich
oznacili ako Qf,...,Q% a hovori sa im zovsSeobecnené sily, pricom pri odvodeni Eulerovej-
Bernoulliho rovnice v sekcii 2.6 sme videli (pozri vztahy (2.51)), ze vyrazy Qf,Q% [N] st
vlastne priec¢ne sily a Q$, @ [Nm] ohybové momenty pdsobiace na element v uzlovych bo-
doch x%,z§, pozri Obr. 5.1. Ich orientacia sa ozrejmi, ked porovname vztahy (5.3), (2.51)
a pozrieme na Obr. 2.15 a Obr. 2.17.

Qf OF

Q(i

2
| 0 |
51 5

Obr. 5.1. Interpretacia sekundarnych neznamych na elemente.

4

. z . ~ 7 L . . YR . v . . Vv e /.
“Niektori autori pouzivaju pri derivacidch konvenciu s opa¢nym znamienkom, ¢ize 05 = — dd% . a vyrazy
€T
k2

pre Q5 a Q4 potom maji opa¢né znamienko.
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Poznamka 5.2 (Klasifikicia okrajovych podmienok). Okrajové podmienky rozdelujeme na
dva typy:

o Obmedzujice alebo tiez geometrické (angl. essential alebo geometric), ktoré predpi-
suju okrajové podmienky pre primdrne nezname, ¢ize pre Eulerov-Bernoulliho nosnik
(5.1) predpiSeme deformaciu u a sklon 6 = % na hranici. V pripade rovnice vedenia
tepla (4.1) je to teplota uw na hranici.

o Prirodzené alebo tiez silové (angl. natural alebo force), ktoré predpisuji okrajové pod-

mienky pre sekunddrne nezndme, ¢ize pre rovnicu (5.1) Specifikujeme ohybovy moment

dCC2 )
tok ¢ = —a% na hranici (prostrednictvom Neumannovej alebo Newtonovej okrajovej
podmienky (4.4)).

M =bpLy resp. priecnu silu V' = —% (b%) na hranici. Pre rovnicu (4.1) Specifikujeme

Pre rovnicu (5.1) zaddvame 4 okrajové podmienky (dve na kazdom okraji vypoctovej oblasti).
V kazdom z bodov z = 0 resp. x = L zadame 2 okrajové podmienky takto:
1. Specifikujeme bud posunutie u(z) alebo priecnu silu V = —% (b%).

2. Specifikujeme bud sklon 6 = Z—Z alebo ohybovy moment M = b%.

Moznosti je pomerne vela, niektoré sme rozobrali v sekcii 2.6.3.

Poznamka 5.3. V pdvodnej rovnici (5.1) je potrebné, aby existovala Stvrta derivicia ne-
znamej u(x). V slabej formuldcii (5.2) staci, ak existuje druhd derivacia u(z) skoro vsade.
Poziadavka na b(x) v rovnici (5.1) je, aby bola 2-krét diferencovatelnd, v slabej formulacii
(5.2) funkcia b(z) moze byt dokonca aj nespojitda (na mnozine bodov miery nula).

Aj v tejto kapitole pomocou MKP vyriesime konkrétnu tlohu. Bude to nasledujica rovnica
4. rddu so zmiesanymi okrajovymi podmienkami.

Uloha 5.4 (Analytické riesenie). Najdite analytické rieSenie okrajovej tlohy
d*u

drt
u(0) =0, 4/(0)=0, u”(1) = -2, 4"(1)=0.

= 5, z € (0,1), (5.4)

Je to vlastne rovnica (5.1), v ktorej mame konstantnt materidlova charakteristiku b(z) = 1
a pravd stranu f(x) = —5, ¢ize nosnik dlzky 1m je po celej dlzke zatazeny smerom nadol
priecnou silou s hustotou 5 N/m. Konfrontujme este okrajové podmienky s Pozndmkami 5.1
a 5.2. Na Tavom okraji mdme u(0) = 0 a «/(0) = 0, ¢o znamend, ze nosnik je takzvane
votknuty — v bode x = 0 je fixované posunutie, aj sklon nosnika. Na pravom okraji mame
u”'(1) = —2, ¢ize tu posobi priecna sila 2N smerom nahor,” a u”(1) = 0, ¢ize tu nepdsobi
ziadny moment sily.

SN )

2

s v . PR 2
“Prie¢na sila na pravom okraji je QY = — % (bgﬁ)

x
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Riesenie. Diferencialnu rovnicu 4-krat integrujeme a postupne dostavame

Pu_ _iar
— = =52 + ¢,
da? !
d2u 5 2+ +
— =——z"+car+c
dz? 2 1 2
d 5
3%2_#3+%ﬁ+@x+%
)
u(x) = —ﬂx‘l + %x?’ + %23:2 + c3x + c4.

Vyuzitim okrajovej podmienky %(0) = 0 mame ¢4 = 0, z podmienky u'(0) = 0 zase plynie c3 = 0.

Okrajova podmienka v (1) = =2 ddva v (1) = =5+ ¢; E —2, ¢ize ¢c; = 3 a napokon z podmienky
u”(1) = 0 dostdvame u”(1) = =3 + 3+ ¢ 20, Gize ¢y = —1. Nagli sme teda presné rieenie tlohy
(5.4), ktoré ma tvar
5, 14 1,
S T R} 5.5
u(x) 51" + 5%~ 1% (5.5)

Riesenie vykreslujeme na Obr. 5.2. Tvar grafu intuitivne déva zmysel: Na lavom okraji je nosnik
naozaj votknuty, v Tavej Casti je vidno prehnutie nadol kvoli zatazeniu priecnou silou s hustotou
f(x) = —5. Pravy koniec nosnika je ale zahnuty nahor, ¢o je spésobené prie¢nou silou poésobiacou
v bode x = 1 nahor. |

Y
0.04}
0.03}
0.02f
0.01F

-0.01}
-0.02}

Obr. 5.2. Presné rieSenie okrajovej tlohy (5.4).

5.1.2 Aproximacné funkcie

Podla poziadaviek 1. — 3. na priblizné rieSenie U¢(x) zo sekcie 4.3.2 by pre slabt formulaciu
(5.2) stacila kvadratickd funkcia U¢(x) = c1 + caz + c32? (je to tplny polyném s nenulovou 2.
derivaciou). Na splnenie 4 interpolacnych podmienok (Obr. 5.3)

U (af) = uf. T )= 65,
U (a5) = T a)= 05,
ale potrebujeme polynom so 4 volnymi parametrami
Ué(x) = c1 + cox + c32® + cqa’. (5.6)

Na ziskanie interpola¢nych podmienok pre polyném (5.6) potrebujeme este jeho derivéciu, ktora je

due

=co + 2c32 + 3C4$2.
dx
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9, Qi

o)
o)
®
R -
N

Obr. 5.3. Kubickd funkcia U¢(z) interpolujica uzlové hodnoty u§,u§ a uzlové sklony 6, 65.

Interpolac¢né podmienky teda maji tvar

US(xf) = e1 + caaf + c3(a9)* + ea(2§)® = uf,
due e e e\2 e 1 JJ? (x?)Q (J"({)B 1 ’u’(la
dz (1) = c2 + 2es () + Bea ()" = 01, resp. 0 1 2zf 3(x9)?| |c2| _ |65
U(x5) = c1 + cawh + c3(25)? 4+ ca(25)® = u§,  maticovo Loas (25)°  (25)° | |es u3
due 0 1 2.’ES 3(1’5 2 [} 95
(2§) = 2 + 2c3x5 + 3cq(25)? = 65,
dx
VyrieSenim systému ziskame parametre cy, ..., ¢4, ktoré dosadime do polynému (5.6) a upravime
na tvar linedrnej kombindcie primarnych uzlovych neznamych, ¢ize
U(z) = uivi(z) + 0195 (x) + ugs(z) + 0504 (). (5.7)
Detailny postup dprav nebudeme uvadzat, citatel si to moze vyskusat. Podstatny je vysledok,
ktorému sa budeme snazit porozumief. Vysledné aproximacné funkcie 9§, i = 1,...,4 (Obr. 5.4)
mobzeme zapisat v tvare 1¢(z) = ¢¢(t(z)), pricom pouzivame funkciu t(z) = 7 (z — xf), kde

h¢ = 2§ — x¢. Funkcia t(x) je transformacia, ktord zobrazuje interval [z§, 25| na jednotkovy interval
[0, 1]. Funkcie ¢§(t), i = 1,...,4 sa daji zapisat v tvare

PS(t) = 26° — 32 +1, §(t) = hE(tP — 26 + 1),

A R 5.8
P50 = 2 432, G50 = K - ). )
Uzlové hodnoty aproximacnych funkcii a ich derivacii sa
e € dwe (5 € € dwe e
Yi(z]) =1, diL‘l () =0, i(z5) =0, d:vl (z3) =0,
[+ € dwe e [+ e dwe (5
P3(z7) =0, dx2 () =1, ¢5(x5) =0, dx2 (z3) =0,
i S (59)
Y5(27) =0, Iz (xf) =0, 5(x5) =1, %(IEQ) =0,
[ [ d/l/}e e [+ e d/(/}e e
Yi(27) =0, d; (xf) =0, i(x5) =0, T;(%) =1

Poznamka 5.5 (Uzlové hodnoty a derivacie). Vlastnosti (5.9) st zrejmé aj bez pocitania.
Napriklad aproximac¢nu funkciu 9§ dostaneme zo vztahu (5.7) pre takéto hodnoty neznamych:
uf =1, 0f =0, u5 =0, 05 =0, ¢ize funkcia ¢{ musi mat v bode z{ hodnotu 1 a nulovua deri-
vaciu, v bode z§ hodnotu 0 a tiez nulovt deriviciu (pozri Obr. 5.4). Odporicame ¢itatelovi,
aby si rozmyslel vlastnosti ostatnych aproximac¢nych funkcii a porovnal ich s Obr. 5.4.
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e Y

Obr. 5.4. Hermiteove interpola¢né funkcie.

Poznamka 5.6 (Hermiteove interpola¢né funkcie). V odvodeni interpola¢nych funkcii (5.8)
sa vyuzivali hodnoty funkcie U¢(x) v uzlovych bodoch a aj derivacie dU v uzlovych bodoch.
Takéto interpolacné funkcie sa vo vsSeobecnosti nazyvaju Hermzteove interpolacné funkcie
(pozri Poznamku 4.6). Interpoldcii (5.7) sa hovori aj kubicky splajn (angl. cubic Hermite
spline).

Uloha 5.7 (*Aproxima¢né funkcie | MKP pre DR 4. radu.nb). Uvazujme okrajovii tlohu
(5.4), ktort sme vyriesili aj analyticky a presné riesenie nam vyslo v tvare (5.5). V tejto
a dalsich tlohéch ju postupne vyriesime pomocou MKP.

1. Vypoctovi oblast © = (0,1) rovnomerne diskretizujte na N elementov ¢ = [z, z§],
e=1,...,N (vypocitajte h¢, skonstruujte x¢, x5).

2. Na kazdom elemente zostrojte aproximacné funkcie pomocou zapisu (5.8).%

3. Na jednom z elementov si aproximacné funkcie vykreslite a porovnajte ich tvar s grafmi
na Obr. 5.4.

“Je uzitoéné urobit aj symbolické odvodenie, podobne ako sme to robili v Ulohe 4.8.

5.1.3 Dosadenie priblizného riesenia a aproximacnych funkcii do slabej formu-
lacie

V slabej formulécii (5.2) za funkciu u(z) dosadime priblizné rieSenie na elemente (5.7) a za
vahovt funkciu w(z) postupne dosddzame aproximacéné funkcie 1§ (z), ..., ¥ (z). Prva elementova
rovnica (pre w = %) mé tvar

25 d* (u§yf + 0505 + usus + 0505) d2¢1
/E b dxz? du / Hrd

€ 6

+Q1¢1( )+Q2 dr —1 +Q3"¢1( )+Q4 dr
—r _ L han/a —_2
=0 =0

V hrani¢nych ¢lenoch vyuzivame vlastnosti aproximacnych funkcii (5.9). Integral na lavej strane
rozdelime na 4 integraly a vyjmeme pred integraly konstanty u§, 67, u$, 65. Dostaneme prvu ele-
mentovi rovnicu v tvare

uf K7y + 07Ky + usKis + 05K7, = fi + Qf,
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kde pouzivame oznacenia

w5 d?S d2e @5
K — / b Y g, e . / ° . 5.10
1) ,7;‘;‘ de d.’L‘Q f’L Z‘? f/(/}Z ( )
Podobne pre w = 1§ dostaneme druhu rovnicu
(& € & (& & (& € (& € (& e (& € d 5 e (& (& e d 5
uiK3, + 01K5y + us Koy + 05K5, = f3 + QT ¢5(27) +Q3 p +Q5 3 (x3) +Qf d .
= \T =0 \1,0_1
Zvysné dve rovnice st
uiKy + 01K5y + us Ksg + 03K3, = f3 + Q3,
ui Ky + 01K, + up Ky + 05Ky = fi + Q5.
Elementovi stistavu rovnic moézeme zapisat v maticovom tvare
Ky Kip Kiz Kig| |uj fi i
K5 K5, K Kb (65| _ |fs|, |@s] (5.11)
Kg Kg Kiz K| |us f3 5
K Kip Kz Ki] [05 fi 1
~——
Ke fe

Poznamka 5.8 (Pocet nezndmych a rovnic). V ststave (5.11) je 8 neznamych u§, 65, u$,
05 a Qf, Q5, Q5, Qf. Dohromady na vsetkych elementoch Qb .., QY mame 8N nezndmych
a len 4N rovnic. Stustavy treba opéat spojit do jedného systému.

Uloha 5.9 (*Elementové matice a pravé strany, N elementov | MKP pre DR 4. radu.nb).
Zacnite z programu MKP pre DR 4. radu.nb z Ulohy 5.7. Podla vztahov (5.10) skonstruujte
elementové matice tuhosti K¢ a pravé strany f€ pree=1,..., N.

5.2 Globalna ststava rovnic

Na spojenie elementovych ststav rovnic (5.11) (pree = 1,..., N) do globélnej ststavy vyuzijeme
spojitost primdrnych nezndmych, ¢ize samotného riesenia U(x) a jeho derivdcie © = %. Spoji-
tost riesenia na stykoch elementov zabezpecime zavedenim globalneho ¢islovania U, = ugfl = uf
a spojitost derivicie globalnym ¢islovanim 6, = 05_1 = 05.

Mame 2 typy tokov, resp. zovSeobecnenych sil: priecne sily Qf, Q5 a momenty sil Q$, QF (pozri
definiciu (5.3)). Preto bilancia sil na styku elementov tentokrat pozostava z dvoch rovnic

§*1 +Q{=0 bilancia prie¢nych sil,

“lres=o0 bilancia momentov sil.
Séitavat teda budeme:

« 3. rovnicu na elemente Q! s 1. rovnicou na elemente ¢,
e 4. rovnicu na elemente Q! s 2. rovnicou na elemente €.



76 KAPITOLA 5. MKP PRE DR 4. RADU (EULEROV-BERNOULLIHO NOSNIK)

V globalnom ¢islovani budeme mat 2N + 2 primarnych uzlovych nezndmych Uy, 01,...,Uny1,
On41. Globalny systém rovnic mé tvar

(K}, K, Kiy Ki, 0 071 [0 ] —f11+Q% 1
K3 K K3 K3y 0 0 61 f21 + QQQ
K3 K3, K3+ Kf K+ Ki K3 K3, 0 0 % f51 + f,?)
Ky K, Kp+K3 Ki+ K3, K3, K3, 6 - 0 ©2 fé + /2;
0 0 K2 K3, K%+ K}, K3+ K}, K |5
K} K Kis+ K3 Ki + K3 K : -
0 0 K3, K3
: : SR I LV R+ey
L 0 0 0 0 K44_ _@N—H_ _f4N+Q51V_
| ——
K F
(5.12)

Poznamka 5.10 (Pocet neznamych a rovnic). V globélnej sistave mame 2N +2 rovnic a cel-
kovo 2N + 6 nezndmych Uy, ©1,...,Uni1,0On11 2 QF, QF, QF, QF. Mame teda 4 nezndme
navyse. Systém s jednoznac¢nym rieSenim ziskame vyuzitim 4 rovnic z okrajovych podmienok.

Uloha 5.11 (*Globélna matica a pravé strana | MKP pre DR 4. radu.nb). Do vasho prog-
ramu MKP pre DR 4. radu.nb (Uloha 5.9) pre rieSenie okrajovej tlohy (5.4) doprogramujte
konstrukciu globalnej matice tuhosti K a pravej strany F. Najprv vytvorte nulovi maticu
(resp. vektor) spravnej velkosti. Potom do nej na spravne miesta pripocitavajte elementové
matice K¢ (resp. pravé strany f¢). Podobne ako v Ulohe 4.23, aj tu sa d4 pripoé¢itavanie robit
elegantne blokovo (nie cez 3 cykly).

5.3 Vyuzite okrajovych podmienok

Okrajové podmienky sa pre rovnicu 4. radu vyuziju podobne, ako pri rovnici 2. rddu v sekcii 4.5.
Moznych okrajovych podmienok je pomerne vela, nebudeme tu detailne analyzovat, ako sa v su-
stave vyuzije kazda z nich. Hlavnd myslienka je tplne rovnaké, ako pri MKP pre rovnice 2. rddu
v sekcii 4.5:

1. Okrajové podmienky prepiseme do reci nezndmych Uy, ©1,Uny1,On11, Q1, Q, Qév, QY.

2. Geometrické okrajové podmienky, ¢ize U; = konst., resp. ©; = konst. sa vyuziju tak, ze
rovnicu U; = konst., resp. ©; = konst. napiSseme namiesto prislusnej rovnice v globalnej
sustave (5.12).

3. Prirodzené okrajové podmienky sa vyuziju tak, ze si z kazdej najprv vyjadrime Qf, a potom
dosadime do pravej strany globalnej sustavy (5.12). Ak vyjadrenie obsahuje nejaké cleny
s primarnymi nezndmymi, tak tie prehodime na Tavi stranu.

Takymto sposobom vyuzijeme okrajové podmienky aj v nasledujtcej tlohe.

Uloha 5.12 (*Vyuzitie okrajovjch podmienok | MKP pre DR 4. radu.nb). Do programu
MKP pre DR 4. radu.nb (Uloha 5.9) na riesenie okrajovej tlohy (5.4) doplnte vyuzitie okra-
jovych podmienok. V reci uzlovych nezndmych vyzeraji okrajové podmienky takto

W'(H)=-2 - @Y=2
uw'(0)=0, — ©;=0, u"(1)=0 — QY=o
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5.4 Konstrukcia priblizného riesenia

VyrieSenim globédlneho systému rovnic (5.12) ziskame primarne uzlové nezndme v globalnom

¢islovani, ¢ize U1, 01,...,Unt1,On41. Aby sme vedeli skonstruovat priblizné rieSenie (5.7) na ele-
mentoch ° e = 1,..., N, potrebujeme priradit hodnoty elementovym neznamymi, ¢ize u§ = Uk,
=0, u§ = Uey1 05 = Ocy1, e =1,...,N. Celkové priblizné riesenie U(x),z € [0, 1] okrajovej
ulohy (5.4) ziskané metédou koneénych prvkov teda je
U'(x) = Urgq (2) + O14hy(x) + Uzibs (x) + Ooti (), z el
Ueo) U?(x) = Ui () + O3 (z) + Usthj () + O3 (x), z € 2,
€Tr) =

UN(2) = Unoi (2) + On5 () + Un19d (2) + On 1) (), z € QY.

Poznamka 5.13 (Dopocitanie Q-¢ok). Ak nds okrem primarnych nezndmych zaujimaji aj
sekundarne nezname QS (priecne sily a ohybové momenty) na hranici vypoctovej oblasti,
¢i dokonca na hraniciach elementov, mézeme ich po vyrieseni globalneho systému (vypoci-
tani primdrnych nezndmych) dopocitat analogicky, ako pri rovnici 2. rddu. Jednoducho si
vyjadrime @) z prislusnej rovnice, pozri Pozndmku 4.28.

Uloha 5.14 (RieSenie a vizualizicia | MKP pre DR 4. radu.nb). Do programu MKP pre DR
4. radu.nb (Uloha 5.12) doprogramujte nasledujice:

1. Dopliite riesenie systému rovnic pomocou funkcie LinearSolve.

2. Priradte hodnoty primarnym elementovym uzlovym neznadmym u{, 67, u$ 65 pre vSetky
e=1,...,N.

3. Skonstruujte priblizné riesenia U¢(x) na elementoch.

4. Pomocou funkcie Piecewise spojte funkcie U¢(z) do celkového priblizného riesenia
U(x).

5. Vykreslite priblizné riesenie U(z) spolu s presnym riesenim u(x), ktoré ma tvar (5.5).
Grafy pre rézny pocet elementov N vidime na Obr. 5.5. Vidime, ze uz pri pouziti dvoch
elementov je priblizné riesenie vizualne velmi blizko k presnému rieseniu.

0.04}
0.03f
0.02f
0.01f

-0.01f

-0.02f

Obr. 5.5. RieSenie okrajovej tilohy (5.4) pomocou MKP pre N =1a N = 2.

Poznamka 5.15 (Eulerov-Bernoulliho nosnik v ANSYSe). Ak by sme chceli diferencidlnu
rovnicu (5.1), resp. konkrétne okrajovi tlohu (5.4) riesit v ANSYSe, tak je potrebné pouzit
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zastaraly dvojuzlovy element BEAM4. Jeho osovému namahaniu zodpovedd matematicky
model pre pozdizne deformécie prita zo sekcie 2.5, ¢ize rovnaky model ako pri elemente
LINK180 (pozri Pozndmku 4.11). Pri prietnom naméhani a ohybani sa sprava ako Eulerov-
Bernoulliho nosnik. Tento element je implementovany ako 3D nosnikovy element. Ak nosnik
vymodelujeme v smere osi  a pomocou okrajovych podmienok zafixujeme posunutia v smere
osi x a z, ako aj rotacie okolo osi x a y tak dostaneme presne model z tejto ucebnice.
Standardne sa na modelovanie nosnikov v sti¢asnosti pouziva dvojuzlovy element BEAM188

(resp. 3-uzlovy BEAM189), ktory je zaloZeny na presnejSom Timoshenkovom-Ehrenfestovom
modeli nosnika [12], ktory uvazuje aj sSmykové deformaécie.
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Kapitola 6

Matematicka analyza metédy
konec¢nych prvkov

V tejto kapitole sa na MKP trochu pozrieme z hladiska numerickej a funkciondlnej analyzy.
Budeme hovorit o druhoch chyb, ktorych sa dopustame pri rieseni tiloh pomocou MKP a budeme
skimat konvergenciu priblizného riesenia k presnému rieseniu. Ulohou kapitoly nie je sktmat kon-
vergenciu pre pripad lubovolnej okrajovej ulohy, ¢i stupna elementu, ale skor sprostredkovat cita-
telovi na jednoduchom priklade obraz o tom, ako sa konvergencia da vysetrovat.

6.1 Druhy chyb v MKP

Metdda koneénych prvkov je pribliznd (numerickd) metéda, preto sa pri rieSeni tiloh pomocou
MKP dopustame chyby. Celkova chyba pozostava z viacerych druhov chyb:

1. Chyba pri aproximacii vypoctovej oblasti. Ak je vypoctova oblast €2 krivociara a apro-
ximujeme ju napr. v 1D mnozinou tseéiek alebo v 2D mnozinou polygénov,' doptstame sa
chyby, pretoze namiesto poévodnej vypoctovej oblasti €2 pouzivame priblizna vypoctovi oblast
Q= é\le Q°. Pri zjemnovani siete je vypoctova oblast aproximovand stale presnejsie a tato
chyba klesa. Chyba moze byt aj nulové, napr. v pripade, ze oblast €2 sa sklada z useciek (ako
v kapitoldch 4 a 5) alebo v 2D ak m4 Q po ¢astiach linedrnu hranicu.?

Obr. 6.1. Chyba pri diskretizacii vypoctovej oblasti Q v 1D a 2D.

2. Numerické chyby.

(a) Zaokruhlovanie ¢isel pri vypoctoch v pocitaci.

(b) Numerické integrovanie, teda vyéislovanie integrdlov pomocou pribliznych met6d, napri-
klad pomocou Gaussovych kvadratir, pozri kapitolu 8.

(c) Pouzitie pribliznej (iteracnej) metédy na riesenie globdlnej sistavy rovnic.

!Trochu predbichame, o diskretizécii v 2D bude re¢ v kapitole 9.
2V MKP sa niekedy pouZivaju aj krivodiare elementy, vdaka ktorym sa této diskretizaéna chyba d4 zredukovat.
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Tieto chyby st vicsinou velmi malé v porovnani s ostatnymi.

3. AproximaAacia riesenia. V tejto kapitole budeme skiimat chybu, ktord vznikd aproximéciou
presného riesenia u(z) pribliznym riesenim U(z), ktoré mé v pripade rovnice 2. radu (4.1)
a MKP s elementami stupna s tvar

s+1
Ut(z) = Y uiii (@), z e,
=1
s+1
U*(z) = ) uiyi (@), z e 0,
U(z) = i=1
s+1
UN(@) =Y ue (@),  zeQ.
=1

Aproximac¢na chyba je definovana ako funkcia e(z) = U(z) — u(z). Budeme analyzovat Lo
normu chyby

L
lellzy = U =y =1 | (U )2 de (6.1

a energetickid normu chyby, ktord je pre rovnicu (4.1) definovand ako

L
rwA—HU—wA—¢A<mw—wvm. (6.2)

Casto sa vztah (6.1) skratene nazjva Lo chyba a vztah (6.2) energetickd chyba.®> Normy (6.1)
a (6.2) vlastne vyjadruji vzdialenost priblizného riesenia U od presného riesenia u.* Cielom
analyzy v tejto kapitole je odhadnit tieto normy chyby a zistif, ako sa normy menia pri
zjemnovani siete.

MKP je pribliznd metdda, ale v niektorych Specidlnych pripadoch moéze davat aj presné riesenie
ulohy (¢ize chyba méze byt nulové, e(z) = 0). Na ilustriciu sa na jeden takyto pripad detailne
pozrieme.

Veta 6.1 (*MKP dava presné rieSenie v uzlovych bodoch pre konstantné a(z)). Majme
diferencidlnu rovnicu (4.1) s okrajovymi podmienkami (4.4). Nech a(z) = a = konst., potom
MKP s linearnymi elementami dava v uzlovych bodoch presné riesenie.

Poznamka 6.2 (Veta 6.1 plati pre Iubovolné f(z)). Ako uvidime z dékazu, veta naozaj plati
bez ohladu na to, ako si zvolime prava stranu f(z).

Dékaz. Veta 6.1 plati pre vSeobecné okrajové podmienky (4.4). Dokaz nerobime pre vSetky kom-
bindcie okrajovych podmienok. Na ilustraciu uvazujeme nasledujice kombinacie, z ktorych uz by
malo byt zrejmé, ze to funguje vo vSeobecnosti.

1. Dirichlet+Neumann, ¢ize okrajové podmienky (4.3).
2. Newton+Newton (resp. Neumann), ¢ize okrajové podmienky (4.4), v ktorych si 51 a f2
nenulové a a(x) = 1.

3Znacenie indexom A pochddza z operitorového zapisu diferencidlnej rovnice (4.1), ¢ize Au = f, kde A je diferen-
d du

cidlny operator definovany ako Au = —4- (a(x) E)'

“Pozri Definiciu A.17 metriky (vzdialenosti) indukovanej normou.
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Pre jednoduchost uvazujme rovhomernt siet s elementami dlzky h.°
Diferencidlnu rovnicu (4.1) si pre a(z) = a = konst. mézeme prepisat na tvar

2U xT A
du _ 1) _ oy,

dx? a

¢o mozno chépat ako rovnicu (4.1), v ktorej volime a(z) =1 a f(z) = f(x). Presné riesenieS u(z)
splna slabu formulaciu (4.9), pricom plati (4.10). Ak za vdhovu funkciu w(z) zvolime globdlnu
aproximac¢nu funkciu ¢;(x) (definovani vztahom (4.22)), dostaneme

a0 ()] i (3

o dr dx dzx
Priblizné riesenie U(z) spliia slabii formuldciu (4.9) (pre a = 1 a f = f), kde konstanty QY = Q1
a QY = QY a priori nie st zndme. Pre volbu w(x) = ¢;(x) mame

¢1(L). (6.3)

x=L

Ldud Loy

W01 o = [* Forde + Qlort0) + QN or(L). (64)
o dx dx 0
Sktimame (aproximacni) chybu e(z) = U(x) — u(x), preto vztahy (6.4) a (6.3) od seba od¢itame.
Po tprave vychadza

Ld(/lfg—?)% ([ du N _ [du
[ = (e () zo)(m(o”(% (%)

Dirichlet+Neumann. Uvazujme teraz okrajové podmienky (4.3). Druhy ¢len na pravej strane
rovnice (6.5) je nulovy vdaka Neumannovej okrajovej podmienke

) 61D, (6.5)

z=L

du

Q' =Qr=—

z=L

Ak integral v (6.5) rozdelime na sucet integrélov cez vSetky elementy, tak takmer vsetky integraly
vypadni, lebo globalna aproximac¢né funkcia ¢; je na vécsine elementov nulova.
Pre I =2,..., N ndm zostane

X1 de d X1 de d d
[ e N
X;_, dx dz x; dr dx dz

1 1
h h

kde sme na vypocet derivacii vyuzili definiciu (4.22) a vztahy (4.14) (pozri aj Obr. 4.9 a tiez
Priklad 4.10). Ak este vyuzijeme Newtonov-Leibnizov vzorec (A.1), dostaneme

1 .x 1 -x
E[g} ! — E [E]X?rl = 0.

Zavedme zjednodusené oznacenie £ := £(X;) pre chybu v uzlovom bode X;. V tomto oznaceni
mame
(e1 —€e1-1) — (€141 —€1) = 0,

a teda
—€r-1+ 27 —¢e141 =0, (6.6)

5Veta 6.1 plati aj pre nerovnomernti siet. Rovnomernt siet pouzivame pre lepsiu prehladnost dokazu.
5Lepsie povedané, presné slabé riesenie. O slabom riefen{ sa viac hovor{ v sekcii 6.2.
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Pre I =1 vztah (6.5) nepotrebujeme, pretoze v bode X plati pre presné riesenie u(zx) aj pre pri-
blizné rieSenie U (z) Dirichletova okrajovd podmienka (pozri (4.3)), ¢ize u(X1) = up a U(X1) = wo,

a preto
g1 = €(X1) = U(Xl) — ’U,(Xl) = 0, (6.7)

¢ize v bode X je chyba automaticky nulova.
Pre I = N + 1 ndm zo vztahu (6.5) zostane

/XN+1 & donpn dex =0
xy dr_ dx S
1

h

z ¢oho méme po vyuziti Newtonovho-Leibnizovho vzorca rovnicu

EN+1 —EN = 0. (6.8)
Rovnice (6.6), (6.7) a (6.8) tvoria ststavu rovnic pre nezndme uzlové chyby e1,...,en+1, ktort
mobzeme zapisat v tvare
T1 0 o1l et 1 [0]
-1 2 -1 0 :
0 -1 2 -1 0 B
0
o -1 2 -1
| 0 e 0 =1 1] el 0]

Matica tejto sistavy je reguldrna (dé sa ukazat, ze determinant je rovny 1).

Newton+Newton. Pozrime sa teraz na pripad Newtonovych, resp. Neumannovych okrajovych
podmienok, ¢ize podmienok (4.4) pre 1, 82 # 0. Vyjadrime si z nich vyrazy pre (analytické) toky
potrebné na pravej strane vztahu (6.5)

(o). (@)

Okrajové podmienky (4.4) vyjadrené v re¢ci MKP nezndmych majua tvar (4.39), z ktorého vyjadrime
(numerické) toky

- w' (6.9)

z=L ﬁZ

e R (6.10)
&3} Ba
Po dosadeni tokov (6.9) a (6.10) vztah (6.5) prejde na tvar

Lded « «
PO gy — S (U — 0(0))61(0) — 22 (Unsr — u(l) )é1(L)
o dz dz Bl —— B2 ——
e(0)=e1 e(L)=en41 (6.11)
e} e
= ——2e161(0) — Z2ens161(L).
B B2
Lava stranu upravime analogicky, ako v pripade Dirichlet+Neumann.
Pre I =2,...,N zo vztahu (6.11) dostaneme, rovnako ako predtym, rovnicu (6.6), lebo celd prava

strana vypadne vdaka ¢;(0) =0 a ¢;(L) = 0.
Pre I =1 mame ¢7(0) =1 a ¢;(L) = 0, takze zo vztahu (6.11) ndm zostane
X2 de do 0616
= = ey
X, dx d:f, B

=
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7 ¢oho mame

1 « «
—E(EQ — 81) = —Fiel, resp. <1 + BIh) g1 —¢e9=0.

Pre I = N +1 mame ¢;(0) =0 a ¢;(L) = 1, takze vztah (6.11) prejde na

AN+t de dony o)
@ da dz = _FgN—H,
XN 2
w
z ¢oho mame

1 a9 a9
*(5N+1_5N) = — 5 EN+1, resp. — &N + <1+h> EN+1 =0.
h B2 B2

Rovnice (6.12), (6.7) a (6.13) tvoria sistavu, ktori mozeme zapisat v tvare

_1+%h -1 o ][ e 7 [0
-1 2 -1 0
0 -1 2 -1 0 B
. 0
0o -1 2 -1
I 0 e 0 -1 1+%h_ e 0]
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(6.12)

(6.13)

D4 sa ukédzat, ze determinant matice ststavy je rovny & hc”azgaﬂlﬁ 24a2B1py V praxi byvaji koefi-

1P2

cienty o1, aw, f1, B2 neziporné.” Matica je teda singuldrna len v pripade, ak na oboch okrajoch
mame Neumannovu okrajovii podmienku (g, ae = 0). To je ale dobre zndmy pripad, v ktorom
(numerické ani presné) riesenie tilohy nie je jednoznacné.® V ostatnych pripadoch je matica stistavy

regularna.’

KedZze matice ststavy su v oboch pripadoch reguldrne, tak riesenie oboch ststav je trividine

gr=¢€1=...=¢en41 =0,

Cize chyba v uzloch je nulovd a priblizné MKP rieSenie sa v uzloch zhoduje s presnym slabym

rieSenim, teda

Ur = u(X1), Uz=u(Xa), Unt1 = u(Xn11).

Daoésledok 6.3. V pripade, ze presné riesenie je linedrne na kazdom elemente, tak pomocou
MKP dostavame presné riesenie dokonca na celej vypoctovej oblasti. Priklad takejto situacie

sme videli v Ulohe 4.31, pozri aj Obr. 4.15.

Poznamka 6.4 (Presné rieSenie v hraniénych uzlovych bodoch pre a(x) = konst.). D4 sa
ukdzat, ze pri rieseni okrajovej tlohy (4.1), (4.4) pre a(x) = a = konst. pomocou MKP
s elementami vyssieho stupna dostéavame presné riesenie vo vsSeobecnosti len v hrani¢nych

uzlovych bodoch elementov.

"Napriklad Newtonovej okrajovej podmienke (2.8) zodpoveds volba oy = &, 81 = 1 a podmienke (2.41) zodpoveds

a1 =k A(0), 1 = 1.
8 Ak mame nejaké rieSenie, tak vietky ostatné riefenia ziskame pripo¢itanim Iubovolnej konstanty.

9Pozorného ¢itatela mozno napadne, ¢ menovatel neméze byt nulovy. Nemoze, rozoberdme pripad 81, 82 # 0.
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Uloha 6.5 (Uzlové chyby | cv06, MKP pre 1D vedenie tepla, chyby a EOC.nb). Zacnite
z programu cv05, MKP pre 1D vedenie tepla.nb (Ijloha 4.29) na rieSenie okrajovej tlohy
(4.33). Porovnajte uzlové hodnoty presného riesenia u(z) a priblizného riesenia U(x). Expe-
rimentdlne na viacerych prikladoch overte, ze pre a(z) = konst. ddva MKP v hraniénych
uzloch elementov presné riesenie.

6.2 Pojem klasického a slabého riesenia

V nasledujucich ¢astiach kapitoly 6 budeme pre jednoduchost chybu e(z) = U(z) —u(z) skimat
na modelovej okrajovej tilohe'”

—u"(z) = f(x), xz € (0,1), (6.14a)
u(0) =0, /(1)=0. (6.14b)

Diferencidlna rovnica (6.14a) je vlastne rovnica (4.1), v ktorej sme zvolili a(z) =1 a L = 1. Kedze
ide o Specidlny pripad tlohy uvazovanej vo Vete 6.1, tak v uzlovych bodoch je chyba e(z) nulova.
Budeme sa zaujimat este o Ly normu (6.1) a energetickd normu (6.2) chyby &(z).

Definicia 6.6 (Klasické riesenie). Nech prava strana f je spojitd funkcia (f € C([0,1])). Ak
funkcia u € C2([0, 1]) spliia v kazdom bode z € (0, 1) diferencidlnu rovnicu (6.14a) a spliia aj
okrajové podmienky (6.14b), potom funkciu u nazyvame klasickgm riesenim okrajovej ilohy
(6.14).

Metéda koneénych prvkov v skuto¢nosti hladé priblizné rieSenie (aprozimdciu) k tzv. slabému
rieseniu, ktoré je vseobecnejsSim pojmom nez klasické riesenie.

Na definiciu slabého riesenia potrebujeme najprv skonstruovat priestor funkcii, do ktorého bude
patrit slabé riesenie.

Slaba formulédcia na celej vypoctovej oblasti @ = (0,1) (pozri Pozndmku 4.3) ma podla (4.9)
v nasom pripade tvar

/ " (@ () d = / C fyw(a) do — u(0)w(0) + ' (Lw(1), (6.15)
0 0

kde w(z) oznacuje vahovi funkciu. Pri definicii slabého rieSenia sa pouzivaji vdhové funkcie, ktoré
splriaji obmedzujice (essential) okrajové podmienky, pozri klasifikdciu okrajovych podmienok v Po-
znamke 5.2. V okrajovej tulohe (6.14) je podmienka u(0) = 0 obmedzujticou okrajovou podmienkou,
a preto vahové funkcia w(z) musi spliiat okrajovii podmienku w(0) = 0. Ak tito podmienku spolu
s okrajovou podmienkou u/(1) = 0 vyuzijeme v slabej formulacii (6.15), hraniéné ¢leny vypadnu
a dostaneme

1 1
/ u'w' dx = / fwdz. (6.16)
0 0
Pre integraly v slabej formulécii (6.16) budeme pouzivat nasledujiice oznacenia
1
(f,w) = / fwdz, (6.17)
0
1
(u, w) = / u'w' dz. (6.18)
0

10Z4very, ku ktorym prideme, platia vieobecne pre rovnicu (4.1) s okrajovymi podmienkami (4.4), resp. aj pre
zlozitejsie tlohy, ale vSeobecné dokazy by boli komplikovanejsie.
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Symbol (-,-) je skaldrny sucin v priestore Lo(0,1).'' Symbol (-,-)4 je tzv. energeticky skaldrny
sucin. Oznacenie indexom A pochadza z operatorového zapisu diferencidlnej rovnice (6.14a) v tvare
Au = f, kde A = —% je operator (zaporne vzatej) druhej derivacie, ktorého definiénym oborom
je mnozina D4 = {u € C?([0,1]),u(0) = 0}, ¢&ize funkcie spojité az do 2. derivécie, ktoré maji
nulovii hodnotu v bode z = 0.2

Uloha 6.7. Ukéite, e vyrazy (6.17), (6.18) naozaj spliiaji vietky vlastnosti skalirneho
sucinu (¢ize symetria, linearita a nezdpornost, pozri Definiciu A.18).

Riesenie. 1. Vyraz (u,v) = fol uv dx definuje skaldrny sicin. Nezdpornost je zrejmd, kedze vo vy-

raze (u,u) = fol u?dr > 0 sa integruje kvadrat. Dalej musi platit, ze (u,u) = 0 < u = 0. Im-
plikdcia < je trividlna (integral nulovej funkcie je nulovy). Pozrime sa na implikdciu =-. Rovnica
(u,u) = fol u? dz = 0 hovori, Ze integral z nezdpornej funkcie u? je nulovy. Nutne teda musi platit,
ze pod integralom je vlastne nulova funkcia,'® u? = 0, a teda aj u = 0. Symetria vyplyva zo symetrie
nasobenia funkcii

1 1
(u,v) :/ uvdx:/ vudr = (v,u).
0 0

Podobne linearita je dosledkom linearity nasobenia funkcii a linearity integralu

(u+ cv,w) :/

0

1 1

1 1
(u+cv)wdazz/ (uw+cvw)dx:/ uwda:+c/ vwdr = (u,w) + c(v, w).
0 0

0

2. Vyraz (u,v)4 = fol u'v’ dx definuje skaldrny siucin. Nezédpornost je opét zrejmad, kedze vo vyraze

(w,u)a = [y (u')2dz > 0 sa tiez integruje kvadrat. Dalej musi platit, Ze (u,u)a = 0 < u = 0.
Implikdcia < je opét trividlna. Ukdzme implikdciu =. Rovnica (u,u)s = fol (u')? dxr = 0 hovori,
7e integral z nezépornej funkcie (u/)? je nulovy. Nutne teda musi platit, ze v/ = 0, a teda u je
konsStantnd funkcia. V definicnom obore operatora A su ale iba funkcie, ktoré si nulové v bode
z = 0, ¢o spomedzi konstantngch funkeif spliia iba funkcia u = 0. Symetria a linearita prejdi tplne
analogicky ako pri skaldrnom si¢ine (u,v). Pri linearite sa vyuzije navyse len to, Ze derivacia je
linedrny operator, ¢ize (u + cv)' = v’ + v’ ]

Skaldrny stucin (6.17) indukuje Lo normu (6.1) a energeticky skaldrny stucin (6.18) indukuje
energetickd normu (6.2) (pre a = 1), pozri Definiciu A.19 normy indukovanej skaldrnym si¢inom.
Viac detailov mozno najst v literatire z funkciondlnej analyzy, napriklad [5, 13].

S pouzitim novych oznaceni (6.17), (6.18) slaba formulacia (6.16) prejde na tvar

(u,w)a = (f,w), pre vSetky w z priestoru V, (6.19)
kde priestor V je definovany ako
V ={w € Ly(0,1) | (w,w)4 < co,w(0) =0},

¢ize priestor funkcii, ktoré maju koneéni Lo normu ||w||z, = /(w,w) < oo, kone¢ni energetickd
normu |Jw||a = /(w,w)4 < oo a splitaji okrajovii podmienku w(0) = 0.

"Priestor L2(0,1) je vektorovy priestor funkcii, ktorych druhd mocnina je Lebesgueovsky integrovatelnd, ize

funkcia w je z priestoru L2(0,1) ak (w,w) = fl w?dr < oo, inak povedané, ma koneénti Lp normu ||w|r, =

0
(w,w) < oo.
127 funkcionélnej analyzy vieme, %e ak mame pozitivny operator, &ize (Au,u) > 0 pre lubovolné u € D4, tak z neho
vieme vyrobit skaldrny suéin [5, 13].
13Presnejsie nulové skoro vsade az na mnozinu bodov miery nula. Tieto funkcie sa v8ak vo funkciondlnej analyze
chdpu ako ekvivalentné nulovej funkcii a implikdcia = sa potom chdpe v zmysle tried ekvivalencie [13, 5].
11Zjednodusene povedané, funkcia w € V a jej derivicia musia mat nejaké vlastnosti. V priestore L2(0,1) nie st
Ziadne poziadavky na derivaciu, a teda priestor V' je podpriestorom L2 (0, 1).
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Definicia 6.8 (Slabé riesenie). Nech funkcia f je z priestoru Lo (0, 1). Slabym riesenim (alebo
tiez zovseobecnenym riesenim) okrajovej tlohy (6.14) nazyvame funkciu u z priestoru V' taku,
ze pre vsetky vahové funkcie w € V plati

(u7 w)A = (f7 w)'

Poznamka 6.9 (Presnejsia definicia priestoru V). V kontexte funkcionélnej analyzy je pries-
tor V je istym Hilbertovym priestorom, ktory je podpriestorom Sobolevovho priestoru Wi (),
kde ©Q = (0,1), pozri napriklad knihy [2, 5, 13]. Priestor V' sa d& definovat ako

V = {w e w3 (©),w(0) =0}.

Poznamka 6.10. D4 sa ukéazat, ze funkcie z priestoru V su spojité. Viac sa o tom hovori
v knihe [2].

Poznamka 6.11 (Lax-Milgram). Doélezité otdzka je, ¢i vlastne slabé riesenie je jednoznac¢né.
O tom, Ze slabé riesenie je naozaj jednoznacné, pojednava Lazova-Milgramova veta, pozri
literatiiru venovanu funkcionalnej analyze [2, 5, 13].

V dalsich castiach tejto kapitoly budeme sktimat, ¢i rieSenie ziskané metodou koneénych prvkov
konverguje k slabému rieseniu.

Poznamka 6.12. Vsimnime si, ze v definicii slabého riesenia vystupuje len Dirichletova okra-
jova podmienka (v definicii priestoru V') a nevystupuje tu Neumannova okrajova podmienka
u'(1) = 0.

.....

V rovnici (6.14a) je potrebné, aby existovala 2. derivacia, v priestore V' su slabsie poziadavky,
preto sa riesenie nazyva slabé. To znamend, ze moze nastat aj situacia, ked klasické riesenie
problému neexistuje, ale slabé riesenie existuje. Slabé rieSenie je teda vseobecnejsi pojem.

Mame teda dve rozne definicie rieSenia ulohy (6.14): klasické a slabé riesenie. Je preto zaujimavé
pozriet sa detailnejsie na to, aky je medzi nimi savis a ¢i a za akych okolnosti st riesenia totozné.

Veta 6.14. Ak u je klasickym riesenim tlohy (6.14), potom je aj slabym rieSenim.

Dékaz. Vyplyva to z toho, ako sme prisli k slabej formulacii (6.19), a teda k Definicii 6.8 slabého
riesenia. Na zaciatku sme uvazovali klasické riesenie u € C?(]0, 1]), vyndsobili diferencialnu rovnicu
(6.14a) vahovou funkciou w, integrovali, pouzili integréciu per partes a okrajové podmienky, ¢im
sme dostali slabi formuléciu (6.19). O funkcii w ani o f € C([0, 1]) sme nepredpokladali ni¢ navyse,
a preto klasické riesenie u je zaroven aj slabym riesenim. O

Pri opa¢nom garde je situdcia zlozitejsia. Slabé rieSenie nie je nutne vzdy aj klasickym riesenim.
Plati to len za istych podmienok.
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Veta 6.15. Nech f € C([0,1]) a u je slabé riesenie tilohy (6.14), pricom navyse u € C2([0, 1]).
Potom je funkcia u aj klasickym riesenim.

Dékaz. Hlavnou myslienkou dokazu je pouZitie integracie per partes [ ; g'hdx = [gh)’— [ (f gh' dz na
Tavej strane slabej formulécie (6.19) resp. (6.16). Vezmime ¢’ = w’ a h = /. Préve na tomto mieste
potrebujeme predpoklad vety o existencii druhej derivacie, u € C?([0,1]). Lava strana v (6.16) sa
teda upravi takto

1 1 1
/ u'w' dx = [u'w]é - / vw'wdzr = (1)w(1) — ' (0) w(0) —/ v wdz. (6.20)
0 0 —~= Jo
Ako sme hovorili Poznamke 6.10, funkcie v priestore V' st spojité, a teda hodnoty w(0) a w(1) st
dobre definované (kone¢né) ¢isla, navyse plati w(0) = 0 z definicie priestoru V. Po dosadeni vyrazu
(6.20) do slabej formulacie (6.19) dostavame

1

1
o' (Dw(1) — / u'wdr = / fwdx, pre Iubovolné w € V. (6.21)
0

0

Potrebujeme ukézat, 7e funkcia u spliia diferencidlnu rovnicu (6.14a) aj okrajové podmienky (6.14b).
1. cast: Funkcia u splia diferencidlnu rovnicu. Vo vztahu (6.21) si moézeme zvolit lubovolné w € V.
Zvolme také funkcie w, ze w(1) = 0.'> Vdaka tomu vypadne hraniény ¢len a mame

1 1
—/ u"wdx:/ fwdz,
0 0

1
/ (—u" — flwdx =0, pre lubovolné w € V' také, ze w(1) = 0,
0

Vdaka Tubovolnosti w a Désledku A.22 (+Pozndmky A.23), v ktorom vezmeme v = —u” — f,
dostavame —u” — f =0, a teda —u” = f, Cize slabé rie§enie u spliia diferencidlnu rovnicu (6.14a).
2. ¢ast: Funkcia v spliia okrajové podmienky. Dirichletova okrajova podmienka u(0) = 0 plati, lebo
slabé riesenie u je z priestoru V. Platnost Neumannovej okrajovej podmienky musime ukazat. Zo

vztahu (6.21) mame

1
o (Dw()+ [ (—u”" = flwdz =0, pre Iubovolné w €V,
° =0

kde vyuzivame, 7e slabé rie§enie spliia diferencidlnu rovnicu (1. Cast). Zostalo ndm teda
' (Dw(1) =0, pre Iubovolné w € V,

¢o je tvrdenie, ze suéin dvoch ¢isel /(1) a w(1) je nulovy, pricom ¢islo w(1) je Tubovolné. Nutne
teda musi platit «/(1) = 0, a teda slabé rieSenie spliia obe okrajové podmienky (6.14b).

Kedze slabé rieSenie u splia diferencidlnu rovnicu (6.14a) aj okrajové podmienky (6.14b), tak
je zaroven aj klasickym rieSenim. O

Uloha 6.16 (Slabé riesenie). Presvedéte sa, 7e presné riesenie Ulohy 4.31 ziskané v Ulohe 4.32
je naozaj slabym riesenim.

B Touto volbou vlastne redukujeme viber w na podpriestor celého priestoru V.
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Riesenie. Slaba formuldcia na celej vypoctovej oblasti ma pre diferencidlnu rovnicu (4.1) so vse-
obecnymi okrajovymi podmienkami (4.4) tvar (4.9), ¢ize

L dud d d
Phaatatly / fwdx + ( u) w(0) + (adz>
=0 =L

o dxdz da:
pricom tu mame L = d. Vlastnosti priestoru V zavisia od toho, aké mame konkrétne okrajové
podmienky. Kedze v Ulohe 4.31 mame Dirichletove okrajové podmienky, tak priestor V je definovany
takto

w(L), pre fubovolné w € V,

V ={w € Ly(0,d) | (w,w)a < oo, w(0) =0,w(d) =0}.

Vahové funkcie w teda spliiaji homogénne Dirichletove okrajové podmienky. Navyse, kedze v Ulo-
he 4.31 mame f(x) = 0 tak slaba formulacia sa zredukuje na tvar

4 dud
a2 Gr =0,  pre lubovolné w € V.
Yz dz
Zostava teda overit nulovost tohto integrélu. Dosadme funkciu a(z) definovani vztahom (4.43)

a presné riesenie u(x) v tvare (4.44)

d du dw duy dw dus dw du1 du2 d dw
——dx AM— —dzx )\ — —dx —
o Vdz dz / Cldr de Ve da / Ydx Jq, do
konst konst.
du du ) du du
2 0 () - w(0)) + 22 (w(d) ~w(d) & (MG - T2 ) w(a) Lo
=0 =0

=0
Pri pravach sme postupne vyuzili:

1. Vynatie konstant pred integral. Derivicie funkcii u; a uo st konstantné, lebo st to linedrne
funkcie (majui tvar (4.46)).

2. Newtonov-Leibnizov vzorec (A.1).

Okrajové podmienky pre vahova funkciu w.

4. Spojitost tepelného toku (4.45) (resp. moézeme dosadit za u; a ug ich tvar (4.46), ale je to
zbytocéné, kedze pri odvodeni tohto tvaru sme so spojitosti toku vychédzali).

w

Integral je teda naozaj nulovy pre Iubovolni vahovi funkciu w € V, slabd formulacia je splnena
a riesenie z Ulohy 4.32 je vskutku slabym riesenim Ulohy 4.31. |

6.3 Ritzova-Galerkinova metdéda

Ritzova-Galerkinova (R-G) metédal® hlada aproximéciu U slabého rieSenia u. Metéda koned-
nych prvkov je $pecidlnym pripadom R-G metédy. Citatelov so zaujmom o hlbsie pochopenie mate-
matiky (funkciondlnej analyzy), ktora je za MKP obraciame na knihu [2]. Vo zvysku tejto kapitoly
vyuzivame postupy prave z tejto knihy.

Zakladnou myslienkou R-G metddy je, ze priblizné riesenie U hladdme v konecnorozmernom
podpriestore V,, priestoru V (¢ize U € V,, C V') tak, aby pre U platilo

(U,w)a = (f,w), pre vSetky w z priestoru V,, C V. (6.22)

Poznamka 6.17. Rovnica (6.22) pripomina slabt formuléciu (6.19). Zasadny rozdiel ale je,
ze funkcie w neberieme z celého priestoru V', ale len z kone¢norozmerného podpriestoru V;,.

16Casto sa jej hovori aj Ritzova metdda alebo Rayleigho-Ritzova metdda.
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Otéazka je, ¢i sa d& vzdy najst koneénorozmerny podpriestor V,, tak, aby platila rovnica (6.22).
Da sa ukazat, ze ano. V sekcii 6.4.1 skonstruujeme jeden takyto priestor. Riesenie U je navyse jediné
a konverguje k slabému rieSeniu u, ked zvySujeme dimenziu priestoru V,,.!” O existencii jediného
rieSenia hovori nasledujica veta.

Veta 6.18. Nech f € Ls. Potom R-G metéda dava jediné riesenie U € V,,. Navyse rovnica
(6.22) je ekvivalentnd rieseniu sustavy linedrnych algebraickych rovnic s maticou nxn, pri¢om
n je dimenzia podpriestoru V,, (n = dim V},).

Doékaz. 1. ¢ast: Rovnica (6.22) je ekvivalentnd rieseniu ststavy linedrnych algebraickych rovnic.

Rovnica (6.22) vlastne predstavuje stustavu nekonecne vela rovnic, pretoze v priestore V,, je
nekonecne vela funkcii a pre kazda funkciu médme jednu rovnicu. KedZe priestor V,, je konecno-
rozmerny, tak moézeme vybrat konecni bazu {¢r}7_,, teda mnozinu linedrne nezavislych funkeii
o1, .., ¢n, pomocou ktorych sa daji vyjadrit vsetky funkcie z priestoru V,,, inak povedané, linear-
nym obalom!'® bézy je cely priestor, span{¢r}7_; = V,. Lubovolni funkciu w € V,, vieme vyjadrit
v tvare linedrnej kombinacie bazovych funkcii

n
w=Y wrdr,
=1

kde wy, ..., w, sa realne cisla.

Poznamka 6.19. Ako uvidime neskor, napriklad v 1D pre MKP s linedrnymi elementami
je priestor V,, tvoreny po castiach linedrnymi funkciami a bazovymi funkciami si globalne
aproximacné funkcie (4.22), Obr. 4.9, okrem funkcie ¢, lebo té nespliia Dirichletovu okrajovi
podmienku w(0) = 0, ktort maji splnat vsetky funkcie w z priestoru V,, C V.

Zvolme v rovnici (6.22) za funkciu w postupne vSetky bézové funkcie ¢q, ..., ¢,. Dostaneme
stustavu n rovnic

(U, 01)4 = (f, 01), I=1,...,n. (6.23)
Ak kazdu z rovnic postupne vyndsobime lubovolnym ¢islom wy a rovnice zosumujeme, dostaneme

n

Z (U, é1)a Z (f, 1),

z ¢oho vdaka linearite skaldrnych staéinov (-,-) a (-,-)4 mame

n n
(UaZwI¢I> = <f72w1¢1)7
I=1 A I=1
—— —
w w

kde > 7, wr¢r = w je Iubovolné funkcia z priestoru V,,. Vidime, ze ak rovnica (6.22) plati pre
bézové funkcie (Cize ak plati vztah (6.23)), tak potom automaticky plati pre lubovolni funkciu
w € V,. To znamend, ze rovnicu (6.22) netreba riesit pre vsetky funkcie w € V,,, sta¢i zobrat
bazové funkcie. Tymto sme ukdzali, Ze rovnica (6.22) je ekvivalentnd rieseniu sustavy n rovnic
(6.23).

Zapisme ststavu (6.23) este maticovo. Priblizné riesenie U tiez patri do priestoru V,,, takze ho
tiez vieme rozlozit do bazy

U=> Uy

"Niekedy sa tomu hovori aj rozsirovanie priestoru Vj,.
8L inedrny obal st vietky mozné linedrne kombingcie.
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Dosadme tento rozklad do rovnice (6.23), mame teda

(iUwLm)A:(ﬁm), I=1,....n

J=1

a vdaka linearite skalarneho stucinu dostavame tzv. Ritzovu-Galerkinovu sustavu linedrnych rovnic
n
S Usbsé0)a=(f0r),  I=1,...n.
J=1

Je to ststava n rovnic s n neznamymi Uy, ..., U,. Maticovy tvar sistavy je

(61,01)a (d2,01)a .. (Pn,P1)a| |Ur (f, ¢1)

(o1, 26252),4 (2, :¢2)A . (Pn, :(/52)A U:2 _ (f, :¢2) (6.24)
(¢17 ¢n)A (¢27 ¢n)A cee (¢na an)A Un (f7 an)
K U b2

Dostali sme ststavu rovnic s tzv. Ritzovou-Galerkinovou maticou K rozmeru n x n.'? Rovnica
(6.22) je teda ekvivalentna tejto ststave.2’

Poznamka 6.20. V MKP sa Ritzova-Galerkinova matica K nazyva globalna matica tuhosti
a je riedka (obsahuje vela nil), pozri rovnice (4.36), (4.38) alebo (5.12). Vo Fourierovej metéde
je R-G matica diagonalna, lebo bazové funkcie ¢1, ..., ¢, tam tvoria ortogonilny systém.

Na to, aby bola ststava dobre definovand, musia v nej vystupovat konec¢né ¢isla. Treba teda
ukazat, ze vyrazy (¢7,¢1)a aj (f,¢r) st konecné. Vidno to po vyuziti Cauchyho-Schwarzovej ne-
rovnosti (A.20)

(@, 0r)al < l|@jllall¢1]]a < oo,
’(fa ¢I)‘ < HfHLQ HQS[HLQ < 00,

pricom v poslednom kroku sme vyuzili, ze ¢; je z priestoru V;, C V' C L2(0,1) a f je z priestoru
Ls(0,1).
2. ¢ast: R-G metéda déva jediné riesenie tlohy (6.22).

Jednoznac¢nost rieSenia tlohy (6.22) sa redukuje na jednozna¢nost rieSenia ststavy (6.24) a tu
ukézeme sporom. Nech ststava nemad jediné riesenie. Potom matica K je singularna, ¢ize existuje
nenulovyj vektor ¢ = (c1,...,c,)T, pre ktory plati, ze Kc = 0. Vytvorme funkciu v = Y7, c;¢;.
Pre funkciu v plati

(v,0)a = <Z cjpr, Z CI¢1> = Z cy (g, 01)4c1 = CT@ =0,
J=1 I=1 A

teda skalarny sicin (v, v)4 je nulovy a to podla vlastnosti skaldrneho sicinu (pozri Definiciu A.18)
plati prave vtedy, ked v = 0, ¢ize ked vektor ¢ je nulovy a to je spor. ]

Dokéazali sme, Ze Ritzova-Galerkinova metdda je dobre definovana, ¢ize vzdy dava jediné rieSenie.
V dalsej casti budeme skimat chybu € = U — u Ritzovej-Galerkinovej metddy.

YHovori sa jej aj Gramova matica, kedze jej prvkami st skalarne stéiny vektorov (funkcii) ¢1,. .., Pn.

20Studenti MPM sa s Ritzovou-Galerkinovou metédou stretnti aj na predmete Funkcionalna analyza (pozri mapu
predmetov na Obr. 1). Tam sa jej hovori Ritzova metéda a odvodenie stistavy (6.24) sa robi minimalizdciou kvadra-
tického funkciondlu Flu] = (u,u)a — 2(f,u).
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6.4 Odhad chyby Ritzovej-Galerkinovej metody

Najprv budeme skimat chybu v energetickej norme |le||4 = ||[U — u|l4, potom v Lo norme
lell, = 1U — u|| L, Zacneme dolezitou vlastnostou chyby.

Veta 6.21 (Vlastnost ortogonality). Chyba e = U — u je v zmysle energetického skaldrneho
sucinu kolmé (ortogondlna) na vsetky funkcie w € V,, C V' (Obr. 6.2), teda

(e,w)a = (U —u,w)s =0. (6.25)

Tejto vlastnosti sa hovori aj Galerkinova ortogonalita.

e=U—u

Obr. 6.2. Schematicky obréazok, ilustracia vlastnosti ortogonality. Chyba ¢ = U — u je
kolm4 na vsSetky funkcie w z podpriestoru V,, C V' (¢iZe aj na priblizné rieSenie U € V,,).

Dékaz. Pre priblizné riesenie U plati rovnica (6.22), teda
(U,w)a = (f,w), pre vsetky w € V,, C V. (6.26)
Podobne pre slabé riesenie u podla Definicie 6.8 plati?!
(u,w)a = (f,w), pre vietky w € V, a teda aj pre vietky w € V,, C V. (6.27)
Ked od rovnice (6.26) odé¢itame rovnicu (6.27), dostaneme vlastnost ortogonality (6.25). O

Vlastnost ortogonality (6.25) mozeme interpretovat aj tak, ze priblizné riesenie U € V,, je vlastne
projekciou?? presného riesenia v € V' do priestoru V,, C V, pozri Obr. 6.2.

Lemma 6.22 (Optimalita R-G met6dy (Céaova lemma)). RieSenie ziskané R-G metddou je
optiméalne v energetickej norme, teda

U —ulla < |lv—ula, pre vsetky v € V,. (6.28)

Dékaz. Skimajme chybu v energetickej norme (resp. jej druhii mocninu)

U —ull3 2 (U—u,U—u)a 2 (U—u,U)a+U —u,—u)a 2 (U—u,—u)a

=0
5.
LU -u)a+U —u,—w)a Z (U —uv—ua<|U—ullallv—ulla, Vo€V,
=0

21V Definicii 6.8 slabého rieSenia vystupuje lubovolna funkcia v z priestoru V, ale kedze w je z podpriestoru V,, C V,
tak pre nu tiez rovnica plati.
22V zmysle energetického skaldrneho stcinu (6.18).
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kde sme v jednotlivych krokoch vyuzili tieto skutocnosti:

1. Definicia A.19 normy indukovanej skaldrnym sti¢inom.

Linearita skalarneho stcinu.

3. Vlastnost ortogonality. Funkcia U je z priestoru V,, a podla vlastnosti ortogonality (6.25) je
kolm4 na chybu U — u, preto ¢len (U — u,U)4 vypadne.

4. Pripocitanie nuly v tvare 0 = (U — u,v)4, kde v je Iubovolnéd funkcia z priestoru V,, (¢ize
podla (6.25) kolmé na chybu U — u).

5. Cauchyho-Schwarzova nerovnost (A.10). Na jej Iavej strane ndm sice chyba absolitna hod-
nota, ale ti si tam mozeme beztrestne doplnit, kedze sme zac¢inali s nezdpornym c¢islom.

N

Ak zfskanti nerovnicu || U —ul|% < ||U—ul 4 ||[v—ul|a predelime normou ||U —u/| 4, ziskame nerovnicu
(6.28).

Delit vsak moézeme iba ak |U — ul|4 # 0, ¢ize ak chyba nie je nulovd, ¢ize ak U nie je presnym
slabym riesenim, U # wu. Nerovnica (6.28) ale trividlne plati aj pre tento pripad, kedZe na lavej
strane by sme mali nulu a t4 je urcite mensia alebo rovna ako akékolvek nezaporné ¢islo na pravej
strane. O

Poznamka 6.23 (Optimalita R-G metddy). Nerovnicu (6.28) mozeme interpretovat aj takto:
Pre kazda funkciu v € V,,, ktort dosadime do vyrazu ||v — ul|4 dostaneme horny odhad na
energetickd chybu ||U — u| 4. Rovnost nastane prave v pripade, ked dosadime v = U.

Cize najlepsia funkcia v, teda tak4, ktord je v energetickej metrike najblizsie® k slabému
rieSeniu u, je prave Ritzovo-Galerkinovo riesenie v = U. D4 sa tomu intuitivne rozumiet aj
pomocou schematického Obr. 6.2. V podpriestore V,, naozaj ni¢ blizsie k presnému rieseniu
u nendjdeme. Najblizsie je prave projekcia presného riesenia v € V do priestoru V,,, ¢ize
priblizné riesenie U € V,.

“Pozri Definiciu A.17 metriky indukovanej normou.

Désledok 6.24 (Optimalita R-G metédy). Pre vSetky mozné funkcie v dostdvame rozne
horné odhady na energeticki chybu. Dobry napad je najst najlepsi (najmensi) horny odhad,
¢ize v nerovnici (6.28) moézeme minimalizovat cez vsetky v € V,, a dostaneme

— ul|4 = min |[v — u| 4. 2
1T~ ulla = min [lv —ull4 (6.29)

Keby sme chceeli byt opatrni, tak vo vztahu (6.29) ponechdme znamienko <. Ale kedze vieme,
ze funkcia U je tiez jednou z funkcii v € V,,, tak minimalizdcia nemdze dat ni¢ vicsie nez
¢islo || U — ul|4 (minimum cez v € V,, sa nadobtda pre v = U). Starostlivejsia argumentécia
prechodu od rovnice (6.28) k rovnici (6.29) je v knihe [2] v ¢asti 0.3.

Doteraz sme sa zaoberali energetickou chybou |e||a = |U — ul|4, teraz sa pozrieme aj na Lo
chybu |¢||, = ||U — u||L,. Uvidime, ze tieto dve chyby spolu stvisia. Uvazujme funkciu w €
C?([0,1]), ktora je rieSenim tzv. dudlnej 1ilohy

(6.30)

¢o je vlastne povodna okrajovd tloha (6.14) s pravou stranou rovnou chybe e = U — u. Funkciu w
vyuzijeme pri skiimani Lo chyby.
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Lemma 6.25. Pre Lo chybu plati nasledujica nerovnica

[w = vlla

U—-ul, <
H H 2 ||w”HL2

U — ul|a, pre vSetky v € V,, (6.31)

kde funkcia w € C?([0,1]) je riesenim dudlnej tilohy (6.30).

Doékaz. Skimajme druhi mocninu Lo chyby
1

U —ulli, L (U —u,U—u) Z (—w", U —u) 3:/ —w" (U — u) dx
0

1
L [—w'(U — u)](l) —i—/o w'(U — ) dx

2 [0) (00) (1) ~ wO)(U0) ~u0))] +. 0~ w4 & a0 )
=0 -0 0
=0
T 8. 9.
=@ U—wa+ (0 U-wa=@-vU-uwaslw=vlaU-uls, VoeV

=0

V jednotlivych krokoch sme vyuzili tieto skuto¢nosti:

1. Definicia A.19 normy indukovanej skalarnym stc¢inom.

2. Definicia dudlnej tlohy (6.30), teda —w” = U — u.

3. Definicia (6.17) skaldrneho stéinu v Lo priestore.

4. Integracia per partes f; g'hdx = [gh)’ — ff gh' dx, pricom vezmeme ¢ = —w” a h =U — u.

5. Rozpisanie hrani¢ného ¢lena a definicia energetického skaldrneho stcinu (6.18).

6. Okrajové podmienky pre slabé riesenie u, priblizné riesenie U a riesenie dudlnej tilohy w.

7. Pripoc¢itanie nuly v tvare 0 = (—v, U — u) 4, kde v je Tubovolna funkcia z priestoru V;, (pozri
vlastnost ortogonality (6.25)).

8. Linearita skaldrneho sucinu.

9. Cauchyho-Schwarzova nerovnost (A.10), pozri aj krok 5. v dékaze Lemmy 6.22.

Dospeli sme teda k nerovnici
HUqu%2 < Jlw =24 |U — u|| 4, pre vsetky v € V.

Tu uz sa zacCina crtat, ze Lo chyba a energetickd chyba budi nejako suvisiet. Na lavej strane
vyuzijeme v jednej norme |U — u||p, = || — w”||r, = ||w”||L,, ¢iZe definiciu dudlnej tlohy (6.30).
Dostavame

U = ullzy [[w”llLy < lw—=vlalU —ulla,  pre vietky v € Va.

Predelime faktorom |[w”|, a dostdvame nerovnicu (6.31). Delit mozeme iba ak ||w”||., = ||[U —
ul|L, # 0, ¢ize ak chyba ¢ = U —u nie je nulovd, teda ak U nie je presnym (slabym) riesenim, U # u.
Ak je chyba nulova, tak jej energetickd norma aj Le norma st nulové a nie je ¢o skimat. O

Désledok 6.26. V nerovnici (6.31) je podobna situdcia ako v nerovnici (6.28). Pozijeme
rovnakd argumentéciu ako v Dosledku 6.24.

Prava strana (6.31) ndm déva (nekonecne) vela hornych odhadov Ly chyby ||U —ul| 1, (pre
kazdé v jeden odhad). Opat mézeme nédjst najlepsi (najmensi) horny odhad, ¢ize v nerovnici
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(6.31) mdézeme minimalizovat (spravit infimum) cez vSetky v € V,, a dostaneme
i _
inf [l ol

U—ulL, <
0= e =\ o,

U — ul|a- (6.32)

Infimum, sme aplikovali na celd pravi stranu nerovnice (6.31), ale uplatnilo sa len v ¢itateli
zlomku, kedze, nikde inde funkcia v nevystupuje.

Poznamka 6.27 (Minimum verzus infimum). Péar slov k tomu, preco v nerovnici (6.32)
piseme infimum a nie minimum. Infimum je vlastne také opatrné minimum. Ak si nie sme
tak piSeme radsej infimum. V Désledku 6.24 sme si boli isti, Ze najnizsia hodnota vyrazu
|lv — ul|4 sa nadobtuda pre funkciu v = U, ktora je z priestoru V;,, preto sme urcite mohli
pisat minimum (aj infimum).

Poznamka 6.28. Keby v nerovnici (6.32) bol faktor
0 _

Jnf [lw —vlla
[z,

malé ¢islo (mensie ako 1), tak chyba v Ly norme by bola mensia ako v energetickej norme.
Vo Vete 6.31, uvedenej nizsie, to aj budeme predpokladat.

Uloha 6.29. Pozrite sa na tabulky v Ulohe 6.38 a presvedéte sa, ze Lo chyba naozaj vychddza
vzdy (pre vSetky pocty elementov N aj vSetky stupne elementov s) mensia, nez energetickd
chyba.

Poznamka 6.30 (Infimum inf ||w—v]||4 stvisi s kvalitou aproximécie). Cislo inf |[w—v]|4
vEVL vEVR

je vlastne chyba najlepsej moznej aproximécie funkcie w € C2([0, 1]) funkciou v z priestoru V;,.
Cim lepsie dokaZeme funkciu w aproximovat v priestore V;,, tym mensie je &islo in‘ﬁ lw—v] .
veVn

Ako priklad si mézeme predstavit priestor V,, ako priestor po castiach linedrnych fun-
keif (s fixovanymi uzlovymi bodmi). Na Obr. 6.3 vidime dve aproximéacie v; a vy funkcie w.
Ocividne, aproximécia v; je lepsia, my ale hladdme najlepsiu mozni (v energetickej norme)
aproximaciu, ¢ize funkciu v, ktord d4 najmensiu normu ||w — v||4 (je ku w najblizsie v ener-
getickej metrike).

e

0

Obr. 6.3. Aproximécia funkcie w po Castiach linearnymi funkciami vy a vs.

1 xr
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Predpoklad, ze faktor in‘ﬁ |lw—wvl||a/||w"| L, je malé ¢islo sformulujeme do nasledujicej vety.
veVn

Veta 6.31 (Aproximacny predpoklad). Kazdd funkcia w € V, ktord mé druhi deriviciu
z priestoru Ly(0,1), sa d4 v energetickej norme dobre aproximovat funkciami z kone¢noroz-
merného priestoru V,, C V, pricom plati

inf [Jw—vl|a < J||w” :
Jof Jw vl < 8w|L,. (6.33)

kde ¢ je malé cislo.

Upozornenie: Vsimnime si, ze Vetu 6.31 sme formulovali pre aproximéaciu Tubovolnej funkcie
w € V, pre ktort w” € Ly(0,1). Jednou z nich je napriklad aj konkrétna funkcia w, ktord je
rieSenim duélnej tlohy (6.30).

Poznamka 6.32 (Interpretédcia aproximacného predpokladu). Podla Definicie A.12 krivost
grafu K(z) stvisi s druhou derivaciou w”(x). NavySe, podla Pozndmky A.13, ak je prvd
derivicia mald, |w'(z)| < 1, tak krivost sa priblizne rovnd druhej derivacii (v absolitnej
hodnote), K(z) =~ |w”(x)|. Tento sivis ndm spolu s Pozndmkou 6.30 déva interpretéciu
nerovnice (6.33): Chyba najlepsej aproximdcie zévisi od krivosti grafu aproximovanej funkcie.

V sekcii 6.4.1 aproximacény predpoklad (6.33) dokazeme pre Specidlny pripad priestoru V;, tvo-
reného po Castiach linearnymi funkciami. Teraz budeme predpokladaft, ze aproximaény predpoklad
je splneny a pozrieme sa na dosledky.

Veta 6.33 (Odhady chyb). Majme priestor V,,, v ktorom je splneny aproximacny predpoklad
(plati Veta 6.31). Pre riesenie U € V,,, ktoré je aproximdciou slabého rieenia u € V platia
nasledujice odhady chyby

U —ulla <9 fll, odhad chyby v energetickej norme (6.34)
U = ullz, <62 fllL, odhad chyby v Ly norme (6.35)

Dékaz. Na dokaz oboch odhadov len priamo vyuzijeme niekolko vyssie uvedenych vztahov.
1. ¢ast: Odhad energetickej chyby.

.. 2. . 3. 4.
|U —ulla = min |lv—ull4a = inf lu—ov|a <6lu"|L, = | fllL,- (6.36)
eV, vEV)

Vyuzili sme tieto skutocnosti:

1. Optimalita R-G metédy (6.29).

2. V tomto pripade min = inf, pozri Poznamku 6.27.

3. Aproximacny predpoklad (6.33) pouzity pre slabé rieSenie u € V.
4. Rovnicu (6.14a), ¢ize —u” = f.

2. cast: Odhad Ls chyby.

inf ||Jw—vla

1. ev, 2. 3.
HU—wmé(”|WwL)HU—mAgmv—wAgfme
2

V jednotlivych krokoch sme vyuzili toto:
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1. Nerovnica (6.32).
2. Aproximacny predpoklad (6.33).
3. Vztah (6.36) z 1. casti dokazu.

Poznamka 6.34. V odhadoch chyb (6.34), (6.35) ndm vyslo, Ze chyby zdvisia od (normy)
pravej strany f. To je prirodzené, kedze samotné riesenia U aj u zavisia od pravej strany.

6.4.1 Konstrukcia priestoru V,,, v ktorom plati aproximacny predpoklad

Doteraz sme postupovali vSeobecne, nekonkretizovali sme kone¢norozmerny podpriestor V,, C V.
V tejto casti skonstruujeme jeden priklad priestoru V,,, ktory sa pouziva v MKP a pre ktory plati
Veta 6.31 (aproximac¢ny predpoklad). Priestor V,, tvoria funkcie v, pre ktoré plati:

1. Funkcie st spojité, v € C([0,1]).

2. Ak méme delenie intervalu [0, 1] na podintervaly [X;_1, X;| pre I = 1,...,n, potom funkcia
v je linedrna na kazdom podintervale.

3. Funkcie spliiaji okrajovii podmienku v(0) = 0.

Bazu {¢r}7_, priestoru V;, tvoria funkcie na Obr. 6.4, ¢o st vlastne globdlne aproxzimacné funkcie
(4.22). Vsetky béazové funkcie musia spltiat okrajovi podmienku ¢1(0) = 0. Kvoli tejto okrajovej
podmienke tu nezahifniame funkciu ¢; z Obrazka 4.9 a pouzivame posunuté cislovanie uzlovych
bodov a globalnych aproximaénych funkcii.?? Lubovolnt funkciu v € V,, vieme pomocou bizy
vyjadrit ako linedrnu kombinaciu v(z) = > 7_; v(X1)dr(x).

61 o bn

0 | |
Xo X1 Xo X3 Xn—1 Xn

1 X

Obr. 6.4. Baza priestoru V;, tvoreného po castiach linearnymi funkciami.

Poznamka 6.35. Podobne by sa konstruoval napriklad aj priestor po castiach kvadratickych
funkcii. Vyuzili by sa globalne aproximac¢né funkcie z Obrazka 4.10.

Dokaz Vety 6.31 (aproximaéného predpokladu)

Potrebujeme ukazat, ze v skonstruovanom priestore V,, je splneny aproximacény predpoklad
(6.33). Zékladnd myslienka je, ze vyraz inf,cy, ||w — v||4, teda chybu najlepSej moznej aproximé-
cie funkcie w (pozri Pozndmku 6.30), odhadneme zhora pomocou linedrnej interpoldcie funkcie w
(Obr. 6.5)

n
wint(z) = Y w(X7)or(x).
I=1
Interpolant wiyt je po Castiach linedrna funkcia, ¢ize patri do priestoru V,,. Horny odhad chyby
najlepsej aproximécie teda vyzera takto

f Nl — < Ny —
U1é1Vn||w v|la < [Jw — wing|a

23Tunajsia funkcia ¢, je vlastne definovand vztahom (4.22) pre I = 2.
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0

| 1 X
XO Xl X2 X3 Xn—l Xn

Obr. 6.5. Interpolant wipng (), ktory vznikne linedrnou interpoldciou funkcie w(z).

a plati preto, lebo infimum inf,cy;, ||w—wv]|| 4 je urcite mensie alebo rovné vyrazu ||w —vl|| 4 nech za v
dosadime aktkolvek konkrétnu funkciu z priestoru V,,. Teraz sme dosadili v = wjy. Chybu najlepse;j
moznej po Castiach linedrnej aproximacie infyey;, ||w — v||4 sme teda zhora odhadli interpolacnou
chybou ||w — wing || 4.

Zostéva ndm ukdzat, Ze pre interpolacnt chybu plati ||w — wing||a < d||w”||1,. To priamo tvrdi
nasledujica lemma.

Lemma 6.36 (Aproximacnd veta pre interpolant). Nech w € V je funkcia takd, ze w” €
L5(0,1) a nech h = | nax (X1 — X1—1) je tzv. diameter delenia. Potom plati
=1,...,n

lw — wintlla < chfw”||L,, (6.37)

kde ¢ je konstanta, ktord nezavisi od w ani od h.

Dokaz tejto lemmy je pomerne technicky a urobime ho na konci tejto kapitoly. V dokaze nam

vyjde ¢ = % (pozri vztah (6.51)). Vdaka Lemme 6.36 teda mame

inf flw—olla < Jw— willa < chllw|ls,. (6.39)
vEVR
Tym je dokaz aproximacéného predpokladu (Vety 6.31) ukonceny. O

6.4.2 Rad konvergencie metédy konecnych prvkov

Porovnanim nerovnice (6.38) s aproximac¢nym predpokladom (6.33) vidime, ze v priestore V,
zo sekcie 6.4.1 tvorenom po castiach linedrnymi funkciami je predpoklad splneny pre 6 = ch.
Odhady chyb z Vety 6.33 maja preto tvar

WU —ulla < chl|lfllL, odhad chyby v energetickej norme,
U —ullr, <R3 flL, odhad chyby v Ly norme,
kde U je riesenie ziskané pomocou metédy konecnych prvkov s linearnymi elementami. Chyba je

teda 1. radu v energetickej norme a 2. rddu v Le norme. Nakoniec uvddzame este vetu, ktora hovori
o presnosti metddy koneénych prvkov vSeobecne. Detaily mozno néjst v knihe [12], v ¢asti 14.5.

Veta 6.37 (R&d konvergencie MKP). Vo vSeobecnosti pre Iubovolni dimenziu tlohy, rad
rovnice k a stupen elementu s ma metéda konecnych prvkov v Lo morme presnost radu

r=s+1

a v energetickej norme

1
=s—-k+1.
r==s 5 =
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Pre rovnice 2. radu mame teda v Ly norme presnost radu s+1 a v energetickej norme presnost
radu s.

Experimentalny rad konvergencie numerickej metédy

Predstavme si, ze mame nejaki numerickt metédu (nemusi to byt MKP) a zaujima nés, aka je
presna. Ak pozndme presné rieSenie nasej ilohy, tak mozeme rad presnosti numerickej metédy expe-
rimentdlne odhadnit — vypocéitat experimentdlny rad konvergencie (EOC — Experimental Order of
Convergence) metédy ako

chyba(h) In (e
no_ n_ chyba(h’
EOC(h,h") = log% (chyba(h’)) , resp. EOC(h, k") n (6.39)

kde chyba(h) je Lo resp. energetickd chyba pri sieti s velkostou elementov h,?* chyba(h’) je ten
isty druh chyby pri sieti s mensou velkostou elementov A’ (jemnejsia siet) a log s je logaritmus pri
h/
zéklade 5.
Obvykle sa pri zjemneni siete uvazuje poloviénd velkost elementov, ¢ize h' = h/2, potom pre
EOC mame Iahsie zapamétatelny vzorec

(6.40)

EOC(h, h/2) = log, ( chyba(h) ) ,

chyba(h/2)

Preco vzorec (6.39) ddva odhad radu konvergencie metédy? Ak metéda konverguje, tak chyba je
vo vSeobecnosti timernd A", kde r je rad metédy, takze

chyba(h) ~ ch'", chyba(h') ~ ¢ (R')". (6.41)
Odhadnime, kolkonasobne klesne chyba pri zjemneni

chyba(h) _ ch” <h)’”
chyba(h') ~ c(W) — \W

(6.42)

Cize napriklad pri zjemneni siete na polovicu (k' = h/2) chyba klesne priblizne 27-krat (lebo
T
(hi/z) = 2"). Priblizny vztah pre rad konvergencie teda ziskame, ked na odhad (6.42) aplikujeme
log » . Dostdavame odhad radu konvergencie metédy v tvare
hl

chyba(h) > ‘

~logh | ———~
rEosy <chyba(h’)

hl

VVVVV

Inak povedané, pre velmi malé h sa EOC blizi k hodnote 7.

Uloha 6.38 (Vypocet chyb a EOC | cv06, MKP pre 1D vedenie tepla, chyby a EOC.nb).
V programe z Ulohy 4.29 (resp. 6.5) urobte analyzu chyb a experimentalneho radu konver-
gencie.

1. Naprogramujte vypocet Lo normy (6.1) a energetickej normy (6.2) chyby ¢ = U — w.

2. Zvolte stupen elementu s = 1. Postupne vypocitajte a ulozte Lo chybu aj energeticki
chybu pre pocet elementov N = 1,2,4,8,16. Pocitajte pre jednotlivé zjemnenia siete
EOC pomocou vztahu (6.40). Sledujte, ako sa obe chyby zmensuji. Ly chyba by mala

24Presnejsie povedané, h je vo vSeobecnosti parameter, ktory opisuje jemnost siete. V 1D sa pouziva diameter
delenia, v 2D to moze byt nejakad analogickd miera, napriklad priemer najvicsej vpisanej kruznice.
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klesat druhym rdadom (EOC by sa malo blizit k ¢islu 2), ¢ize pri kazdom zjemneni siete
zhruba na Stvrtinu. Energetickd chyba by mala klesat prvym radom (EOC — 1), ¢ize
pri kazdom zjemneni zhruba na polovicu. Vysledky prehladne zobrazte v tabulke. Pre
okrajovi tlohu (4.33) s presnym rieSenim (3.16) vidime vysledky v Tabulke 6.1.

Tabulka 6.1. Chyby a EOC pre stupen elementu s = 1.

N | Ly chyba | EOC Ly | Energ. chyba | EOC Energ.
110.6784 2.028
21 0.179 1.922 1.094 0.8909
4 | 0.04555 1.974 0.5578 0.9714
8 1 0.01144 1.993 0.2803 0.9926
16 | 0.002865 | 1.998 0.1403 0.9981
32 | 0.0007165 | 1.9995 0.0702 0.9995

3. Rovnaku analyzu ako v bode 2. urobte pre stupen elementu s = 2 a s = 3. Vysledky
vidime v Tabulkéach 6.2 a 6.3. Presvedcte sa o tom, ze v Ls norme chyba naozaj klesa
radom s + 1 a v energetickej norme radom s, ako tvrdi Veta 6.37.

Tabulka 6.2. Chyby a EOC pre stupen elementu s = 2.

N | La chyba EOC Ly | Energ. chyba | EOC Energ.
1| 0.02661 0.206
2 | 0.003848 2.79 0.06579 1.647
4 | 0.0005383 2.838 0.0179 1.878
8 | 0.00006977 | 2.948 0.004583 1.965
16 | 0.000008806 | 2.986 0.001153 1.991
32 | 0.000001103 | 2.996 0.0002887 1.998

Tabulka 6.3. Chyby a EOC pre stupen elementu s = 3.

N | Ls chyba EOC Ly | Energ. chyba | EOC Energ.
1 | 0.005328 0.06058
2| 0.0004654 3.517 0.00993 2.609
4 | 0.00003323 3.808 0.001376 2.851
8 | 0.000002165 3.94 0.0001774 2.955
16 | 0.0000001368 3.984 0.00002236 2.988
32 | 0.000000008575 | 3.996 0.000002801 | 2.997

Uloha 6.39 (*Vypocet chyb a EOC pre DR 4. rddu | MKP pre DR 4. radu, chyby a EOC.nb).
V programe MKP pre DR 4. radu.nb z Ulohy 5.11 pre riesenie okrajovej tlohy (5.4) urobte
analyzu chyb a experimentéalneho radu konvergencie.

1. Naprogramujte vypocet Ls normy chyby (6.1) a energetickej normy chyby, ktord ma
pre diferencidlnu rovnicu (5.1) tvar

L
lella = 1T = ulla = \/ | b — 2 do.
0
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2. Postupne vypocitajte a ulozte Lo chybu aj energetickii chybu pre pocet elementov
N = 1,2,4,8. Pre jednotlivé zjemnenia siete pocitajte EOC pomocou vztahu (6.40).
Podla Vety 6.37 by (pre tunajsie s = 3 a k = 4) mala Lo chyba klesat 4. rddom
a energetickd chyba 2. rddom. Vysledky zobrazte v tabulke. Pre okrajovu tlohu (5.4)
s presnym rieSenim (5.5) vidime vysledky v Tabulke 6.4.

Tabulka 6.4. Chyby a EOC pre MKP riesenie rovnice 4. radu.

N | La chyba EOC Ly | Energ. chyba | EOC Energ.
1 | 0.00332 0.07454

2| 0.0002075 4. 0.01863 2.

4 | 0.00001297 4. 0.004658 2.

8 | 0.0000008106 | 4. 0.001165 2.

Poznamka 6.40 (EOC v inych metédach). Experimentdlny odhad rddu konvergencie sa
pouziva pre rozne numerické metddy, nie len MKP. Vyuzit ho m6zeme aj pri analyze konver-
gencie metédy koneénych diferencii v Ulohe 3.4. Princip je vZdy rovnaky — nejakym vhodnym
sposobom zadefinujeme chybu metody, a potom postupne zjemnujeme siet na polovicu a po-
mocou vztahu (6.40) poc¢itame EOC.

Poznamka 6.41 (EOC # dokaz konvergencie). Vypocet EOC sa nepouziva na dokaz kon-
vergencie numerickej metody. EOC totiz v samotnej konstrukcii (vo vztahoch (6.41)) predpo-
klada, ze metdda konverguje. Navyse, ak numerickd metdéda konverguje, tak vo vSeobecnosti
nevieme povedat, ¢i vypocitand hodnota EOC skutocény rad konvergencie nadhodnocuje alebo
podhodnocuje.

EOC sa pocita pre konkrétnu tlohu, c¢ize ani z tohto dévodu nedokazuje konvergenciu
numerickej metédy. Ak ndm EOC nejako vyjde pre jednu tlohu, nie je a priori zarucené, ze
vyjde podobne pre int oblast a iné okrajové podmienky. Na druhej strane, EOC nam vie
lahko odhalif, Ze metéda nekonverguje. Ak nevidime konvergenciu na konkrétnej tlohe, tak
nasa metoda nekonverguje vo vseobecnosti.

6.4.3 Dokaz Lemmy 6.36 (aproximacnej vety pre interpolant).

Na zaver tejto kapitoly ndm zostava dokézat aproximaéni vetu pre interpolant (Lemma 6.36).
Ako sme hovorili, tento dokaz je pomerne technicky a trochu zdlhavy.2> Na sprehladnenie dokazu
pouzivame vo vzorcoch rézne farby textu.

Ozna¢me chybu interpoldcie ako E(x) = wiy(z) — w(x). Potrebujeme odhadnit jej energetickd
normu (resp. kvadrat energetickej normy)

1 n X .
Wint — W 2 =||E|% = E'(x))? dx = E'(2))? da. 6.43
o = wlfy =181 = [ (B @)* e =32 [ (E) (6.4

Xr-1

Vyuzili sme definiciu energetickej normy (indukovanej skaldrnym sicinom (6.18)) a integral sme
rozdelili na sumu integrilov na jednotlivych elementoch.

2’Komu zvykne byt pri takychto dokazoch nevolno, odporiéame zapit tabletku Kinedrylu.
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Substitucia

Na vypocet integralu .13)((11,1 (E' (:17))2 dr najskor pomocou substiticie prevedieme integraénu
oblast [X;_1, X1] na interval [0, 1]

r=X1+(Xr—X;-1)t, te|0,1],
P (6.44)
dr = hydt,

kde h; je velkost I-teho elementu. Ozna¢me G(t) = E(z(t)) a vypocitajme eSte derivicie G'(¢)
a G"(t), ktoré budeme potrebovat pri substiticiach

yon  dG dE dx , _G'(1)

G'(t) = o7 = o= g = (@) =  E'(2(t) = h
hy
(6.45)

% d<dG)_d< dE)_ dE dx 5

GO =g\ )= a\ig) =gz g = HEE0)
hrel
I

Vdaka substiticii mame

/'XI (E'(2))? da —/1 (G/(t))QhI T /‘1 (G'(t)) dt. (6.46)
0

Jxr_y o h3 hr.

Technika prevedenia veli¢in, ktoré zavisia od siete na veli¢iny nezavislé od siete sa pri odhadoch
chyb casto pouziva. V angli¢tine sa jej hovori homogeneity argument (alebo aj scaling argument).

Odhad integrandu (G/(t))”

Chyba interpolécie je v koncovych bodoch intervalu [X;_1, X;| nulova (Obr. 6.5), ¢ize
G(0) = E(X7-1) =0, G(1)=E(X) =0.

Funkcia G mé teda v koncovych bodoch intervalu [0, 1] rovnakd hodnotu, a preto kvoli Rolleho
vete (Veta A.7) musi v intervale (0, 1) existovat bod &, v ktorom je derivacia nulova, G'(£) = 0. To
mozeme vyuzif na to, aby sme do hry dostali druhti derivaciu. Nech ¢ je lubovolny bod z intervalu
[0,1]

Gt = (1) - C(©) = /£ "G (s) ds, (6.47)
=0

kde sme vyuzili Newtonov-Leibnizov vzorec (A.1). Vztah (6.47) umocnime a urobime odhad

(G'(1)? = </;1.G”(3) ds>22‘/; 12 ds

V jednotlivych krokoch sme vyuzili tieto skutocnosti:

2. 1 9
§|f—£\/0 (G"(s)* ds.  (6.48)

: ‘/; (G"(s))? ds

1. Cauchyho-Schwarzova nerovnost (A.10) na intervale [¢,t] (resp. [t,£] ak t < €), ¢ize (1,G")? <
|111Z,1/G"|1Z,- Absolitne hodnoty piSeme preto, lebo neméme zarucené, ze t > €. Ak t < &,
tak hranice integralov by mali byt vymenené. Prave to riesi absolitna hodnota.

2. Vypocet prvého integralu fg 1ds =t — £ a zvicSenie integracnej oblasti v druhom integrali
(to mdzeme urobit, lebo integrand je nezaporny)

1
g/() (G"(s))” ds.

’/; (G”(s))2 ds
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Vipocet integralu - i Jy @ N2 d

Teraz mozeme odhad (6.48) dosadit do integralu (6.46) a vypocéitat ho

hl]/o1 (G'(1)? di< h11/01 |t€<'/ (G"(5))" ¢ > at = hll < (@ >/01 el

¢islo (konsStanta) (649)
2. 1 /1 " 2 3.1 /XI 4 (o 2 dx h% /X, /" 2
= G'(s))" ds < — hi (B (x))” — = — E(x))” dx.
i [ @ as < g [ @) = [ )
Pri vypocte sme pouzili tieto kroky:
\
1. Vynatie konstanty pred integral. 1-¢

2. Graf funkcie |t — £| vidime na Obr. 6.6. Integral moézeme
vypocitat geometricky ako obsah plochy dvoch pravouh- §

t —

Iych trojuholnikov e =4 (1-¢?
& 2
1 2 1— 2 1 1 2
/|t_f‘dt:£+< 3 =& 42 < 2, | t
0 2 2 2= 2 0 ¢ 1

pricom na od%la(zi v poslednom kroku sme vyuzili, Ze pre 1. 66 e ometricky vipodet integ-
€ €[0,1] platf &= < & ralu fol [t — & dt.

3. Spétnd substiticia (6.44), (6.45), ¢ize pouzijeme vztah
(G"(s))* = h} (E"(x))* a ds = &
I

Dokoncenie dokazu

Ked odhad (6.49) dosadime do vztahu (6.46), tak pre integrdl na jednom elemente dostdvame
odhad
Xr / h3 L[ X1 1" 2
/ (E (:1;)) dx < / (E"(z))” dx. (6.50)
B X],] 2 XI—]
Zistili sme teda, ze medzi integrdlmi z kvadritu prvej, resp. druhej derivacie je isty suvis. To
je prirodzené, kedze ak druha derivacia funkcie mé nejaké vlastnosti, tak prva derivacia je nimi
ovplyvnena.
Teraz uz konecne mozeme dosadit odhad (6.50) do vztahu (6.43) a dokoncit vypocet.

n h% X7 ” 9 1 n h% X7 y 9
| wine — w||% = Z / 2dx < Z ) /X (E"(x))” dzx = Z ?/ (w"(z))” dzx
I X1 =1

X1 =1 Xr-1
< — w’(x))” de = — w'(x))” de = —||w"||%..
—z,zl/x,_l( @) dr 2 3 [ (@"@)” do L 5”13,

Pri vypocte sme pouzili tieto skutocnosti:

1. Interpolant wiy je na kaidom elemente linedrna funkcia, ¢ize wi, = 0, a preto pre chybu F
plati E” = w" + wll, = w".
2. Horny odhad h; pomocou diametra delenia hy < h = Imax hr.

=1,...,n
3. Spojenie integralov na elementoch do integrélu na celej oblasti [0, 1].
4. Definicia Lo normy.

int A \/» . 6.!31

Porovnanim so vztahom (6.37) vidime, ze mozeme zobrat ¢ = % Tym je dokaz aproximacnej vety
pre interpolant (Lemma 6.36) dokonceny. O
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Kapitola 7

Riesenie nestacionarnych uloh
pomocou MKP

V tejto kapitole ukdzeme, ako sa pomocou MKP riesia nestacionarne tlohy. Algoritmus MKP
budeme ilustrovat na modelovej nestacionarnej parcialnej diferencidlnej rovnici v 1D, ktora obsahuje
druht aj stvrti priestorovi derivaciu a prvia aj druht ¢asova derivaciu

czafu + 10w + cou — Oy (adyu) + 8§(b8§u) = f(z,1), xz € (0,L), te(0,T]. (7.1)
Pouzivame skratené oznacenie parcidlnych derivacii Oyu = %, 02u = % a podobne. Neznamou je

funkcia dvoch premennych u(z,t). Materidlové charakteristiky a, b, cg, 1, c2 st funkciami priestoro-
vej premennej z, nezavisia od ¢asu t. Funkcia f(x,t) predstavuje zdroj (napriklad intenzitu vonkaj-
sich sil). Rovnica (7.1) pre Specidlne volby materidlovych charakteristik zahflia aj staciondrne rov-
nice 2. rddu (4.1) (pre c2 = 0,¢1 = 0,¢9 = 0,b = 0) a 4. radu (5.1) (pre ca = 0,¢1 = 0,¢9 = 0,a = 0),
ktoré sme pomocou MKP riesili v kapitolach 4 a 5. Vela z toho, ¢o sme sa tam naucili, vyuzijeme
aj v tejto kapitole.

V pripade, ak b # 0, tak rovnica (7.1) je 4. rddu v priestore a zaddvame 4 okrajové podmienky
(dve na kazdom okraji vypoctovej oblasti). V kazdom z bodov z = 0 resp. x = L zaddame 2 okrajové
podmienky takto:

1. Specifikujeme bud u(x,t) alebo —ad,u + 0,(bd%u) pre vietky t € (0, T].
2. Specifikujeme bud d,u(z,t) alebo bd?u pre vietky t € (0, 7).

Ak méme b = 0, ¢ize rovnica (7.1) je iba 2. rddu v priestore, tak zaddvame 2 okrajové podmienky
(jednu na kazdom okraji vypoctovej oblasti). V kazdom z bodov z = 0 resp. « = L Specifikujeme
bud u(z,t) alebo —ad,u pre vsetky t € (0, 7.

Poznamka 7.1 (Klasifikicia okrajovych podmienok). Ako uvidime zo slabej formulacie
(7.8), (7.9) a na zdklade Poznamky 5.2, pre b # 0 predstavuje Specifikovanie u(z,t) alebo
Oru(x,t) na hranici obmedzujicu (essential) okrajovii podmienku a specifikovanie —ad,u +
02 (b02u) & bO2u je prirodzenou (natural) okrajovou podmienkou.

KedZe rovnica (7.1) je nestaciondrna, musime pridat aj pociatocné podmienky. Najvyssia ¢asova
derivéicia (v pripade ¢ # 0) je druhd, preto zaddvame dve pociatoéné podmienky

1. Specifikujeme u(x,0) pre vietky z € [0, L].
2. Specifikujeme c20;u(x,0) + ciu(z, 0) pre vietky = € [0, L].

V pripade ¢2 = 0 je rovnica (7.1) iba prvého rddu v ¢ase a zaddvame iba jednu pociato¢ni pod-
mienku, menovite u(z,0), pre x € [0, L].

Rovnica (7.1) je velmi véeobecnd a zahffia mnozstvo modelov. Specidlnymi pripadmi st napri-
klad:
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o Nestaciondrna rovnica vedenia tepla (2.6) (co = 0,¢; = ¢p,co =0,a = \,b=0)
cpOru — 0x(N0zu) = f(z,1). (7.2)
« Vlnova rovnica pre pozdizne kmitanie prita (2.39) (cz = pA,¢; =0,¢0 = 0,a = EA,b = 0)
pAdPu — 0, (EAdu) = f(x,t). (7.3)

V pripade ¢; # 0 ide o tlmené kmitanie.
o Priecne kmitanie nosnika (2.53) (c2 = pA,c1 =0,¢0 = kd,a = 0,b = EI)

pADZu + kdu + 0*(EI0*u) = f(x,t).

Pri programovani v softvéri Wolfram Mathematica budeme riesit modelovi diferencidlnu rovnicu,
kde co = 0,c9 = 0,b =0, ¢ize
c10pu — ax(aazu) = f(l‘a t)7 (74)

¢o zahfna rovnicu (7.2).

7.1 Zakladna myslienka

Zakladnou myslienkou metédy konecnych prvkov pre nestacionarne dlohy je separdcia premen-
nych x a t. Priblizné riesenie U¢ na elemente (2° budeme hladat v tvare

U(z,t) = f: 5 ()5 (), (7.5)

kde m je celkovy pocet primarnych neznamych na elemente, ¢; (z) st také isté aproximacné funkcie,
aké sme pouzivali v staciondrnom pripade v kapitolach 4, 5 a funkcie v]e-(t) opisuju Casovl zavis-
lost primarnych nezndmych v uzlovych bodoch. V celej kapitole 7 budeme postupovat vSeobecne —
element Q¢ moze predstavovat element ITubovolného stupna a wj(x) su jemu zodpovedajice aproxi-

macné funkcie.

Poznamka 7.2 (Oznacenie primdrnych neznamych). Vsimnime si, ze v pribliznom rieseni
(7.5) oznac¢ujeme primarne nezndme pismenom v. Je to preto, lebo moézu reprezentovat ne-
zndmu u, ale aj jej derivaciu d,u v uzlovych bodoch, pozri vztah (5.7).

Poznamka 7.3 (Post-processing v. ANSYSe). V softvéri ANSYS Mechanical APDL exis-
tuju v podstate dva druhy vizualizicie rieSenia nestacionarnych loh. Pomocou
) General Postproc| mozeme vykreslit priblizné rieSenie U(xz,t) v konkrétnych ¢asoch ¢ na ce-
lej vypoctovej oblasti, pripadne vygenerovat video z celého Casového priebehu. Pomocou
[Main Menu ) TimeHist Postpro| mézeme vykreslit ¢asovy priebeh uzlovej hodnoty v§(t) vo vybra-

nom uzlovom bode :c]e

7.2 Priestorova diskretizacia

KedZe ¢asova premennd ¢ sa v rozklade (7.5) vyskytuje len v uzlovych hodnotach nezndmych, tak
pri priestorovej diskretizacii budeme postupovat v podstate rovnako ako v stacionarnych tlohéch,
¢ize podla algoritmu zo sekcie 4.1. Hlavny rozdiel je v tom, Ze nezndmyms nie su ¢isla, ale funkcie
premennej t. Casovi diskretizaciu budeme robit az v dalsom kroku (v sekeii 7.3).
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7.2.1 Diskretizacia vypoctovej oblasti

Diskretizacia vypoctovej oblasti na elementy sa da urobif dvoma sposobmi. Bud pouzijeme
staticki (v kazdom case rovnakil) siet vytvoreni identickym sposobom ako v stacionarnych tlohach
(sekcia 4.2) alebo mozeme uvazovat adaptivnu (s ¢asom sa meniacu) siet (Obr. 7.1). V tejto ucebnici
budeme pouzivat staticku siet.

Poznamka 7.4 (Adaptivna siet). V pripade siete, ktord sa s ¢asom ment, je vhodné v kazdom
case vytvorit husti sief tam, kde ocakavame velké priestorové derivicie riesenia a riedku
v miestach, kde ocakdvame malé derivacie, pozri Obr. 7.1.

] [N N S I N I N M. S
T T T T T T T rmmrrrror T e T T T T T X

Obr. 7.1. Adaptivna sief. Vykreslujeme riesenie v Case t1, resp. to so zodpovedajicimi réznymi sietami.

7.2.2 Sustava rovnic na elemente

Slaba formulacia. Slabu formuldciou odvodime Standardnym postupom. Vyberieme element
Q° = [, 2%)], diferencidlnu rovnicu (7.1) vyndsobime vahovou funkciou! w(x) a zintegrujeme na
elemente 2¢. Dostaneme

Th Th g Tp g g
/czafuwdaz—{—/clatuwdaz—{-/couwdx—/az(aaxu)wdaz+/33(b8gu)wdx = /fwdm. (7.6)
T 5% 5% T % %

V poslednych dvoch integraloch na lavej strane pomocou integracie per partes prevedieme polovicu
derivacii na vahovi funkciu (pozri sekcie 4.3.1 a 5.1.1), teda vyuzijeme

¥ 0z (a0zu)w dx = [adyu w]z% — / ¥ a0yu Opw di,

/ K D2 (b0?u)w dx = [&B(b@iu)w} IEB - / 7 Dy (b0?u)Dyw d: (7.7)
5 Ta Jah

9 x%h 9 TG Ty 2 9
= [8x(bc?xu)w} — [b@zu c%gw} + bo;u dsw dzx.
Po dosadeni vztahov (7.7) do rovnice (7.6) prehodime hrani¢né ¢leny na pravi stranu a dostdvame
slabid formuldciu

x€

Th T Tp T
/czafuwd:r—i—/clatuwdx—i-/couwd:r—i—/a@ruﬁzwd:r—l—/ba%u@%wdx
T T T T

e
Ta

(7.8)

= / fwdr + Qiw(x) + Q3 (Orw)],e + Qsw(ap) + QF (Orw)]ye

Vgimnime si, Ze vdhové funkcia zavisi len od priestorovej premennej = a nezévisi od ¢asu t.
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kde QF,...,Qj oznacuju sekunddrne nezndme
Q5 = [~adu + 0,(00%)]| Q5= — (b0%u)|
a A (7.9)
QS = [a@wu—ﬁm(bﬁgu)”f : QS = (bagu) .
B B

Z pohladu na hrani¢né ¢leny v slabej formulécii (7.8) vieme, ze primdrnymi nezndmymi si uzlové
hodnoty funkcie u(z,t) a jej derivacie 0(x,t) = dyu(z,t), pozri Poznamku 5.1.

Aproximacéné funkcie. Priblizné riesenie U¢(x,t) na elemente 2¢ hladdme v tvare (7.5), pricom
pouzivame aproximacné funkcie ¥§(z),...,¥5 (z ), ktoré sme pre rovnicu 2. rddu (¢ize b = 0)
odvodili v kapitole 4 a pre rovnicu 4. rddu (b # 0) v kapitole 5.

Dosadenie priblizného riesenia a aproximac¢nych funkcii do slabej formulacie. V slabej
formuldcii (7.8) za nezndmu funkciu u(x) dosadime priblizné riesenie U¢(x,t) v tvare (7.5) a za
vahovi funkciu w(z) postupne dosddzame aproximac¢né funkcie 9§ (x), pre vetky ¢ = 1,...,m.

y o , c . ., c . dv§ d? 7 .
znacm vé derivacie primérn, neznam ¢ = Vs = ze funkcie v¢, ¢
OznaCme Casové derivacie arnych neznamych ako § =gt atf = Kedze funkcie 5y 05

a ¥$ nezéavisia od x, mozeme ich vynat pred integraly. V kazdom ¢lene na lavej strane médme sumu

j
7.1, preto ju mozeme vytiaf. Vychddza teda

e e e e
TR TR Tp TR

i( /621/) (13 da:—H) /cyﬁ Vi dz —I—v /cow U dx—H) /a@xwe 05 dx —i—v /b821/)€ 82¢e dx)

j=1 S e
5 Ta Ta Ta

MZe Mbe MO Khe K%e
J ¥ () ¥ t]

— [ 1t de+ Qqui(ah) + Q5 el + Q5UE(h) + Q5 0,y

A hrani¢né ¢leny
——
Iy
(7.10)

pret=1,...,m. Matice

2e . B e e lee . 5 e, /e Oe .__ B e, e
MZ] — . 02170]/(/]2 dfl:, M’Lj — . Cle/lpz d.T, ]\47/‘7 — . 60w3¢z de' (711)
IA xX X

A A

sa nazyvaju matice hmotnosti a matice

:Ee me

Kl = / 00,05 0,05 dr,  KE = / bRy 0205 de (7.12)
A A

su tzv. matice tuhosti. Z hrani¢nych ¢lenov po vyuziti vlastnosti aproximacénych funkcii (pozri

Poznamku 4.5, resp. vztah (5.9)) zostane v kazdej rovnici bud len jedno alebo ziadne @ (v pripade

vnutorného uzla elementu). Po tprave ma elementovd sustava rovnic tvar

m
Z [MQ eve + ]\41 g 5 (MZ-O].’6 + Kl-lj’e + Kfj’e) vﬂ = ff 4 hranic¢né ¢leny, pre i=1,...,m,
j=1

K,

(7.13)
¢o je sustava obycajniych diferencidlnych rovnic, kde neznamou je vektor casovo zavislych primaér-
nych neznamych v°(t) = (v§(t),...,v%(t))T. Matica K = Mioj’e + Kilj’e + Kfje oznacuje celkovi
elementovii maticu tuhosti. Ststavu (7.13) mozeme zaplsat’ aj maticovo

M>€5¢ + MY0° + K°® = f¢ 4 hrani¢né ¢leny.
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Globélna ststava rovnic. Na spojenie elementovych sistav rovnic (7.13) (e =1,...,N) do glo-
bélnej ststavy opéf vyuzijeme spojitost primdrnych neznamych a bilanciu sekunddrnych nezndmych
na styku elementov. Dostaneme systém obycajnych diferencidlnych rovnic

M?*V + MV + KV = F, (7.14)

kde nezndma V' (t) je vektor ¢asovo zavislych primarnych neznamych v globdlnom ¢islovani. V pravej
strane F st ukryté este 4 sekundarne nezname Q1i, Q% QY, QY (pozri ststavu (5.12)), ktoré tiez

vo vieobecnosti zavisia od ¢asu. Matice M? a M! st globdlne matice hmotnosti, K je globalna
matica tuhosti a F' je globalna prava strana. Okrajové podmienky vyuzijeme az po vykonani ¢asovej
diskretizicie systému (7.14).

7.3 Casova diskretizacia

. . o . Aty
Priestorovou diskretizdciou sme rovnicu (7.1) I nt |
[ | | >

previedli na systém obycajnych diferencialnych rov- [ —T i —
nic (7.14), ktory treba eSte vyriesit. Pouzivaju sa 0=+t t tn  tpyl T
napriklad variacné metddy alebo metdda koneénych
diferencii. My budeme sustavu (7.14) diskretizovat
v Gase pomocou konecnych diferencii. Casovy interval [0,7] rozdelime na Np podintervalov
[tn,tnt1], n =0,..., Np — 1, pozri Obr. 7.2. Velkost ¢asového kroku ozna¢me At, 1 = t, 41 — tp.
Pribliznd hodnotu vektora nezndmych V' v ¢ase t,, budeme oznacovat V,, = V(t,). Cielom ¢asovej
diskretizacie je ziskat sustavu linedrnych algebraickych rovnic typu

Obr. 7.2. Nerovnomerna diskretizicia ¢asovej osi.

Hn+1 Vn+1 = Gn+1a

v ktorej bude matica H,1 a prava strana G4 zdvisiet iba od veli¢in, ktoré st znadme (napr.
z predchddzajiceho casového kroku) a nezndmou bude pribliznd hodnota vektora nezndmych V'

v ¢ase tpi1, Cize Vg1 = V(tpy1).

Poznamka 7.5 (Nerovnomernd ¢asova diskretizacia). Casova diskretizdcia nemusi byt rov-
nomernd, v praxi sa ¢asto pouziva tzv. adaptivna velkost ¢asového kroku (angl. addaptive
time-stepping). Napriklad v pripade rovnice vedenia tepla (7.2) sa ¢asto najvicsie zmeny deji
na zaciatku casového vyvoja, a preto je vyhodné pouzit spociatku malé ¢asové kroky a na
konci velké ¢asové kroky, lebo systém sa blizi k ustdlenému stavu a casové zmeny st malé.

Poznamka 7.6 (Spojitost v priestore, diskrétnost v case.). Z predchddzajicich kapitol
vieme, Ze priblizné rieSenie ziskané pomocou MKP je spojité v priestore. Dalej viak uvi-
dime, ze pri rieseni nestacionarnych tloh ziskavame priblizné riesenie spojité v premennej x,
ale diskrétne v case — ziskavame ho len v jednotlivych ¢asovych rezoch t1,...,tn, =T.

Poznémka 7.7 (Casopriestorové konecné prvky.). Existujii aj ¢asopriestorové konecné prvky,
pomocou ktorych sa naraz diskretizuje celd ¢asopriestorova vypoctova oblast [0, L] x [0, T,
Cize priestorova suradnicu z a ¢asovu suradnicu ¢ chapeme rovnocenne. Vtedy dostdvame
rieSenie spojité v priestore aj ¢ase. Takymito koneénymi prvkami sa v ucebnici nezaoberame.

Dalej sa budeme zaoberat nasledujiicimi $pecidlnymi pripadmi rovnice (7.1):

1. Parabolickd rovnica, ¢ize co = 0, a teda M2=0 (napriklad rovnica vedenia tepla (7.2)).
2. Hyperbolickd rovnica, ¢ize c; = 0, a teda M'=0 (napriklad rovnica pre pozdlzne kmitanie
prita (7.3)).
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Casové diskretizacia sa robi inak pre parabolické a inak pre hyperbolické rovnice, preto sa na kazdy
pripad pozrieme zvlast.
7.3.1 Parabolicka rovnica
V pripade, Ze v rovnici (7.1) zvolime co = 0, rieSime parabolicki rovnicu
c100u + cou — Oz (adpu) + 02(b0%u) = f(x,t) (7.15)
a sustava (7.14) sa redukuje na tvar
MYV + KV =F. (7.16)

Riesenie V (t) navySe musi spliiat pociatoéni podmienku V7(0) = v(X7,0) = v°(X7), kde v°(z) je
zadana funkcia a X7 je I-ty uzlovy bod v globalnom ¢islovani. Podla Lagrangeovej vety o strednej
hodnote aplikovanej na kazdu zlozku V;(t) vektora V (t) (pozri Obr. 7.3 a Vetu A.8) plati

V(tnt1) = V(tn)  dV(tnta) ¢
+Atn+1 B dt+ = V(tnta) (7.17)

pre nejaké tyia € [tn, tni1), kde tnia = (1 — @)t, + atpyq, pricom a € [0,1]. Casovi derivaciu

V] (t,n )// .\Lv/ (t, 1)
2T v )
Vl(tn) / i E
| | i
| T |
t”l t7L+()¢ tn+1

Obr. 7.3. Hustréicia vztahov (7.17) a (7.18).

v éase t, 1, mozeme aproximovat ako vazeny priemer derivacii v ¢asoch t,, a t, 41 (pozri Obr. 7.3),2

V(tn—l-l) B V<tn)
Atn+1

Sustava (7.16) plati v lubovolnom ¢ase ¢t € (0, 7. NapiSme si ju pre ¢asy t, a 41

Cize

= V(tura) ~ (1 — )V (t) + aV (tni1) (7.18)

MWV (t,) + KV (t,) = F(t,), (7.19)
MW (tn1) + KV (tpi1) = F(tni1). (7.20)
Upravou tychto vztahov cheeme ziskat rovnicu, v ktorej bude vystupovat vazeny priemer derivacii

(1—a)V (t,)+aV (t,41), aby sme mohli pouzit aproximéciu (7.18). Preto rovnicu (7.19) vynasobme
faktorom (1 — «), rovnicu (7.20) faktorom « a rovnice s¢itajme

M? [(1 —a)V(t,) + aV(th)} +(1—a)K V(tp) +aK V(tps1) = (1 — a)F(t,) + aF(tyy1), (7.21)
\217: \::: =L'nnt+l

~Vnt1—Vn
Atpi1

kde sme okrem aproximécie (7.18) pouzili priblizenia V(t,) = V,, resp. V (tn+1) = Vo1 a zaviedli
sme oznacenie F, 41 = (1 — a)F(t,) + aF (tp+1). Mame teda ststavu

Vn—l—l - Vn

Ml
Atn—H

+ (1 — Od)KVn + aKVn+1 = Fn,n+17

2Takejto aproximécii pomocou vazeného priemeru sa niekedy hovori vdzend konecnd diferencia alebo aj -schéma
(obvykle sa pre vahovaci parameter « pouziva oznadenie 0).
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pri¢om nezndmou je vektor uzlovych hodnét primarnych nezndmych v case t,11, ¢ize V41 (a este
Q-cka ukryté v F, ,41). Sustavu upravime na tvar

(Ml + aAthK) Vi1 = [Ml —(1- a)AthK] Voo 4 Atps1 Fpp1s (7.22)
Hn+1 Gn+l
¢ize napokon riesime postupne pre kazdé n =0, ..., Ny — 1 ststavu rovnic
Hn+1Vn+1 = Gn+1a (723)

kde matica a prava strana stustavy su
Hypy = M' 4 alby 1 K, Gy = [M' = (1= @)Atyy1 K| Vo 4 Atoy1 Fugr. (7.24)

Pri rieseni ststavy (7.23) pre n = 0 potrebujeme na vypocet vektora G vektor Vp, ktory ziskame
z pociatocnej podmienky. Jeho I-ta zlozka je Vo 1 = v(X7,0) = vo(X7), kde vg(x) je zadana funkcia.

Poznamka 7.8 (Volba parametra «). V zévislosti od toho, ako zvolime parameter «, do-
stdvame rozne numerické schémy s odlisnymi vlastnostami (ako napr. stabilita a presnost).
Niektoré z nich uviddzame.

e a =0, Fulerova schéma s doprednou diferenciou v case.

— Matica stistavy sa zjednodusi na H, 3 = M".
— Presnost 1. rddu v case.
— Stabilna len pre malé ¢asové kroky.
— Ak vznikni numerické oscildcie, maju tendenciu rést nad vSetky medze (nestabi-
lita).
o «a =1, Implicitnd schéma — Eulerova schéma so spdtnou diferenciou v case.

— Presnost 1. radu v case.
— Bezpodmienec¢ne stabilnd (pre lubovolné ¢asové kroky).
— Nevznikaji numerické oscilacie.

o« a= %, Crank-Nicolson schéma.®

— Presnost 2. radu v case.

— Bezpodmienec¢ne stabilnd (pre lubovolné ¢asové kroky).

— Pre velké Casové kroky moézu vznikat oscilacie, ktoré vsSak nerastd nad vsetky
medze (stabilita).

“Spréavne po slovensky by malo byt Crankova-Nicolsonovej schéma, kedZze John Crank bol muz a Phyllis
Nicolson bola zena.

Vyuzitie okrajovych podmienok

V ststave (7.23) je este potrebné vyuzit okrajové podmienky. Budeme to pre jednoduchost
ilustrovat na specidlnom pripade rovnice (7.15) v tvare

10w + cou — Oy (adyu) = f(x,t)
a zahfna napriklad aj nestaciondrnu rovnicu vedenia tepla (7.2). Uvazujme okrajové podmienky

aru(0, ) + B1 (~a(@)2w),_o = 1 (1), (7.25)
azu(L, 1) + B (a()su)],, = g2(0). (7.26)
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pre vietky t € (0,7].2 Ukédzeme, ako sa vyuzije okrajova podmienka (7.25), pri podmienke (7.26)
by sa postupovalo analogicky. Prepisme podmienku (7.25) v Case t, do reci nasSich nezndmych
Vo = u(0,t,) a Q}l,l R (fa(m)f)iu)|x:07t:tn. Méme

a1V + B1Qh1 = 9im: (7.27)

kde sme zaviedli oznacenie gy p, = g1(ty). Dirichletovu okrajovi podmienku, ktora nastéva v pripade
1 = 0, v systéme (7.23) vyuzijeme tak, Ze namiesto prvej rovnice napiSeme v kazdom ¢asovom
kroku rovnicu a1Vy41,1 = g1n4+1. V maticovom zépise sa to v prvom riadku prejavi takto (zvysné

riadky st bez zmeny)
[“1 0 ... 0] [Vn+1,1] B [gl,nﬂ] (7.28)

Tieto pravy prvého riadku globalnej stustavy treba robit v kazdom ¢asovom kroku po skonstruovani
matice H,4+1 a vektora Gp41. V pripade Neumannovej a Newtonovej okrajovej podmienky, ¢ize ked
B1 # 0, si vyjadrime z rovnice (7.27) nezndmu Qn 1, Cize

9in — a1Vp1 . , 9int+1 — a1Vpy11
L= %, a podobne pre ¢as t,4+1 mame ,11+1 1= nE 5 nrbl
’ 1 ’ 1

Dosadme v ststave (7.23) (resp. (7. 22)) za QL 18 QnJrl 1, ktoré st ukryté v pravej strane pr-
vej rovnice stustavy vo vyraze Fn7n+1 Clen obsahuJu01 Vn+1 1 prenesieme na lavii stranu. Clen
s Vi1 sa prejavi vo vyslednom tvare matice na pravej strane. V prvej rovnici ststavy (7.23) po vy-
uziti Newtonovej (resp. Neumannovej) okrajovej podmienky nastant nasledujice zmeny (porovnaj
so sekciou 4.5)

-

[Mu + aAtnia (Ku + “1) 1
[(104) (fn1+ o ") (fn+11+ L "H)]

Atn—H : .

(7.29)

Vn+l,1 [Mfl (1 — Q)Atn+1 (Kll (ll)

+ Aty

V pripade, ze funkcie f a g; nezavisia od Casu, tak sa posledny c¢len zjednodusi

[Vn+1,1 lel — (1= ) Aty (Kiy + 54) - ]

Uloha 7.9 (Nestaciondrne 1D vedenie tepla | cv09, MKP pre nestacionarne 1D vedenie
tepla.nb). Majme zadani nestacionarnu tlohu

M111 + alAtni1 (Klll + %) Va1

Ou — 9, (1 4 x)9pu) = —1822%, z € (0,1),t e (0,3]
u(0,t) =1, Jyu(l,t) =0, okrajové podmienky, (7.30)
u(z,0) = ug(z) = 1 + 2z — 22, pociato¢na podmienka,

¢ize v tomto pripade ci(z) =1, a(z) = 1+ a f(z,t) = —1822.

Na vyrieSenie tlohy (7.30) pomocou MKP postupne modifikujte program cv05, MKP pre
1D vedenie tepla.nb (Uloha 4.29) na rieSenie okrajovej tlohy (4.33), ktord je staciondrnym
variantom (0;u = 0) tlohy (7.30).

3V porovnani s okrajovymi podmienkami v staciondrnom pripade (4.4) je tu rozdiel v tom, Ze pravé strany g1, gz
mbzu zavisiet od Casu ¢. Tymto spésobom sa napriklad pri rovnici vedenia tepla (7.2) d4 modelovat ¢asovo premennd
teplota na okraji vypoctovej oblasti.

“Treba trochu patrat, kde tie Q-¢ka vlastne st. Pozri postupne rovnice (7.21), (7.19), (7.20) a (7.10) az (7.14),
kde si obsiahnuté v hrani¢nych ¢lenoch. Na pripomenutie pozri aj sustavu (4.36).
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1. Definujte funkciu ¢;(x) = 1 a poéiatoénii podmienku ug(z) = 1 + 2z — 2.
2. Definujte parametre pre casovu diskretizaciu.

(a) Parameter «. Najprv zvolte implicitni schému (o = 1), kedZe t4 je bezpodmie-
necne stabilnd (pozri Pozndmku 7.8).

(b) Budeme pouzivat rovnomernii siet v ¢ase s ¢asovym krokom At = kh?, kde k je
¢islo, ktoré moézeme menit, na zaciatok zvolte k = 1.¢

(c) Koncovy ¢as T' = 3.

(d) Pocet ¢asovych krokov Np = [%1 (zatvorky | | oznacuju funkciu ,ceiling®, ¢ize
zaokruhlenie nahor).

3. Diskretizujte poc¢iatoéni podmienku, ¢ize vypocitajte hodnoty Up 1 = uo(X1) vo vSet-
kych globalnych uzlovych bodoch X;.b

4. Skonstruujte elementové matice hmotnosti M 1€, pree = 1,..., N podla (7.11), a potom
globalnu maticu hmotnosti M!.

5. Vytvorte cyklus cez vSetky casové kroky n =0,..., Ny — 1.

6. Vytvorte maticu H,41 a vektor pravej strany G,i; podla (7.24). Kedze pouzivame
konstantny casovy krok, tak matica H,,; bude rovnaka v kazdom kroku a mézeme ju
vytvorit este pred casovym cyklom. Prava strana G, zavisi od riesenia U, takze sa
musi vytvarat vnutri ¢asového cyklu.

7. Vyuzite okrajové podmienky podla vztahov (7.28) a (7.29). KedZze prava strana G,
sa konstruuje v casovom cykle, tak aj vyuzitie okrajovych podmienok treba presunit
tiez do casového cyklu.

8. V kazdom kroku rieste rovnicu Hy11Up+1 = Gp1-

9. Vytvorte animaciu, v ktorej v kazdom kroku n =0, ..., Ny vykreslite

(a) Pociato¢nti podmienku wug(x).
(b) Staciondrne riesenie (ustileny stav), ¢ize presné riesenie u(x) (pozri vztah (3.16))
stacionarnej tlohy (4.33).
(c) Priblizné MKP riesenie U (z, t,,).
Niektoré casové kroky vidime vykreslené na Obr. 7.4.
10. Ak je vSetko naprogramované spravne, tak pre a = 1 a At = h? by sa malo MKP
rieSenie U(z,t,) postupne priblizovat k ustalenému stavu, ako vidime na Obr. 7.4.¢

- |
"'"—-*----*"""U

] (l‘,tl)

Obr. 7.4. Pociatoénd podmienka ug(z), ustdleny stav u(x) a priblizné MKP rieSenie
U(z,t,) nestaciondrnej tlohy (7.30) vykreslené v ¢asovych krokoch n = 0,1,5,10, 20.
Zvolili sme sief tvorend styrmi linedrnymi elementami a parametre a =1, k=1

“Vztahu medzi ¢asovym krokom a priestorovym krokom sa hovori coupling. V parabolickych tlohéch sa
standardne pouziva coupling At ~ hZ.

Priblizné globélne uzlové nezndme budeme oznacovat pismenom U, kedze primarnou nezndmou je v pri-
pade tlohy (7.30) len u a nie aj du, pozri Pozndmku 7.2.

“Konvergenciu MKP rieSenia U (z, t) k presnému rieSeniu u(z,t) v nestaciondrnej tilohe skiimat nebudeme.
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Uloha 7.10 (Preskiimanie schém pre rézne o | cv09, MKP pre nestacionarne 1D vedenie
tepla.nb). Preskimajte, ako funguje vas MKP program z Ulohy 7.9 pre rézne hodnoty para-

metra « a presvedcte sa o platnosti tvrdeni v Pozndmke 7.8. Zvolte pocet elementov N = 8
a urobte nasledujice experimenty:

1. a =1, Implicitnd schéma — Eulerova schéma so spatnou diferenciou v case. V ¢asovom
kroku At = kh? volte postupne vicsie k. Schéma by mala byt stéle stabilnd, ako na
Obr. 7.4.

2. a = 0, Eulerova schéma s doprednou diferenciou v case. Pre k& = 1 schéma nie je
stabilnd. Pre malé ¢asové kroky by ale mala schéma fungovat dobre. Skuste postupne
zmensovat k a zistif, aky maly casovy krok treba zvolif, aby sme dosiahli stabilitu.
Vsimnite si, ze ked uz vzniknu oscilacie, tak maji tendenciu rast nad vsetky medze
(nestabilita), pozri Obr. 7.5.

y‘ .
n
4 "l‘
I
LA |
2 e " ‘| *Ul(x
ki P o (z,t2)
- \‘ ; o
" . . D [
0. 04 06 %08 M0 T
v
-2t v
u(x) ‘|I
_47 lU(.T,tg)

Obr. 7.5. Nestabilné priblizné rieSenie U (x, t,,) nestacionarnej ilohy (7.30) so siefou
tvorenou 8 linedrnymi elementami a volbou a = 0, k = 1 vykreslené v ¢asovych
krokoch n = 2, 3.

3. a = %, Crank-Nicolson schéma. Schéma by mala byt stabilnd. Pri malom %k (napr.
k = 1), ¢ize malom ¢asovom kroku, by nemala vykazovat oscilacie. Pre velké casové
kroky mozu vznikat oscilacie, ktoré vsak nerastii nad vSetky medze. Skiiste zvacsovat
k a zistif, kedy nastanu viditelné oscilacie.

Uloha 7.11 (*Kvalitativne experimenty®). Ked uz vam program cv09, MKP pre nestaci-
onarne 1D vedenie tepla.nb funguje, je uzitocné sa s nim pohrat, napriklad sktsat menit
materialové charakteristiky, okrajové podmienky, pociatocni podmienku a podobne. Tymto

sposobom sa daju kvalitativne modelovat rozne zaujimavé realne situacie. Tu je niekolko
tipov:

o Drot, ktory mé na pociatku konstantnu teplotu, budeme ohrievat. Da sa to napriklad
tymito sposobmi:

1. Pomocou vhodne zvolenej hustoty tepelnych zdrojov f(x,t) méZeme ohrievat drot
niekde v strednej casti.

2. Pomocou okrajovych podmienok mozeme drdt ohrievat na konci (koncoch). Mézete
zadat Newtonove OP, teda konvekciu na hranici.” Jeden koniec méze byt pomocou
nulového Neumanna aj izolovany. Potom skuste experimentovat s parametrami
okrajovych podmienok a snazit sa porozumiet, ako na to reaguje riesenie. Ked
je napriklad koeficient prestupu tepla x obrovsky, tak sa Newtonova OP velmi
podoba na Dirichletovu OP. Ak je maly, tak sa to podoba na nulového Neumanna.
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e Dr6t ma najprv konstantni teplotu, na jednom konci ho budeme chladif, na druhom
ohrievat.

e Drot ma nerovnomernu pociatoénu teplotu, oba konce izolujeme, neuvazujeme tepelné
zdroje. Riesenie by malo postupne spiet k rovnovaznemu stavu, ktorym je konstantna
teplota rovna priemernej pociatocnej teplote.

o Drot je pripojeny k tepelnému zasobniku, ktory ma velka tepelnt kapacitu. Vypoctova
oblast rozdelime na dve casti — zasobnik a drot. V casti zodpovedajicej zasobniku
nastavime vysokil pociatocnu teplotu aj velki tepelni kapacitu, ¢ize velkii hodnotu
funkcie ¢; (pozri rovnicu (7.2) a sekciu 2.1). Naopak, v ¢asti zodpovedajicej drotu nizku
pociatocnu teplotu a mala tepelni kapacitu. Skuste experimentovat s parametrami
a sledovat, ako sa drét zohrieva a tepelny zasobnik chladne.

.....

0 tom, ako ju do programu zadat pomocou vieobecnych okrajovych podmienok (7.25), (7.26) sme pisali
v poznamke pod ¢iarou ¢islo 2 na strane 41.

7.3.2 Hyperbolicka rovnica

V pripade, Ze v rovnici (7.1) zvolime ¢; = 0, tak riesime hyperbolicki rovnicu
co0?u + cou — Op(adyu) + 02 (bdu) = f(x,t) (7.31)

a ststava (7.14) sa redukuje na

M?V + KV =F. (7.32)
Riesenie V (t) navySe musi spliat dve pociatoéné podmienky V;(0) = v(X7,0) = vo(X7) a V7(0) =
O (Xr,0) = wo(X7), kde vo(x) a wy(z) st zadané funkcie.> Napi§me rovnicu (7.32) v ¢ase t,41

MV (tp1) + KV (tap1) = F(tnta)- (7.33)

Tak ako pri diskretizacii parabolickej rovnice aj tu chceme ziskat systém rovnic pre V11 = V(tp41).
Potrebujeme teda vyjadrit druha derivaciu V( nt1) tak, aby v rovnici (7.33) vystupovali kvantity
znédme z n-tého ¢asového kroku t,, (¢ize Vi, Vi, Vo, ale nie Vip1, Vn+1) a nezndma V11 = V(tp41).
Pouzijeme Taylorov rozvoj funkcie V' (t) v bode t = t,, (rovnica (A.4) pre tamojsie n = 1, pricom

f(x) = V(tn), a =ty a c=tpyy)
V(tn—l-l) = V(tn) + V(tn)Atn+1 + %V(tn+7)(Atn+l>27 (7-34)

kde t,4+y = (1 — )ty + Ytnt1. Druhil casovt derivéciu v case t,4 moézeme podobne ako v (7.18)
aproximovat vazenym priemerom v c¢asoch t, a t,41, teda

V(tnsn) = (1= )V (tn) + 9V (ts1)- (7.35)

Po dosadeni do Taylorovho rozvoja (7.34) dostaneme

E (1= )V (L) + AV (tni1)| (Atasr)?,

V(tng1) = Vtn) + V(tn) Aty + 5

z &oho pre druhii deriviciu V (t,41) potrebnii v (7.33) vychadza

2
'Y(Atn+1)2

5Napriklad v pripade vlnovej rovnice pre pozdizne kmitanie nosnika (7.3) to znamend zadanie pociatoénych po-
sunuti u(x,0) a pociatoénych rychlosti dru(x,0).

V(tny1) = (v<tn+l> V() ~ Atpaa V(1) — (1 - v)(Ath)?V(tn)) . (730)
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Dosadenim (7.36) do (7.33) ziskame

2 . 1 ..
2 2
—— ( V(t, —V(tn) — At V(t,) — =(1 — At, Vit, KV{(t, = F(th11).
e (Vi) = V(0 = 81 V(0) = 50 = )3 P70 )| + KV (101 = Fltni)
Tato rovnicu vyndsobime faktorom %W(Ath)Q, pouzijeme aproximéacie V (t,) = Vy, V(tn) =~ Vy
a V(ty) =V, (rovnako aj pre ¢as t,,11) a po uprave dostaneme sistavu rovnic pre vektor nezndmych
Vn+1

. 1 1
Vn+1 = M2 [Vn + Atn+1Vn + 5(1 - 7)<Atn+1)2vn] + §V(Atn+1)2Fn+1a

Hn+1 Gn+1

1
M2 + 5’7(Atn+1)2K

kde sme zaviedli oznacenie Fj 11 := F'(t,11). RieSime teda sistavu rovnic
Hn+1Vn+1 - Gn+17 (737)

kde matica a prava strana stustavy maju tvar

1 | 1
Hyppq = M?+ iv(Ath)QK, Gpy1 = M? [Vn + Aty Vi + 5(1 - Ay)(Ath)QVn} + 5V(Atnﬂ)?fr«“nﬂ.

Budeme potrebovat este prvia derivaciu v ¢ase t,41, ktort opéat vypocitame pomocou Taylorovho
rozvoja Vpt1 = Vi + Atpy1Vita (rovnica (A.4) pre tamojsie n = 0, f(z) — V(thy1), a = t,
a ¢ =tptq), pricom V, 4, aproximujeme vazenym priemerom (7.35), ¢ize

Vit = Vi + Atnss [(1 —a)V, + aVnH] . (7.38)

Vo vSeobecnosti parameter @ mézeme volit inak ako ~.

Pre n = 0 potrebujeme na vypoéet Gy a Vi vektor Vj, ktory nie je zadany poéiatoénou podmien-
kou. Vyuzijeme diferencidlnu rovnicu (7.33) v ¢ase t = 0, ¢ize M2V (0) + KV (0) = F(0). Potrebné
Vp teda vypoéitame ako

Vo = (M2>_1 (Fo — KVp). (7.39)

Poznamka 7.12 (Matematicky ,podfuk“). Vyuzitie diferencidlnej rovnice (7.33) v ¢aset = 0
je z matematického hladiska podfuk. Prisne vzaté, v ¢ase t = 0 mame zadané len pociatocné
podmienky a rovnica plati pre ¢as t € (0,T]. Z fyzikdlneho hladiska je to ale v poriadku,
pretoze diferencidlna rovnica (7.31) opisujica fyzikalne deje plati vzdy, a teda aj v Case,
ktory si my zvolime ako cas t = 0.

Algoritmus Newmarkovej metédy. Pri rieSeni nestacionarnej rovnice (7.31) budeme postu-
povat podla nasledujiceho algoritmu.

1. Vypocitame vektory Vj a Vo pomocou pociatocénych podmienok.
2. Vypocéitame Vj; pomocou (7.39).
3. Postupne pre kazdé n =0,..., Np — 1:

(a) Ziskame Vj,4+1 rieSenim systému (7.37).
(b) Vypocitame V;11 z rovnice (7.36).
(c) Vypocitame V41 z rovnice (7.38).

Poznamka 7.13 (Volba parametrov « a ). V zavislosti od toho, ako zvolime parametre «
a 7, dostavame rézne numerické schémy s odlisnymi vlastnostami (stabilita, presnost). Popis
niektorych mozno néjst napriklad v knihe [12].
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Kapitola 8

*Numerické integrovanie — Gaussove
kvadratuary

Na vypocet prvkov elementovych matic a pravych stran je potrebné vypocitat urcité integ-
raly (pozri (4.27), (4.30), (5.10), (7.11) a (7.12)). Analytické integrovanie je z hladiska pocitacove;
implementacie velmi ,,drahd“ operéacia a niekedy ani nedokdzeme primitivnu funkciu najst analy-
ticky. Na zrychlenie vypoctov sa oplati analytické integrovanie nahradit numerickym integrovanim,
ktorému sa hovorf aj numerické kvadratira alebo len kvadratira.! Existuje viacero metéd na nu-
merické integrovanie, napriklad metédy zalozené na interpolécii ako obdiznikova, lichobeinikova,
¢i Simpsonova metéda. Znama je aj Monte Carlo integracia zalozend na ndhodnych ¢islach. Dobry
prehlad je napriklad v knihe [11]. My sa budeme venovat tzv. Gaussovym kvadratiram,? ktoré
pre polynomicky integrand dokonca umoznuju integral vypocitat presne. To je dobra sprava, lebo
v metdde konecnych prvkov sa pri integrovani na elemente casto stava, ze integrujeme polyném.

Gaussove kvadratiry v tejto kapitole detailne odvodime. Citatel, ktory nepotrebuje Gausso-
vym kvadratiram rozumief, ale potrebuje ich len naprogramovat a pouzit, méze preskocif rovno
k Ulohdm 8.5 — 8.8.

Potrebovali by sme vzorec, pomocou ktorého mozeme priblizne pocitat uréity integrél [ ; f(x) dx.
Aby sme si veci zjednodusili, urobime najprv substiticiu x = %‘H’ + (’_T“t, kde t € [-1, 1], pomocou
ktorej prevedieme integra¢ny interval [a, b] na interval [—1, 1]. Po substittcii mdme

/abf(a:)dx:b;a 11f<“';b+b;“t)dt. (8.1)

Staci nam teda najst kvadratirny vzorec na vypocet integralu typu

[ 11 f(z) da, (8.2)

a potom ziskany vzorec pomocou substittcie (8.1) Tahko upravime na vypocet integralu na intervale
[a, b]. Najprv odvodime vzorce pre 1-bodovi a 2-bodovi kvadratiiru, potom vseobecne pre n-bodovi
Gaussovu kvadratiru.

8.1 1-bodova Gaussova kvadratura

Integrujme teraz linedrnu funkciu f(z) = ¢1 + cox. Z Obr. 8.1 vidime, Ze integrél ako plochu
pod grafom funkcie f lahko vyjadrime — rovné sa ploche obdlznika so sirkou 2 a vyskou f(0) = ¢y,

!Slovo kvadratira je stary anticky vyraz, ktory znamend urcenie plochy nejakého 2D ttvaru. Geometri v antickom
Grécku chapali urcenie plosného obsahu ako proces konstrukcie Stvorca s rovnakym plosnym obsahom, ako mal
pdévodny utvar, navyse len pomocou pravitka a kruzidla. Pre mnohé ttvary sa im to aj podarilo, ale napriklad pre
kruh nie. AZ koncom 19. storocia sa dokézalo, ze kvadratira kruhu sa koneénym poctom krokov ani nedd urobit.

2Presnejsie povedané Gaussovym-Legendreovym kvadratiram.
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YY fx)=c1+com

>/7
//fm) =

[ #(@)de = 2,

1
1
1
1—1
|

~1 0 1"
Obr. 8.1. Geometricky vypocet integralu linedrnej funkcie f(x) =1 + cox.

/11 F(z)dz = 2£(0) = 21

Integral (8.2) moézeme pre lubovolni funkciu f priblizne pocitat pomocou 1-bodovej Gaussovej
kvadratiury ako

/ 11 f(z) do ~ wi f(z1), (83)

kde wy = 2 sa nazyva vdha a x1 = 0 je prislusny Gaussov bod. Pre linedrnu funkciu f dostdvame
pomocou vzorca (8.3) presny vysledok, pre kvadraticki a iné funkcie dostdvame vo vSeobecnosti
len priblizny vysledok.

Priklad 8.1 (Priklad 1-bodovej Gaussovej kvadratiry). Majme integral [*(z 4 3)e™? d.
Jeho priblizny vypocet pomocou 1-bodovej Gaussovej kvadratiry vyzera takto

1
/(x+3)e’xdx% 2 (0+3)d=2.3—6.
- R

71

Presny vysledok je

L )
/ (x +3)e " dr =3e — — ~6.32.
—1 e

Kvadratirny vzorec (8.3) mozeme odvodit aj inak. Hladajme dva nezndme parametre wy, x; tak,
aby vzorec (8.3) daval pre linedrnu funkciu f(x) = ¢1 + cox presny viysledok. Priamou integraciou
polynému dostavame

1 1 2
/ Fz) de = / (1 + cow) d = | ere + CQZ] — 2. (8.4)
~1 ~1
~1

Kvadratiarny vzorec nam dava
1

/ f(x)de = wi(c1 + cow1) = crwy + cowqxy. (8.5)
-1

Ak ma byt kvadratira presnd, vyrazy (8.4) a (8.5) sa musia rovnat, ¢ize

!
c12 + c20 = ciwy + cow Ty,

pricom cq,co st lubovolné ¢isla. To znamena ze koeficienty pri ¢; a ¢ na lavej strane sa musia
rovnat koeficientom na pravej strane. Takto dostavame dve rovnice

w1 = 2, w1r1 = 0

s dvoma nezndmymi wi, 1. RieSenim ststavy® je wy =2 a 21 = 0.

3Tu takmer ani nie je ¢o riesit. Podstatné je pochopit postup, akym sme ststavu dostali, aby sme postup vedeli
zovseobecnit.



8.2. 22BODOVA GAUSSOVA KVADRATURA 117

Uloha 8.2. V duchu predchédzajiceho postupu (cez stistavu dvoch rovnic) najdite vahu wy
a bod z1 pre 1-bodovii Gaussovu kvadratiru na vypocet integralu ff f(x)dx (¢ize priamo,
bez substiticie).

Riesenie. Pre 1-bodovi Gaussovu kvadrattaru

b
/ f(z)dz ~ wiy f(x1)
a
vyjde
a+b
w1 = b— a, xr1 = )
2
&ize vaha wy je rovna dizke intervalu [a, b] a za bod z; treba brat stred intervalu [a,b]. Pre a = —1,
b =1 vaha w; a Gaussov bod z1 koresponduju s tym, ¢o sme mali doteraz. ]

8.2 2-bodova Gaussova kvadratiara

Postup z predchadzajtcej casti sa dé zovSeobecnit, aby Gaussova kvadratira davala presny
vysledok pre polynémy vyssieho stupna. Pozrime sa teraz na 2-bodovi Gaussovu kvadratiru

/11 f(z) dv ~ wi f(21) + w2 f(x2), (8.6)

kde st vahy wi,we a Gaussove body z1,ze € [—1,1] zatial Styri nezndme parametre. Ak ich
spravne zvolime, tak Gaussova kvadratira (8.6) bude déavat presng vysledok pre polynémy so styrmi
parametrami, ¢ize polynémy 3. stuptia® f(x) = c1 + cox + c32? + 423, Priama integréacia déva

1 1 2 23 o 1 9
/ f(z)dx = / (c14coztcsz®degar®) de = [e1x + co—— 4+ 3 + c4— = 012—1-620—1-0354-640-
—1 1

—1

2 3 4

(8.7)
Pomocou kvadratirneho vzorca (8.6) integral vychédza

1
/1 f(z)de = w; [cl + cox1 + 03(301)2 + c4(x1)3} + wo {CQ + cozo + 03(:(}2)2 + 04(302)3}

= c1(w1 + wa) + ca(wixy + woxs) + c3 {wl (z1)? + U)Q(l’g)ﬂ +cy [wl(xl)?’ + wg(:ng)ﬂ .

(8.8)
Vyrazy (8.7) a (8.8) sa maju rovnat pre Iubovolné ci, ..., c4 (¢iZze lubovolny polyném 3. stupria).
Porovnanim koeficientov pri cq, ..., ¢4 ziskavame ststavu 4 nelinearnych rovnic
wy + we = 2, (1)
w11 + woxg = 0, (2)
i + (el =2, )
wi(z1)® +wa(x2)? =0 (4)
$0 4 nezndmymi parametrami wi, we, T1, ro. Sustavu teraz vyrieSime. Z rovnice (1) mame
wy =2 — wy. (8.9)

4Samozrejme, kvadratira bude presné aj pre polynémy nizsich stupiiov.
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Po dosadeni (8.9) do rovnice (2) dostaneme

21‘2

w1x + 2x9 — wize = 0, = wy = . (8.10)
o — X1
Spatnym dosadenim vztahu (8.10) do (8.9) vyjde
2
wy = ———1 (8.11)
Tr9 — I1
Dosadenim vztahov (8.10) a (8.11) do rovnice (3) mame
229(21)%  2m1(m2)? 2
Tro9 — I 9 — I1 _3,
$1l‘2($1 — .7}2) _ 1
ro — I 37
1
1Ty = —g. (812)
Dosadenim vztahov (8.10) a (8.11) do rovnice (4) zase ziskame
21‘2(1’1)3 23}1(.%‘2)3 -0
To — X1 Xro — I 7
2 2] _
T1%2 [(331) — (x2) } =0. (8.13)
Ked dosadime rovnicu (8.12) do (8.13), tak zistime, Ze (z1)? = (z2)?, inak povedané |z1| = |2
Podla (8.12) ale maju =1 a x2 opacné znamienka, takze 1 = —z2. To uz staci dosadit do (8.12)
a mame o = %, a potom zp = —%. Teraz uz mozeme z rovnic (8.10), (8.11) dopocitat vahy,

vychadza w; = 1, wg = 1.
Zistili sme, ze v kvadratirnom vzorci (8.6) treba zvolit vahy w; = 1, wy = 1 a Gaussove body

T = —% a T9 = %7 a potom bude presny pre polynémy (nanajvys) 3. stupna. Dvojbodova

Gaussova kvadratira sa teda robi takto

[ (-35) e ()

8.3 mn-bodova Gaussova kvadratura

V tejto Casti sa pozrieme na vseobecny pripad. Vzorec pre n-bodovi Gaussovu kvadratiru ma
podobu

1
/4 flz)dr = wif(x1) + -+ wnf(zn) szf (8.14)

a obsahuje n vdh wr,...,w, a n bodov z1,...,T,, spolu 2n zatial nezndmych parametrov.® Pri
spravnej volbe parametrov bude kvadratirny vzorec (8.14) davat presny vysledok pre polyndm
stupna 2n — 1, teda polyném

f(x) =c1 4 cox + -+ cona®™ 1, (8.15)

ktory méa 2n parametrov cq, ..., co,. Vahy w; a Gaussove body x; by sme mohli ziskat opaf rovna-
kym postupom. Vypocitali by sme integral z (8.15) priamym vypoctom aj kvadratirnym vzorcom,

5Gaussove body x; aj vahy w; by mali mat e$te index n (napriklad horny), kedze pre kazdé n vychiddzajt inak.
Pre zjednodusenie znacenia ale index n vynechavame.



8.3. n-BODOVA GAUSSOVA KVADRATURA 119

vysledky dali do rovnosti, porovnanim koeficientov pri parametroch c¢; ziskali stistavu 2n nelinear-
nych rovnic a skusili ju vyriesif. Gaussovym kvadratiram sa ale da hlbsie porozumiet. Zac¢neme
trochu umelym krokom. Lubovolny polyném (8.15) stupna 2n — 1 zapiSeme v tvare

f(z) = Py(2)q(z) + r(x), (8.16)

kde P,(x) je polyném stupna n, kvocient ¢(z) je polyném stupnia n — 1 a zvysok r(z) je polyném
stupna nanajvys n — 1. Takto vieme zapisat akykolvek polyném.

Priklad 8.3. Zapi$me polyném 3. stuptia f(z) = 323 +2x—1 v tvare (8.16). V tomto pripade
méme 2n — 1 = 3, &ize n = 2. Zvolme si napriklad Py(z) = 2 + 1. Potrebujeme vypocitat
este polynémy ¢(z) a r(x). Delenim polynémov f(x) a Ps(z) ziskame

-1
Po(z) = (32 + 22— 1)/(a® + 1) = 3z + —
£(@)/Pa(e) = (3% + 22~ D/ + ) =82+ o,
takze kvocient je ¢(x) = 3z, ¢o je polyném stupna n—1 = 1 a zvySok mé tvar r(z) = —z —1,

¢o je tiez polyném 1. stupna. Nas polyném f(x) modzeme teda prepisat na tvar (8.16) takto

f(z)= (22 +1)3z + (—z —1).

Pocitajme teraz integrél z polynému (8.16) priamym vypoctom,

/11 f(z)dx = /11 [P (z)q(z) + r(z)] de = /11 Py(x)q(x) dx + /11 r(z) dx (8:21) (8.17)

Teraz prichddza prvd klicovd myslienka: Uvazujme Specidlny polyném P,(z), ktory bude v zmysle
skaldrneho sucinu (u,v) = fil u(x)v(x) dx kolmy na lubovolny polyném stuprnia nanajvys n — 1,
potom

(Povt) = [ Patelate) da =0, (5.9

vdaka ¢omu prvy integrél vo vztahu (8.17) vypadne. Takéto sSpecidlne polynémy P, (z) si v matema-
tike velmi zndme a volaji sa Legendreove polynémy. Polynémy Py(x), ..., P,(z) vznikni Gramovou-
Schmidtovou ortogonalizaciou® polynémov 1, z, 22, ..., z". Plati teda, Ze

(P, Py) = /_11 Po(2)Pu(z)dz =0,  n#m. (8.19)

Pri konstrukeii sa uvazuje dodatoénd podmienka P,(1) = 1. Prvé 4 Legendreove polynémy maji
tvar Po(z) = 1, Pi(z) = z, Py(z) = 1(32? — 1), P3(z) = 3(52° — 3z) a vykreslujeme ich na
Obr. 8.2. Lubovolny polyném ¢(z) stupna n — 1 moézeme napisat ako linedrnu kombindciu bazy
Py(x),..., Pu_1(z) ako q(z) = S0 ¢; Pi(w), takze vdaka ortogonalite (8.19) naozaj plati (8.18).

Pokracujme vo vypocte integralu (8.17). Interpolujme zvysok r(x) pomocou Lagrangeovijch in-
terpolacngch funkcii

n
T — T ,
w,(x):H J i=1,...,n,

j=1 XTi— Ty
J#i
kde z;, i = 1,...,n st interpolacné body, ktorymi budu (zatial neurcené) Gaussove body. Kedze

zvySok r(z) je polyném stupna nanajvys n — 1, tak interpolacia je presnd a ma tvar

n

r(z) =Y r(z)vi(z). (8.20)

=1

5V zmysle skaldrneho st¢inu (u,v) = f_ll u(x)v(x) dx.



120 KAPITOLA 8. *NUMERICKE INTEGROVANIE — GAUSSOVE KVADRATURY
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Obr. 8.2. Legendreove polynémy P, ..., P3 a ich korene z;.

Poznamka 8.4 (Upozornenie). Lagrangeove interpolacné funkcie sme v MKP pouzivali na
aproximdciu (interpoldciu) priblizného riesenia na elemente. Interpola¢nymi bodmi tam boli
uzly z§ na elemente, pozri vztah (4.20) a Poznamku 4.6. Gaussove body z; budeme volit inak.

Interpolaciu (8.20) teraz dosadme do vypoctu (8.17)

' AR S L~y [ 2N~y (829)
[ = [ Srwn ar ke [ e w2 w2

—_——

=w;

r(z)
Vo vypocte sme urobili tieto kroky:

1. Prepis integralu sumy na sumu integralov a vynatie konstanty r(x;) pred integral.
2. Zaviedli sme oznacenie pre integrély (¢isla)

1
wj :/ ¥;i(x) dx, i=1,...,n, (8.22)
-1

ktoré predstavuju vahy pre Gaussovu kvadratiru.

Prichadza druhd kliicovd myslienka: Za Gaussove body x;, 1 = 1,...,n zvolime korene Legendreovho
polynému P, (x), ¢ize pre kazdy bod z; plati P,(x;) = 0, pozri Obr. 8.2. Vdaka tomu budd hodnoty
polynému f(z) v uzlovych bodoch x; totozné s hodnotami zvysku r(x). Po dosadeni bodu z; do
rozkladu (8.16) to lahko vidno

f(@i) = Po(x:) q() + r(2:) = ().

0

Zistujeme, Ze na konci vypoctu (8.21) ndm vysla Gaussova kvadratira polynému f(x)

1 n
[ f@de =Y wisa). (8.23)
- =1

Pri celom odvodeni sme neurobili Ziadne pribliZenia. Preto je n-bodova Gaussova kvadratira presnd
pre polynémy stupna 2n — 1. D4 sa ukézat, ze vahy (8.22) sa daju zapisat v tvare [11]
2

(1 —a2) [P ()] (8.24)

w; =

V Tabulke 8.1 vidime prehlad vah a Gaussovych bodov pre n = 1,...,5. Uvddzame explicitné tvary,
aj priblizné numerické hodnoty.



Tabulka 8.1. Gaussove body a prislichajice vahy pre n =1,...,5.
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n 2 W
1 0 2
T
2 +o \ +0.57735 1
0 8 0.888889
3 9
3 5
+,/2 +0.774597 5 0.555556
3 2 /6 184++/30
A i\/7 7\@ +0.339981 | 184¥30 | 0652145
3 2 /6 18—+/30
/24 2,/0 | £0.861136 | 187¥30 | 0.347855
128
0 i 0.568889
5 1 10 32241370
+44/5-2,/10 | £0.538469 | 322£13VT0 | ( 478629
ig\/5+2 10 £0.90618 | 322=13VI0 | () 936927
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Na priblizny vypocet pévodného integrélu | (f f(x) dz Tubovolnej funkcie f(x) pomocou Gaus-
sovych kvadratir mame teda na zaklade rovnic (8.1) a (8.14) vztah

b—a & a+b b—a
E w’Lf + Zi ),
i=1 2 2

b
x)dr =
| @z~ =5
kde z; st Gaussove body (korene Legendreovho polynému P, (z)) a w; st im prislichajice véhy,
ktoré pocitame podla vztahu (8.24).

(8.25)

Uloha 8.5 (Gaussove kvadratiiry | cv07, Gaussove kvadratury.nb). Vytvorte si novy no-
tebook a naprogramujte funkciu GaussQuad[n_,f_,x_,a_,b_], ktord bude pocitat integral
f; f(z) dz pomocou n-bodovej Gaussovej kvadratiry.

1. Najprv mimo samotnej funkcie GaussQuad vypocitajte v cykle pre kazdé n =1,...,10
Gaussove body z; rieSenim rovnice P, (z;) = 0 a prislichajtce vahy w; pomocou vztahu
(8.24). Treba si v podstate skonstruovat Tabulku 8.1 po n = 10.% Legendreove polynémy
P, (z) st v softvéri Wolfram Mathematica definované ako LegendreP [n,x].

2. Naprogramujte funkciu GaussQuad[n_,f_,x_,a_,b_] podla vzorca (8.25).

3. Na niekolkych polynémoch overte, ze pre polynémy stupna 2n — 1 dava vasa funkcia
GaussQuad rovnaky vysledok, ako funkcia Integrate, cize kvadrattra je presné.

“Existuje aj funkcia GaussianQuadratureWeights z balika NumericalDifferentialEquationAnalysis,
ktord priamo ddva usporiadané dvojice {z;,w;}. Ak by ste ju vyuzili, ni¢ by ste sa nenaudili, skiste teda
pouzit opisany sposob.

Uloha 8.6 (Pouzitie Gaussovych kvadratir | cv07, MKP pre 1D vedenie tepla, Gaus-
sQuad.nb). Gaussove kvadratiry teraz pouzijeme v programe cv06, MKP pre 1D vedenie
tepla, chyby a EOC.nb z Ulohy 6.38.

1. Prekopirujte sem konstrukciu Gaussovych bodov z;, vah w; a funkciu GaussQuad z Ulohy
8.5.

2. Pouzite Gaussove kvadratiry na vypocet prvkov elementovej matice tuhosti K€ a pravej
strany f¢ zo vztahov (4.27) resp. (4.30).

3. Otazka je, ako zvolit pocet Gaussovych bodov. Ak je a(x) resp. f(z) polyném, tak
kvadratary budu pre dostatoény pocet bodov presné, pozri komentar pod rovnicou
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(8.23). Urcte minimalne pocty bodov kvadratiry ng (ns) na vypocet prvkov elemento-
vej matice tuhosti (pravej strany). Staci sa zamysliet, akého stupnia si polynémy, ktoré
sa integruji. Na zistenie toho, aky je stupen polynému a(x) moézete pouzit funkciu
Exponent [f [x] ,x].

4. Vyuzitim funkcie AbsoluteTiming porovnajte rychlost vypoctu elementovych matic
a pravych stran pomocou funkcie Integrate a vasej funkcie GaussQuad.

Dajte si pozor, aby ste si nepoplietli uzlové body z¢ na elemente a Gaussove body z;, pozri
Poznamku 8.4.

Uloha 8.7 (Gaussove kvadrattry v MKP pre diferencidlnu rovnicu 4. rédu | MKP pre DR
4. radu.nb). Gaussove kvadratiry mozeme vyuzit aj pri rieSeni diferencidlnej rovnice 4. radu,
napriklad okrajovej tlohy (5.4), na vypocet elementovych matic a pravych stran (5.10). Vy-
uzite to v programe MKP pre DR 4. radu.nb z Ulohy 5.14.

Uloha 8.8 (Gaussove kvadratiry v nestacionarnej tilohe | cv09, MKP pre nestacionarne 1D
vedenie tepla.nb). Gaussove kvadratiry mozeme vyuzit aj pri rieSeni nelinedrnych tloh na
vypocet vSetkych elementovych matic (7.11), (7.12), aj pravych strén. Vyuzite to programe
cv09, MKP pre nestacionarne 1D vedenie tepla.nb z Ulohy 7.9.
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Kapitola 9

MKP pre diferencialnu rovnicu
2. radu v 2D

Algoritmus metddy koneénych prvkov pre 2D tlohy mé v podstate rovnaké kroky ako algorit-
mus pre 1D tlohy, ktory sme uviedli v sekcii 4.1. Hlavny rozdiel je v tom, Ze tu sa (v staciondrnom
pripade) riesia namiesto obycajnych diferencidlnych rovnic parcidlne diferencidlne rovnice a vy-
poctovéa oblast 2 C R? mdze byt geometricky pomerne komplikovand (v 1D sme uvazovali velmi
jednoduchti vypoctovi oblast tvorent tseckou). Hranicu vypoctovej oblasti budeme oznacovat 0f2
a 7 bude oznacovat vonkajsiu normélu k hranici. Jednotlivé kroky algoritmu MKP detailne opiseme
v dalsich castiach tejto kapitoly.

Modelova diferenciidlna rovnica

Algoritmus budeme ilustrovat na modelovej diferencidlnej rovnici
—8:,; (anamu + algayu) — 8y (aglﬁxu + aggﬁyu) = f, (91)

pre 77 = (z,y) € Q, kde koeficienty a;; a prava strana f si funkciami polohy (x,y). Pre izotropny
materidl (a1] = ag2 = a, aj2 = az; = 0) sa rovnica (9.1) redukuje na tvar

—0y(a0,u) — Oy(adyu) = f, (9.2)

resp. v kompaktnejSom zéapise

-V - (aVu) = f. (9.3)

Diferencidlnu rovnicu (9.1) budeme zapisovat aj v tvare
V-qg=1/, (9-4)

kde hustota toku ¢ mé podobu

7= [(h] _ [anamu-l-amayul _ lan 012] laxu] (9.5)

q2 aglazu + azgayu a1 ao2 Gyu
a Specidlne pre izotropny pripad (9.3) mame
qd= —aVu.

Ak v rovnici (9.1) zvolime a;; = A;; (matica tepelnej vodivosti), dostaneme anizotropnii 2D staci-
onarnu rovnicu vedenia tepla (Priklad 2.7). Specidlnymi pripadmi rovnice (9.1) sii napriklad aj:

e Izotropna 2D staciondrna rovnica vedenia tepla (2.16), (a11 = a2 = A, a12 = ag1 =0)

—V - (AVu) = f. (9.6)
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o Rovnica pre priehyb membrany (2.34), (a11 = a2 = p,a12 = a1 = 0)
-V - (pVu) = f. (9.7)

Matematicky model (9.1) sa pouziva v mnohych dalsich aplikdciach, napriklad v elektromagnetizme
¢i prudeni tekutin. Pre jednoduchost vyjadrovania budeme v dalsich castiach tejto kapitoly o vek-
tore ¢ a suvisiacich veli¢indch hovorit ako o (hustote tepelného) toku. V inych aplikiciach vektoru
¢ samozrejme zodpovedaju iné fyzikalne veli¢iny.

Okrajové podmienky

Okrajové podmienky maji vo vSeobecnosti tvar
au+ Bqg, = g, pre 7 € 09, (9.8)

kde o(7), B(7), g(7), pre ¥ € 0 st zadané funkcie, g, () oznacuje hustotu toku do vnutra oblasti
definovanu ako

Gn = q- (—ﬁ) = (anamu + algayu)m + (aglﬁxu + aggayu)ng. (9.9)
Specidlne v izotropnom pripade s hustotou toku § = —aVu mame
ou
=q-(=n) = _’-v = =, 910
gn=q- (1) =an-Vu=a 57 (9.10)
V izotropnom pripade maju teda okrajové podmienky (9.8) tvar
ou
— =g. 9.11
au + fa o7 g ( )

Ak v nejakom bode 7 je B(7) = 0, hovorime v tomto bode o Dirichletovej okrajovej podmienke, kde
zaddvame hodnotu nezndmej u v bode 7 na hranici Q2. Pripad a(7) = 0 zodpovedd Neumannovej
okrajovej podmienke. V izotropnom pripade (9.11) je vlastne Neumannovou okrajovou podmienkou
v bode 77 € 02 zadand normélova derivacia %. Ak st hodnoty a(7) aj S(7) nenulové, ide v bode 7
o Newtonovu (Robinovu) okrajovi podmienku.

Poznamka 9.1 (Zmiesané okrajové podmienky). Funkcie «, 5 mézu byt navrhnuté tak, ze
typ okrajovej podmienky sa meni v zévislosti od bodu 7. Vtedy hovorime o zmiesanych okra-
jovych podmienkach. Napriklad na niektorych castiach hranice moze byt zadand Dirichletova
a na niektorych Neumannova okrajova podmienka.

Priklad 9.2 (Ijloha, ktord budeme riesit). V ulohdch v tejto kapitole budeme pomocou
MKRP riesit diferencialnu rovnicu (9.3), ¢ize

—V-(aVu) = f, FeqQ,

ktord zahftia pripad (9.6) aj (9.7). V§pocétovou oblastou bude obdlznik Q = (z1, x2) X (y1, ¥2),
ktorého hranicou si 4 tsecky, 0 = I'y UTe UT'3 UTy (pozri Obr. 9.1). Budeme uvazovat
Dirichletovu okrajovii podmienku

u(z,y) = {93($,y) = sin (W%) » (®y) €T3, (9.12)

0, inak,

¢ize na usecke I's méame pol peridédy sinusu (kopcek), na ostatnych tseckéch nulu (Obr. 9.2).
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I3
(722 R
Iy Q Iy
Yry !
! r,
xT
T T2
Obr. 9.1. V§poctova oblast Q = (1, 22) % Obr. 9.2. Dirichletova okrajovd pod-
(y1,y2) s hranicou 9Q = I'; UT', U3 UT . mienka (9.12).

V zapise okrajovej podmienky v tvare (9.11) vlastne mame funkcie o, 8 v tvare «o(7) =1
a B(¥) = 0. Pri rieseni ulohy v softvéri Wolfram Mathematica budeme pouzivat oblast
Q2 =1(0,2) x (0,1.5) a funkcie a(7) = 1 a f(7) = 0. Pod touto dlohou si mbézeme predsta-
vit hladanie tvaru membrény s konstantnou tuhostou p = 1N/m, ktord je upnutd na okraj
v tvare z Obr. 9.2 a nep6sobi na nu ziadna vonkajsia (napr. gravitacna) sila.®

“KedZze pri odvodzovani diferencidlnej rovnice (9.7) v sekcii 2.4 sme robili isté pribliZenia (linearizaciu
(2.25)), tak ide len o priblizny tvar membrény.

Uloha 9.3 (Presné rieSenie pre a = 1 a f = 0). Overte, ze pre homogénnu materidlovi
charakteristiku a(z,y) = 1 a nulovi prava stranu f(z,y) = 0 je presnym riesenim tlohy
z Prikladu 9.2 funkcia

u(z,y) = sin <7r

T — 11 ) sinh (ﬂwy;_?ﬁl) 0.13)

T2 — X7

b
sinh (7‘(’ M)

To—T1

Obr. 9.3. Presné rieSenie (9.13) okrajovej dlohy z Prikladu 9.2.

&ize spliia rovnicu (9.2) a okrajovii podmienku (9.12).% Presné rieSenie (9.13), ¢ize tvar mem-
brany napnutej na okraj z Obr. 9.2, vidime vykreslené na Obr. 9.3. Membrana sa postupne
z nulovej hodnoty na tseckach I'1,I's a I'y zdviha ku kopcéeku na tsecke I's.
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“Toto riesenie sa ziska Fourierovou metédou separicie premennych (rieSenie sa hladd v tvare u(z,y) =
X(@)Y (y))-

Uloha 9.4 (Dalsie presné riesenia pre a = 1 a f = 0). Premyslite si, ako treba zmenit
okrajovii podmienku (9.12), ak chceme na tusecke I's mat 2,3 alebo 4 polperiédy sinusu.
Ako sa situdcia zmeni, ak chceme nenulovt okrajovii podmienku na inych c¢astiach hranice?
Napiste, ako bude vyzerat presné riesenie pre tieto dalSie pripady.

Poznamka 9.5 (Superpozicia rieseni pre a = 1 a f = 0). Ak je okrajovd podmienka nenu-
lova na viacerych castiach hranice, riesenie dostaneme jednoduchym s¢itanim (superpoziciou)
zodpovedajucich rieseni pre okrajové podmienky nenulové vzdy len na jednej Casti hranice.

9.1 Diskretizacia vypoctovej oblasti

Vypoctovu oblast 2 C R? aproximujeme mnozinou koneénych prvkov (elementov), matematicky
O~ Q= U — 1 Q¢ kde Q oznacuje nasu aproximéciu vypoctovej oblasti. Kone¢né prvky Q¢ mozu
byt trojuholnikové alebo stvoruholnikové, Obr. 9.4. Pri aproximacii vypoctovej oblasti dochadza

R7

. diskretizacna
chyba
Obr. 9.4. Priklad diskretizdcie vypoctovej oblasti Q C R2.

ku diskretizacnej chybe (Obr. 9.4), pozri aj sekciu 6.1, kde sme o tejto chybe hovorili. Kedze
pomocou diskretizacie vieme aproximovat aj geometricky zlozité vypoctové oblasti, tak MKP je
velmi praktickd aj z inzinierskeho hladiska. Diskretizacia vypoctovej oblasti zahina tieto kroky:

1. Aproximécia oblasti 2 mnoZinou elementov {Q°¢}2 ;.

2. Ocislovanie elementov Q¢ e =1,..., N.
3. Od¢islovanie uzlovych bodov. Je potrebné urobit globélne ¢islovanie Ry = (Xj,Y7), pricom
I =1,...,n, aj lokdlne ¢islovanie 7§ = (zf,y), kde ¢ = 1,...,m® e = 1,..., N (pozri

Obr. 9.4), pricom n oznacuje celkovy pocet uzlovych bodov (a teda aj primarnych nezndmych)
na celej vypoctovej oblasti 2 a m€ je pocet uzlovych bodov na elemente €2°. Lokélne ¢islovanie
je dobré robit konzistentne — na vsetkych elementoch zachovat rovnaka orientaciu, napr. proti
smeru hodinovych ruciciek.

4. Vypocet stradnic uzlovych bodov.
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5. Zostrojenie matice spojitosti B (angl. connectivity matrix). Prvok Be; je globalne ¢islo i-teho

uzlového bodu na e-tom elemente. V pripade siete na Obr. 9.4 ma matica spojitosti tvar!

Sy

Il
LW N~ =
SO WOt N
o Ut Ut = Ot

Poznamka 9.6 (Matica spojitosti v 1D). Pozorny ¢itatel si iste vSimol, ze v 1D sme o matici
spojitosti nehovorili. Dévod je ten, ze by to zbytoc¢ne komplikovalo zapisy. Globalne uzlové
body a nezname sme v sekcii 4.4 ¢islovali jednoducho zlava doprava. Preto napriklad pre

linearne a kvadratické elementy by mali matice spojitosti tvar

1 2 1 2 3

2 3 3 4 5
B=|3 4 ’ B = 5 6 7

N N+1 2N -1 2N 2N +1

Kvo6li presnosti celkového MKP riesenia je velmi dolezité vytvorit kvalitni sief. Spravny typ
elementu (pocet uzlov), pocet elementov a hustota siete zavisia od geometrie vypoctovej oblasti,
pozadovanej presnosti, ale aj od konkrétneho fyzikdlneho problému, ktory riesime. Napriklad pre
pridenie sa pouzivaji kvalitativne tplne iné siete, ako pre vedenie tepla, ¢i mechaniku.? Pri tvorbe
siete je Casto potrebné riadit sa skiusenostami a rozumiet MKP aj fyzikdlnemu problému, ktory
riesime. Dolezité je vediet kvalitativne odhadnit, ako by malo vyzerat riesenie. Uvadzame niekolko
zékladnych zasad, ktoré je potrebné pri tvorbe siete dodrziavat:

Pocet a tvar elementov treba zvolit tak, aby geometria oblasti {2 bola aproximovana dosta-
toc¢ne presne.

V miestach, kde o¢akivame velké derivacie rieSenia, je dobré pouzit viac elementov (hustejsia
siet), pripadne elementy vyssieho stupna.

Hustota siete by sa mala od hustych oblasti po riedke menit postupne.

Vyhybame sa elementom s prili§ ostrymi uhlami, lebo takéto elementy vedu k velkej chybe.
V sekcii 9.2.2 nacrtneme, preco je to tak.

Ak sa v materidlovych charakteristikach vyskytuju nespojitosti, ¢ize pouzivame viacero ma-
terialov, tak rozhranie materidlov by malo byt na hraniciach elementov.

Ak v tulohe vystupuju bodové zdroje (resp. sily), tak v zodpovedajucich bodoch by mali byt
uzly siete.

Uloha 9.7 (Diskretizdcia | cv11-13, MKP 2D.nb). Diskretizujte obdlznikovii vypoctovii ob-
last Q = (x1,22) X (y1,y2) z Prikladu 9.2 rovnomernou trojuholnikovou sietou. Najjedno-
duchsie je rozdelit obdlznikovi oblast najprv na mensie obdiiniky (N, dielikov horizontélne,
N, dielikov vertikalne) a tie diagondlne rozdelit na trojuholniky. Siet teda moéze vyzerat na-
priklad tak, ako na Obr. 9.5 (pre N, = 6, N,, = 4). Mozete si zo stranky stiahnut predpripra-
veny siibor cv11-13, MKP 2D (web) .nb a doprogramovat donho chybajice ¢asti.* Postupne

!Prisne vzaté, vo vieobecnosti B nie je matica, pretoze ak pouzivame trojuholnikové aj §tvoruholnikové elementy,
tak nemame v kazdom riadku rovnaky pocet prvkov.

2V prideni je velmi dolezité zachytit priebeh velidin v tzv. hrani¢nej vrstve v blizkosti stien, v ktorej sa na malej
skéle prudko meni rychlost prudenia (na stene je rychlost nulovd).


https://sites.google.com/site/lukastomekmath/vyucba/mkp?authuser=0
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je potrebné urobit nasledujice:

1. Definovat stradnice globalnych uzlovych bodov B = (X7,Yr), I =1,...,ndo pola R
v tvare

R = {{Xl,Yl}, {X27 }/2}7 SR {Xn,Yn}},

kde {X7, Y7} st stradnice I-teho bodu. Uzlové body si treba nejak rozumne ocislovat.
2. Vypocitat pocet elementov N na zdklade zadanych poctov dielikov NV, N,.
Premysliet si, ako budu ¢islované elementy a lokalne uzlové body.
4. Naplnit maticu spojitosti B. Je vyhodné zvlast premyslat o trojuholnikoch pod diago-
nalami obdlznikov a zvlast nad diagondlami (Obr. 9.5).

&

Obr. 9.5. Rovnomerné trojuholnikova siet pre obdiznikovi vypoctovi oblast 2. Zvolili
sme N, =6 a N, =4, ¢ize N = 48.

“Pripravend je najmaé definicia vypoctovej oblasti, okrajové podmienky, presné rieSenie a niekolko vizuali-
zacii.

Uloha 9.8 (Diskretizacia okrajovej podmienky | cvi1-13, MKP 2D.nb). Diskretizujte Di-
richletovu okrajovii podmienku u(7) = ¢(7),7 € 9f, ¢ize vyjadrite jej hodnoty g v tych
globalnych uzlovych bodoch Ry = (X71,Yr), v ktorych sa mé zadévat Dirichletova okrajova
podmienka. Hodnotu g; vyjadrime ako g; = g(ﬁf) pre R; € 99Q. Mozete pouzit okrajovi
podmienku z Prikladu 9.2, ale naprogramujte to pre Iubovolni Dirichletovu okrajovi pod-
mienku.

9.2 Stustava rovnic na elemente

9.2.1 Slaba formulacia

Pri odvodeni slabej formuldcie postupujeme v podstate rovnako ako v pripade 1D (pozri sek-
ciu 4.3.1). Vyberieme jeden lubovolny (trojuholnikovy ¢i Stvoruholnikovy) element ¢, diferencidlnu
rovnicu (9.4) vyndsobime vihovou funkciou w = w(x,y) a vysledok zintegrujeme na elemente Q°.
Dostaneme

/ (V- Qwdzdy :/ fwdzdy. (9.14)
Qe Qe

Dalsim krokom je ,preniest“ polovicu derivacii z nezndmej v (t4 je obsiahnutd vo vektore ¢, pozri
vztah (9.5)) na vahovi funkciu w. Najprv upravime podintegrlny vyraz na lavej strane?

(V- Qw=V-(qw)—q-Vuw.

3Toto sa da lahko odvodit rozpisanim skaldrnych stéinov cez sumy a vyuzitim Leibnizovho pravidla

V(@)=Y Ouqw) =Y ((0n,0)w + ¢ de,w) = (V- Qw +q- V.

i
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Po tejto tprave rovnica (9.14) prejde na

V-(Jw)d:ndy—/

e

q¢-Vwdxdy = / fwdzxdy. (9.15)
Qe Qe

V druhom integréli na lavej strane méme, tak ako sme chceli, derivaciu (vo forme gradientu) prene-
sent na vahovi funkciu w. V prvom integrali na lavej strane vyuzijeme Gaussovu vetu (Veta A.2,
pricom zvolime F = qw), pomocou ktorej prepiSeme integral cez element Q¢ na integral po jeho
hranici I'® := 90°

V- (qw)dzdy :/

Tento integral predstavuje isté vaZzené mnozstvo tepla, ktoré vytecie* cez hranicu I'®. Vdaka Gauss-
ovej vete teda rovnica (9.15) prejde na tvar

—/ Q’-dexdy:/ fwdxdy—/ (q- ) wds.
e Qe T'e

(qw) - it ds :/ (- 7) wds.

e e

Qe

Ked dosadime za hustotu toku ¢ vyjadrenie (9.5), dostdvame slabi formuldciu diferencidlnej rovnice
(9.1) na elemente Q°

/ [(anaxu + a120yu) Opw + (a1 0,u + aggayu)ayw} dxdy = / fwdz dy + / gnwds, (9.16)
e Qe Te

kde ¢, oznacuje hustotu toku do vnitra® elementu definovanti pomocou (9.9). Specidlne, pre izo-
tropny pripad (9.3) ma slabé formulécia na elemente Q¢ jednoduchsi tvar

/e a(0zudzw + dyudyw) dx dy = /Qe fwdz dy + /1“6 qn w ds, (9.17)

kde hustota toku g, sa pocita pomocou vztahu (9.10).

Poznamka 9.9 (Identifikicia nezndmych a klasifikicia okrajovych podmienok). Zo slabej
formulacie (9.16) mozeme identifikovat primarnu resp. sekunddrnu nezndmu a mozeme aj
klasifikovat okrajové podmienky:®

e Podla Poznamky 5.1 je primdrnou mezndmou u, lebo vahova funkcia sa v hranic-
nom integrali vyskytuje len v nederivovanom tvare. Sekunddrnou nezndmou je hus-
tota toku do vnutra elementu g,. O diskrétnych neznamych budeme detailne hovorit
v sekcidch 9.2.3 a 9.2.4.

o Obmedzujice (essential) okrajové podmienky sa predpisuji pre primdrnu nezndmu u
na hranici, ¢ize pre rovnicu (9.1) zaddavame u(7) pre body 7 € 0f2, ¢o zodpovedd Di-
richletovej okrajovej podmienke.

o Prirodzené (natural) okrajové podmienky Specifikuji sekunddrnu nezndmu, ¢ize pre
rovnicu (9.1) je to hustota toku ¢, (7) pre 7 € 912, ¢o zodpovedd Neumannovej alebo
Newtonovej okrajovej podmienke.

Pozri Poznamku 5.2.

9.2.2 Aproximac¢né funkcie

Aj v 2D pripade hladdme priblizné riesenie U¢(z,y) na elemente Q¢ v tvare linedrnej kombindcie
aproximacnych funkcii, teda

U(x,y) = ) uf(z,y), (9.18)
j=1

4Ide o teplo, ktoré vytecie, lebo i je vonkajsia normala ku hranici T.
5Tu ide o hustotu toku do vniitra, lebo (—#) je vnitornd norméla ku hranici elementu.
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kde uf oznacuje primdrnu uzlovi nezndmu v bode 7§ na elemente 2°, funkcie ¢;(x,y) su apro-
ximacné funkcie a m¢ je celkovy pocet primarnych uzlovych neznamych na elemente. Priblizné
rieSenie U¢(z,y) musi spliiat rovnaké poziadavky, ako v 1D (pozri sekciu 4.3.2), &ize U¢(z,y) je
uplng polynom s nenulovou prvou derivdciou spiﬁajﬁci isté interpolacné podmienky. To, Ze prva
derivicia méa byt nenulovi, vieme z pohladu na slabu formuldciu (9.16), v ktorej sa vyskytuje prva
derivacia.

Linearny trojuholnikovy element
Najjednoduchsi polyném, ktory spliia uvedené poziadavky, je linedrny polyném
U(z,y) = c1 + cow + cay, (9.19)

ktory obsahuje tri linedrne nezavislé ¢leny 1, x a y. Nezname koeficienty ¢y, co, c3 vyjadrime pomocou
uzlovych hodnot funkcie U¢(z,y). Aby to bolo mozné, tak pocet uzlovijch bodov musi byt rovnaky
ako pocet linedrne nezdvislych célenov (a teda aj koeficientov ¢;) v polynéme U€(x,y). Preto ma
najjednoduchsi element 3 uzlové body a nazyva sa linedrny trojuholnikovy element (Obr. 9.6).
Interpola¢né podmienky maja tvar

U(xf,yf) =uf, prei=1,23,

kde (z£,y¢) pre i = 1,2,3 st stradnice troch uzlovych bodov. Detailne mézeme interpola¢né pod-
mienky rozpisat ako

U(x%,y7) = c1 + cox§ + cayf = uf,
Ue(xg’ yg) =+ 02335 + ngg = US,

US(x§,y3) = c1 + o5 + c3y5 = us,

resp. v maticovom tvare (index e pre zjednodusSenie oznaceni vynechévame)

1z y1| |a U1
1z yo| |c2| = |u§]| . (9.20)
1 ws ys3| |c3 &
—_—
A

Ziskali sme sustavu troch rovnic pre nezname cq, co, c3. Maticu stustavy sme oznadili ako A.

Ue('fl@ !j) Ug

(2§, v1) (25, y5)
Obr. 9.6. Linedrny trojuholnikovy element Q¢ a linedrna funkeia U¢(z, y) interpolujica uzlové hodnoty
u§, usg, us.

Poznamka 9.10 (Spréavny tvar elementov). Na vypocet koeficientov i, ¢a, 3 potrebujeme
invertovat maticu A. Inverznd matica A~! existuje prave vtedy, ked si riadky matice A
linearne nezavislé, ¢o pri pohlade na maticu A znamend, ze uzlové body nemdzu lezat na
jednej priamke.® V praxi nastava problém uz v pripade, ked st uzlové body takmer na jednej
priamke, ¢ize trojuholnik je ,splasnuty“, Obr. 9.7.
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Qe Qe
T R e L
: _ Jost, _ .

Obr. 9.7. Problematicky tvar elementov.

“Odportucame citatelovi, aby si premyslel, ze ak si riadky linedrne zavislé, tak uzlové body naozaj lezia na
jednej priamke. Comu napriklad geometricky zodpoveda situécia (3. riadok) = %(1 riadok) + %(2 riadok)?

Riesenie ststavy (9.20) lahko ziskame pouzitim Cramerovho pravidla. Koeficienty ¢1, ca, c3 vy-
chadzaju

ur r1 Y
Uz Tz Y2 w1 T2 Y2 — g ANl T ug 1 Y1
uz T3 Y3 r3 Y3 r3 Y3 T2 Y2 U1 + usxg + Uz
Cl — = = R
I = wn T2 Y2 |T1 Y1 |T1 W1 D
1 z2 o T3 Y3l |x3 Y3l |T2 Y2
aq a9 as
—_———
D
1wy oy
1w o
o Lous ys| 1 flug g | m|, ju1 n
2 D D \|us ys u3 Y3 U2 Yo
1 u1fB1 + ugfe + uzf33
= —(u1 (y2 — y3) +u2 (y3 — y1) +us (y1 —y2) ) = )
D —— —— —— D
B1 B2 B3
1 1 w
1 ro U
n = 1 T3 u3 . l T2 U2 _ 1 U1 1 U1
37 D T D \|xs wug| |xz wug| ' |xe wue
1 u1y1 + u2y2 + u3y3
= — (u1(w3 — 32) + uz(w1 — x3) + us(w2 — 21)) = ,
D D
kde sme zaviedli oznacenia
af = xay3 — T3y2, BT = y2 — y3, v = —(72 — x3),
Qg = T3y — T1Y3, B3 = y3 — y1, Vs = —(z3 — 21),
2 2 ; (9.21)
af = T1y2 — T2Y1, B3 =1 — Y2, 75 = — (21 — 22),

D¢ :=oaf+ a5+ a5 =2A°,
pricom A€ je plocha trojuholnika Q°.

Uloha 9.11. Overte, e &slo D¢ je naozaj rovné dvojnasobku plochy trojuholnika Q.

Ndvod. Skonstruujte trojrozmerny vektor @ od bodu (x1,y1,0) po bod (z2,y2,0) a podobne vektor b
od bodu (z1,y1,0) po bod (z3,ys,0). Plocha trojuholnika Q¢ sa d& vypocitat pomocou vektorového
st¢inu ako A® = 1||@ x b]. [ |

Vypocitané koeficienty ci,co, c3 teraz dosadime do priblizného riesenia (9.19) a upravime na
tvar linedrnej kombindcie aproximacnych funkcii (9.18)

U(z,y) = uiyi(z,y) + uzihs(2,y) + uss(a, y). (9.22)
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Po dosadeni koeficientov a vynati uzlovych nezndmych vychadza

1 1 1
Uf(z,y) = uf ﬁ(af + 1T + 1Y) +us ﬁ(ag + B3 + v5y) +u§ ﬁ(ag + B3z +3y) -

s (z,y) ¥S(z,y) s (z,y)

Aproximacné funkcie pre linedrny trojuholnikovy element Q¢ teda maja tvar

1 .
Ui,y = oo(0f + Blo+afy),  i=1,2,3, (9.23)

pricom pouzivame oznacenia (9.21).

Poznamka 9.12 (Spravny tvar elementov). V aproximacénych funkcidch (9.23) mame vyraz
D¢ v menovateli. V pripade, ze D¢ (a teda aj plocha elementu A¢) sa blizi k nule (rychlejsie,
nez Citatel), tak pri numerickych vypoctoch moze nastat problém (velkd nepresnost). Pozri
aj Poznamku 9.10.

Pozrime sa na hodnoty aproximacnej funkcie ¢{(x, y) v uzlovych bodoch. V bode (z¢, y{) mame

1 oy +ag+ o3

1
€ = — = — Yo — — X« e
Yi(x1,y1) = = (o0 + Biz1 + 1y1) o) (a1 + (yo—y3)z1 + (—z2 + 23)y1) o T og T

D
V bode (z§,y5) vychadza

1
Vi(x2,y2) = 5((5E2y3 — x3y2) + (y2 — y3)x2 + (—22 + 3)y2) = 0.

Podobne sa da ukézat, ze ¥§(zs,y3) = 0. Uzlové hodnoty aproximacénych funkeii (9.23) moézeme
podobne ako v 1D tlohach (pozri sekciu 4.3.2 a Pozndmku 4.5) zapisat vSeobecne s pouzitim
Kroneckerovho delta symbolu v tvare

Vi (5,95) = 0ij.

Aproximacné funkcie vykreslujeme na Obr. 9.8.

Vi(z,y) V5 (z,y)

—;\e 0
T T2

Obr. 9.8. Aproximacné funkcie pre linedrny trojuholnikovy element.

Uloha 9.13 (Aproximacéné funkcie | cvi1-13, MKP 2D.nb). Do programu cvii-13, MKP
2D .nb na riesenie lohy z Prikladu 9.2 doplnte konstrukciu linedrnych aproximacnych funkcii
pre trojuholnikové elementy z Ulohy 9.7. V cykle pre elementy Q¢ e=1,..., N je potrebné:

1. Definovat stradnice uzlovych bodov z§,y¢, i = 1,2,3 (netreba si ich pamétat mimo
cyklu). D& sa to urobit velmi struéne pomocou suradnic globalnych uzlovych bodov
pouzitim matice spojitosti B.

2. Definovat ¢isla of, 5¢,7¢, DS podla vztahov (9.21) (netreba si ich pamétat mimo cyklu).

3. Definovat aproximacné funkcie ¢ (z,y) podla vztahu (9.23).
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Poznamka 9.14 (*Globalne aproximacéné funkcie). Podobne ako v 1D aj tu v 2D sa pomo-
cou elementovych (lokalnych) aproximacnych funkcii daji skonstruovat globdlne aproxzimacné
funkcie (pozri ¢ast o globalnych aproximacnych funkcidch v 1D zac¢inajicu na strane 49).

Postup v 2D je tplne rovnaky ako v 1D. Globalnu aproximac¢ni funkciu ¢y prlsluchajucu
globalnemu uzlovému bodu R; konstruujeme tak, ze zafixujeme uzlové hodnoty cb](R[) =1
a ¢ I(R J) = 0 pre J # I, a potom tieto hodnoty na kazdom elemente interpolujeme pomocou
elementovych aproximaé¢nych funkcii (Obr. 9.8). Funkcia ¢y je teda nulova takmer na vSetkych
elementoch s vynimkou tych z okolia bodu R}, v ktorom mé graf tvar ihlanu s vyskou 1
a vrcholom v bode Ry (Obr. 9.9).

L or(z,y)

Obr. 9.9. Globdlna aproximacnd funkcia ¢r(x,y) prislichajica globdlnemu uzlovému
bodu é;.

Detailné vyuzitie globalnych aproximac¢nych funkcii nebudeme uvadzat. Je ale uzitocné si
ho aspon ¢iasto¢ne premysliet v analdgii s 1D, tak sa na to pozrime.

Globéalne aproximac¢né funkcie st opat dolezité v kontexte globdlneho pohladu na MKP
(pozri sekciu 4.7). Ak zoberieme slabi formuldciu na celej vypoctovej oblasti (pozri vztah
(4.9) pre porovnanie s 1D)®

/ [(auﬁwu + a120yu) Opw + (a210pu + aggayu)ayw] dx dy = / fwdzdy + / Gn w ds,
Q Q a0

za u dosadime priblizné riesenie v tvare rozkladu

y) =Y Usbs(z,y), kde U;=U(Ry),
J=1

a za vahovu funkciu w postupne dosadime vsetky globalne aproximacné funkcie ¢, dostaneme
globalnu ststavu rovnic.

V zmysle matematickej analyzy MKP (kapitola 6) tvoria globalne aproximacéné funkcie
bazu kone¢norozmerného priestoru V,,, v ktorom hladédme priblizné riesenie U, pozri sekciu 6.3
o Ritzovej-Galerkinovej metdde.

“Pripominame, Ze uz sme sa so slabou formuldciou na celej 2D vypoctovej oblasti stretli pri odvodzovani
matematického modelu pre priehyb membrany (¢ize rovnice (9.7)) v sekcii 2.4. Vtedy na pravej strane slabej
formulécie (2.33) nebol ziaden hraniény ¢len, lebo sme pouzili nulovi Dirichletovu okrajovii podmienku pre
w.
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Dalsie typy elementov

Priblizné riesenie na elemente mé vzdy tvar linedrnej kombindcie aproximac¢nych funkeii (9.18).
Aproximacné funkcie sa vzdy daju odvodit standardnym postupom, ktory sme pouzili v 1D v sek-
cii 4.3.2, aj teraz pre linedrne trojuholnikové elementy: Zoberie sa priblizné riesenie v tvare polynému
U¢, napise sa prenho sustava interpolacnych podmienok s nezndmymi koeficientami ¢;, ststava sa
vyriesi, ziskané koeficienty ¢; sa dosadia do polynému U¢ a polyném upravime na tvar (9.18),
v ktorom identifikujeme aproximacné funkcie 5.

Zostava otdzka, ako ma vyzerat polyném U€(x,y). Pri linedrnych trojuholnikovych elemen-
toch sme pouzili tvar (9.19). Dalsie mozné tvary sa daji systematicky skonstruovat pomocou tzv.
,Pascalovho trojuholnika“, Obr. 9.10. V trojuholniku st postupne usporiadané vsetky monémy
premennych x,y. Vedla obrazkov je ¢islo poschodia. Na k-tom poschod{ sii vSetky monémy stupna
k. V obrézkoch farebne ohrani¢ujeme monémy, ktoré sa pouziji na konstrukciu elementu stupna
jeden, dva a tri. Pre plnost uvddzame aj elementy stupna , Cize U¢(x,y) = c1, ktoré sa ale
v MKP nepouzivaju, lebo celkové priblizné riesenie U (z,y) by bolo po ¢astiach konstantné, a teda
vo vieobecnosti nespojité na styku elementov (v MKP prave chceme spojité riesenie U(x,y)).0

Trojuholnikové elementy Stvoruholnikové elementy

Tieto cleny sa v serendipity elementoch vyhodia

Obr. 9.10. ,Pascalov trojuholnik“ na konstrukciu polynému U¢(z, y). Vlavo schematicky naznacujeme
konstrukciu pre trojuholnikové, vpravo pre stvoruholnikové elementy.

Podobu elementov rézneho stupna s a prislusnych polynémov U¢(x,y) vidime v Tabulke 9.1
(trojuholnikové elementy) a v Tabulke 9.2 (Stvoruholnikové elementy). Uvadzame dva typy elemen-
tov: Lagrangeove elementy, ktoré pre stupen s > 2 obsahuji aj vntutorné uzly, a tzv. serendipity
elementy, ktoré neobsahuji vnitorné uzly.” Kvadraticky $tvoruholnikovy serendipity element je
najpouzivanejsim elementom v 2D.

Poznamka 9.15 (Stupen elementu v praxi). V praxi sa elementy stupna s > 3 pouzivaju
zriedka. V konecnoprvkovych softvéroch byvaju standardne implementované elementy stup-
nov s =1a s = 2, ¢co bohato staci.

5Po Castiach kongtantné rieSenie sa ale pouZiva napriklad v metdde konecngjch objemov.

"Slovo serendipity znamens ,Stastny ndhodny objav“. Slovo m4 p6vabni a fascinujicu etymoldégiu. Prvé zndme
pouzitie je z roku 1754, ked isty anglicky spisovatel, historik a politik Horace Walpole v liste svojmu zndmemu opisoval
necakany objav strateného obrazu, pricom sa odvolal na perzski rozpravku Traja princovia zo Serendipu. Princovia
v rozpravke objavuju veci, po ktorych ani nepétrali. S pomocou $tastnej ndhody, ale aj muadrosti zistili, ako vyzera
akdsi stratend tava (je chrom4, slepé na jedno oko, chyba jej zub, na jednej strane nesie med, na druhej maslo a sedi
na nej tehotnd Zena). Serendip je stary perzsky ndzov pre Sri Lanku, ktory pochddza zo sanskritu: Simhaladvipah
(Simhalah = Sri Lanka + dvipah = ostrov).
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Tabulka 9.1. Trojuholnikové elementy. Tvar polynému U¢(x,y) s po¢tom ¢lenov m® (rovnym poctu
uzlov elementu) pre stupen s.

s | m® Uc(z,y) Element

0 1 C1

113 C1 + c2w + 3y

216 c1 + cax + c3y + cax? + csxy + cey? A

3110 1+ ez + c3y + car? + csry + coy® + ﬁ}
crxd + esa?y + cowy® + croy®

s | s+ 1)(s+2)

Tabulka 9.2. Lagrangeove aj Serendipity (od s > 2) Stvoruholnikové elementy. Uvddzame tvar poly-
nému U¢(z,y) s poctom €Elenov m® (rovnym poctu uzlov elementu) pre stupen s.

s me U(z,y) Element
Lagange | Serendip. | Preciarknuté ¢leny v Ser. el. neuvazujeme | Lagrange | Serendipity
0 1 - C1 -
114 - €1+ CoT + C3Y + CaTyY D B
219 8 c1+coz+csy+ear? +esry+coy? +errly+ D B
cswy?® + corty?
3|16 12 1+ cox+ 3y +cax® + csry +coy® + et + @ i:}
sy +cory® + croy” +cniady +ciry® +
c13zy® + crary? + ey’ + crerdy’
s | (s+1)% | 4s

Poznamka 9.16 (Zodpovedajice elementy v ANSYSe). V softvéri ANSYS sa napriklad na
riesenie rovnice vedenia tepla (2.15) (aj izotropnych, resp. staciondrnych verzii) pouzivaji
elementy uvedené v nasledujicej tabulke.

s | Trojuholnik Stvoruholnik

1 | PLANES5 (Triangular option) | PLANE5S5

5 PLANE35 PLANET7
PLANE77 (Triangular option) | (Serendipity)

Hodnoty aproximacnych funkcii )§ v uzlovych bodoch tplne vo vSeobecnosti spfﬁajﬁ vlastnost
Vi (x5, y5) = 6ij. Na ukdzku vykreslujeme aproximacni funkciu f pre bilinedrny (s = 1) stvoruhol-
nikovy element a aproximac¢né funkcie ¢, 1§ pre kvadraticky (s = 2) Stvoruholnikovy element na
Obr. 9.11. Na zapis aproximacnych funkcii je vyhodné pouzit tzv. jednotkovy element so stradni-
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Bilinearny 4-uholnikovy element Kvadraticky 3-uholnikovy element

=1 (%:9)

PN

Rl
wo

Obr. 9.11. Niektoré aproximacné funkcie pre bilinearny stvoruholnikovy a kvadraticky trojuholnikovy
element.

cami & € [—1,1],n € [~1,1] (hovori sa im prirodzené siradnice), Obr. 9.12.8 Transformécia stiradnic

n Yy

1 -1 2 T

Obr. 9.12. Transformécia jednotkového bilinedrneho elementu na vseobecny element. Uzly kvoli pre-
hladnosti oznacujeme len c¢islami.

T:(&n) — (x,y), ktord transformuje jednotkovy element na vseobecny element mé napriklad pre
bilinearny stvoruholnikovy element siradnicovy zapis

4

4
z(&,m) =Y aENi(€,m), y(&m) =D yiNi(€m), (9.24)

i=1 i=1

pricom N;(&,n) st aproximacné funkcie pre jednotkovy element, ktoré maji jednoduchy tvar

Nign) = (1 -6)(1 - 1) Nalen) = (1461~ n), o
Na(Em) = 70+ 61 +n), Nien) = 3(1-6)(1+0)

Uloha 9.17 (Overenie aproximacénych funkcii N;). Presvedéte sa, ze aproximaéné funkcie
(9.25) st naozaj spravne. Su bilinedrne? Nadobudaji v uzlovych bodoch (—1,—-1), (1,—1),
(1,1) a (—1,1) spravne hodnoty?

Pomocou transformacie (9.24) sa potom vztah medzi aproximacénymi funkciami ¢ a N; vyjadri
ako ¢f (x(&,m), y(§,m) = Ni(&, n)-
*Vylet do 3D

V tejto ucebnici sa venujme MKP pre 1D a 2D tdlohy. V 3D sa vécsina krokov MKP robi podobne
ako v 2D. Na tomto mieste aspon nacrtneme, ako vyzeraji niektoré elementy v 3D. Vyuzivaju

8Takto sa postupuje v tzv. izoparametrickej formuldcii MKP. V tejto udebnici sa tomuto pristupu nevenujeme.
Citatel o tom najde viac napriklad v knihéch [8, 6, 17, 14].
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styri zakladné utvary: Stvorsten, pyramida, trojboky hranol a sSeststen, Obr. 9.13. Vsetky maju
trojuholnikové a stvoruholnikové steny. Detailnejsie sa pozrieme na stvorsteny a Seststeny, ktoré sa

najviac pouzivaju.

Obr. 9.13. Zékladné geometrické tvary elementov v 3D.

V 3D sa na konstrukciu priblizného riesenia na elemente da pouzit ,Pascalov Stvorsten®,
Obr. 9.14, vlavo. Su v nom postupne usporiadané vsetky monémy premennych x, y, z. Vedla obrazka

Mondmy pre Stvorstenné (tetra) elementy

0 Stvorstenné (tetra) elementy
1 Lmearny (4) Kvadratlcky (10)
Seststenné (hexa) elementy
| l l
4 Linedrny (8 Kvadraticky (20)
3 g3 x2y 21y 'y3 (serendipity)

Obr. 9.14. VIavo schematicky pomocou ,Pascalovho stvorstenu“ naznacujeme konstrukciu funkcie
U¢(x,y, z) pre Stvorstenné elementy. Vpravo vidime najpouzivanejsie linedrne/kvadratické Stvorsten-
né a Seststenné elementy. V zatvorke uvadzame pocet uzlov.

je ¢islo poschodia. Na k-tom poschodi sii vSetky monémy stupna k. V obrazku farebne ohrani¢ujeme
mondémy, ktoré sa pouziji na konstrukciu stvorstenného elementu stupna jeden a dva. Najjedno-
duchsi je stvorstenny linedrny element, ktory ma 4 uzly (Obr. 9.14, vpravo) a priblizné riesenie na
elemente je linedrna funkcia 3 premennych U€(x,y, z) = ¢1 + cox + c3y + c42z. Kvadraticky Stvor-
stenny element méa 10 uzlov a priblizné riesenie méa tvar U¢(z,y, 2) = ¢1 + cox + 3y + a2 + csx? +
cewy + cry® 4 cgrz + coyz + c1022. Linedrny (resp. trilinedrny) Seststenny element mé 8 uzlov a pri-
blizné rieSenie na elemente mé tvar U¢(z,y, z) = ¢1 + cax + c3y + caz + c5xy + ceyz + crxz + cgxyz.
Lagrangeov kubicky Seststenny element mé az 27 uzlov a priblizné riesenie az 27 ¢lenov. Podobne
ako v 2D aj tu sa daji konstruovat serendipity elementy. Kubicky serendipity element mé len 20
uzlov, Obr. 9.14 (,,chyba mu“ 6 uzlov na stenach a 1 vnutri elementu).

Na zépis aproximac¢nych funkcii je v 3D tiez vyhodné pouzit jednotkovy element (Obr. 9.15).
Napriklad pre linedrny Seststenny element sa pouziju (prirodzené) siradnice £ € [—1,1],n € [—1,1],
¢ € [-1,1], pricom transformécia siradnic T": (§,71,¢) — (x,y, z), ktord transformuje jednotkovy
Seststenny element na vseobecny, mé stradnicovy zapis

2(&n.Q) ZweanC) y(&,n,¢) = Zy@ (&m,€), 2(&m,¢) = Zy (&n.0),
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O y

2 3 z

Obr. 9.15. Transformécia jednotkového linedrneho seststenného elementu na vseobecny element. Uzly
kvoli prehladnosti oznacujeme len ¢islami.

kde N;(§,n, () su aproximacné funkcie pre jednotkovy element, ktoré maji jednoduchy tvar

NiEn Q) = c1-O0-mA-0,  NafenQ) =1+ -n)(1-0),

8
Nol€,1,Q) = sA+OA+mA-0),  Na&n Q) =510 +n(1-0), .
No(€n )= 1= O1-mA+Q,  Nel&n¢) =201+ -n)(1+0),
Ne(en ) = S+ OA+MA+Q,  Ns&n Q) = (-1 +n)(1+0)

Uloha 9.18 (Overenie aproximaénych funkcii N;). Obdobne ako v Ulohe 9.17 aj tu sa pre-
svedcte, ze aproximacné funkcie (9.26) s naozaj spravne.

Poznamka 9.19 (Zodpovedajice elementy v ANSYSe). V softvéri ANSYS sa napriklad na
riesenie rovnice vedenia tepla (2.15) (aj izotropnych resp. staciondrnych verzii) pouzivajd
elementy uvedené v nasledujicej tabulke.

s | Stvorsten Seststen

1 | SOLID70 (Tetrahedral option) | SOLID70

5 SOLID8&7 SOLID90
SOLID90 (Tetrahedral option) | (Serendipity)

Poznamka 9.20 (Dalsie elementy v ANSYSe). Na viacerych miestach ucebnice text pre-
vazujeme so softvérom ANSYS, v ktorom sa Studenti MPM ucia pracovat. ANSYS pontka
mnozstvo dalsich elementov pre rézne druhy tloh. Okrem uz spominanych sa studenti MPM
mozu pocas studia stretnif napriklad este s tymito elementami:

o PLANE182/183 — modelovanie 2D pevnych Struktur.

e SOLID185/SOLID186 — modelovanie 3D pevnych struktur.

e SHELL181 — modelovanie deformécie tenkych skrupinovych struktur.

o FLUID29/30 — akustika, riesenie vlnovej rovnice v tekutine (2D resp. 3D).

9.2.3 Dosadenie priblizného riesenia a aproximacnych funkcii do slabej formu-
lacie

Zostrojenie sistavy rovnic na elemente urobime vSeobecne pre Tubovolny typ elementu (troju-

holnik, stvoruholnik, linedrny, kvadraticky,...). Majme element Q¢ s m® uzlovymi bodmi. Priblizné
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rieSenie U¢(z, y) na elemente ma pre lubovolny typ elementu tvar (9.18). Ststavu rovnic zostrojime
v principe rovnakym postupom, ako v 1D. Do slabej formuldcie (9.16) dosadime za funkciu u pri-
blizné rieSenie na elemente (9.18) a za vdhovi funkciu w postupne vsetky aproximacné funkcie ¢
pre i =1,...,m¢ Dostaneme

/ |:<a118z D US4 aindy Y ujwjf)@mwf
Qe j=1 j=1

+ (42100 Y S + azd, u;w;)awa} dody = [ futdedy+ [ quvids
=1 j=1

Sumy a konstantu u§ mozeme vyiat pred integral

S ul /Q (01 D05 0005 + a2 By D5 + az 0,5 Dy + an By By ) de dy
j=1
K¢,
ij
= [ pusdudy+ [ quusds.
Qe Te

I Qf

Vysledna i-ta elementova rovnica ma po uprave podobu
me
ST Kgus = o+ Q
j=1
kde pouzivame oznacenia
Kiej = /Q (all az¢36 05 + a1z agﬂp; Oz1§ + an az%e awa + a2 ay%e- awa) dz dy,
fi= / Jui dx dy, (9.27)
Qe
Qf = /1“ qn 5 ds. (9.28)
Cisla K, st prvky elementovej matice tuhosti, f{ st prvky elementovej pravej strany a ()7 st

hrani¢né ¢leny. V izotropnom pripade (9.3) so slabou formuldciou (9.17) majia prvky elementove;
matice jednoduchsi tvar

Kf; = /Q (0t 0ut)f + Oy Oy) d dy. (9.29)
Sustavu rovnic na elemente 2 mozeme zapisat aj v maticovom tvare
Ku® = f¢ 4+ Q°.
Nezndmymi st uzlové hodnoty uf, ..., u;, a toky Qf, ..., Q%,.. VSimnime si, Ze stistava méa v nasom

znadeni tiplne rovnaky tvar, ako v 1D (porovnaj s rovnicami (4.28) a (4.31)).
Pre lepsiu predstavu, napriklad pre linearny trojuholnikovy element mame elementovi sustavu
rovnic

Ke ue KC ue Ke ue — e e e e e e e e
nuy + Kiguy + Kyzuz = f1 + Q, K¢ Kf, K| |u§ /5 QS
K5 uf + KSous + K5au§ = f5 + Q5, resp. maticovo | K§, KS§y KSs| |us| = | f5| + | Q5

e e e e e e
K u§ + KSu§ 4+ KSu§ = f5 + Q5. Kg Ki Kiz| |us f3 Q5

9Citatelovi v tejto chvili odporaéame na chvilu zastavit a pookriat nad krasou MKP.
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Poznamka 9.21 (Symetria elementovej matice tuhosti). Elementova matica tuhosti K€ je
symetricka (Kg =K ]el) len v pripade, ak as; = a12. Cize v pripade izotropnej rovnice vedenia
tepla (9.6) aj rovnice pre priechyb membrény (9.7) dostaneme symetrickii maticu. V pripade
anizotropnej rovnice vedenia tepla z Prikladu 2.7 médme vo vSeobecnosti nesymetricki maticu.

Uloha 9.22 (Elementové matica a pravd strana | c11-13, MKP v 2D.nb). Do vasho prog-
ramu c11-13, MKP v 2D.nb na rieSenie tlohy z Prikladu 9.2 doplnte konstrukciu elementovej
matice tuhosti K¢ a pravej strany f¢, ktorych prvky si definované vztahmi (9.29) a (9.27).
Zvolte funkcie a(7) = 1 a f(7) = 0, ale integraly naprogramujte pre vSeobecné a(7), f(7). Pri
integrovani vyuzite, ze elementy ¢ sii definované ako geometrické regiény a je mozné cez ne
jednoducho integrovat ako Integratel...,Element[ {x,y},Q[[e]l] 1].

9.2.4 Vypocet hrani¢nych clenov

V jednej dimenzii boli hrani¢né c¢leny v slabej formulacii v podstate derivicie vycislené na
hranici (pozri vztahy (4.7)), tu st hraniéné ¢leny QS nejaké integraly z derivacii (rovnica (9.28)).
Pozrime sa blizsie na to, ako ich pocitat. Nacrtneme to na linedrnom trojuholnikovom a bilinedrnom
stvoruholnikovom elemente.

Pre linedarny trojuholnikovy element mézeme integral (9.28) rozpisat na sicet troch integralov
po jednotlivych hrandch trojuholnika (Obr. 9.16)

sz/ qn¢fds=/ qnwfds+/ qn¢fds+/)qnlbdeZQfl+Qfg+Qfs-
re Jre re re

€ € €
il 12 3
Oznacenie hrani¢nych ¢lenov je ilustrované aj na Obr. 9.16. Pod integralmi vystupuji aproximacné

element 3

fj:f[q”w;ds e N2

uzol hrana 1 I 2

Obr. 9.16. Oznacenie hran elementu a hranié¢nych c¢lenov.

funkcie ¢7. Tie st vSak na niektorych hrandach nulové, takze niektor¢ ()5; budu nulové. Napriklad
aproximacna funkcia 1{ je nulova na hrane I'§, pozri Obr. 9.8, ¢ize preto Q{5 = 0.

V pripade bilinedrneho stvoruholnikového elementu sa integral rozdeli na stcet Styroch integ-
ralov po hranach stvoruholnika (Obr. 9.16)

Qi = Qf + Qi + Q5 + Qiy,

pricom vzdy budu dve Qf; nulové kvoli nulovosti aproximacnej funkcie na dvoch hranéch. Napriklad
pre ¢ = 1 mame Qy, Q53 = 0.

Poznamka 9.23 (Preco to takto komplikujeme?). Na prvy pohlad sa moze zdat, ze sme
si skomplikovali zivot. Namiesto jedného @Q-cka pre kazdy uzol na elemente ich mame viac.
Nakoniec nam vsak tento postup umozni vyuzit bilanciu tokov na styku elementov, vdaka
ktorej mnozstvo Q-Cok vypadne. Ak teda hrana I'; nelez{ na hranici (aproximovanej) vypo¢-
tovej oblasti, tak prislusné ij realne nepotrebujeme pocitat.
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9.3 Globalna stustava rovnic

Pri spdjani elementovych ststav rovnic do globalnej sistavy vyuzijeme rovnaké principy ako
v 1D (pozri sekciu 4.4), ¢ize spojitost priblizného riesenia U(x,y) (primarnej neznamej) a bilanciu
tokov (sekundarnej neznamej) ¢, na styku elementov. Postup budeme najprv ilustrovat na sieti
tvorenej dvoma elementami — linedrnym trojuholnikovym elementom Q! a bilinedrnym §tvoruhol-
nikovym elementom 02 (Obr. 9.17). Neskor v sekcii 9.4 ukézeme este jeden priklad.

Obr. 9.17. Siet tvorend dvoma elementami Q', Q2. Hrany a uzly kvoli prehladnosti oznacujeme len
¢islami.

9.3.1 Spojitost riesenia

Spojitost rieSenia zabezpec¢ime (rovnako ako v 1D) zavedenim globdlneho cislovania uzlovych
bodov a neznamych. O globalnom c¢islovani uzlovych bodov sme uz hovorili v sekcii 9.1. V pripade
siete na Obr. 9.17 globalne a lokélne ¢islovanie uzlovych bodov stuvisi takto

>3 -1 D -1 =2 B =l =2 B =2 p =2
Ri=7{,Ry=75=71,R3=73=74,R1 =75 Rs =753 (9.30)

Matica spojitosti ma teda tvar

1 2 3
sfize )] o

Spojitost priblizného riesenia U(x,y) v uzlovijch bodoch teda zabezpetime zavedenim nasledujiceho
globalneho ¢islovania primarnych neznamych

Uy =ul,Us = ub = u? Us = ud = v}, Uy = ud, Us = ul. (9.32)

Tvrdenie 9.24 (Spojitost na styku elementov). Spojitost v uzlovych bodoch Ry a ﬁg auto-
maticky garantuje spojitost na styku elementov Q' a Q2.

Dokaz. Pointa je, ze priebeh riesenia je z oboch stran linearny a v uzloch sa hodnoty zhoduju podla
(9.32). Pre oba elementy je teda priebeh riesenia na styku rovnaké linedrna funkcia.

Podme to explicitne overif. Pozrime sa na priebeh riesenia na tusecke, ktord zacina v bode R,
a kon¢i v bode ég. Mobzeme ju parametrizovat ako

F(t) = Ry + (B3 — Ro)t,  te]0,1]. (9.33)
Z pohladu trojuholnikového elementu Q! m4 priblizné riesenie U (z,y) na tsecke (9.33) tvar
Loy L . Loy 2 . Sy 3.
Ut (7(t)) = ugpy (F(1)) + ugips (7(8)) = Uz g (7(1)) +Us 5 (7(1)) = Ua(1 =) + Ust.  (9.34)
1—¢ t

kde sme postupne vyuzili:
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1. Vztah (9.22) a nulovost aproximacnej funkcie 1 na tsecke (9.33) (hrane I'}).
2. Globalne ¢islovanie primarnych neznamych (9.32).

3. Tvar aproximac¢nych funkcii (9.23) na tsecke (9.33). Vidno to z Obr. 9.8, ale da sa to overit

aj vypoc¢tom.!Y

Podobne zistime, Ze z pohladu $tvoruholnikového elementu 22 m4 priblizné riesenie U?(x,7) na
usecke (9.33) tvar

U (7(t)) = uiyf (7(1)) +uid (7(8)) = U297 (7(1)) +Us ¢ (7(t)) = Ua(1 — ) + Ust.  (9.35)
1-t t

Vidime, ze tvary (9.34) a (9.35) st zhodné. Priblizné riesenie U(x,y) je teda na styku elementov
spojité. O

9.3.2 Bilancia tokov

Pri spajani elementovych rovnic do globalnej ststavy vyuzijeme bilanciu tokov. Najprv bilanciu
vyjadrime v spojitej formuldcii pomocou hustoty toku do vnitra elementu ¢, = ¢ (—7) (definovali
sme ju vztahom (9.9)). Oznac¢me!!

(gn); = hustota toku do vnitra elementu Q° cez hranu I'j.

V nasom pripade ma bilancia tokov v spojitej formuldcii tvar

(qﬂ); = (Qn)i

Cize hustota toku (g,)y, ktord pritekd do elementu Q' cez druht hranu T's musi byt rovnaké, ako
hustota toku — (qn)i, ktord vytekd z elementu Q2 cez $tvrti hranu I'Z. Dalej budeme vyuzivat
anulovany tvar

(Qn)é + (Qn)i =0. (9.36)

Teraz bilanciu (9.36) potrebujeme ,prelozit“ do diskrétnej formuldcie, ¢ize do re¢i Q-cok. Pre
2. globdlny uzlovy bod bilanciu (9.36) vynasobime aproximaénou funkciou 13 resp. 17 (na styku
elementov sa zhodujt) a zintegrujeme cez hranu ' resp. I'2 (zhoduji sa), pozri Obr. 9.17. Ziskavame
teda

/ (Qn)% ¢% ds + / (qn)?l @D% ds = 0.
F% Fi

Po vyuziti definicie Qf; (pozri Obr. 9.16) dostavame prvd bilanciu tokov

Q5o + Q74 = 0. (9.37)

Analogicky pre 3. globdlny uzlovy bod ziskame (odporicame citatelovi, aby si to premyslel)

[ @hvids+ [ (v ds =0

1
2

a po vyuziti definicie Qf; dostavame druhi bilanciu tokov

Q32 + Q34 = 0. (9.38)

0Je to jednoduché cvidenie. Stali zobrat tvar (9.33), rozpisat ho cez lokélne &fslovanie uzlovych bodov (9.30),
dosadit do aproximaénej funkcie ¥5 resp. ¥5 vyjadrenej v tvare (9.23) a upravit podobnym spésobom, ako ked sme
skimali hodnoty aproximac¢nych funkcii v uzlovych bodoch na strane 134.

Ak ste sa doteraz z toho mnozstva indexov nezblaznili, tak v tejto ¢asti to pravdepodobne pride. Pri nevolnostiach
odporticame dokordn otvorit okno a zhlboka predychat.
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9.3.3 Spojenie rovnic do globalnej sustavy

Napisme si najprv ststavy rovnic na jednotlivych elementoch. Ststava rovnic na trojuholniko-
vom elemente Q! m4 tvar

Kiyut + Kiyus + Kjguy = fi + Q1 = fi + Q11 + Q13
Kyui + Kypup + Koguy = fo + Q3 = f3 + Qa1 + Qi (9.39)
K3yui + Kgpuy + Kgguy = f3 + Q3 = f5 + Q3 + Qia.
Ststava rovnic na Stvoruholnikovom elemente Q2 mé tvar
Kfjui + Kiyuj + Kizu + Kijyguj = f{ + QF = f + QF1 + Q4
K§uf + K3us + Kiyui + Kjui = f3 + Q3 = 3 + Q31 + Q3
K3ui + Kipus + Kiyui + Kiui = f3 +QF = f3 + Q3 + Q3.
Kjui + Kjyus + Kiyui + Kjui = f7 +Qf = f§ + Qi3 + Qi

(9.40)

Vsimnime si, Ze v hraniénych ¢lenoch v sustavach (9.39) a (9.40) sme v duchu sekcie 9.2.4 vyuzili
nulovost niektorych Qf; (nepiSeme ich).
Teraz prepiSeme ststavy do globalneho ¢islovania nezndmych. Ststava rovnic na elemente Q!
prejde na
KL Ui + KUz + Ki3Us = fi 4+ Q1 + Q13,
K3\ Uy + K3Us + KogUs = f + Qg + Qiém
K3Ur + KUy + Kg3Us = f5 + Q3 + Q33
a ststava rovnic na elemente Q? bude mat tvar
K} Us + KiyUs + Ki3Us + K, Us = f7 + Q7 JF%»
K3,Us + K5,Us + K33Us + K3,Us = f3 + Q31 + Q3,
K3Us + KgUs + K33Us + K3,Us = [ + Q3 + Q3
K3 Uy + KUy + K5Us + K3,Us = [ + Qs + Q44
Scitame rovnice prislichajice rovnakym globalnym uzlovym bodom, ¢ize s¢itame

e 2. rovnicu na elemente Q! s 1. rovnicou na elemente Q? (prislichaji globalnemu uzlu &islo 2).
« 3. rovnicu na elemente Q! so 4. rovnicou na elemente Q2 (prislichaji globdlnemu uzlu &islo 3).

Na pravej strane vyuzijeme bilancie tokov (9.37) (Q3, + Q7, = 0) a (9.38) (Q3, + Q%4 = 0). Rovnice
zapiseme v poradi, ktoré zodpoveda globalnemu ¢islovaniu
K4 Ui + KUz + Ki3Us = fi 4+ Q11 + Q1
Ko\ Ui + (K3 + Ki1)Us + (Kgz + Kiy)Us + KioUs + Ki3Us = fo + [ + Qa1 + Q14
K33 Uy + (K + K§1)Us + (K33 + K§)Us + KyUs + K§3Us = f5 + f7 + Q33 + Qs
K3, Us + K5,Us + K3,Us + K3Us = 3 + Q31 + Q3,
K3Us + K3,Us + K3,Uy + K33Us = f3 + Q35 + Q3.

Maticovo mbzeme globalny systém rovnic zapisaf v tvare

K1, Kiy Ki, 0 0 Ui fl+Q1 + Qi3
K5y K+ Kj K+ Kfy Kiy Kis| |Us 3+ E+Qu+ Q%
K3 K+ Ki K+ Ki Kip Kis| |Us| = |fs + f1+ Q3 + Q) (9.41)
0 K3, K3, K3y Ki33| |Us /3 + Q3 + Q3
0 K3 K3, K3 K33 |Us f3 4+ Q3 + Q3
——

K U F
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kde K je globalna matica tuhosti, U je vektor globalnych uzlovych neznamych a F' je globalna prava

strana. Globdlna sistava obsahuje 5 rovnic a mame v nej 5 primarnych nezndmych Uy, ..., Us a 10
sekundarnych neznamych Q-cok. To sa mozno zda byt akosi vela. Po vyuziti okrajovych podmienok,
o ktorom hovorime v sekcii 9.3.4, ale dostaneme sistavu 5 rovnic s 5 nezndmymi Uy, ..., Us.

Uloha 9.25 (Globalna matica a prava strana | c11-13, MKP v 2D.nb). Do vasho programu
c11-13, MKP v 2D.nb na riesenie tlohy z Prikladu 9.2 doprogramujte konstrukciu globalne;j
matice tuhosti K a pravej strany F' (bez Q-¢ok?) Najprv vytvorte nulovii maticu a vektor
spravnej velkosti. Potom na spravne miesta pripocitavajte prvky elementovych matic K7
(resp. pravych stran ff). Vyuzite pri tom maticu spojitosti B.b

¢Ako uvidime v sekcii 9.3.4, @Q-cka v bodoch na hranici oblasti nepotrebujeme, lebo v tychto bodoch budeme
zadavat Dirichletovu okrajovi podmienku. V sekcii 9.4 zas uvidime, ze @-cka vo vnutornych bodoch oblasti
vypadnu vdaka bilancii tokov.

Toto je programétorsky velmi jednoduché, len si treba dobre rozmysliet, ¢o treba urobit. Napriklad prvok
fi elementovej pravej strany sa pripoc¢ita na to miesto globélnej pravej strany F', ktorému v globdlnom ¢islovani
zodpoveda i-ty uzol na e-tom elemente. Informacia o tom, ako stuvisi lokalne a globalne ¢islovanie je obsiahnuta
v matici spojitosti B.

9.3.4 Vyuzitie okrajovych podmienok

V tejto casti detailne vysvetlime, ako sa vyuzivaju jednotlivé typy okrajovych podmienok v glo-
bélnej stustave rovnic. Kedze pri aproximacii vypoctovej oblasti €2 dochadza k diskretizacnej chybe
(Obr. 9.4), tak okrajové podmienky v skutoénosti zaddvame na hranici aprozimovanej vgpoctovej
oblasti (v uzloch Ry € 09, resp. na hrandch I'¢ C §9).

Dirichlet

Nech je v I-tom globdlom uzlovom bode R = (X7,Yr) zadand Dirichletova okrajova podmienka
uw(R;) = g(R;) (¢ize v rovnici (9.8) méme a(R;) = 1, B(R;) = 0). V redi naich nezndmych tito
rovnicu vieme zapisat ako Uy = gy, kde g7 = g(]%[). Prislusni I-tu rovnicu v globalnej sustave
nahradime Dirichletovou okrajovou podmienkou podobne, ako v 1D (pozri sekciu 4.5). V maticovom
zapise globalnej stustavy sa to prejavi takto

I-ty riadok - |0 --- 0 1 0 --- O| |Ur| = |91]| > (9.42)

¢ize vynulujeme cely I-ty riadok globdlnej matice K, na diagonalu dame jednotku, K;r = 1 a na
pravej strane pouzijeme Fy = g7.'? Prislusné Q-cka, ktoré boli na pravej strane I-tej rovnice, teda
netreba pocitat.

Uloha 9.26 (Vyuzitie okrajovych podmienok | c11-13, MKP v 2D.nb). V programe c11-13,
MKP v 2D.nb na riesenie ilohy z Prikladu 9.2 doplite vyuzitie Dirichletovych okrajovych
podmienok.

Neumann

Uvazujme teraz Neumannovu okrajovi podmienku ¢, = g zadant na istej hrane I' (Cize v rov-
nici (9.8) mame a(7) = 0, B(r) = 1 pre i’ € I'7). Okrajovii podmienku v globélnej stistave vyuzijeme

2pre a(ﬁ;) # 1 by sme na diagonale mali K5 = a(ﬁ;).
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tak, Ze podla definicie z Obr. 9.16 vypocitame ()-Cka prislichajice hrane I' (to buda konkrétne
¢isla) a dosadime ich do pravej strany. Pre linedrne elementy to buda dve @-cka, lebo hrane pri-
slichaju dva uzly.

Ak by napriklad pre siet z Obr. 9.17 bolo zadané g, na hrane I'?, tak vypocéitame Q%;, Q%
a dosadime do pravej strany 2. resp. 4. rovnice v ststave (9.41).

V pripade nulovej Neumannovej podmienky g, = 0 vyjdu prislusné @)-cka nulové, ¢ize z pravej
strany jednoducho vypadnu (pozri aj Pozndmku 4.24).

*Newton

Pozrime sa nakoniec na to, ako vyuzit Newtonovu okrajovi podmienku au+ 8¢, = g zadani na
nejakej hrane I'S. Opat potrebujeme toky ()f; prislichajuce hrane I'j pocitat, ale je to zlozitejsie.
Vyjadrime si najprv hustotu toku a za u dosadme priblizné riesenie (9.18)

m&
g—a uwk me
g —au k=1 ué o e
! B s z:: 5
Teraz vyuzijeme definiciu Qf; z Obr. 9.16. Vyndsobime vztah (9.43) prislusnou aproximacnou fun-
kciou 7 a zintegrujme cez hranu I', ¢im dostaneme

e _ E €,/,e
/ 5w ds Zuk/jﬂzﬂk% ds. (9.44)

Situdcia je teraz uz podobnd ako v 1D, pozri vztahy (4.40). Vo vyraze pre @-cka aj tu vystupuji
nejaké zname cisla a u-cka, ktoré st primarnymi neznadmymi a patria na lavd stranu. V globdlnej
ststave teda treba v Bg;-tej rovnici!® urobit nasledujiice tipravy:

1. Na pravej strane namiesto Qf; bude ¢islo fre ﬁwe ds.
2. 'V matici systému musime do Bg;-teho rladku na B.i-te miesto pripo¢itat ¢islo [pe %wzwi@ ds.
J

Ak by napriklad pre siet z Obr. 9.17 bola zadani Newtonova okrajové podmienka na hrane I'?,
tak potrebujeme vypocitat @7, a Q3. Na ukdzku urobme vypocet pre Q3, (odporicame éitatelovi
napisat si to a premysliet)!*

Uz Uy
I I
2 g 9 2 o 99 2 2.2
Ry = | Zads Ul/f — iy ds Uz/f —wiy ds
r2 r2 3 r2 3
—,_/
A B c

Toto vyuzijeme v 4. riadku'® globalnej stistavy (9.41) takto

K1 Ki, Kis 0 0 Ur fi+05h + Q13
Ky K+ Kj Ko+ Kjy K, Ki| Uy f3 + [+ Q3 +Qf
K3 K3+ K} K33+ Kj, K3, Kis| |Us| = |f3+ fi+ Q33+ Qi3 (9.45)
0 K3 +B K3, K3, +C K3,| |Uy 3+ A+ Q3
0 K3 K3, K3, K33] [Us /3 + Q% + Q3
——
K U P

Analogicky by sme vypoéitali Q% a vyuzili v globalnej stistave, ¢im by bola Newtonova okrajové
podmienka na hrane I'} vyuzit4.

13Pre¢o? Treba si spomenit, aké informécia je ukrytd v matici spojitosti B. Prvok Be; hovori o tom, akému
globdlnemu uzlovému bodu zodpoveda i-ty uzol e-teho elementu.

MIndexov je tu netirekom, takZe na sprehladnenie situdcie pouzivame farby.

5Lebo podla (9.31) mdme Bay = 4.
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Uloha 9.27 (Vypodet Q%,). Urobte vypocet Q3 a vyuzite ho v globalnej stistave.

*Singuldrne body na hranici

Ked mame na réznych castiach hranice 9€2 rézne okrajové podmienky, mdze sa stat, ze v jednom
uzlovom bode by sme akoby mali zadavat okrajové podmienky, ktoré si navziajom odporuju. To,
samozrejme, nie je mozné. Takéto body sa nazyvajua singuldrne body.

Prvy typ singuldrneho bodu nastéva, ked sa stretne Dirichlet s Neumannom (alebo Newtonom).
Priklad vidime na Obr. 9.18a, kde je na usecke I'; predpisany Dirichlet a na tsecke I's Neumann
(alebo Newton). Toto je bezné situdcia napriklad pri rovnici vedenia tepla: Na tsecke I'; zafixujeme
teplotu u (Dirichlet) a tsecka I'y bude napriklad izolovand — nulovy tepelny tok ¢, = 0 (Neumann)
alebo na nej bude prebiehat konvekcia ¢, = & (uext — u) (Newton), pozri zaver sekcie 2.2. Pravidlom
je: V singularnom bode zaddme Dirichleta (resp. vo vSeobecnosti primérnu neznamu).

I's I's
F4 9] Fz I_‘4 Q I_‘2
Neumann ..
Dirichlet u =1

(Newton) irichlet u

I'; Dirichlet Singuldrny I Dirichlet w =0  Singuldrny

bod bod
(a) Prvy typ singuldrneho bodu. (b) Druhy typ singuldrneho bodu.

Obr. 9.18. Singularne body.

Druhy typ singularneho bodu nastava v situacii, ked sa stretne Dirichlet s inym Dirichletom.
Priklad je na Obr. 9.18b, kde je na tsecke I'; predpisany Dirichlet © = 0 a na tisecke I'y Dirichlet
u = 1. V singuldarnom bode mame dve rézne hodnoty pre u. Co v takej situdcii robit? St v podstate
3 rozumné moznosti ako predpisat hodnotu u v singuldrnom bode:

1. usg =0
2. UsSB = 1
3. ugp = 3 (¢iZe priemernd hodnota)

Je na néas, ktort z moznosti zvolime. Na Obr. 9.19 vidime, ako sa softvér ANSYS vysporiadal pri
rovnici vedenia tepla!® s okrajovou podmienkou u = 0 na tseckach I'y, I's a okrajovou podmienkou
u = 1 na tuseckach I's, T'y. Na prvy pohlad mozno nedéva zmysel, aké pravidlo ANSYS pouziva
v singuldrnych bodoch. Funguje to tak, ze v singularnom bode ,,vyhrava“ Dirichlet z isecky s vysSim
poradovym ¢islom (ANSYS tsecky ocisloval tak, ako to vidime na Obr. 9.18).

Druhému typu singularneho bodu by sme sa mali snazit pri modelovani vyhybat. Ak to ale nie
je mozné, treba aspon v jeho okoli zvolit hustejsiu siet.

Poznamka 9.28 (Co nie je singuldrny bod). Bod na styku réznych Neumannovych resp.
Newtonovych okrajovych podmienok alebo na rozhrani Newton-Neumann nie je singularnym
bodom. Vyplyva to z toho, ako sa v globélnej stistave rovnic vyuzivaji Neumannove a New-
tonove okrajové podmienky (pozri predchadzajiice sekcie). Odporucame ¢itatelovi, aby si
detailne premyslel, preco k ziadnemu konfliktu nedochadza.

Pouzité boli bilinedrne $tvoruholnikové elementy PLANES5.
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ANSYS

PLOT NO. 1

0 222222 .444444 666667 .888889
L111111 .333333 .555556 TS

Obr. 9.19. Singularny bod druhého typu v softvéri ANSYS.

Pri vyuziti okrajovych podmienok v globdlnej stistave teda postupujeme tak, ze najprv apliku-
jeme Dirichleta vo vSetkych uzlovych bodoch, kde mé byt (tak, ako v rovnici (9.42)). Az potom
sa aplikujeme Neumanna resp. Newtona. Pre prislusné hrany L' vypocitame Q-cka (tie, ktoré este
v sustave zostali), pre Neumanna pomocou definicie Q7; z Obr. 9.16 a pre Newtona pomocou rov-
nice (9.44). Napokon @-¢ka dosadime do sustavy, pre Neumanna to vedie na dosadenie konkrétnych
¢isel za Qf; a pre Newtona navyse aj na pravy v matici sistavy (ako to vidime v rovnici (9.45)).
Takto dostaneme sustavu, v ktorej buda vystupovat uz iba primarne nezname Uy, ..., U,.

9.4 *Globéalna ststava rovnic pre siet s troma elementami

Na priklade siete s dvoma elementami (Obr. 9.17), na ktorom sme v sekcii 9.3 ilustrovali vytvo-
renie globdlnej stistavy rovnic, sme sa vela naucili. Bol jednoduchy,'” ale zaroven prilis $pecificky
v tom, ze siet na Obr. 9.17 neobsahovala ziadny bod, ktory by bol vnutri vypoctovej oblasti, a ani
ziadny bod, v ktorom by sa sc¢itavali viac nez dve rovnice. V tejto Casti to napravime a ukazeme,
ako sa vytvorf globdlna ststava rovnic pre siet na Obr. 9.20 tvorent troma elementami, pri¢om Q!
03 st linearne trojuholnikové elementy a Q2 je bilinedrny $tvoruholnikovy element. Budeme ale
postupovat sviznejsie.'®

Obr. 9.20. Siet tvorend troma elementami.

17Citatel si mozno hovori ,Prepacte, tak tomuto hovorite jednoduchg?“. Priklad bol jednoduchy v tom zmysle, Ze
menej ako dva elementy sme zobrat nemohli. Videli sme, zZe aj v takom pripade sa to indexmi len tak hemzilo a nebolo
jednoduché vsetko poriadne matematicky zapisat.

8Nie je potrebné désledne kontrolovat vietky indexy. Délezité je pochopit, kedy a preco sa séitavaji viac nez dve
rovnice a preco vo findlnej rovnici pre vnutorny 5. globalny uzlovy bod vypadnua vsetky Q-cka.
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Matica spojitosti pre siet na Obr. 9.20 ma tvar

1
B=15
1

TN DN
= W Ot
W

Vo vSeobecnosti pre kazdy styk elementov médme v spojitej formulacii (v reci (g,,)§, pozri tivod
sekcie 9.3.2) jednu bilanciu tokov a v diskrétnom jazyku @Q-¢ok jednu bilanciu pre kazdy globédlny
uzlovy bod na styku. Jeden globalny uzlovy bod moézu zdielat viaceré elementy, v tom pripade sa
ho tyka viac bilancii. Pre siet na Obr. 9.20 budeme mat v spojitej formulacii za 3 sty¢né hrany
3 bilancie tokov, ktorym v diskrétnom jazyku zodpovedd 6 bilancii tokov (v zétvorke uvddzame
globalne ¢islo uzlového bodu, ktorému bilancia prislicha)

Q3 + Q3 =0,
Q%Q + Q% =0,

Q4214 + Q§2 = 07

(@2 + (@)1 =0 = E
(Qn)i + (Qn)g =0 — E
(
(

Qly + Q3 =0,
Qz3 + Q3 =0,
Qi3+ Q1 =0.
Vsimnime si, ze globdlnemu uzlovému bodu ¢islo 5 prislichaja az 3 bilancie. Elementové sustavy

rovnic napiseme priamo v globalnom ¢islovani neznamych. Za kazdou rovnicou v zatvorke uvedieme,
akému globalnemu uzlovému bodu prisliicha. Pre trojuholnikovy element Q! mame sistavu

D
2)

5)

(Qn)é + (Qn)i’ =0 -

K\ Ui+ KjyUs + Kl3Us = f + Q1 + Qls, (1
Ky Uy + K3oUs + K33Us = fy + Qi + Qb (I
K3 Uy + KgpUs + KgyUs = f5 + Q3 + Q3. (1

Ststava rovnic pre $tvoruholnikovy element 9% bude mat tvar

I
ot

K} Us + KiyUs + Ki3Us + K{yUs = fi + Q1 + Qs (I
K35 Us + K3,Uy + K53Us + K3,Us = 3 + Q3 + Q35,1
K3,Us + K3,Us + K33Us + K3,Us = f5 + Q3 + Q33, (I=
K3 Us + K§yUs + K§3Us + K3,Uy = f{ + Qi3 + Qlye (I

Il
b

Il
w
— — ~— ~—

I
W

Napokon stistava pre trojuholnikovy element Q2 vyzeré takto
K} Ui+ Ky Us + KisUs = 7 + Q1 + Q1. (I
K3 Uy + K3yUs + K53Us = f5 + Q31 + Q35, (I
KUy + KpUs + KisUs = f3 + Q3 + Q3. (I

)
5)

4)

Rovnako ako v sekcii 9.3.3 aj tu scitame elementové rovnice prislichajice rovnakym globdlnym
uzlovym bodom, Cize urobime tieto sCitania rovnic:

e I=1:(1.na Q) + (1. na Q3).
e I =2:(2.na0!) + (2. na Q?).
o I=4:(4.na Q%) + (3. na Q).
e I=5:(3.na0) + (1. na Q%) + (2. na Q3).

Takto ziskame globdlnu sistavu rovnic. Rovnice zapiseme v poradi, ktoré zodpoveda globalnemu
¢islovaniu uzlovych bodov. Na pravej strane naznacujeme vyuzitie bilancie tokov podciarknutim
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vyrazov, ktoré su nulové.

(K1 + KiD)Us + KloUs + KU + (K3 + K9)Us = fi + [T + Q1 + Qi + Qi3 + Q% (I=1)

Ky Us + (Kgy + K3,)Us + K33Us + K3,Us + (Kg3 + K3)Us = fo + f3 + Q31 + Q3 + Qa0 + @31, (I =2)
KUz + K33Us + K3,Us + K3,Us = [ + Q3 + Q3s, (I=3)

K3\ Uy + KU + Ki3Us + (K3, + K33)Us + (K3 + K3)Us = fi + f3 + Qs + Qi + QL + Q3. (I =4)

Komplikovanejsia rovnica pre vnitorny 5. globalny wuzlovy bod ma tvar

(K3, + K3)Us + (Kgy + Kip)Us + Ki3Us + (K74 + Kig)Us + (K33 + K7y 4 K3,)Us
=fs+fi+f+ Qi +Qh + QI+ Q% +Q33+ Q3. (I=5)

Vsimnime si, ze z nej vypadni vsetky Q-cka. Toto sa stane vo vSeobecnosti v kazdom vnatornom
uzlovom bode na akejkolvek sieti, takze ()-cka prislichajice vnitornym bodom netreba realne
pocitat, pozri Poznamku 9.23. Toto objasnuje, preco sme pri konstrukcii globdlnej matice tuhosti
K v Ulohe 9.25 vobec neriesili Q-¢ka vnitri oblasti. Maticovo mézeme globélnu ststavu rovnic
zapisat v tvare

Ki, + K7y Kiy 0 Ki, Kiz + Ki, Ui L+ +Q1 + Qi
K3, Ko+ K3y Ky K3, Koy + K3, Us fo+ 5+ Q3 + Q3
0 K3, K3 K3, K3 Us| = | f3 + Q3 + Q33
K3, K7, K3y Kiy+ K3 Ki + K3, Ua [P+ 13+ Qis + Q3
K3 + K3, K+ Kiy Kiy Kiy+K3 K+ Ki + K| |Us B+ i+
——
K U F

Ako sme videli, uz pri jednoduchych tlohach s dvoma ¢i troma elementami je narocné vsetko
poriadne matematicky zapisat. Dobra sprava ale je, ze naprogramovat spajanie elementovych ststav
do globalnej sistavy je s vyuzitim matice spojitosti B velmi jednoduché, len tomu treba rozumiet,
pozri Ulohu 9.25.

9.5 Riesenie globalneho systému rovnic a konstrukcia priblizného
rieSenia

Po vyuziti okrajovych podmienok dostaneme stustavu n rovnic s neznamymi Uy, ..., Uy, ktora
vhodnou metédou vyriesime (pozri ivod sekcie 4.6). Konstrukciu priblizného riesenia U (x,y) uro-
bime uplne analogicky ako v 1D. Na kazdom elemente Q¢ m4 rieSenie tvar (9.18), v ktorom ale
vystupuji nezname u$ (lokalne ¢islovanie). Aby sme im priradili hodnoty, opét vyuzijeme maticu
spojitosti B. Spravne priradenie vyzera takto

uf = Upe. (9.46)

Na ilustraciu uvadzame, ako zapiSeme celkové priblizné (numerické) riesenie U(z,y), (z,y) € Q
rovnice (9.1) s okrajovymi podmienkami (9.8) ziskané metédou koneénych prvkov s linedrnymi
trojuholnikovymi elementami

Ul(x7y) = UBH/J%(%?J) + UB%w%(xvy) + UB§¢§($7y)) (xay) € le
3
Ulz,y) =1 Uz, y) =D Upeti(x,y), (z,y) €Q°,  (9.47)
=1
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Uloha 9.29 (RieSenie a vizualizicia | c11-13, MKP v 2D.nb). V programe c11-13, MKP
v 2D.nb na riesenie tlohy z Prikladu 9.2 doplite nasledujtce:

1. Vyrieste globélnu sustavu rovnic (stac¢i pomocou funkcie LinearSolve).

2. Priradte hodnoty elementovym uzlovym neznamym u$ pre vsetky ¢ = 1,...,3 a pre
e=1,..., N pomocou (9.46).
3. Skonstruujte priblizné riesenia U¢(x,y) = 325, ufY¢(x, y) na elementoch.

4. Pomocou funkcie Piecewise spojte funkcie U¢(z,y) do celkového priblizného riesenia
U(z,y) tak, ako sme to uviedli vo vztahu (9.47).

5. Vykreslite priblizné rieSenie U(x,y) spolu s presnym rieSenim u(x,y) pomocou Plot3D
a vizuadlne ich porovnajte. Priblizné riesenie, ¢ize tvar membrany napnutej na okraj
z Obr. 9.2, pre siet z Obr. 9.5 vidime na Obr. 9.21a.

6. Vykreslite vrstevnicovy graf priblizného riesenia U (x,y) pomocou funkcie ContourPlot.
Vrstevnicovy graf pre siet z Obr. 9.5 vidime na Obr. 9.21b.

7. Pohrajte sa s okrajovymi podmienkami (nastavte ich nenulové na viacerych hrandch
vypoctovej oblasti), zjemnite siet a poteste sa z rieSenia.

8. Skuste nastavit nenulovii pravi stranu, ¢ize zataz vonkajsou silou, napr. f(z,y) = —3.
Sledujte, ako sa zmeni riesenie. Zodpoveda to vasej intuicii?

9. Zadajte nulovi Dirichletovu okrajovii podmienku na celd hranicu a vonkajsiu silu za-
dajte iba na niektoré elementy vnutri oblasti, ¢ize akoby ste sa postavili na trampolinu
a sledovali, ako sa trampolina prehne pod tc¢inkom vasej tiaze.

10. Sktste v nejakom bode vnitri vypoctovej oblasti nastavit Dirichletovu ,,okrajovi* pod-
mienku. Zodpoveda to podopretiu membrany stlpom v tomto bode. Program by mal
fungovat aj pre takyto ,za vlasy pritiahnuty“ pripad. V kombinacii s vhodnymi okra-
jovymi podmienkami takto mdzete modelovat rozne zaujimavé stany.

1.0
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0. 05 1. 15 2, 0.
(a) Graf U(z,y) spolu s okraj. podm. (9.12) z

z Obr. 9.2. (b) Vrstevnicovy graf U(z,y).

Obr. 9.21. Priblizné rieSenie U (x,y) tlohy z Prikladu 9.2 pre siet z Obr. 9.5 so 48 linedr-
nymi trojuholnikovymi elementami.

Poznamka 9.30 (*Vyuzitie symetrie). VSimnime si, ze tloha z Prikladu 9.2 ma zrkadlovi
symetriu vzhladom na os rovnobeznu s osou y, ktory pretina os v bode z = %2” (vypoctova
oblast, funkcie a(7), f(7) aj okrajovd podmienka (9.12) maji tito symetriu). Preto aj presné
riesenie (9.13), ktorého graf je na Obr. 9.3, md tito symetriu.® Takéto symetrie je vyhodné
pri rieseni tlohy pomocou MKP vyuzit. Staci ndm tlohu riesit na polovi¢nej vypoctovej

oblasti Q = [z, %} X [y1, y2]. Pri rovnakej hustote siete budeme teda mat poloviény pocet
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elementov a priblizne poloviény pocet uzlov (trochu viac, nez polovicu), ¢im dosiahneme
priblizne dvakrat kratsi vypoctovy cas a to sa oplati!

Akt okrajovi podmienku treba zadat na (novej) hrane I'y? Zaddme nulového Neumanna,
ktory mé v tomto pripade tvar (vektor vonkajsej normaly ku I'y je @ = (1,0))

ou

an

=7-Vu=(1,0)- (0pu,0yu) = O,u =0, pre 7 € I's.

Prec¢o? Jednoducho povedané, presné riesenie (9.13) ma nulovi parcidlnu derivaciu dyu pre
vsetky 7 € I'o, Cize pre x = %Z.b Pointa je ale v jednoduchom fakte: parna funkcia f(z),
mé nulovi derivaciu v bode x = 0 (ak této derivacia existuje a je spojitd).¢ Zovseobecnenim
tejto vlastnosti parnych funkeii do 2D a pre lubovolnt os symetrie je prave nulovy Neumann
na osi symetrie (odporti¢ame premysliet si).

Nulovd Neumannova okrajové podmienka sa realizuje jednoducho. Ako sme videli v sek-
cii 9.3.4, prislusné Q-cka v uzlovych bodoch R} € Ty jednoducho vypadni,? ¢ize v globalnom
systéme v zodpovedajucich rovniciach netreba vlastne robif nic.

Vizualizaciu (polovice) priblizného riesenia U (x,y) ziskaného vyuzitim zrkadlovej symet-
rie vidime na Obr. 9.22. RieSenie sa vizudlne (a samozrejme aj numericky) zhoduje s Tavou
polovicou riesenia z Obr. 9.21.
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(a) Graf U(z,y). (b) Vrstevnicovy graf U(z,y).
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Obr. 9.22. Polovica priblizného rieSenia U(x,y) tdlohy z Prikladu 9.2 ziskand vyuzitim
symetrie na polovi¢nej sieti s 24 elementami.

“Takto to funguje vo vSeobecnosti — ak tloha vykazuje nejaka symetriu, tak aj rieSenie mé rovnakd symetriu.
Okrem zrkadlovych symetrii to moze byt napriklad aj rotacna ¢i translacnad symetria alebo periodicita.
®Vidno to z Obr. 9.3, graf je symetricky vzhladom na rovinu = 1. Citatel si to ale pokojne moze overit
derivovanim presného riesenia (9.13) a dosadenim z = 12,
“To sa da lahko ukdzat z definicie derivacie pomocou limity v takomto tvare (robime vlastne centralnu
diferenciu (3.8))
daf
dx
kde sme v &itateli vyuzili definiciu parnej funkcie, ¢ize f(—x) = f(z).
4V rozngch uzlovych bodoch [”1;”2 , yl] a [m-gm,m] si treba dat pozor, st to singuldrne body prvého
typu (Obr. 9.18a), ¢ize v nich zaddvame Dirichleta.

_ i {(82) = f(=A)

=0 Azxz—0 QAJL’

=0,

Uloha 9.31 (*Izolovan4 stena | cvi3, MKP2D, izolovana stena.nb). Vyrieste Ulohu 4.31
ako 2D tlohu pomocou vasho programu c11-13, MKP v 2D.nb z Ulohy 9.29. Vysku vyrezu
na Obr. 4.14 uvazujte napriklad 1m.* Na hornej a dolnej hrane (I'y a I's) je potrebné za-
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dat nulového Neumanna, pozri Poznamku 9.30. Priblizné rieSenie U(z,y) vykreslujeme na
Obr. 9.23.
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(a) Graf U(z,y). (b) Vrstevnicovy graf U(z,y).

Obr. 9.23. Priebeh teploty v izolovanej stene. Priblizné riesenie U(z,y) Ulohy 9.31 na
sieti s 32 elementami.

Vsimnime si, ze siet sme (rovnako ako v Ulohe 4.31) vytvorili tak, aby nespojitost tepelnej
vodivosti lezala na styku elementov. Priebeh teploty zodpoveda 1D rieseniu z Obr. 4.15b, mu-
rivo je pomerne teplé a velky teplotny gradient pozorujeme v izolacii. Rovnako ako v Ulohe 4.31
aj tu sme pomocou MKP dostali presné riesenie tlohy.

“Tato tloha (aj jej rieSenie na Obr. 9.23) m4a transla¢ni symetriu v smere osi y, ¢ize preto ju staéilo riesit
v 1D. V 2D ju rieSime len na precviCenie prace s programom c11-13, MKP v 2D.nb.

Poznamka 9.32 (RiesSenie nestaciondrnych tloh v 2D). Nestaciondrne dlohy v 2D, ako na-
priklad nestacionarna rovnica vedenia tepla (2.14), sa pomocou MKP riesia tiplne analogicky
ako v 1D, pozri kapitolu 7. Priestorova diskretizacia v 2D sa urobi tak, ako sme videli v tejto
kapitole, vysledkom v pripade nestacionarnej rovnice vedenia tepla bude siistava obycajnych
diferencidlnych rovnic (7.16), v ktorej ¢asovi diskretizaciu urobime uplne rovnako, ako sme
ju robili v sekcii 7.3.

9.6 Vypocet chyb a experimentalneho radu konvergencie

Pri aproximécii presného rieSenia u(z, y) pribliznym riesenim U (x,y) sa dopustame aproximac-
nej chyby, ktord je definovand ako funkcia e(x,y) = U(z,y) — u(z,y), ¢ize rovnako ako v 1D, pozri
sekciu 6.1. Pri analyzovani aproximacnej chyby a radu konvergencie sa skiima Lo norma chyby
definovand ako (porovnaj s (6.1))

lellza = U = ullz, = \/ | =w2dady (9.48)

a energetickd norma chyby, ktora je pre rovnicu (9.3) definovana ako (porovnaj s (6.2))

lella = U —ulja = \//QaHVU — Vu|]? dz dy. (9.49)

Podla Vety 6.37, ktord plati vSeobecne, vieme, ze MKP ma pre rovnicu (9.3) v Lo norme presnost
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radu s+ 1 a v energetickej norme presnost radu s. V nasledujicej tlohe to ilustrujeme pre linedrne
elementy vypoc¢tom EOC.

Uloha 9.33 (Vypocet chyb a EOC | c11-13, MKP v 2D.nb). V programe c11-13, MKP
v 2D.nb na riesenie ulohy z Prikladu 9.2 urobte podobnu analyzu chyb a EOC, ako v Ulohe 6.38.

1. Naprogramujte vypocet Lo normy (9.48) a energetickej normy (9.49) chyby ¢ = U — u.
Pri vypocte chyb je rozumné kvoli rychlejsiemu vypoétu integraly (9.48) a (9.49) prepi-
sat na sucty integralov cez jednotlivé elementy Q¢ (lebo integrovanie Piecewise funkcie
je pomalé)

N N
lellzs = JZ | e —w2daay, ella = J > [ alvUe = VulP o dy.
e=1 e=1

2. Postupne zjemnujte siet tak, ze velkost elementov sa pri kazdom zjemneni v oboch
smeroch (x aj y) zmensi na polovicu (¢ize plocha trojuholnikov klesne na Stvrtinu).
Vypocitajte a ulozte Lo chybu aj energetickii chybu. Pre jednotlivé zjemnenia siete
vypocitajte EOC pomocou vztahu (6.40). Sledujte, ako sa obe chyby zmensuji. Kedze
pouzivame linedrne elementy (s = 1), tak Ly chyba by mala klesat druhym radom
(EOC = 2), ¢ize pri kazdom zjemneni siete priblizne na Stvrtinu. Energetickd chyba by
mala klesat prvym rddom (EOC = 1), ¢ize pri kazdom zjemneni priblizne na polovicu.
Vysledky prehladne zobrazte v tabulke. Pre okrajovii dlohu z Prikladu 9.2 s presnym
riesenim (9.13) vidime vysledky v Tabulke 9.3.

Tabulka 9.3. Chyby a experimentdlny rad konvergencie.

Ny | Ny N n | Lo chyba | EOC Ly | Energ. chyba | EOC Energ.
3 2 12 12 | 0.08276 0.6718
6 4 48 35 | 0.02250 1.879 0.3515 0.9346

12 8| 192 | 117 | 0.005775 | 1.962 0.1779 0.9823

24 | 16 | 768 | 425 | 0.001454 | 1.990 0.08924 0.9955

48 | 32 | 3072 | 1617 | 0.0003641 | 1.997 0.04465 0.9989
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Dodatok A

Matematické nastroje

V tomto dodatku uvddzame niektoré matematické vety a definicie, na ktoré sa odvolavame
v ucebnici. Pre citatela so znalostami, o ktorych sme hovorili v Predhovore, by malo ist o zname
veci, uvadzame ich tu len na pripomenutie a referencovanie. Vety uvadzame vécsinou bez dokazov.

Na viacerych miestach v tomto dodatku (ale aj inde v uc¢ebnici) hovorime, ze nieco plati alebo
je definované ,skoro vsade“ alebo pre ,skoro vsSetky“ body. Mysli sa tym vsade az na mnozinu
bodov s nulovou mierou.

V ucebnici viackrdt vyuzivame Newtonov-Leibnizov vzorec (zvany tiez zakladnd veta integral-
neho poctu), ktory hovori, ako pocitat urcity integrél funkcie f pomocou jej (fubovolnej) primitivne;
funkcie F.

Veta A.1. [Newtonov-Leibnizov vzorec] Ak funkcia f : R — R je integrovatelnd na intervale
[a,b] a primitivna funkcia F': R — R je definovand ako

F(z) = / f(t)dt+C, kde C je konstanta,
a

potom F’(x) = f(x) skoro vSade na intervale [a, ] a plati Newtonov-Leibnizov vzorec

/ab f(z) dz = F(b) — F(a).

Uzitoény je aj nasledujici tvar Newtonovho-Leibnizovho vzorca
; %da: = F(b) — F(a), (A.1)
Cize urcity integral z derivacie F' sa pocita ako hodnota na hornej hranici minus hodnota na dolnej
hranici.

Viacrozmernym zovseobecnenim Newtonovho-Leibnizovho vzorca je Gaussova veta, ktortt mozno
najst aj pod inymi ndzvami, napriklad Gaussova-Ostrogradského, Greenova alebo divergenc¢na veta.
Veta hovori o tom, ako mdzeme prerobit integral cez nejaki oblast na integral po jej hranici (a na-
opak). Napriklad ako prerobit objemovy integral na plosny.

Veta A.2 (Gaussova veta). Majme spojito diferencovatelné vektorové pole F a ohranident
otvoreni mnozinu (oblast) V' C R™ s Lipschitzovskou hranicou 9V. Potom plati

/v.ﬁdvz 7.#ds, (A.2)
1% ov

kde 7 je vektor jednotkovej vonkajsej normaly ku hranici V.
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Poznamka A.3 (Gaussova veta v 1D). Je uzitoéné rozumiet, preco sa Gaussova veta (A.2)
v 1D redukuje na Newtonov-Leibnizov vzorec (A.1). V 1D méme oblast V' = [a, b] s hranicou
tvorenou dvoma bodmi OV = {a, b}, normaly ku hranici st jednozlozkové vektory (¢isla)
fi(a) = —1, 7i(b) = 1, vektorové pole je jednozlozkové, F=Fa integral na pravej strane
Gaussovej vety (A.2) sa zredukuje na sicet dvoch ¢lenov

—

/ F-7dS = F(a) - fi(a) + F(b) - A(b) = F(b) — Fla),
ov

¢o sa zhoduje s pravou stranou vo vzorci (A.1). Divergencia mé v 1D tvar V - F = fl—i, ¢ize

lTava strana Gaussovej vety (A.2) prejde na tvar

~ b
/V-FdV:/ ar .
1% o dz

¢o sa zhoduje s lavou stranou vo vzorci (A.1).

Poznamka A.4. Gaussova veta plati aj za slabsich predpokladov, napriklad oblast V' nemusi
byt ohranicena, ak vektorové pole F' v nekonecne dostatocne rychlo slabne. Nam ale Gaussova
veta bude stacit v uvedenom tvare.

Nasledujice dve vety hovoria o vztahu nulovosti integralu nejakej funkcie a nulovosti funkcie
samotnej.

Veta A.5. Integrovatelna funkcia f : I — R je nulova pre skoro vSetky x z intervalu I C R
prave vtedy, ked

b
/ f(z)dx =0, pre lubovolny podinterval [a,b] C I.
a

Cize ak integrél z funkcie po Iubovolnom intervale vychadza nula, tak funkcia je nulova (skoro
vSade) a naopak. Viacrozmerné zovseobecnenie tohto tvrdenia uvddzame v nasledujicej vete.

Veta A.6. Integrovatelna funkcia f : £ — R je nulova pre skoro vsetky 7 z oblasti 2 C R"
prave vtedy, ked

/ f(7)dv =0, pre Iubovolni podoblast V' C Q.
v

Dalej uvadzame dve vety, ktoré hovoria o derivacii funkcie spojitej na uzavretom intervale.

Veta A.7 (Rolleho veta). Ak je funkcia f spojitd na uzavretom intervale [a,b], diferenco-
vatelnd na otvorenom intervale (a,b) a v koncovych bodoch plati f(a) = f(b), tak potom
existuje aspon jeden bod ¢ v intervale (a,b) taky, v ktorom je nulovd derivicia, f'(¢) = 0,
¢ize bod ¢, v ktorom je dotycnica ku grafu vodorovna (Obr. A.la).

Lagrangeova veta o strednej hodnote zovseobecnuje Rolleho vetu aj pre pripad f(a) # f(b).
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Veta A.8 (Lagrangeova veta o strednej hodnote). Ak je funkcia f spojitd na uzavretom
intervale [a,b] a diferencovatelnd na otvorenom intervale (a,b), tak potom existuje aspon
jeden bod ¢ v intervale (a,b) taky, ze

f(0) = f(a) (A.3)

b—a

file) =

Cize existuje bod ¢, v ktorom je doty¢nica ku grafu rovnobeznd so secnicou spajajicou body

[a, f(a)] a [b, f(b)] (Obr. A.1b).

f'(c) = J(b)—f(a)

f'(e)=0 b=a ‘(2)
= ) '
f(a) f(b)
X
a c b
(a) Rolleho veta. (b) Lagrangeova veta.

Obr. A.1. Tlustracia Rolleho vety a Lagrangeovej vety o strednej hodnote.

Taylorov rozvoj funkcie je nesmierne uzito¢ny nastroj, ktory sa poziva na aproximdciu funkcie.
Na tomto mieste uvadzame jednu z podob Taylorovej vety.

Veta A.9 (Taylorova veta). Nech funkcia f : R — R je (n+ 1)-krat spojito diferencovatelnd
v okoli bodu a € R, potom funkciu mézeme napisat v tvare Taylorovho rozvoja

f"(a) f™(a)

— 2 DY
> (x—a)*+--+ ]

f(@) = f(a) + f(@)(z —a) +

(x—a)" + Ru(z),  (Ad)
pricom funkcia

f®) (g

n () (q
i) = 2 W)t = f(a) 4 @) e —a) + kL
k=0 ’

n!

f"(a)
2

n

(x—a)’+---+ (x—a)

sa nazyva Taylorov polyném n-tého stupna a R, (z) je zvySok po aproximécii funkcie f Tay-
lorovym polynémom stupna n. Zvysok R, (z) sa d4 vyjadrit viacerymi spésobmi. My budeme
vyuzivat Lagrangeov tvar zvysku

f(nJrl) (C) )n+1

R, (z) = m(:r —a

bl

kde ¢ je nejaky bod medzi a a x.

Taylorov rozvoj je fascinujica vec. Ak je nejaka funkcia hladka a pozname hodnoty vsetkych
jej derivacii v jedinom bode a, Taylorov rozvoj (A.4) ma tvar f(x) = > 52, %(m —a)* a vdaka
nemu vlastne pozndme celt funkciu (vo vSetkych bodoch z), to je takmer zazrak. Hladké (presnejsie
analytické) funkcie si nemdzu robit, ¢o sa im zachce.
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Vsimnime si, Ze pre n = 0 a x = b ma Taylorov rozvoj (A.4) podobu

f) = f(a) + f'(c)(b - a),

¢o po tprave dava Lagrangeovu vetu o strednej hodnote (A.3). Taylorova veta je teda zovseobec-
nenim Lagrangeovej vety o strednej hodnote.

Na viacerych miestach v ucebnici vyuzivame vzorec pre krivost grafu funkcie, resp. pre polomer
tzv. oskulacnej kruznice.

Definicia A.10 (Oskulaénéd kruznica). Majme funkciu f : R — R, ktora je dvakrat spojito
diferencovatelnd v bode z. Oskulacnd kruznica ku grafu funkcie f (¢ize ku krivke y = f(z))
v bode z je taka kruznica prechddzajica bodom (z, f(x)), ktora najlepsie aproximuje graf
funkcie f v okoli bodu z, Obr. A.2.%.

H
X

Obr. A.2. Oskula¢na kruznica krivky.

“Nézov ,oskulacnd kruznica* pochéddza z latinského ,circulus osculans®, ¢ize ,bozkavajica kruznica* a vy-
myslel ho Leibniz.

Veta A.11 (Polomer oskula¢nej kruznice). Majme funkciu f : R — R, ktord je dvakrat
spojito diferencovatelnd v bode x. Oskulacna kruznica ku grafu funkcie f v bode z ma

polomer
3
3

1+ (f'(2)]

RBe) = rma)

Dokaz. Dokaz sa standardne robi prostriedkami diferencidlnej geometrie kriviek a je celkom ele-
gantny. My urobime trochu kostrbatejsi dokaz, ale bez potreby zachddzania do diferencialnej
geometrie.

Oskula¢néd kruznica ma predpis (z — a)? + (y — b)?> = R?, kde a,b, R st tri zatial nezname
parametre. Na ich urcenie potrebujeme tri rovnice. Predpis kruznice si mézeme napisat ako funkciu
y(x) = b+ /R? — (z — a)? (znamienko sa uréi podla toho, ¢i funkcia f je v bode x konvexnd (plus)
alebo konkdvna (minus). Kedze oskulacna kruznica méa ¢o najlepsie aproximovat graf funkcie f(z),
tak Taylorov rozvoj funkcie y(z) v bode z musi byt do druhého stupna rovnaky, ako Taylorov rozvoj
funkcie f(z) v bode x. Musi teda platit

y(x) = f(x),
y'(x) = f'(x),
y' (@) = f"(x).

7 tychto troch podmienok dostaneme rovnice pre tri parametre a, b, R, ¢ize po zderivovani funkcie
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y(z) a dpraviach mame

b+ /R~ (2 —a)? = (),
T—a ,
p— 5 A-5
P = I (A5)
R2
(VR? = (z = a)?)
Nés v tejto chvili zaujima iba polomer R, tak ho skisme vyjadrit. Argument = v f'(z) a f"(z)
dalej kvoli prehladnosti vynechdme. Z rovnice (A.5) mame

= = f'(a). (A.6)

1 B 1
R? — (z — a)? Tt —a
Rz_(ﬂf—a)Ql 2 A7
Po dosadeni do rovnice (A.6) dostdvame
/ 1 12 / 1 12
W =f" z ¢oho ziskame (x —a) = f(;,f)
Po spéatnom dosadeni do vztahu (A.7) mame
R2 _ (1 + f/2)3
- f//2
a po odmocneni konecne ziskavame vztah pre polomer oskulacnej kruznice
3
po (LH/7)2
7]
Ol

Definicia A.12 (Krivost grafu funkcie). Krivost grafu funkcie, ¢ize krivky y = f(x) v bode
x mozeme definovat ako prevrateni hodnotu polomeru oskulacnej kruznice

ne Lo @)
FOTED T e e o

¢ize ¢im je polomer mensi, tym je graf krivsi. Preto sa polomeru R(z) oskula¢nej kruznice
hovori aj polomer krivosti. Znamienkovd krivost sa definuje ako

1
Ky = — @ (A.9)
[1+ (f'(2))?]>
T4 je teda z definicie kladné, ak je f v bode x konvexnd, a zaporna, ak je funkcia f v bode
x konkédvna.

Poznamka A.13 (Krivost je pre malé sklony druhd derivicia). Ak je prva derivicia mal4,
|f(z)|] < 1, tak menovatel vo vyrazoch (A.8) a (A.9) je priblizne rovny jednej a krivost pri-
blizne rovna absolitnej hodnote druhej derivacie K(z) = |f”(x)|, resp. znamienkova krivost
priblizne rovna druhej derivécii, K*(z) ~ f"(z).

Dalej uvadzame niekolko dalSich definicii, ktoré v ucebnici pouzivame.
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Definicia A.14. Kroneckerov delta symbol d;; je funkcia dvoch premennych i,j (vacsinou
celych cisel) definovand takto

1, ak i =7,
ij = . .
0, ak i # j.

Nasledujtce Definicie A.15 — A.19 sa tykaju vektorovych priestorov (tiez nazyvanych linedrne
priestory), ¢ize mnozin uzavretych vzhladom na scitanie prvkov (vektorov) a ndsobenie prvkov
skaldarom. Pod priestorom V v tychto definicidch si mézeme predstavit lubovolny vektorovy priestor
nad polom redlnych ¢isel, napriklad R™ alebo aj nejaky priestor funkcii (pre viac detailov pozri
napriklad [13, 5]). Na meranie vzdialenosti medzi prvkami vektorového priestoru V' sa pouziva
metrika, ktoru teraz definujeme.

Definicia A.15 (Metrika, vzdialenost). Nech V' je vektorovy priestor. Metrika (vzdialenost)
je zobrazenie

p:VxV =R,

ktoré ma nasledujiice vlastnosti (u,v,w € V):

1. Nezépornost: p(u,v) > 0, pricom p(u,v) = 0 prave vtedy, ked u = v.
2. Symetria: p(u,v) = p(v,u).
3. Subaditivita (trojuholnikova nerovnost): p(u,v) < p(u, w) + p(w, v).

Vektorovy priestor vybaveny metrikou sa nazyva metricky priestor.

Definicia A.16 (Norma). Nech V je vektorovy priestor. Norma je zobrazenie
-1V =R,
ktoré ma nasledujtice vlastnosti (u,v € V, ¢ € R):

1. Nezapornost: ||u| > 0, pricom |u|| = 0 prave vtedy, ked u = 0.
2. Absolatna homogenita: ||cu|| = |c]||u]|.
3. Subaditivita (trojuholnikovd nerovnost): ||u + v|| < ||lul| + ||v]|.

Vektorovy priestor vybaveny normou sa nazyva normovany priestor.

Ak méme definovani normu, moézeme pomocou nej zadefinovat (indukovat) metriku.
Definicia A.17 (Metrika (vzdialenost) indukovand normou). Majme vektorovy priestor V'
s normou || - ||. Norma prirodzene indukuje metriku

IO(U,U) = ||U o UHv kde U,V € VY,

ktors spliia vietky vlastnosti, ktoré ma mat metrika (pozri Definiciu A.15).

Definicia A.18 (Skalarny sucin). Nech V je vektorovy priestor. Skaldrny sicin je zobrazenie

(,): VXV =R,
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ktoré ma nasledujice vlastnosti (u,v,w € V, ¢ € R):

1. Nezépornost: (u,u) > 0, pricom (u,u) = 0 prave vtedy, ked u = 0.
2. Symetria: (u,v) = (v, u).
3. Linearita: (u + cv,w) = (u, w) + c(v, w).

Ak mame priestor so skaldrnym sic¢inom, mézeme pomocou neho definovat (indukovat) normu.

Definicia A.19 (Norma indukovani skaldrnym stc¢inom). Majme vektorovy priestor V' so
skaldrnym stc¢inom (-, -). Skaldrny stéin prirodzene indukuje normu

[ull = /(u, ), kde uw €V,

ktord spliia vietky vlastnosti, ktoré ma mat norma (pozri Definiciu A.16).

V matematike sa velmi ¢asto vyuziva Cauchyho-Schwarzova nerovnost. V ucebnici ju vyuzivame
v kapitole 6, tu uviddzame jej znenie.

Veta A.20 (Cauchyho-Schwarzova nerovnost). Majme vektorovy priestor V' so skaldrnym si-
¢inom (-, -) a normou || - || indukovanou tymto skaldrnym sa¢inom. Potom plati tzv. Cauchyho-
Schwarzova nerovnost

|(u, 0)| < flull o], (A.10)
kde u,v € V.

Veta A.21 (Nedegenerovanost skaldrneho sué¢inu). Majme vektorovy priestor V. Ak je vektor
v € V kolmy na vSetky vektory w € V, ¢ize plati

(v,w) =0 pre vSetky w € V,

potom v je nutne nulovy vektor, v = 0.

Dokaz. Nedegenerovanost skalarneho siacinu jednoducho vyplyva z jeho nezapornosti. Zoberme
predpoklad vety, ¢ize taky vektor v € V, pre ktory plati (v, w) = 0 pre vSetky w € V. Teraz zvolme
w = v, ¢ize mame (v,v) = 0. Prva vlastnost v Definicii A.18 skaldrneho stc¢inu hovori, ze (v,v) =0
prave vtedy, ked v = 0, ¢ize uz vieme, ze v je nulovy vektor. O

Ako dosledok vety uvadzame Specidlny pripad, v ktorom V' je priestor funkcii.

Désledok A.22. Ak pre funkciu v : [a,b] — R z priestoru funkcii V' = La(a, b) plati

b
/ vwdr =0 pre vsetky funkcie w € V,
a

potom funkcia v je (skoro vsade) nulovd, v = 0.

Poznamka A.23. V predchadzajicom tvrdeni dokonca staci, ak zoberieme nejaky pod-
priestor V' C La(a,b), ktory je husty v priestore Lo(a,b), ¢ize V = La(a,b) (uzdverom je
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cely priestor). Da sa ukazat, ze velmi Specialny priestor C§°([a,b]) hladkych funkcii, ktoré
st nulové v ur¢itom okoli hranice (na hranici maji teda nulovii hodnotu aj vSetky deriva-
cie), je husty v Ls(a,b). Viac sa o tom hovori v literatire z funkciondlnej analyzy (pozri
napriklad [13, 5]).

Dokaz. Platnost Dosledku A.22 je zrejma z Vety A.21. D4 sa tomu ale porozumiet aj intuitivne.
Naznacime, ako sa to da ukézat sporom. Nech v # 0 na nejakom intervale [z1,z2] C [a,b]. Vzdy
vieme vybrat interval [x1,x9] tak, Ze v je na nom bud kladna alebo zéporna. Zvolme funkciu w
takto (pozri Obr. A.3)

_J@—- x1)} (@ — 22)?, @ € [21, 2],
wiw) = {0, inak. (A.11)

Potom ale integrél | ; v w dx je bud kladny, alebo zaporny, a teda urcite nie nulovy. Tym sme dosli

j
b
(

Obr. A.3. Graf funkcie (A.11). Funkcia je nulovd vSade aZ na interval (x1,x2).

k sporu, a teda uré¢ite v(z) = 0 pre z € [z1,x2]. Tymto sposobom ,vynulujeme® funkciu v na celom
intervale [a, b]. O

Dosledok A.24. Majme oblast Q C R™. Ak pre funkciu v : € — R z priestoru funkcii
V = Ly(2) plati

/ vwd2 =0 pre vsetky funkcie w € V,
Q

potom funkcia v je (skoro vSade) nulovd, v = 0. Podobne, ako v Dosledku A.22, aj tu stacéi
za V zobrat nejaky podpriestor, ktory je husty v priestore Lo(£2), pozri Poznamku A.23.

Zvysok Dodatku A venujeme vzorcu na vypocet plosného obsahu zakrivenej plochy, ktory po-
uzivame v sekcii 2.4. Zac¢neme definiciou parametrizovanej plochy.

Definicia A.25 (Parametrizovand plocha). Majme oblast Q C R2. Parametrizovand plocha
je zobrazenie S : Q — R3, ¢ize kazdej dvojici parametrov (u,v) € Q zobrazenie S priradi bod
(polohovy vektor)

S(u,v) = 7(u,v) = (z(u, v), y(u,v), z(u,v)).

Schematicky nakres definicie je na Obr. A.4.
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RQ
Q S Dy (u,v)

Dy(u,v)
v L /\

7(u,v)

1
1
1
u X

Obr. A.4. Parametrizovand plocha S a jej dotykové vektory v bode 7(u,v).

Definicia A.26 (Vypocet plosného obsahu parametrizovanej plochy). Majme plochu S, ktora
je spojito diferencovatelnd, ¢ize parcidlne derivacie funkcie 7(u,v) su spojité. Plosny obsah
parametrizovanej plochy definujeme ako plosny integral (1. druhu)

A:/ldS:/ 10uF X BuFl| 2,
S Q
kde vektory

OuT = (Oyx, Ony, 0y2),

A12
Oy = (avxyavyaavz) ( )

su dotykové vektory k ploche S (Obr. A.4). Plosny obsah infinitezimalneho (nekone¢ne ma-
1ého) kuska plochy dS poéitame ako

dS = || 0uF x 0y dS,

kde d) = du dv.

Doélezitym Specialnym pripadom parametrizovanej z
plochy je graf funkcie dvoch premennych f : @ — R
(Obr. A.5). V zmysle Definicie A.25 mozeme graf funkcie
chapat ako parametrizovant plochu, pricom mame polo-
hovy vektor ((z,y) teraz hraju ilohu parametrov (u,v))

Az, y) = (z,y, f(z,y),  (z,y) €
Dotykové vektory (A.12) maju v tomto pripade tvar

8-'2’?: (17 07 8If)7
ay"?: (07 17 ayf)v

X

Obr. A.5. Graf funkcie f :  — R a jeho
infinitezimalna cast dS

ich vektorovy sucin (normélovy vektor) vychadza 0,7 x
Oy = (=05 f,—0yf,1), a preto obsah infinitezimalnej
plosky dS (Obr. A.5) poc¢itame ako

dS = (0,7 x 0y A2 = /1 + (0:)2 + (0,1)% = /1 + |V f|2 de2. (A.13)

Plosngj obsah grafu funkcie dvoch premennych teda pocitame ako dvojny integral

A:/Q,/H IV f]12 dO.
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