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Úvod

Tieto skriptá sú u£ebnou pomôckou pri ²túdiu predmetu Matematika 1 v bakalárskom
²túdiu na Stavebnej fakulte Slovenskej technickej univerzity v Bratislave. Hoci sú svojou
nápl¬ou prispôsobené predná²kam na ²tudijných odboroch STOP a VSVH (Stavby na
tvorbu a ochranu prostredia a Vodné hospodárstvo a vodné stavby), aj ²tudenti iných
odborov môºu v nich nájst' uºito£ného pomocníka.

Nápl¬ predmetu Matematika 1 pre odbory STOP a VSVH sa skladá z dvoch rela-
tívne samostatných celkov, ktoré tvoria Lineárna algebra a analytická geometria a Základy
diferenciálneho po£tu funkcie jednej premennej. Skriptá, ktoré máte pred sebou, sú zame-
rané na prvý celok. Sú rozdelené na 6 kapitol. Kaºdá kapitola obsahuje rie²enia vzorových
príkladov, po ktorých nasledujú cvi£enia (s výsledkami) na samostatnú prácu ²tudentov.

Skriptá v ºiadnom prípade nemôºu a ani nechcú nahradit' predná²ky. Hoci v jednotli-
vých kapitolách pripomíname základné pojmy (a v prvých dvoch aj podrobne rozoberáme
rie²enia sústav lineárnych rovníc), ²tudent tu nenájde príslu²nú matematickú teóriu. Na-
opak, skriptá sú ur£ené na ul'ah£enie získania praktických zru£ností pri rie²ení príkladov.
Sú koncipované ako doplnok ku cvi£eniam v predmete Matematika 1.

Veríme, ºe skriptá budú vhodnou pomôckou pre samostatnú prípravu ²tudentov na
semestrálne testy a na skú²ku.

Na záver si dovol'ujeme pod'akovat' prof. RNDr. Jozefovi �irá¬ovi, DrSc. za odborné
rady a doc. RNDr. Róbertovi Jajcayovi, PhD. a Mgr. �tefanovi Gyürkimu, PhD. za sta-
rostlivé pre£ítanie materiálu a za pripomienky, ktoré prispeli k zlep²eniu tohoto textu.
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Kapitola 1

Sústavy lineárnych rovníc 1

V prvých dvoch kapitolách sa budeme venovat' metódam rie²enia sústav lineárnych rovníc
v reálnych £íslach. Z výsledkov lineárnej algebry vieme, ºe môºu nastat' tri moºnosti:
Lineárna sústava

a.) má jedno rie²enie;
b.) nemá ºiadne rie²enie;
c.) má nekone£ne vel'a rie²ení.

V tejto kapitole sa budeme zaoberat' sústavami lineárnych rovníc, ktoré sú �jednoduch²ie�
v tom zmysle, ºe majú bu¤ jediné rie²enie, alebo rie²enie nemajú. Metódu rie²enia sa
budeme u£it' priamo na príkladoch.

Pri rie²ení sústav lineárnych rovníc budeme systematicky pouºívat' nasledujúci fakt:

Mnoºina rie²ení sústavy lineárnych rovníc sa nezmení aplikovaním ktorejkol'vek operácie
O1, O2, O3, kde

O1 je výmena poradia dvoch rovníc,

O2 je vynásobenie jednej z rovníc akoukol'vek nenulovou kon²tantou,

O3 je pripo£ítanie nejakého násobku jednej rovnice k inej rovnici.

Príklad £. 1. Vyrie²me nasledujúcu sústavu rovníc o troch neznámych:

2x − 3y + 4z = −12
x − 2y + z = −5

3x + y + 2z = 1

Rie²enie: Obvykle je výhodné mat' v l'avom hornom rohu sústavy v prvej rovnici, v na²om
prípade pri neznámej x, koe�cient 1. Ak to tak nie je, vºdy máme viacero spôsobov, ako

9



10 KAPITOLA 1. SÚSTAVY LINEÁRNYCH ROVNÍC 1

toho dosiahnu´. Prvou a najjednoduch²ou moºnost'ou je vymenit' prvú rovnicu za druhú.
�al²ou moºnost'ou by bolo vynásobit' prvú rovnicu £íslom 1/2, ale tým by sme si v prvom
riadku vytvorili zlomky. Zlomkom sa pri výpo£toch budeme snaºi´ vyhnút' v £o najvä£²ej
miere, preto v rie²ení príkladu pokra£ujeme výmenou prvých dvoch rovníc.

Sústavu si teda pouºitím operácie O1 prepí²eme do ekvivalentného tvaru:

x − 2y + z = −5
2x − 3y + 4z = −12
3x + y + 2z = 1

Na²ím d'al²ím ciel'om bude upravit' sústavu do takého tvaru, aby v druhej a tretej rovnici
uº ne�gurovala neznáma x. Dosiahneme to pripo£ítaním vhodného násobku prvej rovnice
k druhej a tretej rovnici. Vidíme, ºe na mieste pri neznámej x v druhej rovnici sa nachádza
kon²tanta 2 a v tretej rovnici kon²tanta 3. Takºe sta£í, ak prvú rovnicu vynásobíme najskôr
£íslom (−2) a pripo£ítame k druhej rovnici a následne £íslom (−3) a pripo£ítame k tretej
rovnici. Tým eliminujeme x v oboch rovniciach.

Po vykonaní vy²²ie popísaných úprav, £iºe dvojnásobným pouºitím operácie O3, do-
stávame ekvivalentnú, ale zredukovanú sústavu rovníc:

x − 2y + z = −5
y + 2z = −2

7y − z = 16

Po eliminácii neznámej x pokra£ujeme d'alej v eliminácii druhej neznámej y v tretej
rovnici. Ked'ºe pri neznámej y v druhej rovnici uº koe�cient 1 máme, na²ím d'al²ím ciel'om
je, aby v tretej rovnici uº neznáma y ne�gurovala. Dosiahneme to pripo£ítaním (−7)-
násobku druhej rovnice k tretej rovnici. Touto operáciou O3 získame zredukovanú sústavu
rovníc, ktorá je ekvivalentná s pôvodnou sústavou:

x − 2y + z = −5
y + 2z = −2
− 15z = 30

Nakoniec upravíme sústavu tak, aby koe�cient 1 �guroval aj pri neznámej z v tretej
rovnici. Sta£í vydelit' poslednú rovnicu £íslom (−15), £iºe pouºit' operáciu O2:

x − 2y + z = −5
y + 2z = −2

z = −2
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Pri pohl'ade na tento zredukovaný tvar sústavy vidíme, ºe sme vypo£ítali neznámu z,
ktorej hodnota je (−2). Teraz uº len sta£í, aby sme hodnotu z = −2 dosadili do druhej
rovnice, odkial' uº l'ahko vypo£ítame neznámu y, ktorej hodnota je 2. Napokon dosadíme
do prvej rovnice hodnoty za y = 2 a z = −2 a vyjadríme si poslednú neznámu x, ktorej
hodnota je 1.

Rie²enie sústavy môºeme vypo£ítat' aj iným, univerzálnej²ím spôsobom, ktorého vý-
hody uvidíte v kapitole 2.

Tentoraz sa zameriame na poslednú rovnicu sústavy. Opät' pripo£ítavame násobky jed-
nej rovnice k d'al²ím dvom, len postupujeme opa£ným smerom. Na²ím ciel'om je eliminovat'
neznámu z v prvej a druhej rovnici. Najprv poslednú rovnicu vynásobíme koe�cientom (−2)
a pripo£ítame k druhej rovnici, £iºe pouºijeme operáciu O3.

x − 2y + z = −5
y = 2

z = −2

Podobne pouºijeme operáciu O3 k eliminácii neznámej z v prvej rovnici, £iºe pripo£í-
tame (−1)-násobok poslednej rovnice k prvej rovnici.

x − 2y + = −3
y = 2

z = −2

Zostáva nám uº len odstránit' neznámu y v prvej rovnici. V poslednom kroku opät'
pouºijeme operáciu O3 tak, ºe pripo£ítame 2-násobok druhej rovnice k prvej rovnici, a tým
eliminujeme aj poslednú neznámu y. Dostávame výslednú sústavu rovníc:

x = 1
y = 2

z = −2

Týmto posledným krokom sme zobrazili v²etky rie²enia. Na²a sústava má jediné rie²e-
nie, a to x = 1, y = 2, z = −2. O správnosti výsledku sa môºeme presved£it' dosadením
rie²enia do pôvodnej sústavy lineárnych rovníc. Ak sa pravá strana rovnice bude rovnat'
l'avej strane vo v²etkých troch rovniciach sústavy, úloha je vyrie²ená správne.

Pozrime sa opät' na celý postup výpo£tu. Vidíme, ºe podstatné sú len koe�cienty pri
x, y, z a hodnoty na pravých stranách rovníc. Preto teraz zhrnieme celý postup rie²enia
predchádzajúcej sústavy v dvoch st¨pcoch. V l'avom st¨pci budeme sústavu rie²it' rovnako,



12 KAPITOLA 1. SÚSTAVY LINEÁRNYCH ROVNÍC 1

ako sme to urobili vy²²ie. V pravom st¨pci budeme v²etky operácie vykonávat' len na
tabul'ke, ktorá bude usporiadaná rovnako, ako rovnice, ale bude obsahovat' len koe�cienty
a hodnoty na pravých stranách. Inak povedané, tabul'ku na pravej strane dostaneme z na²ej
sústavy vynechaním neznámych x, y, z, pri£om znamienko �=� nahradíme rovnou zvislou
£iarou. To znamená, ºe £ísla v prvom st¨pci tabul'ky sú koe�cienty pri x, v druhom st¨pci
sú koe�cienty pri y, v tret'om st¨pci sú koe�cienty pri z, a v st¨pci za £iarou sú pravé
strany rovníc. Vºdy majme na pamäti, ºe riadky tabul'ky zodpovedajú rovniciam a st¨pce
zodpovedajú jednotlivým neznámym a pravým stranám.

2x − 3y + 4z = −12
x − 2y + z = −5

3x + y + 2z = 1

 2 −3 4 −12
1 −2 1 −5
3 1 2 1



V predo²lom texte sme uviedli tri princípy postupnej eliminácie neznámych x, y, z,
pomocou operáciíO1 - O3 na rovniciach sústavy. Tieto operácie zodpovedajú nasledujúcim
operáciám na �tabul'ke� a nazývame ich elementárne riadkové operácie (ERO):

ERO 1: Výmena poradia dvoch riadkov.

ERO 2: Vynásobenie jedného riadku nenulovou kon²tantou.

ERO 3: Pripo£ítanie násobku jedného riadku k inému riadku.

Sústavy teda rie²ime postupným aplikovaním elementárnych riadkových operácií a je
úplne jedno, £i to robíme na sústavách rovníc alebo na �tabul'kách�. V lineárnej algebre
táto �tabul'ka� má svoje meno a nazýva sa roz²írená matica sústavy. Pustime sa teda
do ilustrácie predchádzajúceho rie²enia na sústave rovníc (vl'avo) a na roz²írenej matici
sústavy (vpravo).

1. krok: výmena poradia rovníc (O1) 1. krok: výmena poradia riadkov (ERO1)

x − 2y + z = −5
2x − 3y + 4z = −12
3x + y + 2z = 1

 1 −2 1 −5
2 −3 4 −12
3 1 2 1



2. krok: pripo£ítanie (−2)-násobku prvej 2. krok: pripo£ítanie (−2)-násobku prvého
rovnice k druhej (O3) riadku k druhému (ERO3)

x − 2y + z = −5
y + 2z = −2

3x + y + 2z = 1

 1 −2 1 −5
0 1 2 −2
3 1 2 1
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3. krok: pripo£ítanie (−3)-násobku prvej 3. krok: pripo£ítanie (−3)-násobku prvého
rovnice k druhej (O3) riadku k druhému (ERO3)

x − 2y + z = −5
y + 2z = −2

7y − z = 16

 1 −2 1 −5
0 1 2 −2
0 7 −1 16



4. krok: pripo£ítanie (−7)-násobku prvej 4. krok: pripo£ítanie (−7)-násobku prvého
rovnice k druhej (O3) riadku k druhému (ERO3)

x − 2y + z = −5
y + 2z = −2
− 15z = 30

 1 −2 1 −5
0 1 2 −2
0 0 −15 30



5. krok: delíme tretiu rovnicu £íslom (−15) 5. krok: delíme tretí riadok £íslom (−15)
(O2) (ERO2)

x − 2y + z = −5
y + 2z = −2

z = −2

 1 −2 1 −5
0 1 2 −2
0 0 1 −2



6. krok: pripo£ítanie (−2)-násobku tretej 6. krok: pripo£ítanie (−2)-násobku tretieho
rovnice k druhej (O3) riadku k druhému (ERO3)

x − 2y + z = −5
y = 2

z = −2

 1 −2 1 −5
0 1 0 2
0 0 1 −2



7. krok: pripo£ítanie (−1)-násobku tretej 7. krok: pripo£ítanie (−1)-násobku tretieho
rovnice k prvej (O3) riadku k prvému (ERO3)

x − 2y = −3
y = 2

z = −2

 1 −2 0 −3
0 1 0 2
0 0 1 −2



8. krok: pripo£ítanie 2-násobku druhej 8. krok: pripo£ítanie 2-násobku druhého
rovnice k prvej (O3) riadku k prvému (ERO3)

x = 1
y = 2

z = −2

 1 0 0 1
0 1 0 2
0 0 1 −2
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Vidíme, ºe sústava má jediné rie²enie x = 1, y = 2, z = −2, a to nezávisle na spôsobe
zápisu, £i uº ako sústava troch rovníc o troch neznámych alebo v �tabul'kovej� forme. 2

Príklad £. 2. Vyrie²me pre zmenu sústavu ²tyroch rovníc o ²tyroch neznámych:

x + 2y − z + 2t = −2
3x + 3y − t = 6
2x + y + z = 5
x + 2y + 2z − t = 4

Rie²enie:

Krok £. 1: Teraz si uº prepí²eme sústavu rovníc do �tabul'kovej� formy, £iºe pomocou
roz²írenej matice sústavy.


1 2 −1 2 −2
3 3 0 −1 6
2 1 1 0 5
1 2 2 −1 4



Krok £. 2: V l'avom hornom rohu máme na mieste neznámej x kon²tantu 1, £o nám
vyhovuje. Za£neme elimináciou prvkov v st¨pci pod �jednotkou�. Ak pripo£ítame (−3)-
násobok prvého riadku k druhému riadku, touto operáciou (ERO3) získame nulu v druhom
riadku na prvej pozícii.


1 2 −1 2 −2
0 −3 3 −7 12
2 1 1 0 5
1 2 2 −1 4



Krok £. 3: Pokra£ujeme d'alej v eliminácii prvkov v prvom st¨pci pod vedúcou jednot-
kou pripo£ítaním (−2)-násobku prvého riadku k tretiemu riadku, teda pouºijeme operáciu
(ERO3). Týmto krokom získame nulu aj v tret'om riadku na prvej pozícii.


1 2 −1 2 −2
0 −3 3 −7 12
0 −3 3 −4 9
1 2 2 −1 4



Krok £. 4: �al²ím krokom bude pripo£ítanie (−1)-násobku prvého riadku k ²tvrtému
riadku. Týmto krokom (ERO3) vynulujeme aj poslednú hodnotu v prvom st¨pci.
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1 2 −1 2 −2
0 −3 3 −7 12
0 −3 3 −4 9
0 0 3 −3 6



Krok £. 5: Teraz sa pozrieme na pozíciu neznámej y v druhom riadku tabul'ky. Vidíme
tam kon²tantu (−3). Ako sme uº spomenuli, chceli by sme tam mat' kon²tantu 1 a pod
jednotkou elementárnymi riadkovými operáciami získat' v st¨pci pod jednotkou nuly. Mô-
ºeme to dosiahnut' dvomi spôsobmi. Prvou moºnost'ou je vydelit' druhý riadok £íslom (−3),
aby sme získali jednotku, a potom pripo£ítat' 3-násobok druhého riadku k tretiemu riadku.
Druhou moºnost'ou je pripo£ítat' (−1)-násobok druhého riadku k tretiemu riadku, a tak
eliminovat' kon²tantu na pozícii neznámej y. Prvá moºnost' je nevýhodná, lebo by sme uº
v tomto ²tádiu rie²enia sústavy zaviedli zlomky a t'aº²ie by sa nám s nimi po£ítalo pri
nasledujúcich operáciách. Druhá moºnost' je teda pre nás výhodnej²ia. Jednotku na druhej
pozícii v druhom riadku dostaneme úpravami v niektorom z d'al²ích krokov. Takºe pripo-
£ítame (−1)-násobok druhého riadku k tretiemu riadku operáciou (ERO3) a dostaneme
pod pozíciou neznámej y nulu.

1 2 −1 2 −2
0 −3 3 −7 12
0 0 0 3 −3
0 0 3 −3 6



Krok £. 6: Vidíme, ºe na pozícii tretej neznámej z v tret'om riadku tabul'ky je £íslo 0.
My ale chceme, aby tam bol nenulový koe�cient. Získame ho pouºitím operácie (ERO1),
£iºe výmenou tretieho a ²tvrtého riadku tabul'ky.

1 2 −1 2 −2
0 −3 3 −7 12
0 0 3 −3 6
0 0 0 3 −3



Teraz sa zameriame na posledný riadok tabul'ky. Na²ou úlohou je eliminovat' kon²tanty
v st¨pci nad neznámou t.

Krok £. 7: Za£neme elimináciou v tret'om riadku. Sta£í pripo£ítat' ²tvrtý riadok k tre-
tiemu, £iºe aplikovat' operáciu (ERO3).


1 2 −1 2 −2
0 −3 3 −7 12
0 0 3 0 3
0 0 0 3 −3
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Krok £. 8: Teraz uº môºeme vydelit' tretí a ²tvrtý riadok £íslom 3, a tým získame
kon²tantu 1 na pozíciách neznámej z a t. �iºe z matematického pohl'adu ide o dvojnásobné
pouºitie operácie (ERO2).


1 2 −1 2 −2
0 −3 3 −7 12
0 0 1 0 1
0 0 0 1 −1



Krok £. 9: V tomto kroku pripo£ítame 7-násobok ²tvrtého riadku k tretiemu riadku,
a tým vynulujeme hodnotu na pozícii neznámej t v tomto riadku (operácia (ERO3)).


1 2 −1 2 −2
0 −3 3 0 5
0 0 1 0 1
0 0 0 1 −1



Krok £. 10: E²te potrebujeme vynulovat' poslednú nenulovú hodnotu v st¨pci nad
neznámou t, a preto opät' pouºijeme operáciu (ERO3), £iºe pripo£ítame (−2)-násobok
posledného riadku k prvému riadku.


1 2 −1 0 0
0 −3 3 0 5
0 0 1 0 1
0 0 0 1 −1



Krok £. 11: Pokra£ujeme elimináciou hodnôt v st¨pci nad neznámou z, £iºe nad koe�-
cientom 1 v tret'om riadku. Pripo£ítame (−3)-násobok tretieho riadku k druhému (operácia
(ERO3)), £ím vynulujeme koe�cient nad touto vedúcou jednotkou v tomto riadku.


1 2 −1 0 0
0 −3 0 0 2
0 0 1 0 1
0 0 0 1 −1



Krok £. 12: Podobne pouºitím operácie (ERO3) eliminujeme aj poslednú hodnotu
v st¨pci nad neznámou z, a to pripo£ítaním tretieho riadku k prvému.


1 2 0 0 1
0 −3 0 0 2
0 0 1 0 1
0 0 0 1 −1
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Zostáva nám e²te získat' jednotku na pozícii neznámej y v druhom riadku a nad jednotkou
získat' nulu.

Krok £. 13: Najprv vydelíme druhý riadok £íslom (−3), (pouºijeme (ERO2)). Doteraz
sme sa úspe²ne zlomkom vyhýbali, ale v tomto kroku inú moºnost' nemáme.


1 2 0 0 1
0 1 0 0 −2/3
0 0 1 0 1
0 0 0 1 −1



Krok £. 14: V poslednom kroku pripo£ítame (−2)-násobok druhého riadku k prvému
riadku ((ERO3)), £ím v st¨pci nad neznámou y dostaneme nulu.


1 0 0 0 7/3
0 1 0 0 −2/3
0 0 1 0 1
0 0 0 1 −1



Elementárnymi riadkovými operáciami sme získali na diagonále tabul'ky na pozíciách
neznámych x, y, z, t jednotky, a pod a nad jednotkami nuly. Kaºdej jednotke zodpovedá
daná neznáma a na pravej strane tabul'ky sa nachádza výsledok sústavy rovníc. Vidíme,
ºe sústava rovníc má jediné rie²enie, a to x = 7/3, y = −2/3, z = 1, t = −1. 2

Doteraz sme sa zaoberali sústavami rovníc, ktoré mali jediné rie²enie. Teraz sa sústre-
díme na sústavy, ktoré nemajú rie²enie.

Príklad £. 3. Vyrie²me sústavu troch rovníc o ²tyroch neznámych:

2x + y + 8z − 2t = 3
x + 3y + 7z + 2t = 2

2x − 9y − 4z − 14t = 8
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Rie²enie:

Krok £. 1: Prepí²eme si sústavu rovníc do �tabul'kového tvaru�, £iºe do roz²írenej
matice sústavy.

 2 1 8 −2 3
1 3 7 2 2
2 −9 −4 −14 7



Krok £. 2: Uº vieme z predchádzajúcich príkladov, ºe najlep²ie je, ak máme v l'avom
hornom rohu na pozícii neznámej x koe�cient 1, pretoºe s jednotkou sa nám dobre pracuje.
Z tohto dôvodu vymeníme prvý a druhý riadok tabul'ky (ERO1), £ím získame na vedúcej
pozícii jednotku.

 1 3 7 2 2
2 1 8 −2 3
2 −9 −4 −14 7



Krok £. 3: Potrebujeme eliminovat' koe�cienty v st¨pci pod vedúcou jednotkou, a preto
pripo£ítame (−2)-násobok prvého riadku k druhému a tretiemu riadku. Touto dvojnásob-
nou operáciou (ERO3) vynulujeme koe�cienty pod vedúcou jednotkou.

 1 3 7 2 2
0 −5 −6 −6 −1
0 −15 −18 −18 3



Krok £. 4: Pozrieme sa na druhý riadok tabul'ky, konkrétne na koe�cient prislúchajúci
neznámej y. Je tam koe�cient (−5). Ná² d'al²í postup, podl'a doteraz získaných poznatkov,
by bol získat' jednotku na tejto pozícii. Ale nie vºdy je tento krok pre nás výhodný. Vidíme,
ºe v tret'om riadku máme hodnoty, ktoré sú trojnásobkom v²etkých koe�cientov druhého
riadku. Takºe vhodnej²ie bude, ak pripo£ítame (−3)-násobok druhého riadku k tretiemu
(ERO3).

 1 3 7 2 2
0 −5 −6 −6 −1
0 0 0 0 6



Výsledok, ktorý týmto krokom získame, sa tro²ku lí²i od výsledného rie²enia doteraz
po£ítaných príkladov. V poslednom riadku tabul'ky na l'avej strane sme dostali samé nuly
a na pravej strane od zvislej £iary máme kon²tantu. Ak by sme chceli tento výsledok
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prepísat' spät' do rovnice, dostaneme 0 · x + 0 · y + 0 · z + 0 · t = 6. Táto rovnica v²ak nie
je splnená pre ºiadne x, y, z, t. To znamená, ºe na²a sústava rovníc nemá rie²enie. 2

Príklad £. 4. Rie²me sústavu ²tyroch rovníc o ²tyroch neznámych:

2x − 3y + 6z − t = 1
3x − y + 5z − t = 1
8x − 4y + 16z − 4t = 3
9x − y + 15z − 5t = 1

Rie²enie:

Krok £. 1: Roz²írená matica tejto sústavy má tvar:


2 −3 6 −1 1
3 −1 5 −1 1
8 −4 16 −4 3
9 −1 15 −5 1



Krok £. 2: Tentoraz budeme po£ítat' sústavu bez �vedúcej jednotky� v l'avom hornom
rohu na pozícii neznámej x. Môºeme za£at' niekol'kými spôsobmi. Prvým krokom bude
pripo£ítanie (−4)-násobku prvého riadku k tretiemu riadku. Touto operáciou (ERO3)
sme získali v prvom st¨pci na tretej pozícii nulu.


2 −3 6 −1 1
3 −1 5 −1 1
0 8 −8 0 −1
9 −1 15 −5 1



Krok £. 3: V d'al²om kroku pripo£ítame (−3)-násobok druhého riadku k ²tvrtému
riadku a získame nulu na ²tvrtej pozícii prvého st¨pca (dvojnásobné pouºitie (ERO3)).


2 −3 6 −1 1
3 −1 5 −1 1
0 8 −8 0 −1
0 2 0 −2 −2



Krok £. 4: Teraz pripo£ítame 3-násobok prvého riadku k (−2)-násobku druhého riadku
(pouºijeme operáciu (ERO3)), £ím vynulujeme poslednú nenulovú hodnotu pod vedúcim
prvkom v prvom st¨pci.
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2 −3 6 −1 1
0 −7 8 −1 1
0 8 −8 0 −1
0 2 0 −2 −2



Krok £. 5: Skúsime zjednodu²it' niektorý z d'al²ích riadkov tabul'ky, a preto spo£ítame
druhý a tretí riadok (pouºijeme (ERO3)). Týmto dostaneme v tret'om riadku �kraj²ie
hodnoty�, s ktorými sa bude lep²ie narábat'.


2 −3 6 −1 1
0 −7 8 −1 1
0 1 0 −1 0
0 2 0 −2 −2



Krok £. 6: Ked' sa pozrieme na tretí a ²tvrtý riadok tabul'ky, vidíme, ºe sta£í len
pouºit' (ERO3), £iºe pripo£ítat' (−2)-násobok tretieho riadku k ²tvrtému riadku.


2 −3 6 −1 1
0 −7 8 −1 1
0 1 0 −1 0
0 0 0 0 −2



Z posledného riadku tabul'ky vidíme, ºe uº d'alej nie je potrebné po£ítat', ked'ºe rovnica
0 · x+ 0 · y + 0 · z + 0 · t = −2 nemá rie²enie. Takºe aj sústava rovníc nemá rie²enie. 2
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Príklady na cvi£enia:

Vypo£ítajte v²etky rie²enia nasledujúcich sústav rovníc:

1. x − y + 2z = 6
3x − y + 4z = 10
4x + y − 3z = −2

Výsledok: Sústava má jediné rie²enie: x = 1, y = −3, z = 1.

2. 3x + 2y − 2z = 0
6y − 7z = −3

9x − 6y + 3z = 9
9x − 3y + 2z = 6

Výsledok: Sústava má jediné rie²enie: x = 2
5
, y = −6

5
, z = −3

5
.

3. x − y − 2z + 2t = 5
3x − 4y − 3z + 3t = 12
−x + 4y − 7z + 7t = 10

Výsledok: Sústava nemá rie²enie.

4. (3/2)x − (3/2)y − (3/2)z = (2/3)
(5/6)x − (5/6)y − (5/6)z = −(5/6)

Výsledok: Sústava nemá rie²enie.

5. 2x + 5y − z = 8
x + y + 2z = 0

3x + 5y + z = 6

Výsledok: Sústava má jediné rie²enie: x = −6
5
, y = 2, z = −2

5
.

6. x + y + 2z = 8
− y + 5z = 9

2x − 9y + 7z = 11
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Výsledok: Sústava má jediné rie²enie: x = 3, y = 1, z = 2.

7. 2x + y + 3z = 15
5x + 3y + 2z = 0
3x − 5y − z = 19
6x − 4y + 2z = 30

Výsledok: Sústava nemá rie²enie.

8. 4x − y + z = 0
2x + y − 2z = 0
x + 4y − z = 0

Výsledok: Sústava má jediné rie²enie: x = 0, y = 0, z = 0.

9. x + 3y + 4z = −5
3x + 2y + 5z = −2
−x − 10y − 11z = 1

Výsledok: Sústava nemá rie²enie.

10. − 3y + 11z = 4
2x − 3y + 8z = 8
x + 5z = 5

5x − 3y − z = 6

Výsledok: Sústava nemá rie²enie.

11. x − 4y + 9z − t = 9
3x − 7y + 17z + 2t = 16
x + y − z + 4t = 0

Výsledok: Sústava nemá rie²enie.

12. − x + y − z + 2t = 3
−3x + 3y − 2z + 3t = 3

2x + 2y − 4z − 2t = −2
3x − 3t = −3
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Výsledok: Sústava má jediné rie²enie: x = 1, y = 0, z = 0, t = 2.

13. 2x − 2y − 3z = 1
4x − y − 5z = 2
−x − 3y + z = 1

Výsledok: Sústava má jediné rie²enie: x = 13
5
, y = −3

5
, z = 9

5
.

14. x + 2y + z − t = 1
−x − y + 2z − 3t = −2
4x + 7y + z = 5
−x + 5z − 7t = −5

Výsledok: Sústava nemá rie²enie.

15. 3x + y + 5z = 7
2x + 3y + z = 7
−x + 2y − 2z = 0

Výsledok: Sústava má jediné rie²enie: x = 2, y = 1, z = 0.

16. x + 2y − z = −2
4x + y − 3z = −15
3x + 5y = −4

Výsledok: Sústava má jediné rie²enie: x = −13
4
, y = 23

10
, z = 21

20
.

17. 4x + y − 5z = −11
3x + 3y − 6z = −6
x + 3y + z = 0

Výsledok: Sústava má jediné rie²enie: x = −3, y = 1, z = 0.

18. 2x − 3y + 4z − t = 8
3x − 5y + 7z − 4t = 15
− y + 2z + 5t = 6

x − 3y + 5z − 8t = 1
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Výsledok: Sústava nemá rie²enie.

19. − x + 2y − 2t = 0
−x + 3y − 2z − 2t = 0
3x + 5y + z = 0
2x + 3y + 4z − t = 0

Výsledok: Sústava má jediné rie²enie: x = 0, y = 0, z = 0.

20. 2x + y + 4z + t = −1
x + y + 3z + t = 3

−3x + y − 5z + t = 1
−2x + y − 4z + t = 6

Výsledok: Sústava nemá rie²enie.

21. x + 2y − 4z − 3t = −1
2x + y + z − 3t = 1
x + 2y + 8z + 2t = 5
x + 2z + t = 5

Výsledok: Sústava má jediné rie²enie: x = 11
3
, y = 0, z = −1

3
, t = 2.

22. 4x − 3y + 3z = 1
2x − y + 3z = 3
3x − 2y + 5z = 4

Výsledok: Sústava má jediné rie²enie: x = 1, y = 2, z = 1.

23. 3x + y + 3z + 3t = 7
2x + 3y − z + 2t = 13
−x + 2y − 4z − t = 6
x + 5y − 5z + t = 19

Výsledok: Sústava má jediné rie²enie: x = 8/7, y = 25/7, z = 0, t = 0.
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24. x + y + z + t = 2
3x + 4y + z + 2t = 7
x + 2y + 4z + 2t = 3
x − 5y + z + 2t = −4

Výsledok: Sústava má jediné rie²enie: x = 1, y = 1, z = 0, t = 0.

25. 3x − 3y − z = −6
2x + z = 1
3x + y + 5z = −4

Výsledok: Sústava má jediné rie²enie: x = 2, y = 5, z = −3.

26. x + y + 5z = −7
− 2y + 4z = −12

2x + y + z = 2
− 2y + 4z = −12

Výsledok: Sústava má jediné rie²enie: x = 1, y = 2, z = −2.

27. 2x + y − 2z + t = 0
x − 3y + z − t = 3

3x + 2y − 2z + 2t = 1
x + y + 2t = 3

Výsledok: Sústava má jediné rie²enie: x = 1/3, y = −4/3, z = 2/3, t = 2.

28. 2x − 3y − 2z + t = 3
x − y − z − t = 2

y − 3t = 1
2y + 2z + t = 1

Výsledok: Sústava nemá rie²enie.
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Kapitola 2

Sústavy lineárnych rovníc 2

V tejto kapitole sa budeme zaoberat' sústavami lineárnych rovníc, ktoré majú nekone£ne
vel'a rie²ení.

Príklad £. 1. Rie²me sústavu ²tyroch rovníc o ²tyroch neznámych:

−x + y − z + 2t = −1
3y − 3z = −3

2x + 2y − 2z − 4t = −2
x + 5y − 5z − 2t = −5

Rie²enie:

Krok £. 1: Sústavu si prepí²eme do tvaru roz²írenej matice sústavy (do tabul'ky).


−1 1 −1 2 −1

0 3 −3 0 −3
2 2 −2 −4 −2
1 5 −5 −2 −5



Krok £. 2: Na prvý pohl'ad vidiet', ºe £íslo (−1) v pravom hornom rohu matice je pre
nás výhodné, pretoºe ak pripo£ítame 2-násobok prvého riadku matice k tretiemu riadku
a následne spo£ítame prvý a posledný riadok matice, získame v prvom st¨pci na pozíciách
neznámej x pod £íslom (−1) nuly (dvojnásobé pouºitie (ERO3)).


−1 1 −1 2 −1

0 1 −1 0 −1
0 4 −4 0 −4
0 6 −6 0 −6
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Krok £. 3: Aby sa nám lep²ie po£ítalo, vydelíme tretí riadok roz²írenej matice £íslom
4 a ²tvrtý riadok £íslom 6 (dvojnásobné pouºitie (ERO2)).


−1 1 −1 2 −1

0 1 −1 0 −1
0 1 −1 0 −1
0 1 −1 0 −1



Krok £. 4: Nasledujúce úpravy sú zrejmé, pretoºe aº tri riadky matice sú úplne iden-
tické. Sta£í pripo£ítat' (−1)-násobok druhého riadku matice k tretiemu a ²tvrtému riadku.
Týmito úpravami, pouºitím dvojnásobnej operácie (ERO3), sa vynulovali posledné dva
riadky matice.


−1 1 −1 2 −1

0 1 −1 0 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0



Krok £. 5: Pozrime sa teraz na pozíciu neznámej y v druhom riadku. Je tam koe�-
cient 1 a v st¨pci pod jednotkou sú uº nuly, ale nad jednotkou je e²te koe�cient 1. Takºe
nasledujúcim krokom je eliminácia £ísla 1 v prvom riadku na pozícii y. Pripo£ítame teda
(−1)-násobok druhého riadku matice k prvému riadku (ERO3), £ím spomínanú jednotku
vynulujeme.


−1 0 0 2 0

0 1 −1 0 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0



Krok £. 6: Posledným krokom je uº len zmena znamienok v prvom riadku roz²írenej
matice, aby hodnota v l'avom hornom rohu bola kladná jednotka.


1 0 0 −2 0
0 1 −1 0 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0



Týmto krokom sme skon£ili úpravu roz²írenej matice sústavy. V dvoch posledných riad-
koch máme nuly a len v st¨pcoch pre neznáme x a y je koe�cient 1 a ostatné prvky v týchto
dvoch st¨pcoch sú nuly. Zárove¬ vidíme, ºe po£et nenulových riadkov v poslednej matici
je men²í, ako po£et neznámych. V takomto prípade postupujeme nasledovne. Prepí²eme si
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výsledok z poslednej matice naspät' do tvaru rovníc. Ked'ºe máme len dva nenulové riadky,
budeme mat' len dve rovnice:

x − 2t = 0
y − z = −1

Jednotky pri x a y nazveme pivotné jednotky a x, y nazveme pivotné neznáme. Po
vyjadrení pivotných neznámych dostaneme:

x = 0 + 2t (2.1)
y = −1 + z

Túto sústavu teraz prepí²eme tak, ºe nepivotným neznámym priradíme nové premenné,
ktoré budeme nazývat'parametre. V na²om prípade nepivotné neznáme sú z, t a priradíme
im parametre, povedzme z = v, t = w, a napí²eme tieto rovnice spolu s (2.1). Dbajme
pritom na kultúru písania:

x = 2w
y = −1 − v
z = v
t = w

Posledný výsledok uº len prepí²eme do tvaru sú£tu vektorov:


x
y
z
t

 =


0
−1

0
0

+ v ·


0
−1

1
0

+ w ·


2
0
0
1

 (2.2)

V²etky rie²enia (x, y, z, t) sú sú£tom st¨pcového vektora (0,−1, 0, 0), v-násobku st¨pco-
vého vektora (0,−1, 1, 0) a w-násobku st¨pcového vektora (2, 0, 0, 1). Ked'ºe v a w môºu
byt' l'ubovol'né reálne £ísla (nazývané aj parametre), vidíme, ºe na²a sústava má nekone£ne
vel'a rie²ení. Podstatné je, ºe formulka (2.2) dáva v²etky rie²enia na²ej sústavy.

2

Príklad £. 2: Rie²me opät' sústavu troch rovníc o ²tyroch neznámych.

4x − 2y − 2z + 6t = 0
−2x + y − 3z + 5t = 0

2x − y − 2z + 2t = −3
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Rie²enie:

Krok £. 1: Prepí²eme si sústavu rovníc do maticového tvaru.

 4 −2 −2 6 0
−2 1 −3 5 0

2 −1 −2 2 −3



Krok £. 2: V prvom riadku roz²írenej matice máme koe�cienty delitel'né £íslom 2,
takºe prvý riadok vydelíme dvojkou (operácia (ERO2)), aby sa nám lep²ie po£ítalo. Na
pozícii neznámej x máme v druhom riadku hodnotu (−2) a v tret'om riadku hodnotu 2.
Preto pripo£ítame druhý riadok roz²írenej matice k tretiemu riadku, pouºijúc (ERO3).

 2 −1 −1 3 0
−2 1 −3 5 0

0 0 −5 7 −3



Krok £. 3: V tomto kroku opät' len pripo£ítame prvý riadok k druhému riadku pouºitím
(ERO3). V prvom st¨pci pod neznámou x uº máme nuly.

 2 −1 −1 3 0
0 0 −4 8 0
0 0 −5 7 −3



Krok £. 4: Druhý riadok matice si tro²ku zjednodu²íme pouºitím pravidla (ERO2)
tým, ºe ho vydelíme £íslom (−4).

 2 −1 −1 3 0
0 0 1 −2 0
0 0 −5 7 −3



Krok £. 5: V druhom riadku matice máme na pozíciách neznámych x a y nuly, ale
v druhom riadku na pozícii neznámej z máme jednotku, £o bude na²a d'al²ia pivotná
neznáma. Pokra£ujeme v elementárnych úpravách pripo£ítaním druhého riadku k prvému
riadku matice a taktieº pripo£ítaním 5-násobku druhého riadku matice k tretiemu riadku.
Týmito dvoma krokmi sme eliminovali koe�cienty nad a pod jednotkou prislúchajúcou
neznámej z v tret'om st¨pci (dvojnásobné pouºitie pravidla (ERO3)).

 2 −1 0 1 0
0 0 1 −2 0
0 0 0 −3 −3
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Krok £. 6: Ked'ºe chceme mat' aj na pozícii poslednej neznámej t v poslednom riadku
jednotku, videlíme tretí riadok matice £íslom (−3), £iºe pouºijeme pravidlo (ERO2).

 2 −1 0 1 0
0 0 1 −2 0
0 0 0 1 1



Krok £. 7: Pokra£ujeme v eliminácii koe�cientov v poslednom st¨pci nad neznámou
t, a to pripo£ítaním 2-násobku tretieho riadku k druhému riadku a taktieº pripo£ítaním
(−1)-násobku tretieho riadku k prvému riadku matice (dvojnásobné pouºitie (ERO3)).
Týmto sme získali nuly aj v poslednom st¨pci nad neznámou t.

 2 −1 0 0 −1
0 0 1 0 2
0 0 0 1 1



Krok £. 8: V poslednom kroku uº len vydelíme prvý riadok matice £íslom 2 (pravidlo
(ERO2)), aby sme mali vedúcu jednotku aj v prvom riadku na pozícii neznámej x.

 1 −1/2 0 0 −1/2
0 0 1 0 2
0 0 0 1 1



Toto bol posledný krok, ktorým sme skon£ili úpravu roz²írenej matice. Vidíme, ºe pi-
votné jednotky, ktoré prislúchajú pivotným neznámym x, z a t, máme v prvom, tret'om
a ²tvrtom riadku. Ked'ºe máme vä£²í po£et neznámych, ako je po£et riadkov v matici,
vieme, ºe sústava rovníc bude mat' nekone£ne vel'a rie²ení.

Výsledné rie²enie sústavy treba e²te vhodne zapísat'. Prepí²eme si výslednú maticu do
tvaru rovníc:

x − 1/2y = −1/2
z = 2

t = 1

Po vyjadrení pivotných premenných máme:

x = −1/2 + (1/2)y
z = 2
t = 1
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Nepivotnej premennej priradíme novú premennú - parameter. Na²ou jedinou nepivotnou
premennou je y, ktorej priradíme parameter v, teda y = v.

x = −1/2 + (1/2)v
y = v
z = 2
t = 1

Tento výsledok uº len prepí²eme ako sú£et vektorov a dostaneme v²etky rie²enia v tvare:
x
y
z
t

 =


−1/2

0
2
1

+ v ·


1/2

1
0
0


2

Príklad £. 3. Rie²me d'al²iu sústavu ²tyroch rovníc o piatich neznámych:

− 3y + 3z − 6t − 2u = −1
x − y + 2z − 3t + u = 4
x + 2y + 2z + 3t + u = 1

5x + 3y + 4z + t + 5u = 12

Rie²enie:

Krok £. 1: Sústavu rovníc si prepí²eme do tvaru roz²írenej matice


0 −3 3 −6 −2 −1
1 −1 2 −3 1 4
1 2 2 3 1 1
5 3 4 1 5 12



Krok £. 2: Sústredíme sa najprv na prvý st¨pec roz²írenej matice. Pripo£ítame (−1)-
násobok druhého riadku k tretiemu riadku a (−5)-násobok druhého riadku k ²tvrtému
riadku. Týmito dvoma krokmi dostaneme nuly na pozíciach v prvom st¨pci pod jednotkou
(dvojnásobné pouºitie (ERO3)).


0 −3 3 −6 −2 −1
1 −1 2 −3 1 4
0 3 0 6 0 −3
0 8 −6 16 0 −8
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Krok £. 3: Aby sme mali vedúcu jednotku v l'avom hornom rohu matice, len vymeníme
prvý a druhý riadok, pouºijúc (ERO1). Aby sa nám lep²ie po£ítalo, vydelíme tretí riadok
£íslom 3 a ²tvrtý riadok £íslom 2 (dvojnásobné pouºitie (ERO2)).


1 −1 2 −3 1 4
0 −3 3 −6 −2 −1
0 1 0 2 0 −1
0 4 −3 8 0 −4



Krok £. 4: Vidíme, ºe v tret'om riadku na pozícii neznámej y máme jednotku, preto
pouºijeme operáciu (ERO3) a pripo£ítame (−4)-násobok tretieho riadku k ²tvrtému riadku,
£ím dostaneme pod ¬ou nulu.


1 −1 2 −3 1 4
0 −3 3 −6 −2 −1
0 1 0 2 0 −1
0 0 −3 0 0 0



Krok £. 5: Taktieº pripo£ítame 3-násobok tretieho riadku k druhému riadku roz²írenej
matice a získame nulu aj v druhom riadku nad neznámou y (pouºitie (ERO3)).


1 −1 2 −3 1 4
0 0 3 0 −2 −4
0 1 0 2 0 −1
0 0 −3 0 0 0



Krok £. 6: V tomto kroku vymeníme druhý a tretí riadok matice pouºitím (ERO1),
aby sme vedúcu jednotku mali v druhom riadku a druhom st¨pci.


1 −1 2 −3 1 4
0 1 0 2 0 −1
0 0 3 0 −2 −4
0 0 −3 0 0 0



Krok £. 7: Pripo£ítame ²tvrtý riadok matice k tretiemu riadku (ERO3) a vydelíme
posledný riadok £íslom (−3) (ERO2).


1 −1 2 −3 1 4
0 1 0 2 0 −1
0 0 0 0 −2 −4
0 0 1 0 0 0
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Krok £. 8: Opät' vydelíme tretí riadok £íslom (−2) (pouºitie (ERO2)) a vymeníme
tretí a ²tvrtý riadok roz²írenej matice (pouºitie (ERO1)), £ím získame v tret'om riadku
na pozícii neznámej z jednotku.

1 −1 2 −3 1 4
0 1 0 2 0 −1
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 2



Krok £. 9: V d'al²om na²om postupe budeme eliminovat' koe�cienty nad vedúcimi
jednotkami. Preto pripo£ítame (−1)-násobok ²tvrtého riadku k prvému riadku (operácia
(ERO3)).

1 −1 2 −3 0 2
0 1 0 2 0 −1
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 2



Krok £. 10: Pokra£ujeme v eliminácii koe�cientov nad vedúcimi jednotkami, preto
pripo£ítame (−2)-násobok tretieho riadku k prvému riadku matice. V poslednom kroku
pripo£ítame druhý riadok matice k prvému riadku, a tým eliminujeme aj posledný nenulový
koe�cient v st¨pci nad vedúcou jednotkou (dvojnásobné pouºitie (ERO3)).

1 0 0 −1 0 1
0 1 0 2 0 −1
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 2



Po tomto kroku máme pivotné jednotky, ktoré prislúchajú pivotným neznámym x, y, z
a u, a jednu nepivotnú neznámu t. Po£et neznámych je vä£²í ako po£et riadkov v roz²írenej
matici, teda vieme, ºe sústava rovníc bude mat' nekone£ne vel'a rie²ení.

Opät' si prepí²eme výslednú maticu do tvaru rovníc:

x − t = 1
y + 2t = −1

z = 0
u = 2

Po vyjadrení pivotných premenných máme:

x = 1 + t
y = −1 − 2t
z = 0
u = 2
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Nepivotnej premennej priradíme parameter t = v.

x = 1 + v
y = −1 − 2v
z = 0
t = v
u = 2

V²etky rie²enia na²ej sústavy vo vektorovom vyjadrení majú tvar:


x
y
z
t
u

 =


1
−1

0
0
2

+ v ·


1
−2

0
1
0


2

Príklad £. 4. Rie²me sústavu ²tyroch rovníc o ²tyroch neznámych:

5x + 4y − 6z + 5t = 0
2x + y − 2z + t = 0
5x + 7y − 8z + 10t = 0
6x + 6y − 8z + 8t = 0

Rie²enie:

Krok £. 1: Pravé strany v²etkých rovníc sústavy sú nulové. Ked'ºe táto skuto£nost'
sa nezmení aplikovaním akýchkol'vek elementárnych riadkových operácií, nemá význam
opakovat' písanie nulového st¨pca roz²írenej matice sústavy. Sta£í preto pracovat' len s tzv.
maticou sústavy (bez st¨pca pravých strán) pomocou elementárnych riadkových operácií:


5 4 −6 5
2 1 −2 1
5 7 −8 10
6 6 −8 8



Krok £. 2: Pripo£ítame (−1)-násobok prvého riadku k tretiemu riadku a taktieº pripo-
£ítame (−3)-násobok druhého riadku k ²tvrtému riadku (dvojnásobné pouºitie (ERO3)).



36 KAPITOLA 2. SÚSTAVY LINEÁRNYCH ROVNÍC 2


5 4 −6 5
2 1 −2 1
0 3 −2 5
0 3 −2 5



Krok £. 3: Pripo£ítame (-1)-násobok tretieho riadku k ²tvrtému ((ERO3)). Posledný
riadok matice sa nám týmto krokom vynuloval.


5 4 −6 5
2 1 −2 1
0 3 −2 5
0 0 0 0



Krok £. 4: Pripo£ítame (−2)-násobok prvého riadku k 5-násobku druhého riadku
(pouºijeme (ERO2)). Týmto krokom sme v prvom st¨pci dostali nuly pod kon²tantou 5
patriacou pivotnej neznámej x.


5 4 −6 5
0 −3 2 −5
0 3 −2 5
0 0 0 0



Krok £. 5: Pripo£ítame druhý riadok k tretiemu riadku (ERO3), £ím vynulujeme aj
tretí riadok matice.

5 4 −6 5
0 −3 2 −5
0 0 0 0
0 0 0 0



Krok £. 6: Pripo£ítame 4-násobok druhého riadku k 3-násobku prvého riadku, (ap-
likujeme (ERO2)), £ím dostávame nuly pod aj nad kon²tantou (−3) patriacou pivotnej
premennej y.


5 0 −10 −5
0 −3 2 −5
0 0 0 0
0 0 0 0



Krok £. 7: V tret'om a ²tvrtom st¨pci na pivotných pozíciách sú nuly, takºe d'al²ia
redukcia uº nie je moºná. Sta£í len vydelit' prvý riadok £íslom 5 a druhý riadok £íslom
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(−3) (operácia (ERO2)). Tento redukovaný tvar matice je kone£ným tvarom. Z výsledného
tvaru matice vidíme, ºe sústava má nekone£ne vela rie²ení.


1 0 −2 −1
0 1 −2/3 5/3
0 0 0 0
0 0 0 0



Prepí²eme si výslednú maticu do tvaru rovníc s tým, ºe na pravú stranu dopí²eme nuly.

x − 2z − t = 0
y − (2/3)z + (5/3)t = 0

Po vyjadrení pivotných premmených máme:

x = 0 + 2z + t
y = 0 + (2/3)z − (5/3)t
z = 0
t = 0

Nepivotným premenným priradíme parameter z = r a t = s.

x = 0 + 2r + s
y = 0 + (2/3)r − (5/3)s
z = 0
t = 0

Výsledok prepí²eme do tvaru sú£tu vektorov, pri£om nulový vektor moºno vynechat'.


x
y
z
t

 = r ·


2

2/3
1
0

+ s ·


1

−5/3
0
1


2

V²etky vzorové príklady z kapitoly 1 a 2 sme rie²ili spolo£nou metódou, ktorá spo£ívala
v úprave roz²írenej matice sústavy pomocou ERO 1-3 tak, aby sme vo výslednej matici
mali nuly nad a pod pivotnými jednotkami v st¨pcoch patriacich pivotným neznámym. Táto
metóda rie²enia sústav lineárnych rovníc sa nazýva Gaussova elimina£ná metóda.
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Príklady na cvi£enia:

Vypo£ítajte v²etky rie²enia nasledujúcich sústav rovníc:

1. − x − 4y + 2z = 0
2x − 4y = 5

Výsledok: Sústava má nekone£ne vel'a rie²ení. x
y
z

 =

 5/3
−5/12

0

+ v ·

 2/3
1/3

1



2. 2x + 2y + 2z = 0
7y + 4z = 1

6x + 6y + 6z = 0

Výsledok: Sústava má nekone£ne vel'a rie²ení. x
y
z

 =

 −1/7
1/7

0

+ v ·

 −3/7
−4/7

1



3. 2x + 2y − z + t = 0
2x + y − 4z + 3t = 0
2x + 3y + 2z − t = 0
−2x + 7z − 5t = 0

Výsledok: Sústava má nekone£ne vel'a rie²ení.
x
y
z
t

 =


0
0
0
0

+ v ·


7/2
−3

1
0

+ w ·


−5/2

2
0
1



4. x + 2y − z + 3t + 3u = 5
2x + y + z + 4u = 9
2x + y + 4z + 2u = 5
−x − y + 4z − t − u = −2
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Výsledok: Sústava má nekone£ne vel'a rie²ení.
x
y
z
t
u

 =


1
−1

0
0
2

+ v ·


1
−2

0
1
0



5. x + 2y + z + t = −2
3x + 8y − z + 4t = 5
4x + 11y − 2z + 6t = 11

Výsledok: Sústava má nekone£ne vel'a rie²ení.


x
y
z
t

 =


−13

3
0
5

+ v ·


−5

2
1
0


6. 2x − y = −2

3x − 2y + 3z = −4
2x − y = −2
x − 3y + 15z = −6

Výsledok: Sústava má nekone£ne vel'a rie²ení.

 x
y
z

 =

 0
2
0

+ v ·

 3
6
1



7. (1/2)x + y + (3/2)z = 2
(1/6)x + (1/3)y + (1/2)z = (2/3)
−(2/3)x − (8/15)y − (4/5)z = −(16/15)

Výsledok: Sústava má nekone£ne vel'a rie²ení.

 x
y
z

 =

 0
2
0

+ v ·

 0
−3/2

1
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8. 2x + y + z = −3
6x + 4y + 3z = −14
2x + z = 2

Výsledok: Sústava má nekone£ne vel'a rie²ení.

 x
y
z

 =

 1
−5

0

+ v ·

 −1/2
0
1



9. x + 2y + 3z = 4
5x + 6y + 7z = 8
4x + 4y + 4z = 4

Výsledok: Sústava má nekone£ne vel'a rie²ení.

 x
y
z

 =

 −2
3
0

+ v ·

 1
−2

1



10. 2x − y + z + 6u = 5
5x − 3y + 3z − t + 18u = 12
6x + 3y + 4z − 9t + 10u = 21

Výsledok: Sústava má nekone£ne vel'a rie²ení.


x
y
z
t
u

 =


3
1
0
0
0

+ v ·


−1

1
3
1
0

+ w ·


0
2
−4

0
1



11. − 4x + 2y + 3z + 10t − 8u = 4
−2x + 3y + z + 11t = 11

5x + 3y − 10z + 4t − u = 10
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Výsledok: Sústava má nekone£ne vel'a rie²ení.


x
y
z
t
u

 =


3
5
2
0
0

+ v ·


1
−3

0
1
0

+ w ·


−271/39
−122/39
−176/39

0
1



12. 3x + y + 3z + 3t = 7
2x + 3y − z + 2t = 13
−2x + 4y − 8z − 2t = 12
x + 5y − 5z + t = 19

Výsledok: Sústava má nekone£ne vel'a rie²ení.


x
y
z
t

 =


8/7

25/7
0
0

+ v ·


−10/7

9/7
1
0

+ w ·


−1

0
0
1



13. x + 2y − z + 2t = 1
x + 3y + 2z + 3t = 3

2y + 3t = 0

Výsledok: Sústava má nekone£ne vel'a rie²ení.


x
y
z
t

 =


5/3

0
2/3

0

+ v ·


7/6
−3/2

1/6
1



14. 6x + 12y − 18z = 6
x + 2y − 3z = 1
x + 2y + 12z = 1

3x + 6y − 9z = 3

Výsledok: Sústava má nekone£ne vel'a rie²ení.
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 x
y
z

 =

 1
0
0

+ v ·

 −2
1
0



15. 7x + y − 3z − 3t − 9u = 0
4x + y − 2z − t − 5u = 0
3x − 3y + z − 7t − 5u = 0
2x − y − 3t − u = 0
−4x − 4y − 4z − 4t + 10u = 0

Výsledok: Sústava má nekone£ne vel'a rie²ení.


x
y
z
t
u

 =


0
0
0
0
0

+ v ·


2/3
−5/3

0
1
0



16. 3x + y + 3z + 3t = 0
3x + 8y − 6z + 3t = 0
2x + 3y − z + 2t = 0

7y − 9z = 0

Výsledok: Sústava má nekone£ne vel'a rie²ení.


x
y
z
t

 =


0
0
0
0

+ v ·


−13/21

9/7
1
0

+ r ·


−1

0
0
1



17. x − y + z − t = 2
x − y + z + t = 0

4x − 4y + 4z = 4
−2x + 2y − 2z + t = −3

Výsledok: Sústava má nekone£ne vel'a rie²ení.
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x
y
z
t

 =


1
0
0
−1

+ v ·


1
1
0
0

+ r ·


−1

0
1
0



18. z − t + 2u + v = 0
3x + 6y + 3t − 3u + 2v = 7
x + 2y + t − u = 1

2x + 4y − 2z + 4t − 6u − 5v = −4

Výsledok: Sústava má nekone£ne vel'a rie²ení.



x
y
z
t
u
v


=



1
0
−2

0
0
2


+ a ·



−2
1
0
0
0
0


+ b ·



−1
0
1
1
0
0


+ c ·



1
0
−2

0
1
0



19. 4x − 2y + z + 2t + 2u = 1
6x − 3y + 2z + 4t + 5u = 3
−2x + y − 3z − 7t − 11u = −8

4x − 2y + z + t + 2u = 1

Výsledok: Sústava má nekone£ne vel'a rie²ení.


x
y
z
t
u

 =


−1/2

0
3
0
0

+ r ·


1/2

1
0
0
0

+ v ·


1/2

0
−4

0
1
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Kapitola 3

Matice

3.1 Algebraické operácie s maticami

Neformálne, matica typu m × n je obd¨ºniková �tabul'ka�, ktorá pozostáva z m riadkov
a n st¨pcov, pri£om v kaºdom z m · n �okienok� je reálne £íslo. Ak A je matica typu
m × n, prvok v i-tom riadku a j-tom st¨pci ozna£ujeme aij. V skrátenom tvare pí²eme
A=(aij)m×n.

Napríklad, nasledujúca matica A má rozmer 3× 3, £iºe má 3 riadky a 3 st¨pce.

A =

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


Matica A je ²tvorcová, ak po£et riadkov matice je rovný po£tu st¨pcov, teda m = n.

Operácia sú£tu dvoch matíc je de�novaná len pre matice rovnakého typu. Ak
A=(aij)m×n a B=(bij)m×n sú dve matice typu m × n, ich sú£tom je matica C=(cij)m×n
toho istého typu, pri£om cij = aij+bij pre v²etky i ∈ {1, ...,m} a j ∈ {1, ..., n}. Jednoducho
povedané, sú£et dvoch matíc rovnakého typu dostaneme s£ítaním prvkov na príslu²ných
pozíciách.

Príklad £. 1: Vypo£ítajte sú£et dvoch matíc A a B:

A =

(
−2 3

1 2

)
2×2

; B =

(
5 0
−1 3

)
2×2

45
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Rie²enie:

A + B =

(
−2 3

1 2

)
+

(
5 0
−1 3

)
=

(
−2 + 5 3 + 0

1− 1 2 + 3

)
=

(
3 3
0 5

)
2×2

2

Operácia rozdielu dvoch matíc je de�novaná taktieº len pre matice rovnakého
typu. Ak A=(aij)m×n a B=(bij)m×n sú dve matice typu m × n, ich rozdiel bude matica
C=(cij)m×n toho istého typu, pri£om cij = aij−bij pre v²etky i ∈ {1, ...,m} a j ∈ {1, ..., n}.
Rozdiel dvoch matíc rovnakého typu dostaneme od£ítaním prvkov na príslu²ných pozíciách.

Rozdiel dvoch matíc A a B môºme napísat' aj v tvare A−B = A + (−1) ·B.

Príklad £. 2. Vypo£ítajte rozdiel A−B matíc z predchádzajúceho príkladu:

Rie²enie:

A−B =

(
−2 3

1 2

)
2×2
−
(

5 0
−1 3

)
2×2

=

(
−2− 5 3− 0

1− (−1) 2− 3

)
=

(
−7 3

2 −1

)
2×2

2

Maticu násobíme kon²tantou c tak, ºe touto kon²tantou vynásobíme kaºdý prvok
matice. Formálne, ak A=(aij)m×n je matica a c je kon²tanta, tak c ·A= (c · aij)m×n.

Príklad £. 3. Vypo£ítajte 3 ·A, kde A je matica z prvého príkladu.

Rie²enie:

3 ·A = 3 ·
(
−2 3

1 2

)
=

(
3 · (−2) 3 · 3

3 · 1 3 · 2

)
=

(
−6 9

3 6

)
2×2

2

Operácia násobenia dvoch matíc je zloºitej²ia. Nech A=(aik)m×n a B=(bkj)n×l sú
dve matice, pri£om po£et st¨pcov matice A sa rovná po£tu riadkov matice B, tento po£et
sme ozna£ili n. Potom sú£in matíc A ·B (v tomto poradí) je matica C=(cij)m×l, kde

cij = ai1b1j + ai2b2j + ...+ aikbkj = Σk
t=1aitbtj

Sú£in matíc moºno opísat' aj pomocou pojmu skalárneho sú£inu vektorov, s ktorým ste sa
stretli na strednej ²kole. V tejto terminológii, prvok v i-tom riadku a j-tom st¨pci v sú£ine
sa rovná skalárnemu sú£inu vektora vytvoreného z i-teho riadku l'avej matice s vektorom
vytvoreným z j-teho st¨pca pravej matice.
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Upozor¬ujeme, ºe ak sú£in matíc A · B je de�novaný, to e²te neznamená, ºe aj sú£in
B · A je de�novaný. Navy²e, ak A a B sú ²tvorcové matice rovnakého typu, a teda oba
sú£iny A · B aj B · A sú de�nované, nie je vo v²eobecnosti pravda, ºe tieto sú£iny sa
rovnajú. Stru£ne povedané, násobenie matíc vo v²eobecnosti nie je komutatívne.

Príklad £. 4. Vypo£ítajte sú£in A ·B, kde A a B sú matice z Príkladu £. 1.

Rie²enie:

A ·B =

(
−2 3

1 2

)
2×2
·
(

5 0
−1 3

)
2×2

=

(
(−2) · 5 + 3 · (−1) (−2) · 0 + 3 · 3

1 · 5 + 2 · (−1) 1 · 0 + 2 · 3

)
=

=

(
−10− 3 0 + 9

5− 2 0 + 6

)
=

(
−13 9

3 6

)
2×2

2

Transponovaná matica AT k matici A=(aij)m×n je matica AT=(aji)n×m. Jedno-
ducho povedané, transponovanú maticu dostaneme, ak vymeníme riadky matice za st¨pce
a st¨pce za riadky.

Príklad £. 5. Utvorte transponovanú maticu AT k matici A =

(
−2 3

1 2

)
.

Rie²enie:

AT =

(
−2 1

3 2

)
2×2

2

Príklad £. 6. Máme zadané nasledujúce dve matice. Úlohou je vypo£ítat' sú£in matíc A
a B a následne napísat' transponovanú maticu k výslednej matici.

A =

 4 3
0 −1
1 5


3×2

; B =

(
2 −3 0
1 −1 4

)
2×3
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Rie²enie:

Sú£in matíc:

A ·B =

 4 3
0 −1
1 5


3×2

·
(

2 −3 0
1 −1 4

)
2×3

=

=

 4 · 2 + 3 · 1 4 · (−3) + 3 · (−1) 4 · 0 + 3 · 4
0 · 2 + 1 · (−1) 0 · (−3) + (−1) · (−1) 0 · 0 + (−1) · 4

1 · 2 + 5 · 1 1 · (−3) + 5 · (−1) 1 · 0 + 5 · 4

 =

=

 8 + 3 −12− 3 0 + 12
0− 1 0 + 1 0− 4
2 + 5 −3− 5 0 + 20

 =

 11 −15 12
−1 1 −4

7 −8 20


3×3

Transponovaná matica (A ·B)T :

(A ·B)T =

 11 −1 7
−15 1 −8

12 −4 20


3×3

2
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Príklady na cvi£enia:

Sú zadané nasledovné matice:

A =

 2 −3 1
0 4 −2
5 1 1

 ; B =

 7 1 1
−2 3 0

3 4 1

 ; C =

 2 5
−4 0

1 2



D =

(
1 0 4
−2 1 3

)
; E =

(
4 −2
1 3

)

Vypo£ítajte:

a.) C ·D−A ·B

Výsledok:

C ·D =

 −8 5 23
−4 0 −16
−3 2 10

 ; A ·B =

 23 −3 3
−14 4 −2

36 12 6



C ·D−A ·B =

 −31 8 20
10 −4 −14
−39 −10 4



b.) 3 ·A− 4 ·B

Výsledok:

3 ·A =

 6 −9 3
0 12 −6

15 3 3

 ; 4 ·B =

 28 4 4
−8 12 0
12 16 4



3 ·A− 4 ·B =

 −34 −13 −1
8 0 −6
3 −13 −1
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c.) E ·D + D

Výsledok:

E ·D =

(
8 −2 10
−5 3 13

)
; E ·D + D =

(
9 −2 14
−7 4 16

)

d.) (2 ·A + B)T

Výsledok:

2 ·A =

 4 −6 2
0 8 −4

10 2 2

 ; 2 ·A + B =

 11 −5 3
−2 11 −4
13 6 3



(2 ·A + B)T =

 11 −2 13
−5 11 6

3 −4 3



e.) 3 · (B−A)T

Výsledok:

(B−A) =

 5 4 0
−2 −1 2
−2 3 0

 ; (B−A)T =

 5 −2 −2
4 −1 3
0 2 0



3 · (B−A)T =

 15 −6 −6
12 −3 9
0 6 0


f.) B ·C−C

Výsledok:

B ·C =

 11 37
−8 −10
−9 17

 ; B ·C−C =

 9 32
−4 −8
−10 15
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3.2 Inverzné matice

NechA je ²tvorcová matica typu n×n. MaticuX toho istého typu n×n nazveme inverznou
maticou k matici A, ak platí:

A ·X = X ·A = I

kde I je jednotková matica typu n×n, t. j. matica, ktorá má jednotky na hlavnej diagonále
a nuly v²ade mimo hlavnej diagonály.

Z teórie vyplýva, ºe ak takáto matica existuje, tak je jednozna£ne ur£ená, a potom
pí²eme X = A−1.

Vypo£ítat' inverznú maticu k danej matici A typu n× n znamená vyrie²it' rovnicu

A ·X = I . (3.1)

Ak x̄i je i-ty st¨pec matice X a ēi je i-ty st¨pec jednotkovej matice I, tak maticová
rovnica (3.1) predstavuje n sústav lineárnych rovníc

A · x̄1 = ē1 ; A · x̄2 = ē2 ; ... ; A · x̄i = ēi ; ... ; A · x̄n = ēn, (3.2)

pri£om i-ta sústava (i = 1, 2, ..., n) je sústavou n rovníc s n neznámymi (prvky st¨pca x̄i)
a v²etky sústavy majú rovnakú maticu koe�cientov (maticu A). Takéto sústavy rovníc
môºeme rie²it' Gaussovou elimina£nou metódou sú£asne, a to tak, ºe do roz²írenej matice
napí²eme vpravo v²etky st¨pce ēi, t. j. celú jednotkovú maticu I. Výpo£et si ukáºeme na
príkladoch.

Príklad £. 1. Vypo£ítajme inverznú maticu A−1 k matici A =

 3 7 6
1 0 8
1 5 −5

.
Rie²enie:

Krok £. 1: K matici A si na pravú stranu pripí²eme jednotkovú maticu. Tieto dve
matice od seba oddelíme zvislou £iarou.

 3 7 6 1 0 0
1 0 8 0 1 0
1 5 −5 0 0 1


Krok £. 2: Postupne upravujeme túto roz²írenú maticu elementárnymi riadkovými

operáciami tak, aby sme na l'avej strane nakoniec dostali jednotkovú maticu a vpravo bude
potom na²a hl'adaná inverzná matica. Vymeníme prvý a tretí riadok roz²írenej matice
pouºitím (ERO1), aby sme v l'avom hornom rohu mali pivotnú jednotku.
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 1 5 −5 0 0 1
1 0 8 0 1 0
3 7 6 1 0 0



Krok £. 3: V d'al²om kroku pripo£ítame (−1)-násobok prvého riadku k druhému
riadku a taktieº (−3)-násobok prvého riadku k tretiemu riadku. Týmito dvoma operá-
ciami sme eliminovali koe�cienty pod pivotnou jednotkou v prvom st¨pci (dvojnásobné
pouºitie (ERO3)).

 1 5 −5 0 0 1
0 −5 13 0 1 −1
0 −8 21 1 0 −3



Krok £. 4: V druhom st¨pci potrebujeme, aby v strede bola jednotka a pod a nad
jednotkou nuly. Ked'ºe tam máme na mieste pivotného prvku £íslo (−5) a nad pivotným
prvkom £íslo 5, pripo£ítame druhý riadok k tretiemu riadku roz²írenej matice (aplikujeme
(ERO3)).

 1 0 8 0 1 0
0 −5 13 0 1 −1
0 −8 21 1 0 −3



Krok £. 5: Pokra£ujeme d'alej v eliminácii koe�cientov v druhom st¨pci, teraz pod
pivotným prvkom. Vynásobíme druhý riadok £íslom (−8), tretí riadok £íslom 5 a druhý
riadok pripo£ítame k tretiemu riadku, £iºe pouºijeme (ERO3).

 1 0 8 0 1 0
0 −5 13 0 1 −1
0 0 1 5 −8 −7



Krok £. 6: Prejdeme na tretí st¨pec matice a eliminujeme koe�cienty nad pivotnou
jednotkou. Vynásobíme tretí riadok £íslom (−13) a pripo£ítame k druhému riadku. Podobne
vynásobíme tretí riadok £íslom (−8) a pripo£ítame k prvému riadku. Týmito dvoma krokmi
sme získali nuly aj nad tret'ou pivotnou jednotkou (dvojnásobné pouºitie (ERO3)).

 1 0 0 −40 65 56
0 −5 0 −65 105 90
0 0 1 5 −8 −7
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Krok £. 7: Ostáva nám uº len pouºit' operáciu (ERO2) a vydelit' druhý riadok roz²í-
renej matice £íslom (−5), aby sme v strede na diagionále matice mali jednotku.

 1 0 0 −40 65 56
0 1 0 13 −21 −18
0 0 1 5 −8 −7



Postupnými elementárnymi riadkovými operáciami sme sa dostali k výsledku, £iºe k in-
verznej matici. Inverzná matica sa v roz²írenej matici nachádza na pravej strane od zvislej
£iary, ak na l'avej strane máme jednotkovú maticu.

Inverzná matica A−1 k matici A je teda :

A−1 =

 −40 65 56
13 −21 −18
5 −8 −7



O tom, £i sme správne po£ítali, sa môºeme presved£it' skú²kou správnosti. Ak vynáso-
bíme pôvodnú maticu A zl'ava alebo sprava inverznou maticou A−1, mali by sme dostat'
jednotkovú maticu I, teda A ·A−1 = A−1 ·A = I. Sta£í vyskú²at' jednu z týchto dvoch
rovností.

 3 7 6
1 0 8
1 5 −5

 ·
 −40 65 56

13 −21 −18
5 −8 −7

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1



V £asti 3.1 sme upozornili, ºe násobenie matíc vo v²eobecnosti nie je komutatívne, ale
pri po£ítaní s inverznými maticami platí, ºe A ·A−1 = A−1 ·A = I. 2

Príklad £. 2. Vypo£ítame inverznú maticu A−1 k matici A =

 3 6 2
2 −3 −1
1 −3 4

.
Rie²enie:

Krok £. 1: Roz²írime maticu A o jednotkovú maticu I.

 3 6 2 1 0 0
2 −3 −1 0 1 0
1 −3 4 0 0 1
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Krok £. 2: Aplikujeme operáciu (ERO1) a vymeníme prvý a tretí radok, aby sme
mali pivotnú jednotku v l'avom hornom rohu.

 1 −3 4 0 0 1
2 −3 −1 0 1 0
3 6 2 1 0 0



Krok £. 3: Pod pivotnou jednotkou potrebujeme získat' nuly, preto pripo£ítame (−2)-
násobok prvého riadku k druhému riadku a (−3)-násobok prvého riadku k tretiemu riadku
(dvojnásobné pouºitie (ERO3)).

 1 −3 4 0 0 1
0 3 −9 0 1 −2
0 15 −10 1 0 −3



Krok £. 4: V d'al²om kroku eliminujeme hodnotu v druhom st¨pci pod pivotným
prvkom. Pripo£ítame teda (−5)-násobok druhého riadku k tretiemu riadku, £iºe pouºijeme
(ERO3).

 1 −3 4 0 0 1
0 3 −9 0 1 −2
0 0 35 1 −5 7



Krok £. 5: Pripo£ítaním druhého riadku k prvému (ERO3) dostaneme nulu v druhom
st¨pci aj nad pivotným prvkom.

 1 0 −5 0 1 −1
0 3 −9 0 1 −2
0 0 35 1 −5 7



Krok £. 6: Zostáva nám e²te upravit' tretí st¨pec. Na pozícii pivotného prvku máme
£íslo 35 a nad pivotným prvkom koe�cienty, ktoré nevieme jednoducho eliminovat'. Preto
spravíme jeden nepríjemný krok, a to pouºijeme operáciu (ERO2), a vydelíme tretí riadok
roz²írenej matice £íslom 35, aby sme dostali pivotnú jednotku. Týmto krokom vnesieme do
výpo£tu zlomky, hoci sa im snaºíme vyhýbat' £o najdlh²ie.

 1 0 −5 0 1 −1
0 3 −9 0 1 −2
0 0 1 1/35 −1/7 1/5
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Krok £. 7: Teraz uº len sta£í, ak pripo£ítame 9-násobok tretieho riadku k druhému
riadku a taktieº 5-násobok tretieho riadku k prvému riadku. Týmito dvoma krokmi je tretí
st¨pec eliminovaný (dvojnásobné pouºitie (ERO3)).

 1 0 0 1/7 2/7 0
0 3 0 9/35 −2/7 −1/5
0 0 1 1/35 −1/7 1/5



Krok £. 8: Na záver aplikujeme (ERO2) a vydelíme druhý riadok £íslom 3, aby sme
mali na l'avej strane jednotkovú maticu, t. j. na diagonále jednotky a pod a nad diagonálou
nuly.

 1 0 0 1/7 2/7 0
0 1 0 3/35 −2/21 −1/15
0 0 1 1/35 −1/7 1/5



Inverzná matica A−1 k matici A sa nachádza na pravej strane roz²írenej sústavy.

A−1 =

 1/7 2/7 0
3/35 −2/21 −1/15
1/35 −1/7 1/5



Spravme e²te skú²ku správnosti, £i A ·A−1 = I:

 3 6 2
2 −3 −1
1 −3 4

 ·
 1/7 2/7 0

3/35 −2/21 −1/15
1/35 −1/7 1/5

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


2

Príklad £. 3. Vypo£ítame inverznú maticu A−1 k matici A =

 −3 −1 −5
2 4 1
−2 6 −8

.
Rie²enie:

Krok £. 1: K matici A pripí²eme jednotkovú maticu.

 −3 −1 −5 1 0 0
2 4 1 0 1 0
−2 6 −8 0 0 1
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Krok £. 2: V prvom st¨pci, v druhom a tret'om riadku, máme hodnoty 2 a (−2), teda
pripo£ítame druhý riadok k tretiemu riadku roz²írenej matice (aplikujeme (ERO3)).

 −3 −1 −5 1 0 0
2 4 1 0 1 0
0 10 −7 0 1 1



Krok £. 3: V l'avom hornom rohu musíme mat' pivotnú jednotku, preto pripo£ítame
druhý riadok k prvému riadku a dostaneme hodnotu (−1), (ERO3).

 −1 3 −4 1 1 0
2 4 1 0 1 0
0 10 −7 0 1 1



Krok £. 4: V prvom st¨pci pod pivotnou jednotkou chceme mat' nuly, takºe pouºijeme
(ERO3) a pripo£ítame 2-násobok prvého riadku k druhému riadku roz²írenej matice.

 −1 3 −4 1 1 0
0 10 −7 2 3 0
0 10 −7 0 1 1



Krok £. 5: Vidíme, ºe v druhom st¨pci máme na druhej a tretej pozícii £íslo 10, takºe
pripo£ítame (−1)-násobok druhého riadku k tretiemu riadku (aplikujeme (ERO3)).

 −1 3 −4 1 1 0
0 10 −7 2 3 0
0 0 0 −2 −2 1



Ak si tento posledný krok rie²enia príkladu prepí²eme v tvare lineárnych rovníc, vi-
díme, ºe nastal spor. Posledný riadok na l'avej strane roz²írenej matice je nulový, pri£om
prislúchajúca pravá strana je nenulová. Z poznatkov z prvej kapitoly teda uº vieme, ºe
tieto sústavy nemajú rie²enie a teda k matici A neexistuje inverzná matica. 2
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Príklady na cvi£enia:

Gaussovou elimina£nou metódou vypo£ítajte:

a.) inverznú maticu k nasledujúcim maticiam,
b.) urobte skú²ku správnosti.

1.

 −1 −1 0
3 0 1
3 5 2



Výsledok: −5/8 1/4 −1/8
−3/8 −1/4 1/8
15/8 1/4 3/8



2.

 1 6 1
0 10 2
−2 1 −1



Výsledok: 3/4 −7/16 −1/8
1/4 −1/16 1/8
−5/4 13/16 −5/8



3.

 2 4 6
3 2 9
3 7 9



Výsledok: Inverzná matica neexistuje.

4.

 1 3 3
−3 −7 −9

0 −5 0



Výsledok: Inverzná matica neexistuje.
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5.

 3 3 −2
2 1 −1
1 −3 5



Výsledok: −2/13 9/13 1/13
11/13 −17/13 1/13
7/13 −12/13 3/13



6.

 1 −1 2
0 −2 3
2 −1 2



Výsledok: −1 0 1
6 −2 −3
4 −1 −2



7.

 −5 0 −4
1 0 4
−1 4 −4



Výsledok: −1/4 −1/4 0
0 1/4 1/4

1/16 5/16 0



8.

 −3 1 −5
3 −1 5
−1 2 −1



Výsledok: Inverzná matica neexistuje.

9.

 1 −1 3
1 0 3
3 5 −1
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Výsledok: 3/2 −7/5 3/10
−1 1 0
−1/2 4/5 −1/10



10.

 3 1 5
2 4 1
−5 5 −13



Výsledok: Inverzná matica neexistuje.

11.

 0 1 1
2 7 6
2 6 6



Výsledok: −3 0 1/2
0 1 −1
1 −1 1



12.

 5 −3 4
6 8 3
8 1 5



Výsledok: −27/29 −19/29 41/29
6/29 7/29 −9/29

2 1 −2



13.

 −6 −8 −6
1 13 2
3 4 1
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Výsledok: 1/28 −4/35 31/70
1/28 3/35 3/70
−1/4 0 −1/2



14.

 3 4 1
1 5 2
0 0 −4



Výsledok: 5/11 −4/11 −3/44
−1/11 3/11 5/44

0 0 −1/4



15.


3 −1 0 0
2 1 0 −2
0 1 2 1
3 −1 0 1



Výsledok:
−1/5 1/5 0 2/5
−8/5 3/5 0 6/5
13/10 −3/10 1/2 −11/10
−1 0 0 1



16.


2 6 0 −1
1 4 −1 −3
1 1 1 4
1 0 0 4



Výsledok:
20/3 −8 −8 11/3
−7/3 3 3 −4/3

7/3 −3 −2 1/3
−5/3 2 2 −2/3
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17.


−12 16 −1 −3

5 −6 0 1
7 −9 1 2
−8 11 −1 −2



Výsledok:
2 2 1 −1
1 1 1 0
3 1 1 −3
−4 −3 1 5



18.


3 5 2 1
1 2 1 1
−1 −1 2 4
−4 −2 1 6



Výsledok:
−17 39 −1 −3

5 −11 0 1
20 −46 2 3
−13 30 −1 −2



19.


−1 3 2 −1

4 2 3 1
1 −2 3 −4
3 −2 1 0



Výsledok:
−3 2 5/4 −15/4
−7/3 5/3 1 −10/3
13/3 −8/3 −7/4 67/12
11/3 −7/3 −7/4 59/12
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3.3 Maticové rovnice

Z predchádzajúcich £astí vieme, ako pracovat' s maticami, a taktieº vieme po£ítat' inverzné
matice. Tieto poznatky teraz vyuºijeme pri rie²ení maticových rovníc.

Za£neme maticovou rovnicou tvaru A ·X = B, kde A je daná matica typu m×n, B je
daná matica typu m × ` a úlohou je vypo£ítat' neznámu maticu X typu n × `. �peciálny
príprad takej úlohy sme uº rie²ili - ak ` = 1, tak ide o výpo£et rie²ení sústavy lineárnych
rovníc. Na nasledujúcom príklade si ukáºeme dva prístupy.

Príklad £. 1. Rie²me maticovú rovnicu v tvare A ·X = B, kde

A =

 −2 3 1
0 3 1
4 −1 2

 , B =

 −4 0 2
3 1 −1
5 4 0

 .

Rie²enie: Prvá metóda spo£íva v eliminácii matice X za predpokladu, ºe k matici A
existuje inverzná matica A−1. Vieme uº, ºe násobenie matíc nie je komutatívne. Maticová
rovnica je zadaná v tvare A ·X = B. Matica A násobí maticu X zl'ava, preto vynásobíme
rovnicu A ·X = B inverznou maticou A−1 zl'ava. Dostávame tak rovnicu A−1 ·A ·X =
A−1 ·B. �alej vieme, ºe sú£in matíc A−1 ·A nám dáva jednotkovú maticu I, teda posledná
rovnica sa zjednodu²í na X = A−1 · B. Vidíme, ºe neznámu X vypo£ítame, ak inverznú
maticu A−1 zl'ava vynásobíme pravou stranou, teda maticou B.

Teraz treba overit' existenciu inverznej matice k matici A. Po£ítat' inverznú maticu sme
sa nau£ili v predchádzajúcej podkapitole, takºe teraz len napí²eme výsledok:

Inverzná matica existuje a rovná sa

A−1 =

 −1/2 1/2 0
−2/7 4/7 −1/7

6/7 −5/7 3/7

 .

Ked' uº máme inverznú maticu, neznámu X vypo£ítame, ak zl'ava vynásobíme inverznú
maticu A−1 maticou B, teda:

X = A−1 ·B =

 −1/2 1/2 0
−2/7 4/7 −1/7

6/7 −5/7 3/7

 .
 −4 0 2

3 1 −1
5 4 0

 =

 7/2 1/2 −3/2
15/7 0 −8/7
−24/7 1 17/7
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Rie²ením na²ej maticovej rovnice je jediná matica X, kde

X =

 7/2 1/2 −3/2
15/7 0 −8/7
−24/7 1 17/7

 .

2

Druhá metóda rie²enia je zaloºená na tom, ºe na rovnicu A ·X = B sa môºme pozerat'
ako na tri sústavy lineárnych rovníc.

Tento princíp je aplikovatel'ný na l'ubovol'ne vel'ké ²tvorcové matice. Ak A, B sú matice
typu n× n, tak rovnicu typu A ·X = B si predstavme ako sústavu n lineárnych rovníc

A · x̄1 = b̄1 ; A · x̄2 = b̄2 ; ... ; A · x̄i = b̄i ; ... ; A · x̄n = b̄n, (3.3)

kde x̄i je i-ty st¨pec matice X a b̄i je i-ty st¨pec matice B.

Neznámu X dostaneme, ak maticu A roz²írime o maticu B a túto roz²írenú maticu
upravujeme Gaussovou elimina£nou metódou tak, aby na l'avej strane sme dostali jed-
notkovú maticu, na pravej strane roz²írenej matice bude potom na²a výsledná matica X.

Roz²írená matica (A|B) má tvar

 −2 3 1 −4 0 2
0 3 1 3 1 −1
4 −1 2 5 4 0

 .

Krok £. 1: Postupujeme uº známymi elementárnymi úpravami tak, aby sme na l'avej
strane, kde teraz máme maticu A, nakoniec mali jednotkovú maticu. Pripo£ítame 2- náso-
bok prvého riadku roz²írenej matice k tretiemu riadku (ERO3) a uº máme v prvom st¨pci
pod pivotným prvkom nuly.

 −2 3 1 −4 0 2
0 3 1 3 1 −1
0 5 4 −3 4 4



Krok £. 2: Pripo£ítame (−1)-násobok druhého riadku k prvému riadku a získame nulu
aj nad druhým pivotným prvkom, £iºe pouºijeme (ERO3).

 −2 0 0 −7 −1 3
0 3 1 3 1 −1
0 5 4 −3 4 4
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Krok £. 3: Teraz pripo£ítame (−4)-násobok druhého riadku k tretiemu riadku (ope-
rácia (ERO3)) a máme tretí st¨pec s pivotnou jednotkou a nulami.

 −2 0 0 −7 −1 3
0 3 1 3 1 −1
0 −7 0 −15 0 8



Krok £. 4: V druhom riadku na tretej pozícii máme jednotku, preto pouºijeme operáciu
(ERO1) a vymeníme druhý a tretí riadok, aby sa jednotka dostala na pozíciu pivotného
prvku v tret'om riadku.

 −2 0 0 −7 −1 3
0 −7 0 −15 0 8
0 3 1 3 1 −1



Krok £. 5: Aby sme na pivotných pozíciách mali jednotky, pouºijeme (ERO2) a vy-
delíme prvý riadok £íslom (−2) a druhý riadok £íslom (−7).

 1 0 0 7/2 1/2 −3/2
0 1 0 15/7 0 −8/7
0 3 1 3 1 −1



Krok £. 6: Posledným krokom bude pripo£ítanie (−3)-násobku druhého riadku k tre-
tiemu riadku, (pouºijem operáciu (ERO3)).

 1 0 0 7/2 1/2 −3/2
0 1 0 15/7 0 −8/7
0 0 1 −24/7 1 17/7



Dostali sme na l'avej strane jednotkovú maticu I a na pravej strane na²u neznámu X.
Je vidiet', ºe výsledok získaný pomocou l'avého násobenia inverznou maticou je rovnaký
ako práve získaný výsledok pomocou Gaussovej elimina£nej metódy.

2
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Nasledujúci príklad si vypo£ítame klasicky pomocou inverznej matice.

Príklad £. 2. Máme zadané tri matice A, B a C:

A =

 1 −7 0
2 1 4
−1 3 −1

 , B =

 0 2 −1
3 1 2
−1 1 −1

 , C =

 4 −7 0
1 2 −2
3 4 1

 .

Na²ou úlohou je vypo£ítat' neznámu X z maticovej rovnice A + X ·B = C.

Rie²enie: Za predpokladu existencie inverznej matice B−1 vyjadríme z rovnice neznámu
X. Najprv rovnicu upravíme tak, aby na jednej strane bol len sú£in a na druhej strane
v²etko ostatné. Od£ítame maticu A od matice C, a tým dosiahneme poºadovanú úpravu
X ·B = (C−A). Na l'avej strane máme sú£in X ·B. Vidíme, ºe matica B sa nachádza
na pravej strane pri neznámej X. Preto vynásobíme rovnicu maticou B−1 sprava. Rovnica
bude mat' tvar X ·B ·B−1 = (C−A) ·B−1. Sú£in B ·B−1 nám dáva jednotkovú maticu
I, teda výsledná rovnica bude mat' tvar X = (C−A) ·B−1.

Krok £. 1: Za£neme výpo£tom matice B−1 (£ím zárove¬ overíme jej existenciu). Roz-
²írime maticu B o jednotkovú maticu, £ím dostávame

 0 2 −1 1 0 0
3 1 2 0 1 0
−1 1 −1 0 0 1


a pokra£ujeme Gaussovou elimina£nou metódou.

Krok £. 2: Ked' uº máme v tret'om riadku v prvom st¨pci £íslo (−1), aplikujeme
(ERO3) a pripo£ítame 3-násobok tretieho riadku k druhému riadku .

 0 2 −1 1 0 0
0 4 −1 0 1 3
−1 1 −1 0 0 1



Krok £. 3: Aby sme mali pivotný prvok na správnom mieste pouºijeme (ERO1), vyme-
níme tretí a prvý riadok. Následne pouºijeme (ERO2) a prvý riadok vynásobíme £íslom
(−1).

 1 −1 1 0 0 −1
0 4 −1 0 1 3
0 2 −1 1 0 0





66 KAPITOLA 3. MATICE

Krok £. 4: V tomto kroku pouºijeme (ERO3) a pripo£ítame 2-násobok prvého riadku
k tretiemu riadku.

 1 −1 1 0 0 −1
0 0 1 −2 1 3
0 2 −1 1 0 0



Krok £. 5: �alej vymeníme druhý a tretí riadok, aby sme dostali pivotný prvok do stredu
druhého st¨pca (pouºijeme (ERO1)).

 1 −1 1 0 0 −1
0 2 −1 1 0 0
0 0 1 −2 1 3



Krok £. 6: Pripo£ítame tretí riadok k druhému riadku a taktieº pripo£ítame (−1)-násobok
tretieho riadku k prvému riadku. Týmito dvoma krokmi sme získali v tret'om riadku pivotnú
jednotku a nad jednotkou nuly (dvojnásobné pouºitie (ERO3)).

 1 −1 0 2 −1 −4
0 2 0 −1 1 3
0 0 1 −2 1 3



Krok £. 7: Teraz vydelíme druhý riadok £íslom 2 (aplikujeme (ERO2)). Týmto krokom
síce zavedieme zlomky do výpo£tu, ale ked'ºe nám ostal uº iba jeden krok do výsledného
rie²enia, vel'mi nám to neskomplikuje výpo£et.

 1 −1 0 2 −1 −4
0 1 0 −1/2 1/2 3/2
0 0 1 −2 1 3



Krok £. 8: V poslednom kroku uº len pripo£ítame druhý riadok k prvému riadku (apliku-
jeme (ERO3)). Na l'avej strane sme dostali jednotkovú maticu I a na pravej strane máme
inverznú maticu B−1.

 1 0 0 3/2 −1/2 −5/2
0 1 0 −1/2 1/2 3/2
0 0 1 −2 1 3
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B−1 =

 3/2 −1/2 −5/2
−1/2 1/2 3/2
−2 1 3



Aby sme mohli vypo£ítat' neznámu X, musíme e²te vypo£ítat' rozdiel matíc (C−A).

(C−A) =

 4 −7 0
1 2 −2
3 4 1

−
 1 −7 0

2 1 4
−1 3 −1

 =

 3 0 0
−1 1 −6

4 0 4



Výsledok neznámej X dostaneme sú£inom (C−A) ·B−1, teda:

X = (C−A) ·B−1 =

 3 0 0
−1 1 −6

4 0 4

 ·
 3/2 −1/2 −5/2
−1/2 1/2 3/2
−2 1 3



Výsledok rie²enia maticovej rovnice je teda:

X =

 9/2 −3/2 −15/2
10 −5 −14
−2 2 2


2
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Príklady na cvi£enia:

Pomocou inverznej matice vypo£ítajte nasledujúce príklady:

1.

2x + y + 3z = 1
7x + 3y + 6z = 7
2x + 2y + 8z = −5

Výsledok: X = A−1 ·B

A−1 =

 3 −1/2 −3/4
−11 5/2 9/4

2 −1/2 −1/4

 , B =

 1
7
−5



X = A−1 ·B =

 13/4
−19/4
−1/4



2.

2x + y + 6z + 5t = 14
x + y + 4z + 4t = 7

3x + 9y + 21z + 27 = 12
y + 3z + 3t = 10

Výsledok: X = A−1 ·B

A−1 =


2 −4 1/3 −1
6 −15 1 1
1 −2 0 1
−3 7 −1/3 −1

 , b =


14
7

12
10



X = A−1 ·B =


50
1

10
−7
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3.

X ·

 2 −2 4
9 0 3
1 2 2

 =

 −15 −3 0
1 −4 7
3 2 1



Výsledok: X = B ·A−1

A−1 =

 −1/15 2/15 −1/15
−1/6 0 1/3

1/5 −1/15 1/5

 ,B =

 −15 −3 0
1 −4 7
3 2 1



X = B ·A−1 =

 3/2 −2 0
2 −1/3 0

−1/3 1/3 2/3



4. Sú zadané nasledovné matice:

A =

 2 −3 1
3 −2 0
−2 1 3

 ,B =

 −1 3 −1
2 4 5
0 2 1

 ,C =

 −5 4 3
2 −1 2
0 4 1



Vypo£ítajte neznámu X z rovnice

A ·X + B = C

Výsledok: X = A−1 · (C−B)

A−1 =

 −3/7 5/7 1/7
−9/14 4/7 3/14
−1/14 2/7 5/14

 , (C−B) =

 −4 1 4
0 −5 −3
0 2 0



X = A−1 · (C−B) =

 12/7 −26/7 −27/7
18/7 −43/14 −30/7
2/7 −11/14 −8/7
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Kapitola 4

Determinanty

Determinant je funkcia, ktorá kaºdej ²tvorcovej matici A priradí £íslo, ktoré ozna£ujeme
symbolom |A|, pri£om toto priradenie sp¨¬a nasledujúce axiómy spojené s elementárnymi
riadkovými operáciami:

D1: Ak maticaB vznikne z maticeA výmenou dvoch riadkov (ERO1), tak |B| = −|A|.

D2: Ak matica B vznikne z matice A vynásobením niektorého riadku kon²tantou c
(ERO2), tak |B| = c · |A|.

D3: Ak matica B vznikne z matice A pripo£ítaním násobku jedného riadku k i-temu
riadku (ERO3), tak |B| = |A|.

D4: Determinant jednotkovej matice sa rovná 1. V²eobecnej²ie, ak A je horná alebo
dolná trojuholníková matica, tak |A| je sú£in prvkov na hlavnej diagonále.

Poznámka: Dá sa ukázat' ºe tieto ²tyri vlastnosti ur£ujú determinant jednozna£ne. Pravidlá
D1 -D3 platia aj pre analogické operácie so st¨pcami matice.

Pri výpo£te determinantov je e²te uºito£ná aj nasledujúca vlastnost':

D5: Ak matica A obsahuje nulový riadok (alebo st¨pec), alebo ak v matici A je nejaký
riadok násobkom iného riadku (alebo nejaký st¨pec násobkom iného st¨pca), tak |A| = 0.

Determinant ²tvorcovej matice A typu n × n pre n ∈ {1, 2, 3} je ur£ený nasledujúcimi
formulami:

• ak n = 1 a A = (a11), tak |A| = a11

• ak n = 2, tak

|A| =
∣∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣∣ = a11 · a22 − a12 · a21

71
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• ak n = 3, tak |A| =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ =

= a11 ·a22 ·a33 +a12 ·a23 ·a31 +a13 ·a21 ·a32−a13 ·a22 ·a31−a11 ·a23 ·a32−a12 ·a21 ·a33

Pre l'ah²ie zapamätanie týchto 6 sú£inov a ich znamienok moºno pouºit' Sarrusovo
pravidlo. K determinantu na pravú stranu pripí²eme prvý a druhý st¨pec determi-
nantu. Spo£ítame sú£in koe�cientov pozd¨º diagonály, ktoré smerujú zl'ava doprava,
a odpo£ítame sú£iny koe�cientov pozd¨º diagonály v opa£nom smere.

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

+ + +

− − −

Toto pravidlo je moºné aplikovat' len pre determinanty stup¬a n = 3.

• pre l'ubovolné n ≥ 2, na výpo£et determinantu je moºné pouºit' Laplaceov rozvoj
podl'a i-teho riadku alebo j-teho st¨pca. Pouºijeme pri tom nasledujúce ozna£enie.
Symbolom Aij ozna£íme (−1)i+j-násobok determinantu matice, ktorá vznikne z ma-
tice A vynechaním i-teho riadku a j-teho st¨pca.

Rozvoj podl'a i-teho riadku má tvar:

|A| = ai1 · Ai1 + ai2 · Ai2 + ...+ ain · Ain .

Rozvoj podl'a j-teho st¨pca má tvar:

|A| = a1j · A1j + a2j · A2j + ...+ anj · Anj .

Pre determinant sú£inu dvoch ²tvorcových matíc rovnakého typu platí vzorec

|A ·B| = |A| · |B| .
Na nasledujúcom príklade si ukáºeme výpo£et determinantu rozvojom podl'a i-teho

riadku alebo j-teho st¨pca a taktieº úpravou na horný alebo dolný trojuholníkový tvar.

Príklad £. 1. Na²ou úlohou je vypo£ítat' determinant matice A =

 2 0 5
3 6 4
−1 3 0

 najprv

rozvojom podl'a riadku alebo st¨pca a následne úpravou na horný alebo dolný trojuholní-
kový tvar.
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Rie²enie:

1. Rozvoj podl'a riadku alebo st¨pca:

Krok £. 1: Na za£iatok si vyberieme riadok alebo st¨pec, podl'a ktorého rozpí²eme
rozvoj. V tret'om riadku na tretej pozícii vidíme, ºe máme nulu, tak bude výhodné zvolit'
si na rozvoj práve tretí riadok alebo tretí st¨pec. Vyberáme si teda tretí riadok, preto i = 3.

∣∣∣∣∣∣∣
2 0 5
3 6 4
−1 3 0

∣∣∣∣∣∣∣
Krok £. 2: Rozpí²eme si rozvoj podl'a tretieho riadku a vypo£ítame determinant.

= (−1)3+1 · (−1) ·
∣∣∣∣∣ 0 5

6 4

∣∣∣∣∣+ (−1)3+2 · 3 ·
∣∣∣∣∣ 2 5

3 4

∣∣∣∣∣+ (−1)3+3 · 0 ·
∣∣∣∣∣ 2 0

3 6

∣∣∣∣∣ =

= −(0− 30)− 3 · (8− 15) + 0 = 30 + 21 = 51

Hodnota determinantu matice je 51.

2. Úprava na dolný alebo horný trojuholníkový tvar

Iný spôsob výpo£tu determinantu

∣∣∣∣∣∣∣
2 0 5
3 6 4
−1 3 0

∣∣∣∣∣∣∣ je úprava príslu²nej matice na horný

alebo dolný trojuholníkový tvar pomocou elementárnych riadkových operácií a ich vlast-
ností D1-D5.

Krok £. 1: V tret'om riadku na prvej pozícii máme koe�cient (−1) a preto vymeníme
prvý a tretí riadok determinantu (t. j. pouºijeme operáciu D1). Koe�cient (−1) v l'avom
hornom rohu na pivotnej pozícii je pre nás lep²ím východiskovým krokom pre d'al²ie úpravy
determinantu. Výmenou dvoch riadkov determinant zmení znamienko �+� na znamienko
�−�.

−

∣∣∣∣∣∣∣
−1 3 0

3 6 4
2 0 5

∣∣∣∣∣∣∣
Krok £. 2: Upravíme determinant na dolný trojuholníkový tvar a teda pripo£ítame

3-násobok prvého riadku k druhému riadku a taktieº pripo£ítame 2-násobok prvého riadku
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k tretiemu riadku determinantu (dvojnásobné pouºitie pravidla D3). Tým sme získali nuly
v prvom st¨pci pod pivotným prvkom.

−

∣∣∣∣∣∣∣
−1 3 0

0 15 4
0 6 5

∣∣∣∣∣∣∣
Krok £. 3: Opät' vymeníme druhý a tretí riadok determinantu. Podl'a pravidla D1,

výmenou riadkov determinant zmení znamienko na �+�.

∣∣∣∣∣∣∣
−1 3 0

0 6 5
0 15 4

∣∣∣∣∣∣∣
Krok £. 4: Vydelíme druhý riadok determinantu £íslom 6, aby d'al²ie úpravy boli

jednoduch²ie. Podl'a pravidiel elementárnych úprav determinantov D2, ak delíme riadok
determinantu £íslom, musíme daným £íslom determinant vynásobit'. Násobíme teda deter-
minant kon²tantou 6. (Na túto úpravu môºeme hl'adiet' ako na �vy¬atie kon²tanty 6 pred
determinant z jedného riadku �. )

6 ·

∣∣∣∣∣∣∣
−1 3 0

0 1 5/6
0 15 4

∣∣∣∣∣∣∣
Krok £. 5: Na²ou poslednou úpravou bude pripo£ítanie (−15)-násobku druhého riadku

k tretiemu riadku pouºitím D3, a dostaneme nulu aj pod druhým pivotným prvkom.

6 ·

∣∣∣∣∣∣∣
−1 3 0

0 1 5/6
0 0 −17/2

∣∣∣∣∣∣∣
Krok £. 6: Determinant máme upravený na dolný trojuholníkovy tvar a posledným

krokom je uº len sú£in pivotných koe�cientov determinantu na diagonále:

6 · [(−1) · 1 · (−17/2)] = 51

Hodnota determinantu je 51. Hodnota determinantu vypo£ítaná rozvojom podl'a tre-
tieho riadku sa, samozrejme, musí zhodovat' s hodnotou determinantu vypo£ítaného úpra-
vou na dolný trojuholníkový tvar. 2
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Príklad £. 2. Vypo£ítame determinant matice A =

 −3 1 3
2 7 −2
0 5 1

 vhodným rozvojom

a taktieº aj úpravou na trojuholníkový tvar.

Rie²enie:

1. Rozvoj podl'a riadku alebo st¨pca:

Krok £. 1: Zvolíme riadok alebo st¨pec, podl'a ktorého rozpí²eme rozvoj. V tret'om
riadku na prvej pozícii máme nulu, preto by bolo výhodné zvolit' si práve tretí riadok,
alebo prvý st¨pec. Vyberáme si teda pre zmenu prvý st¨pec, preto j = 1.

∣∣∣∣∣∣∣
−3 1 3

2 7 −2
0 5 1

∣∣∣∣∣∣∣
Krok £. 2: Rozpí²eme si rozvoj podl'a prvého st¨pca a vypo£ítame determinant.

= (−1)1+1 · (−3) ·
∣∣∣∣∣ 7 −2

5 1

∣∣∣∣∣+ (−1)2+1 · 2 ·
∣∣∣∣∣ 1 3

5 1

∣∣∣∣∣+ (−1)3+1 · 0 ·
∣∣∣∣∣ 1 3

7 −2

∣∣∣∣∣ =

= −3 · (7 + 10)− 2 · (1− 15) + 0 = −51 + 28 = −23

Hodnota determinantu matice je −23.

2. Úprava na dolný alebo horný trojuholníkový tvar:

∣∣∣∣∣∣∣
−3 1 3

2 7 −2
0 5 1

∣∣∣∣∣∣∣
Krok £. 1: Upravíme determinant na dolný trojuholníkový tvar, a preto bude výhodné,

ak vymeníme prvý a druhý st¨pec (£iºe pouºijeme operáciu D1 aplikovanú na st¨pce).
Tak budeme mat' na pozícii pivotného prvku v l'avom hornom rohu koe�cient 1, £o nám
umoºní l'ah²iu elimináciu koe�cientov v prvom st¨pci pod pivotným prvkom. Výmenou
dvoch st¨pcov sa zmení znamienko determinantu.

−

∣∣∣∣∣∣∣
1 −3 3
7 2 −2
5 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
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Krok £. 2: Pripo£ítame (−7)-násobok prvého riadku determinantu k druhému riadku,
taktieº pripo£ítame (−5)-násobok prvého riadku k tretiemu riadku (dvojnásobné pouºitie
pravidla D3). Týmito dvoma krokmi sme dostali nuly pod pivotným prvkom v prvom
st¨pci.

−

∣∣∣∣∣∣∣
1 −3 3
0 23 −23
0 15 −14

∣∣∣∣∣∣∣
Krok £. 3: Vydelíme druhý riadok £íslom 23, a teda podl'a pravidiel po£ítania deter-

minantov D2 vynásobíme determinant £íslom 23.

−23 ·

∣∣∣∣∣∣∣
1 −3 3
0 1 −1
0 15 −14

∣∣∣∣∣∣∣
Krok £. 4: Pripo£ítame (−15)-násobok druhého riadku k tretiemu riadku, pouºitím

D3. Týmto krokom sme ukon£ili úpravu determinantu na dolný trojuholníkový tvar.

−23 ·

∣∣∣∣∣∣∣
1 −3 3
0 1 −1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
Krok £. 5: Hodnotu determinantu dostaneme, ak vynásobíme koe�cienty determinantu

na diagonále:

= (−23) · (1 · 1 · 1) = −23

Hodnota determinantu −23 po£ítaná rozvojom podl'a prvého st¨pca je rovnaká, ako výsle-
dok dosiahnutý úpravou na dolný trojuholníkový tvar. 2

Príklad £. 3. Vypo£ítajme determinant matice A =


1 −6 4 −3
2 2 −2 1
5 −6 11 −3
1 0 2 4


vhodným rozvojom a potom úpravou na trojuholníkový tvar.
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Rie²enie:

1. Rozvoj podl'a riadku alebo st¨pca:

Na rozvoj determinantu si zvolíme ²tvrtý riadok i = 4.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −6 4 −3
2 2 −2 1
5 −6 11 −3
1 0 2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)4+1 · 1 ·

∣∣∣∣∣∣∣
−6 4 −3

2 −2 1
−6 11 −3

∣∣∣∣∣∣∣+ (−1)4+2 · 0 ·

∣∣∣∣∣∣∣
1 4 −3
2 −2 1
5 11 −3

∣∣∣∣∣∣∣+

+(−1)4+3 · 2 ·

∣∣∣∣∣∣∣
1 −6 −3
2 2 1
5 −6 −3

∣∣∣∣∣∣∣+ (−1)4+4 · 4 ·

∣∣∣∣∣∣∣
1 −6 4
2 2 −2
5 −6 11

∣∣∣∣∣∣∣
Prvý a tretí determinant sú nulové na základe pravidla D5 (obsahujú st¨pec, ktorý je

násobkom iného st¨pca). �tvrtý determinant vypo£ítame úpravou na trojuholníkový tvar
(mohli sme pouºit' aj Sarrusovo pravidlo, pretoºe ide o determinant stup¬a 3).

∣∣∣∣∣∣∣
1 −6 4
2 2 −2
5 −6 11

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 −6 4
0 14 −10
0 24 −9

∣∣∣∣∣∣∣ = 14 ·

∣∣∣∣∣∣∣
1 −6 4
0 1 −10/14
0 24 −9

∣∣∣∣∣∣∣ =

= 14 ·

∣∣∣∣∣∣∣
1 −6 4
0 1 −5/7
0 0 57/7

∣∣∣∣∣∣∣ = 14 · 1 · 1 · 57

7
= 114

Hodnota posledného determinantu je 114.

Prvé tri determinanty sú nulové, preto výsledná hodnota pôvodného determinantu bude:

= 0 + 0− 2 · 0 + 4 · 114 = 456

2. Úprava na dolný alebo horný trojuholníkový tvar:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −6 4 −3
2 2 −2 1
5 −6 11 −3
1 0 2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Krok £. 1: V l'avom hornom rohu máme koe�cient 1, takºe pripo£ítame (−2)-násobok
prvého riadku k druhému riadku, takisto pripo£ítame (−5)-násobok prvého riadku k tre-
tiemu riadku a (−1)-násobok prvého riadku k ²tvrtému riadku (trojnásobné pouºitie pra-
vidla D3). Takto sme dostali v prvom st¨pci pod pivotnou jednotkou nuly.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −6 4 −3
0 14 −10 7
0 24 −9 12
0 6 −2 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Krok £. 2: Vydelíme tretí riadok £íslom (−4) a podl'a vlastnosti D2 determinatov

musíme £íslom (−4) vynásobit' celý determinant.

−4 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −6 4 −3
0 14 −10 7
0 −6 9/4 −3
0 6 −2 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Krok £. 3: Pripo£ítame tretí riadok k ²tvrtému riadku pouºitím pravidla D3. Týmto

krokom sme získali nulu v poslednom riadku na druhej pozícii.

−4 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −6 4 −3
0 14 −10 7
0 −6 9/4 −3
0 0 1/4 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Krok £. 4: Aby sme si zjednodu²ili úpravu na dolný trojuholníkový tvar, vydelíme

aj druhý riadok £íslom 14. Aplikovaním pravidla D2 musíme determinant vynásobit' tým
istým £íslom, ktorým sme delili.

(−4) · 14 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −6 4 −3
0 1 −10/14 1/2
0 −6 9/4 −3
0 0 1/4 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Krok £. 5: Pripo£ítame 6-násobok druhého riadku k tretiemu riadku pouºitím D3

a v druhom st¨pci pod pivotným prvkom máme uº nuly.
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(−56) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −6 4 −3
0 1 −5/7 1/2
0 0 −57/28 0
0 0 1/4 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Krok £. 6: Tretí riadok vydelíme £íslom 57

28
a týmto £íslom sú£asne determinant vyná-

sobíme podl'a pravidla D2.

(−56) · 57

28
·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −6 4 −3
0 1 −5/7 1/2
0 0 −1 0
0 0 1/4 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Krok £. 7: Pripo£ítame 1/4-násobok tretieho riadku k ²tvrtému riadku pouºitím D3.

Výslednú hodnotu determinantu dostaneme vynásobením koe�cientov na diagonále deter-
minantu s £íslami pred determinantom.

(−56) · 57

28
·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −6 4 −3
0 1 −5/7 1/2
0 0 −1 0
0 0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−56) · 57

28
· 1 · 1 · (−1) · 4 = 456

Hodnota determinantu 456 sa samozrejme musí zhodovat' s výsledkom po£ítaným rozvojom
podl'a ²tvrtého riadku. 2

Príklad £. 4. Vypo£ítajme determinant matice A =


2 5 −3 1
0 −1 −2 1
3 2 2 4
1 3 −4 0

 vhodným rozvo-

jom a potom aj úpravou na trojuholníkový tvar.

Rie²enie:

1. Rozvoj podl'a riadku alebo st¨pca:

Rozpí²eme si rozvoj determinantu podl'a druhého riadku, teda i = 2.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 5 −3 1
0 −1 −2 1
3 2 2 4
1 3 −4 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)2+1 · 0 ·

∣∣∣∣∣∣∣
5 −3 1
2 2 4
3 −4 0

∣∣∣∣∣∣∣+ (−1)2+2 · (−1) ·

∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 1
3 2 4
1 −4 0

∣∣∣∣∣∣∣+
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+(−1)2+3 · (−2) ·

∣∣∣∣∣∣∣
2 5 1
3 2 4
1 3 0

∣∣∣∣∣∣∣+ (−1)2+4 · 1 ·

∣∣∣∣∣∣∣
2 5 −3
3 2 2
1 3 −4

∣∣∣∣∣∣∣
Jednotlivé determinanty vypo£ítame Sarrusovým pravidlom.

Druhý determinant

∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 1 2 −3
3 2 4 3 2
1 −4 0 1 −4

∣∣∣∣∣∣∣ =

= 2 ·2 ·0+(−3) ·4 ·1+1 ·3 ·(−4)−(1 ·2 ·1+2 ·4 ·(−4)+(−3) ·3 ·0) = −12−12−(2−32) =
= −24 + 30 = 6

Tretí determinant

∣∣∣∣∣∣∣
2 5 1 2 5
3 2 4 3 2
1 3 0 1 3

∣∣∣∣∣∣∣ =

= 2 · 2 · 0 + 5 · 4 · 1 + 1 · 3 · 3− (1 · 2 · 1 + 2 · 4 · 3 + 5 · 3 · 0) = 20 + 9− (2 + 24) = 29− 26 = 3

�tvrtý determinant

∣∣∣∣∣∣∣
2 5 −3 2 5
3 2 2 3 2
1 3 −4 1 3

∣∣∣∣∣∣∣ =

= 2·2·(−4)+5·2·1+(−3)·3·3−[(−3)·2·1+2·2·3+5·3·(−4)] = −16+10−27−(−6+12−60) =
= −33− (−54) = 21

Výsledná hodnota pôvodného determinantu je

= (−6) + 2 · 3 + 21 = 21.

2. Úprava na dolný alebo horný trojuholníkový tvar:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 5 −3 1
0 −1 −2 1
3 2 2 4
1 3 −4 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Krok £. 1: Pripo£ítame (−3)-násobok ²tvrtého riadku k tretiemu riadku a (−2)-
násobok ²tvrtého riadku k prvému riadku (t. j. pouºijeme operácie D3). Po týchto dvoch
úpravách máme v prvom st¨pci jednotku a nuly.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −1 5 1
0 −1 −2 1
0 −7 14 4
1 3 −4 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Krok £. 2: Vymeníme prvý a ²tvrtý riadok, aby pivotná jednotka bola v l'avom hornom

rohu podl'a pravidla D1. Výmenou riadkov sa zmení znamienko pred determinantom.

−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −4 0
0 −1 −2 1
0 −7 14 4
0 −1 5 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Krok £. 3: Pripo£ítame 7-násobok druhého riadku k tretiemu riadku a taktieº (−1)-

násobok druhého riadku k ²tvrtému riadku (dvojnásobné pouºitie operácie D3). Tým sme
získali nuly pod diagonálnym koe�cientom v druhom st¨pci.

−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −4 0
0 −1 −2 1
0 0 28 −3
0 0 7 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Krok £. 4: Pripo£ítame (−4)-násobok ²tvrtého riadku k tretiemu riadku pouºitím

operácie D3.

−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −4 0
0 −1 −2 1
0 0 0 −3
0 0 7 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Krok £. 5: Teraz uº len vymeníme tretí a ²tvrtý riadok, £ím sa podl'a pravidla D1

opät' zmení znamienko pred determinantom. Vynásobíme koe�cienty na diagonále a máme
hodnotu determinantu.∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 3 −4 0
0 −1 −2 1
0 0 7 0
0 0 0 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1) · (−3) · 7 = 21

Hodnota determinantu je 21. 2
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Príklady na cvi£enia:

Vypo£ítajte nasledujúce determinanty:

1. Rozvojom podl'a riadku alebo st¨pca.

2. Úpravou na dolný alebo horný trojuholníkový tvar.

3. Sarrusovým pravidlom, ak je to moºné.

1.

∣∣∣∣∣∣∣
1 7 −4
−2 1 3
−2 1 5

∣∣∣∣∣∣∣
Hodnota determinantu je 30.

2.

∣∣∣∣∣∣∣
3 −1 3
2 1 2
3 2 4

∣∣∣∣∣∣∣
Hodnota determinantu je 5.

3.

∣∣∣∣∣∣∣
3 −7 −1
3 2 3
6 −5 2

∣∣∣∣∣∣∣
Hodnota determinantu je 0.

4.

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 7
−2 7 −2
−2 8 3

∣∣∣∣∣∣∣
Hodnota determinantu je 33.
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5.

∣∣∣∣∣∣∣
−3 0 1

2 0 7
5 0 4

∣∣∣∣∣∣∣
Hodnota determinantu je 0.

6.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6 −11 9 4
4 −7 0 1
−1 2 −6 −2

1 10 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Hodnota determinantu je 39.

7.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 2 0
−1 2 0 −1

0 3 3 3
0 1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Hodnota determinantu je −6.

8.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 10 6 5
−2 8 1 4
−3 16 2 8

4 −6 4 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Hodnota determinantu je 0.

9.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 6 3
1 1 5 2
3 0 3 5
1 1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Hodnota determinantu je 36.
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10.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 2 2 −4

4 −9 4 −5
1 7 −3 12
1 1 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Hodnota determinantu je 0.

11.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −14 3 −2
3 −3 −11 −7
2 0 −5 −5
1 −2 0 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Hodnota determinantu je 5.

12.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4 −7 3 2
4 −7 0 1
1 10 0 −1
−3 −1 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Hodnota determinantu je 59.

13.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 10 −6 6
1 3 5 −3
−2 −8 3 3

2 4 2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Hodnota determinantu je −190.

14.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 7 0 9
2 7 0 6
7 9 4 −5
6 3 1 −8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Hodnota determinantu je −546.
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15.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 10 6 5
−5 6 −4 3

1 0 7 0
5 −6 11 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Hodnota determinantu je 0.

16.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4 7 −3 7
1 2 −1 1
3 6 0 6
5 11 6 8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Hodnota determinantu je −18.

17.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−3 3 −3 3
−1 1 −1 1

2 −2 2 −2
4 −4 4 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Hodnota determinantu je 0.

18.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−4 0 −5 2
−1 3 2 −1
−3 0 −1 6
−4 −1 0 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Hodnota determinantu je 246.

19.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −7 4 1
−1 3 5 −6
−3 0 0 2
−6 2 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Hodnota determinantu je 170.

20.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−3 −10 −1 −9 −1
2 7 1 4 −1
0 0 3 1 1
0 0 2 1 1
0 0 3 5 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Hodnota determinantu je 3.

21.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 −1 −4 0
−1 −1 5 −2 0

5 0 3 0 −1
2 0 2 −2 0
3 −1 1 −1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Hodnota determinantu je −80.

22.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 8 −6 3 −1
2 −11 16 −2 5
0 12 −1 5 4
−2 14 −6 4 2
−1 6 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Hodnota determinantu je −140.

23.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−3 2 0 4 −1
1 −2 5 −2 0
0 −1 −1 2 4
−3 2 3 −2 2
−1 −1 0 5 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Hodnota determinantu je 144.

24.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−5 −5 6 6 1
3 −3 0 −2 −5
−2 10 −1 −5 4

0 1 0 4 2
−1 4 0 −3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Hodnota determinantu je −18.



Kapitola 5

Vlastné £ísla a vlastné vektory matíc

5.1 Lineárne zobrazenia v rovine a v priestore

Nech A je matica typu 2 × 2. Zobrazenie L, ktoré kaºdému vektoru ū =

(
u1
u2

)
priradí

vektor
L(ū) = A · ū

je lineárne, t. j. sp¨¬a rovnost'

L(c · ū+ d · v̄) = c · L(ū) + d · L(v̄) (5.1)

pre l'ubovolné dva vektory ū, v̄ v rovine. Naopak, v lineárnej algebre sa dokazuje, ºe kaºdé
lineárne zobrazenie v rovine, t. j. zobrazenie sp¨¬ajúce vzt'ah (5.1), je de�nované ako ná-
sobenie nejakou maticou typu 2× 2.

Príklad £. 1. Nech A =

(
3 −1
4 −2

)
a nech L je lineárne zobrazenie dané vzt'ahom

L(ū) = A · ū. V rovine znázornime obrazy L(ū) nasledujúcich vektorov:

(a) ū1 =

(
1
0

)
(b) ū2 =

(
0
1

)
(c) ū3 =

(
1
1

)
(d) ū4 =

(
1/2

2

)

Rie²enie:

L(ū1) = A · ū1 =

(
3 −1
4 −2

)
·
(

1
0

)
=

(
3
4

)

L(ū2) = A · ū2 =

(
3 −1
4 −2

)
·
(

0
1

)
=

(
−1
−2

)

L(ū3) = A · ū3 =

(
3 −1
4 −2

)
·
(

1
1

)
=

(
2
2

)

87
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L(ū4) = A · ū4 =

(
3 −1
4 −2

)
·
(

1/2
2

)
=

(
−1/2
−2

)

u

1

A.u  = L(u )
1

1

u

2

A.u  = L(u  )2 2

1

- 1

1

2

3

4

Obr. 5.1: ū1 = (1, 0)T , ū2 = (0, 1)T , L(ū1) = A · ū1 = (3, 4)T , L(ū2) = A · ū2 = (−1,−2)T

u

3

A.u  = L(u  )
3

3

1
- 1/2

1

2

1/2

u

4

A.u  = L(u  )4 4

- 2

Obr. 5.2: ū3 = (1, 1)T , ū4 = (0, 1)T , L(ū3) = A · ū4 = (1/2, 2)T , L(ū4) = A · ū2 =
= (−1/2,−2)T

2
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V²imnime si, ºe obraz vektora ū z £asti (c) je len 2-násobkom pôvodného vektora, teda ū
a L(ū) leºia na jednej priamke. Podobne, obraz vektora ū z £asti (d) je jeho (−1)-násobkom,
a teda ū a L(ū) aj v tomto prípade leºia na jednej priamke. Toto nie je pravda pre vektory
z £asti (a), (b).

Fakt, ºe sme na²li vektory ū, ktorých obrazy L(ū) leºia s ū na jednej priamke, je
vel'mi významný pri skúmaní lineárnych zobrazení a ich prislúchajúcich matíc a vrátime
sa k nemu v nasledujúcej £asti.

Pojem lineárneho zobrazenia moºno de�novat' analogicky aj vo vy²²ích dimenziách.

Ak napríklad A je matica typu 3× 3, tak zobrazenie L, ktoré vektoru ū =

 u1
u2
u3

 priradí

vektor L(ū) = A.ū je opät' lineárne, teda sp¨¬a rovnost' (5.1).

Príklad £. 2. Nech A =

 −1 −2 −2
1 2 1
−1 −1 0

 a nech L je lineárne zobrazenie dané vzt'ahom

L(ū) = A · ū. V priestore znázorníme obrazy L(ū) nasledujúcich vektorov:

(a) ū1 =

 −2
1
−1



Rie²enie: L(ū1) = A · ū1 =

 −1 −2 −2
1 2 1
−1 −1 0

 ·
 −2

1
−1

 =

 2
−1

1


(b) ū2 =

 −1
1
0



Rie²enie: L(ū2) = A · ū2 =

 −1 −2 −2
1 2 1
−1 −1 0

 ·
 −1

1
0

 =

 −2
1
0


(c) ū3 =

 2
−2

1



Rie²enie: L(ū3) = A · ū3 =

 −1 −2 −2
1 2 1
−1 −1 0

 ·
 2
−2

1

 =

 0
−1

0


(d) ū4 =

 3
−1

2
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0

1
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0.0

0.5
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0.0
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Obr. 5.3: ū1 = (−2, 1,−1)T , L(ū1) = A · ū1 = (2,−1, 1)T

-2.0
-1.5

-1.0
-0.5

0.0

0.0

0.5

1.0

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

Obr. 5.4: ū2 = (−1, 1, 0)T , L(ū2) = A · ū2 = (−2, 1, 0)T

Rie²enie: L(ū4) = A · ū4 =

 −1 −2 −2
1 2 1
−1 −1 0

 ·
 3
−1

2

 =

 −5
3
−2


(e) ū5 =

 4
−2

2



Rie²enie: L(ū5) = A · ū5 =

 −1 −2 −2
1 2 1
−1 −1 0

 ·
 4
−2

2

 =

 −4
2
−2
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Obr. 5.5: ū3 = (2,−2, 1)T , L(ū3) = A · ū3 = (0,−1, 0)T
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Obr. 5.6: ū4 = (3,−1, 2)T , L(ū4) = A · ū4 = (−5, 3,−2)T



92 KAPITOLA 5. VLASTNÉ �ÍSLA A VLASTNÉ VEKTORY MATÍC

-4
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2

-2

-1

0

1

2

Obr. 5.7: ū5 = (4,−2, 2)T , L(ū5) = A · ū5 = (−4, 2,−2)T

Opät' vidíme, ºe obrazy vektora ū v £astiach (a) a (e) sú (−1)-násobkom pôvodného
vektora, teda vektor ū a jeho obraz L(ū) leºia na jednej priamke. V £astiach (b), (c) a (d)
toto neplatí. 2
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Príklady na cvi£enia:

1. Je zadaná matica A =

(
−2 −6

1 3

)
a lineárne zobrazenie L dané vzt'ahom L(ū) = A · ū.

Znázornite obrazy L(ū) nasledujúcich vektorov:

(a) ū1 =

(
−2

1

)
Výsledok: L(ū1) =

(
−2

1

)

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5

0.2

0.4
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0.8

1.0

Obr. 5.8: ū1 = (−2, 1)T , L(ū1) = A · ū1 = (−2, 1)T

(b) ū2 =

(
2
0

)
Výsledok: L(ū2) =

(
−4

2

)

-4 -3 -2 -1 1 2

0.5

1.0

1.5

2.0

Obr. 5.9: ū2 = (2, 0)T , L(ū2) = A · ū2 = (−4, 2)T

(c) ū3 =

(
−4

1

)
Výsledok: L(ū3) =

(
2
−1

)

(d) ū4 =

(
−1
−1

)
Výsledok: L(ū4) =

(
8
−4

)



94 KAPITOLA 5. VLASTNÉ �ÍSLA A VLASTNÉ VEKTORY MATÍC
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-1.0

-0.5

0.5

1.0

Obr. 5.10: ū3 = (−4, 1)T , L(ū3) = A · ū3 = (2,−1)T

2 4 6 8

-4

-3

-2

-1

Obr. 5.11: ū4 = (−1,−1)T , L(ū4) = A · ū3 = (8,−4)T

2. Je zadaná matica A =

 −1 −8 −6
1 −10 −6
−2 10 5

 a lineárne zobrazenie L dané vzt'ahom

L(ū) = A · ū. Znázornite obrazy L(ū) nasledujúcich vektorov:

(a) ū1 =

 −1
−1

1

 Výsledok: L(ū1) =

 3
3
−3



(b) ū2 =

 1
0
1

 Výsledok: L(ū2) =

 −7
−5

3



(c) ū3 =

 −4
−5

6

 Výsledok: L(ū3) =

 8
10
−12



(d) ū4 =

 −3
−3

4

 Výsledok: L(ū4) =

 3
3
−4
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Obr. 5.12: ū1 = (−1,−1, 1)T , L(ū1) = A · ū1 = (3, 3,−3)T
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Obr. 5.13: ū2 = (1, 0, 1)T , L(ū2) = A · ū2 = (−7,−5, 3)T
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Obr. 5.14: ū3 = (−4,−5, 6)T , L(ū3) = A · ū3 = (8, 10,−12)T
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Obr. 5.15: ū4 = (−3,−3, 4)T , L(ū4) = A · ū4 = (3, 3,−4)T
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5.2 Vlastné £ísla a vlastné vektory

Situáciu, s ktorou sme sa stretli v predchádzajúcej podkapitole v príklade £. 1 v £asti (c)
a (d) a v príklade £. 2 v £asti (a) a (e), teraz zov²eobecníme.

NechA je ²tvorcová matica typu n×n. Nenulový st¨pcový n-rozmerný vektor ū nazveme
vlastným vektorom matice A, ak existuje také £íslo λ, ºe

A · ū = λ · ū .

Toto £íslo λ nazveme vlastným £íslom matice A prislúchajúce vlastnému vektoru ū.
Rovnako, vektor ū je vlastným vektorom prislúchajúcim vlastnému £íslu λ. Uvedomme si,
ºe ak ū a v̄ sú vlastné vektory prislúchajúce tomu istému vlastnému £íslu λ, tak aj ich
l'ubovol'ná nenulová lineárna kombinácia

w̄ = r · ū+ s · v̄

je vlastným vektorom prislúchajúcim vlastnému £íslu λ. Je to preto, ºe ak A · ū = λ · ū
a A · v̄ = λ · v̄, tak

A · w̄ = A · (r · ū+ s · v̄) = A · (r · ū) + A · (r · v̄) =

= r ·A · ū+ s ·A · v̄ = r · (λ · ū) + s · (λ · v̄) =

= λ · (r · ū+ s · v̄) = λ · w̄ .

Ako po£ítame vlastné £ísla a vlastné vektory? V²imnime si, ºe rovnost'A · ū = λ · ū je
ekvivalentná rovnosti A · ū = λ · I · ū, kde I je jednotková matica typu n × n. Poslednú
rovnost' moºno prepísat' do tvaru

(A− λ · I) · ū = 0. (5.2)

Na maticovú rovnicu (5.2) moºno hl'adiet' ako na sústavu n lineárnych rovníc s neznámymi
u1, u2, ..., un, £o sú zloºky st¨pcového vektora ū. Ked'ºe podl'a na²ej de�nície ū je nenulový
vektor, táto sústava n rovníc s n neznámymi a nulovými pravými stranami má nenulové
rie²enie. To je v²ak podl'a teórie rie²enia sústav lineárnych rovníc moºné vtedy a len vtedy,
ked' determinant matice sústavy, t. j. |A− λ · I|, je nulový. Vlastné £ísla λ matice A preto
sp¨¬ajú rovnost'

|A− λ · I| = 0 ,

a to je rovnica, z ktorej ich po£ítame. Príslu²né vlastné vektory potom nájdeme ako v²etky
nenulové rie²enia sústavy (5.2).
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Príklad £. 1. Vypo£ítame vlastné £ísla a vlastné vektory matice A =

(
6 0
3 1

)
.

Rie²enie:

Krok £. 1: Vlastné £ísla λ vypo£ítame z rovnice |A− λ · I| = 0, teda

|A− λ · I| =
∣∣∣∣∣ 6− λ 0

3 1− λ

∣∣∣∣∣ = (6− λ)(1− λ)− 3 · 0 = λ2 − 7λ+ 6.

Krok £. 2: Výpo£tom determinantu sme dostali kvadratickú rovnicu λ2 − 7λ+ 6 = 0.
Vypo£ítame korene kvadratickej rovnice a dostaneme vlastné £ísla λ matice.

λ2 − 7λ+ 6 = 0

(λ− 6)(λ− 1) = 0

Vlastné £ísla matice sú:

λ1 = 6, λ2 = 1

Krok £. 3: Vypo£ítame vlastné vektory k príslu²nému vlastnému £íslu λ1 = 6, £iºe
v²etky nenulové vektory ū sp¨¬ajúce rovnicu (A− 6 · I) · ū = 0, kde ū = (u1, u2)

T je vektor
s neznámymi u1, u2. Pre skrátenie výpo£tu budeme na ekvivalenciu matíc získanú pouºitím
elementárnych riadkových operácii ERO1 - 3 pouºívat' symbol ∼.

• pre λ1 = 6 :(
6− λ 0

3 1− λ

)
∼
(

6− 6 0
3 1− 6

)
∼
(

0 0
3 −5

)
∼
(

0 0
1 −5/3

)
∼
(

1 −5/3
0 0

)

Krok £. 4: Z tohto redukovaného tvaru vypí²eme v²etky rie²enia tak, ako sme to robili
v kapitole 2. Namiesto neznámej u2 zavedieme parameter t, teda u2 = t, pri£om t 6= 0.
Výsledok teda je, ºe vlastnému £íslu λ1 = 6 prislúcha nekone£ne vel'a vlastných vektorov

u1 = (5/3)t
u2 = t

, £iºe ū = t ·
(

5/3
3

)
, kde t 6= 0.

Krok £. 5: Vypo£ítame vlastné vektory k príslu²nému vlastnému £íslu λ2 = 1, £iºe
v²etky nenulové vektory ū = (u1, u2)

T sp¨¬ajúce rovnicu (A− 1 · I) · ū = 0.
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• pre λ2 = 1 :(
6− λ 0

3 1− λ

)
∼
(

6− 1 0
3 1− 1

)
∼
(

5 0
3 0

)
∼
(

0 0
1 0

)
∼
(

1 0
0 0

)

Krok £. 6: Z redukovaného tvaru vypí²eme v²etky rie²enia. Namiesto neznámej u2
zavedieme parameter t, teda u2 = t, pri£om t 6= 0. Výsledok je, ºe vlastnému £íslu λ2 = 1
prislúcha nekone£ne vel'a vlastných vektorov

u1 = 0
u2 = t

, £iºe ū = t ·
(

0
1

)
, kde t 6= 0.

Záver: K vlastnému £íslu λ1 = 6 prislúcha nekone£ne vel'a vlastných vektorov

ū = t ·
(

5/3
3

)
, t 6= 0.

K vlastnému £íslu λ2 = 1 prislúcha nekone£ne vel'a vlastných vektorov

ū = t ·
(

0
1

)
, t 6= 0.

2

Príklad £. 2. Vypo£ítame vlastné £ísla a vlastné vektory matice

A =

 −1 −2 −2
1 2 1
−1 −1 0

 .

Rie²enie:

Krok £. 1: Vlastné £ísla λ vypo£ítame z rovnice |A − λ · I| = 0. Ked'ºe tu máme
determinant stup¬a n = 3, na výpo£et determinantu pouºijeme Sarrusovo pravidlo.

|A− λ · I| =

∣∣∣∣∣∣∣
−1− λ −2 −2 −1− λ −2

1 2− λ 1 1 2− λ
−1 −1 −λ −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣ =

= (−1− λ)(2− λ)(−λ) + (−2) · 1 · (−1) + (−2) · 1 · (−1)−

−(−2) · (2− λ) · (−1)− (−1) · 1 · (−1− λ)− (−2) · 1 · (−λ) =

= 2λ− λ2 + 2λ2 − λ3 + 4− 5− λ = −λ3 + λ2 + λ− 1
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Krok £. 2: Výpo£tom determinantu sme dostali kubickú rovnicu −λ3 +λ2 +λ−1 = 0.
Vhodným vynímaním vypo£ítame korene kubickej rovnice a dostaneme vlastné £ísla λ
matice.

λ3 − λ2 − λ+ 1 = 0

λ2(λ− 1)− 1(λ− 1) = 0

(λ− 1)(λ2 − 1) = 0

Z poslednej rovnosti vidíme, ºe vlastné £ísla matice sú:

λ1 = −1, λ2,3 = 1.

Krok £. 3: Vypo£ítame vlastné vektory k príslu²nému vlastnému £íslu λ1 = −1, teda
v²etky nenulové vektory (A− (−1) · I) · ū = 0, kde ū = (u1, u2, u3)

T .

• pre λ1 = −1 : −1− λ −2 −2
1 2− λ 1
−1 −1 0− λ

 ∼
 −1 + 1 −2 −2

1 2− (−1) 1
−1 −1 1

 ∼
 0 −2 −2

1 3 1
−1 −1 1

 ∼

∼

 0 −2 −2
1 3 1
0 2 2

 ∼
 0 0 0

1 3 1
0 2 2

 ∼
 1 3 1

0 1 1
0 0 0

 ∼
 1 0 −2

0 1 1
0 0 0



Krok £. 4: Dostali sme redukovaný tvar matice, z ktorej vypí²eme v²etky rie²enia.
Neznámu u3 poloºíme rovnú parametru t, teda u3 = t, pri£om t 6= 0. K vlastnému £íslu
λ1 = −1 sme na²li nekone£ne vel'a vlastných vektorov

u1 = 2t
u2 = −t
u3 = t

, £iºe ū = t ·

 2
−1

1

 , t 6= 0.

Krok £. 5: Vypo£ítame vlastné vektory k príslu²nému vlastnému £íslu λ2,3 = 1, t. j.
v²etky nenulové vektory, ktoré sú rie²ením maticovej rovnice (A− 1 · I) · ū = 0.



5.2. VLASTNÉ �ÍSLA A VLASTNÉ VEKTORY 101

• pre λ2,3 = 1 : −1− λ −2 −2
1 2− λ 1
−1 −1 0− λ

 ∼
 −1− 1 −2 −2

1 2− 1 1
−1 −1 1

 ∼
 −2 −2 −2

1 1 1
−1 −1 −1

 ∼

∼

 −2 −2 −2
1 1 1
0 0 0

 ∼
 0 0 0

1 1 1
0 0 0

 ∼
 1 1 1

0 0 0
0 0 0



Krok £. 6: Vyjadrili sme si redukovaný tvar matice. Namiesto neznámej u2 zavedieme
parameter t, teda u2 = t, pri£om t 6= 0. Taktieº neznámu u3 poloºíme rovnú parametru
s, t. j. u3 = s, pri£om s 6= 0. Dostali sme vlastné vektory prislúchajúce k vlastnému £íslu
λ2,3 = 1:

u1 = −t − s
u2 = t + 0
u3 = 0 + s

, £iºe ū = t ·

 −1
1
0

+ s ·

 −1
0
1

 , t 6= 0, alebo s 6= 0.

Záver: K vlastnému £íslu λ1 = −1 prislúcha nekone£ne vel'a vlastných vektorov

ū = t ·

 −2
1
−1

 , t 6= 0.

K vlastnému £íslu λ2,3 = 1 prislúcha nekone£ne vel'a vlastných vektorov

ū = t ·

 −1
1
0

+ s ·

 −1
0
1

 , t 6= 0, alebo s 6= 0.

2

Príklad £. 3. Vypo£ítajme vlastné £ísla a vlastné vektory nasledujúcej matice

A =

 2 1 1
2 1 −2
−1 0 −2

 .

Rie²enie:

Postupujeme rovnakými krokmi ako v predo²lých dvoch príkladoch:

Krok £. 1: Vlastné £ísla λ vypo£ítame z rovnice |A−λ·I| = 0. Na výpo£et determinantu
stup¬a 3× 3 pouºijeme Sarrusovo pravidlo.
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|A− λ · I| =

∣∣∣∣∣∣∣
2− λ 1 1 2− λ 1

2 1− λ −2 2 1− λ
−1 0 −2− λ −1 0

∣∣∣∣∣∣∣ =

= (2− λ)(1− λ)(−2− λ) + 1 · (−2) · (−1) + 1 · 2 · 0−

−(1 · (1− λ) · (−1)− (−2) · 0 · (2− λ)− 2 · 1 · (−2− λ)) =

= −2λ2 − λ3 + 6λ+ 3λ2 − 4− 2λ+ 2 + λ+ 5 = −λ3 + λ2 + 5λ+ 3

Krok £. 2: Dostali sme kubickú rovnicu −λ3 + λ2 + 5λ+ 3 = 0. Vhodným vynímaním
vypo£ítame korene kubickej rovnice a dostaneme vlastné £ísla λ na²ej matice.

λ3 − λ2 − 5λ− 3 = 0

λ2(λ+ 1)− 2λ(λ+ 1)− 3(λ+ 1) = 0

(λ+ 1)(λ2 − 2λ− 3) = 0

Vypo£ítame kvadratickú rovnicu (napr. pomocou diskriminantu) a dostávame, ºe vlastné
£ísla matice sú:

λ1 = −1, λ2 = −1, λ3 = 3

Vidíme, ºe máme aj jeden dvojnásobný kore¬ λ1,2 = −1.

Krok £. 3: Vypo£ítame vlastné vektory k príslu²nému vlastnému £íslu λ1,2 = −1, teda
v²etky nenulové rie²enia ū = (u1, u2, u3)

T maticovej rovnice (A− (−1) · I) · ū = 0.

• pre λ1,2 = −1 : 2− λ 1 1
2 1− λ −2
−1 0 −2− λ

 ∼
 2− (−1) 1 1

2 1− (−1) −2
−1 0 −2− (−1)

 ∼

∼

 3 1 1
2 2 −2
−1 0 −1

 ∼
 3 1 1

0 2 −4
−1 0 −1

 ∼
 0 1 −2

0 2 −4
−1 0 −1

 ∼
 0 1 −2

0 0 0
−1 0 −1

 ∼

∼

 −1 0 −1
0 1 −2
0 0 0

 ∼
 1 0 1

0 1 −2
0 0 0



Krok £. 4: Z redukovaného tvaru matice vidíme, ºe pivotné premenné sú u1 a u2.
Neznámej u3 priradíme parameter t, t. j. u3 = t, pri£om t 6= 0. Dostali sme vlastné vektory
k vlastnému £íslu λ1,2 = −1:
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u1 = −t
u2 = 2t
u3 = t

, alebo vo vektorovom tvare: ū = t ·

 −1
2
1

 , t 6= 0.

Krok £. 5: Vypo£ítame vlastné vektory k príslu²nému vlastnému £íslu λ3 = 3, £iºe
v²etky nenulové rie²enia maticovej rovnice (A− 3 · I) · ū = 0.

• pre λ3 = 3 : 2− λ 1 1
2 1− λ −2
−1 0 −2− λ

 ∼
 2− 3 1 1

2 1− 3 −2
−1 0 −2− 3

 ∼
 −1 1 1

2 −2 −2
−1 0 −5

 ∼

∼

 −1 1 1
0 0 0
−1 0 −5

 ∼
 −1 1 1

0 0 0
0 −1 −6

 ∼
 −1 1 1

0 −1 −6
0 0 0

 ∼

∼

 1 −1 −1
0 1 6
0 0 0

 ∼
 1 0 5

0 1 6
0 0 0



Krok £. 6: Namiesto neznámej u3 opät' zavedieme parameter t, teda u3 = t, pri£om
t 6= 0. Dostali sme vlastné vektory k vlastnému £íslu λ3 = 3:

u1 = −5t
u2 = −6t
u3 = t

, vektorový tvar ū = t ·

 −5
−6

1

 , t 6= 0.

Záver: K vlastnému £íslu λ1,2 = −1 prislúcha nekone£ne vel'a vlastných vektorov

ū = t.

 −1
2
1

 , t 6= 0.

K vlastnému £íslu λ3 = 3 prislúcha nekone£ne vel'a vlastných vektorov

ū = t.

 −5
−6

1

 , t 6= 0.

2
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Príklady na cvi£enia:

Vypo£ítajte vlastné £ísla a vlastné vektory nasledujúcich matíc:

1.

(
−4 8

6 9

)

Výsledok: λ1 = 12, vlastné vektory r · ū, kde ū =

(
1
2

)
a r 6= 0,

λ2 = −7, vlastné vektory s · v̄, kde v̄ =

(
−8

3

)
a s 6= 0.

2.

(
2 0
4 2

)

Výsledok: λ1 = λ2 = 2, vlastné vektory sú len r · ū, kde ū =

(
0
1

)
a r 6= 0.

3.

(
1 0
5 −1

)

Výsledok: λ1 = −1, vlastné vektory r · ū, kde ū =

(
0
1

)
a r 6= 0,

λ2 = 1, vlastné vektory s · v̄, kde v̄ =

(
2
5

)
a s 6= 0.

4.

(
5 −3
2 −2

)

Výsledok: λ1 = 4, vlastné vektory r · ū, kde ū =

(
3

1,

)
a r 6= 0,

λ2 = −1, vlastné vektory s · v̄, kde v̄ =

(
1
2

)
a s 6= 0.
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5.

(
5 0
8 −2

)

Výsledok: λ1 = 5, vlastné vektory r · ū, kde ū =

(
7
8

)
a r 6= 0,

λ2 = −2, vlastné vektory s · v̄, kde v̄ =

(
0
1

)
a s 6= 0.

6.

(
−2 −6

1 3

)

Výsledok: λ1 = 1, vlastné vektory r · ū, kde ū =

(
−2

1

)
a r 6= 0,

λ2 = 0, vlastné vektory s · v̄, kde v̄ =

(
−3

1

)
a s 6= 0.

7.

(
7 0
2 1

)

Výsledok: λ1 = 7, vlastné vektory r · ū, kde ū =

(
3
1

)
a r 6= 0,

λ2 = 1, vlastné vektory s · v̄, kde v̄ =

(
0
1

)
a s 6= 0.

8.

(
4 6
0 4

)

Výsledok: λ1 = λ2 = 4, vlastné vektory sú len r · ū, kde ū =

(
1
0

)
a r 6= 0.

9.

 4 0 1
4 2 1
−2 0 1



Výsledok: λ1 = 3, λ2 = λ3 = 2 vlastné vektory sú r · ū + s · v̄, kde ū =

 −1
−3

1

,
v̄ =

 0
1
0

 a aspo¬ jedno z r, s 6= 0.
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10.

 18 −6 −8
36 −11 −18
16 −6 −6



Výsledok: λ1 = 2, vlastné vektory r · ū, kde ū =

 1
2
1

 a r 6= 0,

λ2 = −2, vlastné vektory s · v̄, kde v̄ =

 1
0
2

 a s 6= 0,

λ3 = 1, vlastné vektory t · w̄, kde w̄ =

 2
3
2

 a t 6= 0.

11.

 3 −16 12
0 −13 12
0 −16 15



Výsledok: λ1 = λ2 = 3, vlastné vektory sú r · ū + s · v̄, kde ū =

 0
3
4

 a v̄ =

 1
0
0

,
aspo¬ jedno z r, s 6= 0.

λ3 = −1, vlastné vektory sú t · w̄, kde w̄ =

 1
1
1

 a t 6= 0.

12.

 2 −4 3
1 3 −3
1 4 −4



Výsledok: λ1 = −1, vlastné vektory sú r · ū, kde ū =

 0
3
4

 a r 6= 0,

λ2 = λ3 = 1 vlastné vektory sú t · v̄, kde a v̄ =

 1
1
1

 a t 6= 0.
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13.

 32 −10 −15
48 −14 −24
36 −12 −16



Výsledok: λ1 = −2, vlastné vektory sú r · ū, kde ū =

 5
8
6

 a r 6= 0,

λ2 = λ3 = 2, vlastné vektory sú s · v̄+ t · w̄, kde v̄ =

 1
0
2

 a w̄ =

 1
3
0

 a aspo¬ jedno

z s, t 6= 0.

14.

 5 2 2
−16 −8 −8

2 1 2



Výsledok: λ1 = −4, vlastné vektory r · ū, kde ū =

 2
−10

1

 a r 6= 0,

λ2 = 2, vlastné vektory s · v̄, kde v̄ =

 2
−4

1

 a s 6= 0,

λ3 = 1, vlastné vektory t · w̄, kde w̄ =

 −1
0
2

 a t 6= 0.

15.

 19 10 10
−40 −21 −20

10 5 4



Výsledok: λ1 = 4, vlastné vektory sú r · ū, kde ū =

 2
−4

1

 a r 6= 0,

λ2 = λ3 = −1, vlastné vektory sú s · v̄+ t · w̄, kde v̄ =

 −1
0
2

 a w̄ =

 −1
2
0

 a aspo¬

jedno z s, t 6= 0.
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16.

 −1 −8 −6
1 −10 −6
−2 10 5



Výsledok: λ1 = −3, vlastné vektory r · ū, kde ū =

 −1
−1

1

 a r 6= 0,

λ2 = −2, vlastné vektory s · v̄, kde v̄ =

 −4
−5

6

 a s 6= 0,

λ3 = −1, vlastné vektory t · w̄, kde w̄ =

 −3
−3

4

 a t 6= 0.

17.

 1 −3 3
3 −5 3
6 −6 4



Výsledok: λ1 = λ2 = −2, vlastné vektory sú r · ū+ s · v̄, kde ū =

 −1
0
1

 a v̄ =

 1
1
0


a aspo¬ jedno z r, s 6= 0.

λ3 = 4, vlastné vektory sú t · w̄, kde w̄ =

 1
1
2

 a t 6= 0.

18.

 5 4 2
4 5 2
2 2 2



Výsledok: λ1 = λ2 = 1, vlastné vektory sú r · ū+ s · v̄, kde ū =

 −1
1
0

 a v̄ =

 −1
0
2


a aspo¬ jedno z r, s 6= 0.

λ3 = 10, vlastné vektory sú t · w̄, kde w̄ =

 2
2
1

 a t 6= 0.



Kapitola 6

Analytická geometria

Na za£iatok si zopakujeme niektoré fakty zo strednej ²koly.

Ak máme usporiadanú dvojicu bodov (A,B), A = (xA, yA, zA) a B = (xB, yB, zB),
súradnice vektora ū = (u1, u2, u3) ur£eného touto usporiadanou dvojicou získame ako
rozdiel súradníc týchto dvoch bodov, teda

ū = B − A = (xB − xA , yB − yA , zB − zA) .

D¨ºku (vel'kost' ) vektora |ū| v priestore vypo£ítame ako odmocninu sú£tu druhých mocnín
súradníc vektora, £iºe:

|ū| =
√
u12 + u22 + u32 .

Nulový vektor je vektor s nulovými súradnicami a nulovou d¨ºkou.

Jednotkový vektor je vektor, ktorého d¨ºka je rovná jednej.

Sú£in vektora ū = (u1, u2, u3) a kon²tanty c je vektor c · ū = (c · u1, c · u2, c · u3).

Opa£ný vektor k vektoru ū = (u1, u2, u3) je vektor −ū = (−u1, −u2, −u3).

Sú£et dvoch vektorov ū = (u1, u2, u3) a v̄ = (v1, v2, v3) je vektor, ktorý získame spo£íta-
ním súradníc oboch vektorov:

ū+ v̄ = (u1 + v1, u2 + v2, u3 + v3) .

Rozdiel dvoch vektorov ū = (u1, u2, u3) a v̄ = (v1, v2, v3) je vektor, ktorý získame
od£ítaním súradníc oboch vektorov:

ū− v̄ = (u1 − v1, u2 − v2, u3 − v3) .

Lineárna kombinácia vektorov ū = (u1, u2, u3) a v̄ = (v1, v2, v3) je vektor w̄, ktorý
vznikne ako sú£et násobkov súradníc vektorov ū a v̄, teda

w̄ = c1 · ū+ c2 · v̄ ,

109
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kde c1, c2 sú kon²tanty, pri£om c1, c2 ∈ R. Podobne moºno hovorit' o lineárnej kombinácii
troch a viac vektorov.

Príklad £. 1. Dané sú dva vektory ū = (4, 2,−1), v̄ = (2, 3, 0). Na²ou úlohou je zistit', £i
vektor w̄ = (2,−5,−2) je lineárnou kombináciou vektorov ū a v̄.

Rie²enie: Uº vieme, ºe vektor w̄ bude lineárnou kombináciou vektorov vtedy, ak bude
sú£tom násobkov súradníc vektorov ū a v̄, £iºe ak

w̄ = c1 · ū+ c2 · v̄ .

Po dosadení dostávame

(2,−5,−2) = c1 · (4, 2,−1) + c2 · (2, 3, 0) = (4c1 + 2c2, 2c1 + 3c2, −c1 + 0c2),

£o dáva sústavu troch rovníc o dvoch neznámych c1 a c2:

4c1 + 2c2 = 2
2c1 + 3c2 = −5
−c1 = −2

V²imnime si, ºe ak by sa vektory ū a v̄ napísali ako st¨pcové vektory, tak uvedená
sústava má tvar A · x̄ = B, kde matica A je tvorená st¨pcami vektorov ū a v̄ a B je
st¨pcový vektor w̄, pri£om x̄ = (c1, c2)

T .

Vyrie²ením tejto sústavy, napríklad Gaussovou elimina£nou metódou, dostávame hod-
noty c1 = 2 a c2 = −3, £iºe

w̄ = 2 · ū− 3 · v̄.

Z výsledku vidíme, ºe vektor w̄ je lineárnou kombináciou vektorov ū a v̄. 2

Skalárny sú£in dvoch vektorov ū = (u1, u2, u3) a v̄ = (v1, v2, v3) je £íslo

ū · v̄ = u1 · v1 + u2 · v2 + u3 · v3 .

Ak dva vektory zvierajú uhol ϕ, potom skalárny sú£in dvoch vektorov ū = (u1, u2, u3)
a v̄ = (v1, v2, v3) môºme vypo£ítat' pomocou vzorca

ū · v̄ = |ū| · |v̄| · cos(ϕ) .

Uhol ϕ dvoch vektorov ū = (u1, u2, u3) a v̄ = (v1, v2, v3), 0 ≤ ϕ ≤ π, je moºné ur£it' zo
vzt'ahu

cos(ϕ) =
ū · v̄
|ū| · |v̄|

.

Skalárny sú£in ū · v̄ je rovný 0 práve vtedy, ked' vektory ū a v̄ sú na seba kolmé.
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u

v

u x v

Obr. 6.1: Vektorový sú£in.

Vektorový sú£in ū× v̄ je vektor w̄, ktorého súradnice sú dané vzt'ahom

ū× v̄ = (u2 · v3 − u3 · v2, u3 · v1 − u1 · v3, u1 · v2 − u2 · v1) .

Poznamenajme, ºe vektor w̄ = ū× v̄ je kolmý na vektory ū a v̄.

Mnemotechnická pomôcka na výpo£et vektorového sú£inu sa dá znázornit' nasledujúcim
diagramom:

u1 u2 u3 u1 u2 u3

v1 v2 v3 v1 v2 v3

priebeh.nb    37

D¨ºka vektorového sú£inu dvoch vektorov ū a v̄ nám zárove¬ udáva plo²ný obsah rovno-
beºníka vytvoreného týmito dvoma vektormi. Navy²e, ak ū, v̄ zvierajú uhol ϕ ∈ 〈0, π〉,
tak

|w̄| = |ū× v̄| = |ū| · |v̄| · sin(ϕ) .
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Príklad £. 2. Vypo£ítame vel'kost' vektorového sú£inu dvoch vektorov ū = (−2, 3, 0) a v̄ =
(1, 4,−5).

Rie²enie:

ū× v̄ = (u2 · v3 − u3 · v2, u3 · v1 − u1 · v3, u1 · v2 − u2 · v1)

ū× v̄ = (3 · (−5)− 0 · 4, 0 · 1− (−2) · (−5), (−2) · 4− 3 · 1)

ū× v̄ = (−15,−10,−11)

Vektorový sú£in vektorov ū a v̄ je vektor w̄ = (−15,−10,−11).

Vel'kost' vektora |w̄| vypo£ítame nasledovne:

|w̄| =
√
w2

1 + w2
2 + w2

3 =
√

(−15)2 + (−10)2 + (−11)2 =
√

446 = 21, 12. 2

Obsah trojuholníka ABC ur£eného vektormi b̄ = AC a c̄ = AB je

S =
1

2
· |b̄× c̄|.

Objem rovnobeºnostena ur£eného vektormi ū = AB, v̄ = AD, w̄ = AE vypo£ítame
pomocou zmie²aného sú£inu, teda vektorového sú£inu vektorov ū a v̄ a následne skalárneho
sú£inu s vektorom w̄:

V = |(ū× v̄) · w̄|

Príklad £. 3. Majme trojuholník ABC so súradnicami vrcholov A = (1, 2,−3), B =
(−1,−2,−2), C = (0, 2, 1). Vypo£ítame vnútorné uhly α, β, γ a taktieº obsah trojuholníka
ABC.

A
B

C

α β

γ

c

ab
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Rie²enie:

Uhol α zvierajú vektory AB a AC. Vypo£ítame smerové vektory strán AC a AB tro-
juholníka ABC:

AC = (C − A) = (0− 1, 2− 2, 1− (−3)) = (−1, 0, 4)

AB = (B − A) = (−1− 1,−2− 2,−2− (−3)) = (−2,−4, 1)

Vel'kosti vektorov AC, AB vypo£ítame nasledovne:

|AC| =
√
x2 + y2 + z2 =

√
(−1)2 + 02 + 42 =

√
17

.
= 4, 12

|AB| =
√
x2 + y2 + z2 =

√
(−2)2 + (−4)2 + 12 =

√
21

.
= 4, 58

Uhol α vypo£ítame zo vzt'ahu:

cos (α) =
AC · AB
|AC| · |AB|

=
(−1) · (−2) + 0 · (−4) + 4 · 1√

17 ·
√

21

cos (α) =
6√

17 ·
√

21
= 0, 31755

α
.
= 71◦27‘

Uhol β zvierajú vektory BC a BA. Vypo£ítame smerové vektory strán BC a BA pre
uhol β:

BA = (A−B) = (1− (−1), 2− (−2), (−3)− (−2)) = (2, 4,−1)

BC = (C −B) = (0− (−1), 2− (−2), 1− (−2)) = (1, 4, 3)

Vel'kosti vektorov BC, BA vypo£ítame nasledovne:

|BA| =
√
x2 + y2 + z2 =

√
22 + 42 + (−1)2 =

√
21

.
= 4, 58

|BC| =
√
x2 + y2 + z2 =

√
12 + 42 + 32 =

√
26

.
= 5, 1

Uhol β vypo£ítame nasledovne:

cos (β) =
BA ·BC
|BA| · |BC|

=
1 · 2 + 4 · 4 + 3 · (−1)√

21 ·
√

26

cos (β) =
15√

21 ·
√

26
= 0, 64194

β
.
= 50◦
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Uhol γ zvierajú vektory CB a CA. Vypo£ítame smerové vektory strán CB a CA pre
uhol γ:

CB = (B − C) = (−1− 0,−2− 2,−2− 1) = (−1,−4,−3)

CA = (A− C) = (1− 0, 2− 2,−3− 1) = (1, 0,−4)

Vel'kosti vektorov CB, CA vypo£ítame nasledovne:

|CB| =
√
x2 + y2 + z2 =

√
(−1)2 + (−4)2 + (−3)2 =

√
26

.
= 5, 1

|CA| =
√
x2 + y2 + z2 =

√
(12 + 02 + (−4)2 =

√
17

.
= 4, 12

Uhol γ vypo£ítame nasledovne:

cos (γ) =
CB · CA
|CB| · |CA|

=
(−1) · 1 + (−4) · 0 + (−3) · (−4)√

26 ·
√

17

cos (γ) =
11√

26 ·
√

17
= 0, 52322

γ
.
= 58◦33‘

(Poznámka: Uhol γ sme mohli vypo£ítat' aj z faktu, ºe α + β + γ = 180◦.)

Obsah trojuholníka ABC vypo£ítame pomocou vzt'ahu: S = 1
2
· |AB × AC|

Vektorový sú£in dvoch vektorov:

AB × AC = (0 · 1− 4 · (−4), 4 · (−2)− (−1) · 1, (−1) · (−4)− 0 · (−2)) = (16, −9, 4)

Vel'kost' vektorového sú£inu: |AB × AC| =
√

162 + (−9)2 + 42 .
= 18, 79

Obsah trojuholníka ABC bude teda: S = 1
2
· |AB × AC| = 18,79

2

.
= 9, 39

Záver: Vel'kosti vnútorných uhlov trojuholníka ABC sú pribliºne: α = 71◦27‘, β = 50◦,
γ = 58◦33‘ a obsah trojuholníka je pribliºne 9, 39. 2
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6.1 Parametrické vyjadrenie priamky v priestore

Parametrické vyjadrenie priamky p v rovine xyz ur£ená bodom A = (a1, a2, a3) a smerovým
vektorom s̄ = (s1, s2, s3) má tvar

p :
x = a1 + t · s1
y = a2 + t · s2
z = a3 + t · s3

alebo

 x
y
z

 =

 a1
a2
a3

+ t ·

 s1
s2
s3

,
kde t ∈ R je parameter.

Ak pouºijeme st¨pcové ozna£enieX =

 x
y
z

,A =

 a1
a2
a3

, s̄ =

 s1
s2
s3

, tak vyjadrenie
sa zjednodu²í na rovnicu tvaru X = A + t · s̄.

Príklad £. 4. Napí²eme parametrické vyjadrenie priamky prechádzajúcej dvoma bodmi
A = (−2, 0, 3) a B = (3,−3, 1).

Rie²enie: Vieme uº, ºe na parametrické vyjadrenie priamky potrebujeme bod, ktorý leºí
na priamke a smerový vektor, ktorý je rovnobeºný s priamkou. Smerový vektor získame
ako rozdiel súradníc bodov B − A, teda s̄ = (3 − (−2), (−3) − 0, 1 − 3) = (5,−3,−2).
Parametrické vyjadrenie na²ej priamky je

x = −2 + 5t
y = 0 − 3t
z = 3 − 2t

2

Parametrické vyjadrenie priamky v rovine sa lí²i od parametrického vyjadrenia priamky
v priestore len tým, ºe tretia súradnica bodu A a smerového vektora s̄ sú nulové. V tom
prípade ich môºeme vynechat' a hovorit' len o bode A = (a1, a2) a smerovom vektore
s̄ = (s1, s2). Priamka v rovine ur£ená týmto bodom a vektorom má potom parametrickú
rovnicu:

p :
x = a1 + t · s1
y = a2 + t · s2

,

kde t ∈ R je parameter.

Parametrické vyjadrenie priamky závisí od vol'by bodu a smerového vektora. Rôzne
vol'by vedú k formálne rôznym (ale stále správnym) rie²eniam.
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Príklad £. 5. Majme trojuholník ABC so súradnicami vrcholov A = (0, 3), B = (−3, 4)
a C = (4, 5). Vypo£ítame t'aºisko trojuholníka ABC a d¨ºky t'aºníc trojuholníka.

Rie²enie:

A

C

B
T

S

S
S

BC

AC

AB
ta

tb
tc

4-3

3

4

0

5

Vypo£ítame najprv súradnice stredov strán trojuholníka SAB, SAC , SBC :

SAB = 1
2
(A+B) = (0−3

2
, 3+4

2
) = (−3

2
, 7
2
)

SAC = 1
2
(A+ C) = (0+4

2
, 3+5

2
) = (2, 4)

SBC = 1
2
(B + C) = (−3+4

2
, 4+5

2
) = (1

2
, 9
2
)

Súradnice t'aºiska trojuholníka ur£íme ako priese£ník dvoch t'aºníc. Preto napí²eme
parametrické rovnice t'aºníc trojuholníka ABC. Parametrická rovnica je ur£ená bodom
a smerovým vektorom. Najprv teda vypo£ítame smerové vektory jednotlivých t'aºníc:

ā = ASBC = (A− SBC) = (0− 1/2, 3− 9/2) = (−1/2,−3/2)

b̄ = BSAC = (B − SAC) = (−3− 2, 4− 4) = (−5, 0)

c̄ = CSAB = (C − SAB) = (4− (−3/2)), 5− 7/2) = (11/2, 3/2)

Parametrické vyjadrenie t'aºnice ta ur£enej bodom A a smerovým vektorom ā, bude
mat' tvar:
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t'aºnica ta : X = A + t · ā , alebo po rozpísaní

x = − (1/2)t
y = 3 − (3/2)t

, kde t ∈ R

Parametrické vyjadrenie t'aºnice tb ur£enej bodom B a smerovým vektorom b̄, bude
mat' tvar:

t'aºnica tb : X = B + r · b̄ , alebo

x = −3 − 5r
y = 4

, r ∈ R.

Parametrické vyjadrenie t'aºnice tc ur£enej bodom C a smerovým vektorom c̄, bude
mat' tvar:

t'aºnica tc : X = C + s · c̄ , alebo

x = 4 + (11/2)s
y = 5 + (3/2)s

, s ∈ R.

Súradnice t'aºiska ur£íme ako priese£ník dvoch t'aºníc, napríklad ta a tc. Porovnáme
parametrické vyjadrenia t'aºníc ta a tc a rie²ime nasledujúcu sústavu rovníc:

4 + (11/2)s = − (1/2)t
5 + (3/2)s = 3 − (3/2)t

11s + t = −8
3s + 3t = −4

Vypo£ítame parametre s, t a dostávame s = −2/3, t = −2/3. Súradnice t'aºiska T
dostaneme, ak dosadíme vypo£ítané parametre do niektorej z parametrických rovníc t'aºníc
ta alebo tc:

x = 4 + (11/2) · (−2/3) = 1/3
y = 5 + (3/2) · (−2/3) = 4

Súradnice t'aºiska T trojuholníka ABC sú T = (1/3, 4).

Ostáva nám vypo£ítat' d¨ºky t'aºníc trojuholníka:

|ta| =
√

(−1/2)2 + (−3/2)2 =
√

5/2

|tb| =
√

52 + 02 = 5

|tc| =
√

(11/2)2 + (3/2)2 =
√

65/2 2
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6.2 V²eobecná rovnica priamky v rovine

V²eobecná rovnica priamky p v rovine, ur£ená bodom A = (a1, b1) a normálovým vektorom
n̄ = (a, b) má tvar skalárneho sú£inu

p : n̄ · (X − A) = 0, (6.1)

kde X = (x, y) sú súradnice bodu na priamke. Ak tento skalárny sú£in rozpí²eme, dosta-
neme vzt'ah

a(x− a1) + b(y − b1) = 0

alebo

ax+ by + c = 0, (6.2)

kde c = −(aa1 + bb1).

Príklad £. 6. Na²ou úlohou je napísat' v²eobecnú rovnicu priamky, ktorá je ur£ená nasle-
dujúcimi dvoma bodmi A = (4,−1), B = (3, 2).

Rie²enie: Máme zadané dva body A a B leºiace na priamke. Aby sme vedeli napísat'
v²eobecnú rovnicu priamky v rovine, potrebujeme jeden bod, ktorý leºí na priamke, tak-
tieº normálový vektor, ktorý je kolmý na priamku. Ukáºeme si dva spôsoby, ako napísat'
v²eobecnú rovnicu priamky v rovine.

Najprv si vypo£ítame súradnice smerového vektora s̄ = AB, £o je rozdiel súradníc
bodov A a B.

Vektor s̄ = AB = (B − A) = (3− 4, 2− (−1)) = (−1, 3)

Prvý spôsob napísania v²eobecnej rovnice priamky v rovine je, ºe si napí²eme najprv jej
parametrické vyjadrenie. Máme bod A leºiaci na priamke a jej smerový vektor s̄, ktorý
sme si vypo£ítali:

X = A + t · s̄ , alebo po rozpísaní
x = 4 − t
y = −1 + 3t

Teraz sta£í rie²it' sústavu rovníc a eliminovat' parameter t. Pripo£ítame 3-násobok prvej
rovnice k druhej rovnici a dostaneme 3x + y = 11. Ked'ºe v²eobecná rovnica priamky má
tvar ax+ by + c = 0, jednoduchou úpravou dostávame výsledok:

3x+ y − 11 = 0.
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Druhým spôsobom si rovno napí²eme v²eobecnú rovnicu priamky v tvare ax+by+c = 0.

Vypo£ítali sme smerový vektor priamky s̄ = (−1, 3). Teraz potrebujeme ale normálový
vektor n̄. Uº vieme, ºe smerový vektor s̄ a normálový vektor n̄ sú na seba kolmé, teda
ich skalárny sú£in je nulový, s̄ · n̄ = 0. Ked'ºe skalárny sú£in vektorov (−1, 3) a (3, 1) je
evidentne nulový, za normálový vektor môºme vziat' n̄ = (3, 1).

Podl'a (6.1) v²eobecná rovnica priamky je n̄ · (X − A) = 0, kde A = (4,−1), teda
(3, 1)(x− 4, y − (−1)) = 0, £o po výpo£te skalárneho sú£inu a úprave dáva

3x+ y − 11 = 0 .

Tento výsledok moºno získat' aj nasledujúcou modi�káciou. Poznajúc súradnice n̄ =
(a, b) = (3, 1) normálového vektora vieme, ºe na²a priamka má rovnicu

4 · x+ 1 · y + c = 0.

Kon²tantu c vypo£ítame dosadením súradníc bodu A = (4,−1):

3x + 1y + c = 0
4 · 3 − 1 · 1 + c = 0

c = −11

Tak opät' dostávame v²eobecnú rovnicu na²ej priamky v tvare

3x+ y − 11 = 0.

Poznamenajme, ºe tvar v²eobecnej rovnice priamky v rovine je ur£ený jednozna£ne aº
na nenulovú multiplikatívnu kon²tantu. To znamená, ºe napr. aj 6x+2y−22 = 0 je rovnica
tej istej priamky. 2

Príklad £. 7. Majme trojuholník ABC so súradnicami vrcholov A = (−6, 2), B = (2, 3),
C = (−2,−6). Napí²eme parametrické vyjadrenie a v²eobecné rovnice priamok, v ktorých
leºia vý²ky strán trojuholníka ABC.

Rie²enie:

Vý²ka strany trojuholníka je kolmá na danú stranu trojuholníka. Smerový vektor strany
je pre danú vý²ku normálovým vektorom.

Vypo£ítame najprv súradnice smerových vektorov jednotlivých strán trojuholníka:

ā = (C −B) = (−2− 2,−6− 3) = (−4,−9)

b̄ = (C − A) = (−2− (−6),−6− 2) = (4,−8)

c̄ = (B − A) = (2− (−6), 3− 2) = (8, 1)
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Napí²eme parametrickú a v²eobecnú rovnicu priamky, v ktorej leºí vý²ka trojuholníka
Vc na stranu c. Smerový vektor c̄ strany AB trojuholníka ABC je sú£asne normálovým
vektorom pre príslu²nú vý²ku Vc. V²eobecná rovnica priamky v rovine má tvar ax+by+c =
0 a je ur£ená v na²om prípade bodom C = (−2,−6) a pre vý²ku Vc na stranu AB = c
normálovým vektorom c̄ = (8, 1).

V²eobecná rovnica priamky, v ktorej leºí vý²ka Vc na stranu c bude mat' tvar:

8x + 1y + c = 0 ,

a kon²tantu c vypo£ítame dosadením súradníc bodu C = (−1,−6):

8 · (−2) + 1 · (−6) + c = 0
c = 22

teda Vc : 8x − y + 22 = 0 .

Vieme, ºe parametrické vyjadrenie priamky je ur£ené bodom a smerovým vektorom.
Pre vý²ku Vc vezmeme bod C = (−2,−6) a ked'ºe poznáme normálový vektor c̄ = (8, 1),
smerový vektor bude napríklad s̄c = (−1, 8) (skalárny sú£in vektorov c̄ · s̄c musí byt' nula).

Tak dostávame parametrické vyjadrenie priamky, v ktorej leºí vý²ka Vc:

X = C + t · s̄c , alebo

x = −2 − t
y = −6 + 8t
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Napí²eme teraz parametrické vyjadrenie a v²eobecnú rovnicu priamky, v ktorej leºí
vý²ka trojuholníka Vb na stranu b. Smerový vektor b̄ strany AC trojuholníka ABC je
sú£asne normálovým vektorom pre príslu²nú vý²ku Vb. V²eobecná rovnica priamky, v ktorej
leºí vý²ka, je ur£ená v na²om prípade bodomB = (2, 3) a normálovým vektorom b̄ = (4,−8)
a bude mat' tvar

4x − 8y + c = 0 , pri£om c ur£íme dosadením súradníc bodu B = (2, 3):

4 · 2 + (−8) · 3 + c = 0
c = 16

teda Vb : 4x − 8y + 16 = 0 .

Parametrické vyjadrenie priamky, v ktorej leºí vý²ka Vb, ur£íme napríklad pomocou
bodu B = (2, 3), a smerového vektora s̄b = (8, 4):

X = B + r · s̄b , alebo

x = 2 + 8r
y = 3 + 4r

Nakoniec nám ostala e²te parametrická a v²eobecná rovnica priamky, v ktorej leºí vý²ka
trojuholníka Va na stranu a. Smerový vektor ā strany BC trojuholníka ABC je sú£asne
normálovým vektorom pre príslu²nú vý²ku Va. V²eobecná rovnica priamky, v ktorej leºí
vý²ka je ur£ená bodom A = (−6, 2) a normálovým vektorom ā = (−4,−9).

V²eobecná rovnica priamky, v ktorej leºí vý²ka Va na stranu a bude mat' tvar:

−4x − 9y + c = 0

a kon²tantu c ur£íme dosadením súradníc bodu A = (−6, 2):

(−4) · (−6) + (−9) · 2 + c = 0
c = −6

teda Va : −4x − 9y − 6 = 0 .

Parametrické vyjadrenie priamky, v ktorej leºí vý²ka Va odvodíme napríklad pomocou
bodu A = (−6, 2) a smerového vektora s̄a = (9,−4):

Parametrická rovnica priamky, v ktorej leºí vý²ka Va je teda ur£ená rovnicou:

X = A + v · s̄b alebo po rozpísaní

x = −6 + 9v
y = 2 − 4v

2
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6.3 Smernicový tvar rovnice priamky v rovine

Smernicový tvar rovnice priamky p, ktorá nie je rovnobeºná s osou y, má tvar

y = k · x+ q ,

kde k je tzv. smernica a bod (0, q) je priese£níkom priamky s osou y.

Smernica priamky k je tieº tangens uhla, ktorý zviera priamka s kladnou poloosou osi
x, teda k = tan (ϕ); uhol ϕ je pritom orientovaný od poloosi x ku priamke.

Pre dva rôzne body A = (x1, y1) a B = (x2, y2) leºiace na priamke p platí tieº, ºe

tan(ϕ) =
y2 − y1
x2 − x1

= k .

φ

B

A

p: y = k.x + q
y

y

x x0
1

1

2

2

q

Uhol dvoch priamok

Ak sú vektory ū, v̄ priamok p1, p2 bud' oba smerové alebo oba normálové, uhol ϕ
priamok p1, p2, kde ϕ ∈ 〈0, π/2〉, sp¨¬a vzt'ah

cos(ϕ) =

∣∣∣∣∣ ū · v̄|ū| · |v̄|

∣∣∣∣∣ .
Ak s̄ je smerový vektor priamky p1 a n̄ je normálový vektor priamky p2, uhol ϕ zvieraný

priamkami p1, p2, ϕ ∈ 〈0, π/2〉, je daný vzt'ahom

sin(ϕ) =

∣∣∣∣∣ s̄ · n̄|s̄| · |n̄|

∣∣∣∣∣ .
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Príklad £. 8. Vypo£ítajme uhol dvoch priamok p a q v rovine daných parametricky:

p :
x = 2 − 4r
y = 3 + 3r

q :
x = −1 − 3t
y = 5

Rie²enie: Smerový vektor ū priamky p má súradnice ū = (−4, 3) a smerový vektor v̄
priamky q má súradnice v̄ = (−3, 0).

Uhol priamok p a q vypo£ítame zo vzt'ahu

cos(ϕ) =

∣∣∣∣∣ ū · v̄|ū| · |v̄|

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ (−4) · (−3) + 3 · 0√
(−4)2 + 32 ·

√
(−3)2 + 02

∣∣∣∣∣∣ =
12√

25 ·
√

9
,

z £oho máme pribliºne ϕ .
= 36◦52‘. 2

6.4 Vzájomná poloha dvoch priamok

Za£neme vzájomnou polohou dvoch priamok v rovine.

(a) Ak sú priamky p a q ur£ené v²eobecnými rovnicami

p : ax+ by + c = 0

q : dx+ ey + f = 0

a rovnica priamky p je násobkom rovnice pre priamku q, priamky sú totoºné. Ak rovnica
priamky p nie je násobkom rovnice priamky q, priamky nie sú totoºné.

V takom prípade, ak normálový vektor n̄p = (a, b) priamky p nie je násobkom normá-
lového vektora n̄q = (d, e) priamky q, priamky sú rôznobeºné, inak sú rovnobeºné a nie
totoºné.

(b) Predpokladajme teraz, ºe priamky p a q sú ur£ené parametrickými rovnicami

p : X = A+ t · ū

q : Y = B + r · v̄ ,

kde t, r ∈ R sú parametre.



124 KAPITOLA 6. ANALYTICKÁ GEOMETRIA

Ak je smerový vektor ū násobkom smerového vektora v̄, treba zistit', £i bod A leºí aj na
priamke q. Ak áno, priamky p a q sú totoºné. Ak bod A neleºí aj na priamke q, priamky
sú rovnobeºné a rôzne.

Ak smerový vektor ū nie je násobkom smerového vektora v̄ v rovine, priamky p a q sú
rôznobeºné.

Pre dve priamky v priestore platia obdobné závery s dodatkom, ºe ak priamky
nemajú spolo£ný bod a nie sú rovnobeºné, ide o dvojicu mimobeºných priamok.

Príklad £. 9. Ur£íme vzájomnú polohu dvoch priamok p a q v priestore daných paramet-
ricky:

p :
x = 1 + 2r
y = 4 − r
z = 3 + 4r

q :
x = −2 + t
y = 5 + 2t
z = 3 − t

Rie²enie: Smerový vektor priamky p má súradnice s̄p = (2,−1, 4) a smerový vektor
priamky q má súradnice s̄q = (1, 2,−1). Vidíme, ºe vektor s̄p nie je násobkom vektora
s̄q, teda priamky p a q ur£ite nie sú rovnobeºné. Môºu byt' e²te rôznobeºné, ak majú spo-
lo£ný bod, alebo mimobeºné. Preto ¤al²ím krokom bude hl'adat' ich prienik. Tento ur£íme
rie²ením nasledovnej sústavy troch rovníc o dvoch neznámych:

1 + 2r = −2 + t
4 − r = 5 + 2t
3 + 4r = 3 − t

.

Po úprave dostávame sústavu

2r − t = −3
−r − 2t = 1
4r + t = 0

Tieto tri rovnice si prepí²eme do roz²íreného tvaru matice, a postupnými elementárnymi
riadkovými operáciami vypo£ítame neznáme t a r.

 2 −1 −1
−1 −2 1

4 1 0

 ∼
 0 −5 −1
−1 −2 1

4 1 0

 ∼
 0 −5 −1
−1 −2 1

0 −7 4

 ∼
 1 2 −1

0 −5 −1
0 −7 4

 ∼

∼

 1 2 −1
0 −5 −1
0 0 27
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V poslednom riadku matice nastal spor, teda vieme, ºe táto úloha nebude mat' rie²enie.
Pre nás to znamená, ºe priese£ník na²ich priamok neexistuje. Dané dve priamky p a q sú
teda mimobeºné. 2

6.5 Parametrické vyjadrenie roviny v priestore

Rovinu ρ v priestore moºno ur£it' bodom a dvoma lineárne nezávislými vektormi v nej
leºiacimi. Ak tento bod a tieto dva vektory majú súradnice A = (a1, a2, a3), ū = (u1, u2, u3)
a v̄ = (v1, v2, v3), tak l'ubovol'ný bod X = (x, y, z) tejto roviny sp¨¬a rovnice:

x = a1 + u1t + v1r
y = a2 + u2t + v2r
z = a3 + u3t + v3r

,

kde t, r ∈ R sú parametre.

Tieto rovnice budeme nazývat' parametrickým vyjadrením roviny ρ.

Ak pouºijeme ozna£enie pomocou st¨pcových vektorov X =

 x
y
z

, A =

 a1
a2
a3

,
ū =

 u1
u2
u3

 a v̄ =

 v1
v2
v3

, uvedené rovnice moºno zredukovat' na jedinú rovnicu:

X = A + s · ū+ t · v̄ .

Rovina ρ môºe byt' ur£ená aj troma bodmi A = (a1, a2, a3), B = (b1, b2, b3) a C =
(c1, c2, c3), ktoré neleºia na jednej priamke. V takomto prípade dvojicu lineárne nezávislých
vektorov ū a v̄ v rovine môºme získat' napríklad z rozdielov súradníc bodov A, B a A, C,
teda ū = AB a v̄ = AC.

Príklad £. 10. Napí²eme parametrické vyjadrenie roviny ρ prechádzajúcu troma bodmi
A = (2,−2, 0), B = (−3, 1, 4), C = (0, 3, 2).

Rie²enie: Parametrické vyjadrenie roviny je ur£ené bodom a dvoma smerovými vektormi.
Smerové vektory získame z rozdielu súradníc bodov ū = (B − A) = (−5, 3, 4) a v̄ =
(C − A) = (−2, 5, 2). Rovnica roviny ρ má tvar:

X = A + t · ū + r · v̄
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Po doplnení súradníc bodu A = (2,−2, 0) a oboch smerových vektorov ū a v̄ dostávame
parametrické vyjadrenie roviny ρ:

x = 2 − 5t − 2r
y = −2 + 3t + 5r
z = 4t + 2r

Dvojicu nezávislých vektorov môºme v²ak získat' aj tak, ºe vektor ū bude ur£ený roz-
dielom súradníc bodov (A − B) = (5,−3,−4), vektor v̄ bude ur£ený rozdielom súradníc
bodov (C −B) = (3, 2,−2).

Parametrické vyjadrenie roviny ρ pre túto vol'bu ū, v̄ bude mat' tvar:

x = −3 + 5t + 3r
y = 1 − 3t + 2r
z = 4 − 4t − 2r

Hoci sme dostali rozdielne parametrické vyjadrenia, oba výsledky sú správne a vyjadrujú tú
istú rovinu ρ. Z tohto príkladu vidiet', ºe rôzna vol'ba dvojice lineárne nezávislých vektorov
z roviny môºe viest' k rôznym tvarom toho istého rie²enia. 2

6.6 V²eobecná rovnica roviny

V²eobecná rovnica roviny ρ má tvar

ρ : ax+ by + cz + d = 0 ,

kde vektor n̄ = (a, b, c) je normálový vektor kolmý na rovinu ρ.

V prípade, ak máme zadané parametrické vyjadrenie roviny ρ : X = A + t · ū + r · v̄,
v²eobecnú rovnicu napí²eme nasledovne:

(a) pomocou vektorového sú£inu ur£íme normálový vektor n̄, ktorý je kolmý na smerové
vektory ū a v̄, £iºe n̄ = ū× v̄,

(b) ked' máme normálový vektor n̄ = (a, b, c), sta£í len dosadit' do v²eobecnej rovnice
roviny ρ : ax + by + cz + d = 0 súradnice normálového vektora a takisto súradnice bodu
A = (x, y, z) a dopo£ítat' kon²tantu d.
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Príklad £. 11. Napí²me rovnicu roviny, ktorá je kolmá na vektor n̄ = (3,−1, 0) a prechádza
bodom P = (2, 0, 3).

Rie²enie: Zo zadania príkladu vidíme, ºe vektor n̄ = (a, b, c) = (3,−1, 0) je normálový
vektor roviny. V²eobecná rovnica roviny má tvar ax+ by+ cz+d = 0. Dosadíme súradnice
bodu P a normálového vektora n̄ a vypo£ítame z rovnice neznámu kon²tantu d.

3x − 1y + 0z + d = 0
2 · 3 + 0 · (−1) + 0 · 3 + d = 0

d = −6

Teraz uº len dosadíme chýbajúcu hodnotu d = −6 do rovnice 3x− y + d = 0 a dostávame
v²eobecnú rovnicu roviny ρ:

ρ : 3x− y − 6 = 0 .

2

Príklad £. 12. Nájdime parametrické vyjadrenie roviny prechádzajúcej bodom A =
(4, 0, 3) a kolmú na priamku prechádzajúcu bodmi B = (−1, 2,−3) a C = (2, 5, 3).

Rie²enie: Vypo£ítame normálový vektor n̄ rozdielom súradníc bodov B a C:

n̄ = (C −B) = (2− (−1), 5− 2, 3− (−3)) = (3, 3, 6).

Ked'ºe máme zadaný bod A, ktorý leºí v rovine a taktieº normálový vektor roviny n̄,
napí²eme v²eobecnú rovnicu roviny:

3x + 3y + 6z + d = 0

Kon²tantu d ur£íme dosadením súradníc bodu (4, 0, 3) :

4 · 3 + 0 · 3 + 3 · 6 + d = 0
d = −30

Tak dosadíme v²eobecnú rovnicu roviny v tvare:

3x + 3y + 6z − 30 = 0

My ale hl'adáme parametrické vyjadrenie roviny. Preto v²eobecnú rovnicu napí²eme do
tvaru roz²írenej matice, ktorá bude mat' len jeden riadok a upravíme ju.(

3 3 6 30
)
∼
(

1 1 2 15
)

Výsledok zapí²eme tak, ako sme sa nau£ili v druhej kapitole pri po£ítaní sústav rovníc,
ktoré mali nekone£ne vel'a rie²ení, teda na pozícii premennej x máme pivotnú jednotku
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a ostatné sú nepivotné premenné. Preto premenným y a z priradíme parametre, teda y = s
a z = t. Vyjadríme e²te neznámu x z rovnice a dostávame parametrickú rovnicu roviny:

x = 15 − s − 2t
y = s
z = t

2

Príklad £. 13. Napí²me parametrické vyjadrenie priamky danej prienikom dvoch rovín:

α : −x+ 2y + 4z = 4 a β : 3x− 5y + 2z = −3.

Rie²enie: Hl'adáme priamku, ktorá vznikla prienikom dvoch rovín, preto budeme po£ítat'
sústavu dvoch rovníc. Prepí²eme si rovnice roviny do roz²írenej matice sústavy a elemen-
tárnymi riadkovými operáciami ju upravíme.(

−1 2 4 4
3 −5 2 −3

)
∼
(
−1 2 4 4

0 1 14 9

)
∼
(

1 −2 −4 −4
0 1 14 9

)
∼

∼
(

1 0 24 14
0 1 14 9

)

Dostali sme redukovaný tvar roz²írenej matice sústavy. Premenným x a y prislúchajú
pivotné pozície v sústave. Nepivotnej premennej z priradíme parameter z = t. Vyjadríme
premennú x a premennú y a dostaneme parametrické vyjadrenie priamky, ktorá je daná
prienikom rovín α a β.

x = 14 − 24t
y = 9 − 14t
z = t

2

Príklad £. 14. Úlohou je napísat' v²eobecnú rovnicu roviny ρ, ak poznáme jej parametrickú
rovnicu

ρ :
x = 2 − r + t
y = −2 + 2r + 3t
z = − 2r + t

Rie²enie: Z parametrickej rovnice vieme vy£ítat' údaje o bode A = (2,−2, 0), ktorý leºí
v rovine a taktieº dva smerové vektory ū = (−1, 2,−2) a v̄ = (1, 3, 1).

Spome¬me si, ºe na to, aby sme vedeli napísat' v²eobecnú rovnicu roviny, potrebujeme
poznat' bod, ktorý leºí v rovine a jej normálový vektor. Uº vieme, ºe normálový vektor n̄
vypo£ítame ako vektorový sú£in vektorov ū a v̄.
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Vektorový sú£in

ū× v̄ = (u2 · v3 − u3 · v2, u3 · v1 − u1 · v3, u1 · v2 − u2 · v1)

ū× v̄ = (2 + 6,−2 + 1,−3− 2) = (8,−1,−5)

V²eobecná rovnica roviny má tvar

ax + by + cz + d = 0 .

Dosadíme do rovnice súradnice bodu A = (2,−2, 0) a súradnice normálového vektora
n̄ = (8,−1,−5) a vypo£ítame neznámu d.

2 · 8 + (−2) · (−1) + 0 · (−5) + d = 0
d = −18

Výsledok: V²eobecná rovnica roviny ρ má tvar

8x− y − 5z − 18 = 0 .

2

Uhol dvoch rovín

Uhol ϕ dvoch rovín α a β vypo£ítame pomocou normálových vektorov n̄α a n̄β týchto
rovín podl'a nasledovnej formulky:

cos(ϕ) =

∣∣∣∣∣ n̄α.n̄β|nα|.|nβ|

∣∣∣∣∣ ,
kde 0 ≤ ϕ ≤ π

2
.

Príklad £. 15. Vypo£ítame uhol ϕ nasledujúcich dvoch rovín α a β ur£ených v²eobecnými
rovnicami α : −3x− y + z + 2 = 0 a β : x+ 2y + z − 3 = 0.

Rie²enie: Normálový vektor roviny α má súradnice n̄α = (−3,−1, 1). Normálový vektor
roviny β má súradnice n̄β = (1, 2, 1).

Pre kosínus uhla na²ich dvoch rovín α a β dostávame:

cos(ϕ) =

∣∣∣∣∣ n̄α · n̄β|nα| · |nβ|

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ (−3) · 1 + (−1) · 2 + 1 · 1√
(−3)2 + (−1)2 + 12 ·

√
12 + 22 + 12

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ −4√
11 ·
√

6

∣∣∣∣∣
ϕ = 60◦32‘

Záver: Uhol, ktorý zvierajú dve roviny α a β, má vel'kost' ϕ .
= 60◦32‘. 2
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6.7 Vzájomná poloha dvoch rovín

Pri ur£ovaní vzájomnej polohy rovín α a β vychádzame z ich normálových vektorov n̄α
a n̄β.

Majme zadané roviny α : a1x+ b1y + c1z + d = 0 a β : a2x+ b2y + c2z + d = 0.

Najprv ur£íme, £i normálový vektor n̄α roviny α je násobkom normálového vektora n̄β
roviny β. Ak toto neplatí, roviny α a β sú rôznobeºné.

V prípade, ak normálový vektor n̄α roviny α je násobkom normálového vektora n̄β
roviny β, ur£íme, £i je aj rovnica roviny α násobkom rovnice roviny β. Ak toto platí, tak
roviny α a β sú totoºné. Ak to neplatí, tak roviny α a β sú rovnobeºné.

Príklad £. 16. Ur£íme vzájomnú polohu dvoch rovín α : −5x + 3y − 2z − 1 = 0 a β :
2x+ 3y + z − 4 = 0.

Rie²enie: Normálové vektory týchto rovín vy£ítame z ich rovníc: nα = (−5, 3,−2) a nβ =
(2, 3, 1). Vidíme, ºe vektor nα nie je násobkom vektora nβ, teda roviny nie sú rovnobeºné.
Preto sa pokúsime nájst' prienik týchto dvoch rovín. Rie²ime teda sústavu dvoch rovníc
o troch neznámych, ktorú si prepí²eme do roz²írenej matice a elementárnymi riadkovými
operáciami upravujeme aº na kone£ný redukovaný tvar.

(
−5 3 −2 1

2 3 1 4

)
∼
(

0 21 1 22
2 3 1 4

)
∼
(

2 3 1 4
0 21 1 22

)
∼

∼
(

2 −18 0 −18
0 21 1 22

)
∼
(

1 −9 0 −9
0 21 1 22

)

Z redukovaného tvaru roz²írenej sústavy vidíme, ºe pivotné neznáme sú x a z. Nepivot-
nej premennej priradíme parameter t, teda y = t.

Výsledok: Roviny α a β sú rôznobeºné a ich prienikom je priamka p vyjadrená para-
metrickou rovnicou:

p :
x = −9 + 9t
y = t
z = 22 − 21t

2
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6.8 Vzájomná poloha priamky a roviny v priestore

Ak máme zadanú priamku p parametrickým vyjadrením p : A+ t · s̄ a rovinu ρ v²eobecnou
rovnicou ρ : ax + by + cz + d = 0, pri ur£ovaní vzájomnej polohy priamky a roviny
vychádzame zo vzájomného vzt'ahu smerového vektora s̄ priamky p a normálového vektora
n̄ roviny ρ.

Ak sú smerový vektor s̄ a normálový vektor n̄ na seba kolmé, zist'ujeme d'alej, £i bod
A leºí v rovine ρ. Ak bod A leºí v rovine ρ, aj priamka p leºí v rovine ρ. Ak bod A neleºí
v rovine ρ, priamka p je rovnobeºná s rovinou ρ.

Ak smerový vektor s̄ a normálový vektor n̄ nie sú na seba kolmé, tak priamka p je
rôznobeºná s rovinou ρ.

Príklad £. 17. Nájdime prienik priamky p s rovinou ρ, kde priamka p je daná paramet-
rickým vyjadrením

p :
x = 4 − 3t
y = 2 + t
z = 1 − 4t

a rovina ρ je daná v²eobecnou rovnicou

ρ : 3x + 2y − z + 3 = 0 .

Rie²enie: Dosadíme za x, y a z z parametrickej rovnice priamky do v²eobecnej rovnice
roviny a po zjednodu²ení dostaneme t = 6, £o spätne dosadíme do parametrickej rovnice
priamky. Vy£íslime neznáme x, y a z, ktoré predstavujú súradnice priese£níka priamky p
s rovinou ρ:

x = 4 − 3 · 6 = −14
y = 2 + 6 = 8
z = 1 − 4 · 6 = −23

Prienik priamky p a roviny ρ je bod P = (−14, 8,−23). 2

Uhol priamky a roviny

Uhol priamky a roviny vypo£ítame ako |90◦ − α|, kde α je uhol smerového vektora
priamky p a normálového vektora roviny ρ.
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Príklad £. 18. Vypo£ítame uhol priamky p a roviny ρ, ak priamka p je daná parametrickým
vyjadrením

p :
x = 2 − 4t
y = −1 + 3t
z = 3t

a rovina ρ je daná v²eobecnou rovnicou ρ : −4x + 3y + z − 2 = 0 .

Rie²enie: Súradnice smerového vektora priamky p sú s̄ = (−4, 3, 3) a súradnice normálo-
vého vektora roviny ρ sú n̄ = (−4, 3, 1).

Na výpo£et pouºijeme formulku

cos(α) =

∣∣∣∣∣ s̄ · n̄|s̄| · |n̄|

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ (−4) · (−4) + 3 · 3 + 3 · 1√
(−4)2 + 32 + 32 ·

√
(−4)2 + 32 + 12

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 28√
34 ·
√

26

∣∣∣∣∣
α
.
= 19◦37‘

Uhol priamky a roviny vypo£ítame ako |90◦ − α|, teda |90◦ − 19◦37‘| .= 70◦22‘. 2

Vzdialenost' bodu od priamky v rovine

Vzdialenost' bodu P = (p1, p2) od priamky p zadanej v²eobecnou rovnicou p : ax+ by+
c = 0 vypo£ítame nasledovne

d(P, p) =
|a · p1 + b · p2 + c|√

a2 + b2
.

Príklad £. 19. Vypo£ítame vzdialenost' bodu P = (−2, 3) od priamky p : 4x− 3y+ 5 = 0.

Rie²enie: Dosadíme do rovnice za a, b zloºky normálového vektora priamky n̄ = (4,−3)
a za p1 a p2 súradnice bodu P .

d(P, p) =
|a · p1 + b · p2 + c|√

a2 + b2
=
|4 · (−2)− 3 · 3 + 5|√

42 + (−3)2
=
|8− 9 + 5|√

16 + 9
= 4/5

Vzdialenost' bodu P od priamky p je 4/5. 2
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Vzdialenost' bodu od roviny

Vzdialenost' bodu P = (p1, p2, p3) od roviny ρ zadanej v²eobecnou rovnicou ρ : ax +
by + cz + d = 0 vypo£ítame nasledovne

d(P, ρ) =
|a · p1 + b · p2 + c · p3 + d|√

a2 + b2 + c2
.

Príklad £. 20. Vypo£ítame vzdialenost' bodu P so súradnicami P = (3,−2, 1) od roviny
ρ danej v²eobecnou rovnicou ρ : 2x− y + 3z + 1 = 0.

Rie²enie: Pouºijeme formulku

d(P, ρ) =
|a · p1 + b · p2 + c · p3 + d|√

a2 + b2 + c2
=
|2 · 3 + (−1) · (−2) + 3 · 1 + 1|√

22 + (−1)2 + 32
=

12√
14

.

Vzdialenost' bodu P od roviny ρ je d(P, ρ) = 12√
14
. 2
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Príklady na cvi£enia:

1. Napí²te parametrické vyjadrenie, v²eobecnú rovnicu a smernicový tvar priamky, ktorá
je ur£ená nasledujúcimi dvoma bodmi:

(a) A = (−1, 2), B = (2, 4)

Výsledok: Parametrické vyjadrenie priamky:

x = −1 + 3t
y = 2 + 2t

.

V²eobecná rovnica priamky: −2x+ 3y − 8 = 0.

Smernicový tvar priamky: y = 2
3
x+ 8

3
.

(b) A = (3,−5), B = (1, 0)

Výsledok: Parametrické vyjadrenie priamky:

x = 3 − 2t
y = −5 + 5t

.

V²eobecná rovnica priamky: 5x+ 2y − 5 = 0.

Smernicový tvar priamky: y = −5
2
x+ 5

2
.

(c) A = (6,−3), B = (0, 1)

Výsledok: Parametrické vyjadrenie priamky:

x = 6 − 6t
y = −3 + 4t

.

V²eobecná rovnica priamky: 4x+ 6y − 6 = 0.

Smernicový tvar priamky: y = −2
3
x+ 1.

(d) A = (−4,−5), B = (−1, 2)

Výsledok: Parametrické vyjadrenie priamky:

x = −4 + 3t
y = −5 + 7t

.

V²eobecná rovnica priamky: 7x− 3y + 13 = 0.

Smernicový tvar priamky: y = 7
3
x+ 13

3
.
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(e) A = (1, 4), B = (2, 3)

Výsledok: Parametrické vyjadrenie priamky:

x = 1 + t
y = 4 − t

.

V²eobecná rovnica priamky: x+ y − 5 = 0.

Smernicový tvar priamky: y = 5− x.

2. Napí²te parametrické vyjadrenie priamky prechádzajúcej bodom A = (x0, y0, z0), ktorá
je rovnobeºná s vektorom ū:

(a) A = (2, 3,−2), ū = (−4, 3, 1)

Výsledok:

x = 2 − 4t
y = 3 + 3t
z = −2 + t

.

(b) A = (−3, 2,−4), ū = (1, 0, 1)

Výsledok:

x = −3 + t
y = 2
z = −4 + t

.

(c) A = (0, 1, 0), ū = (−2, 2,−2)

Výsledok:

x = − 2t
y = 1 + 2t
z = − 2t

.

(d) A = (5,−3, 2), ū = (1, 3,−4)

Výsledok:

x = 5 + t
y = −3 + 3t
z = 2 − 4t

.
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3. Napí²te rovnicu roviny, ktorá je kolmá na vektor n̄ a prechádza bodom A:

(a) A = (2,−1, 0), n̄ = (4, 3,−1)

Výsledok: 4x+ 3y − z − 5 = 0.

(b) A = (2,−2, 3), n̄ = (−3,−1, 3)

Výsledok: −3x− y + 3z − 5 = 0.

(c) A = (−5, 0,−1), n̄ = (−2, 0, 1)

Výsledok: −2x+ z − 9 = 0.

(d) A = (1, 2, 3), n̄ = (2,−3, 1)

Výsledok: 2x− 3y + z + 1 = 0.

4. Napí²te parametrické vyjadrenie a v²eobecnú rovnicu roviny prechádzajúcej troma
bodmi:

(a) A = (−1, 0, 3), B = (4,−1, 3), C = (1, 2, 3)

Výsledok: V²eobecná rovnica roviny: 12z − 36 = 0.
Parametrické vyjadrenie roviny:

x = −1 + 5s + 2t
y = 2 − s + 2t
z = 3

.

(b) A = (−3, 2,−4), B = (0, 2, 3), C = (−2,−3,−5)

Výsledok: V²eobecná rovnica roviny: 35x− 32y − 3z + 157 = 0.
Parametrické vyjadrenie roviny:

x = −3 + 3s + t
y = 2 − 5t
z = −4 + 7s − t

.

(c) A = (2, 2, 2), B = (−1,−2, 3), C = (3, 2, 1)

Výsledok: V²eobecná rovnica roviny: 4x− 2y + 4z − 12 = 0.
Parametrické vyjadrenie roviny:

x = 2 − 3s + t
y = 2 − 4s
z = 2 + s − t

.
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(d) A = (−1,−1, 5), B = (0,−3,−2), C = (1, 3, 4)

Výsledok: V²eobecná rovnica roviny: 30x− 13y + 8z − 23 = 0.
Parametrické vyjadrenie roviny:

x = −1 + s + 2t
y = −1 − 2s + 4t
z = 5 − 7s − t

.

5. Napí²te parametrické vyjadrenie priamky danej prienikom dvoch rovín:

(a) x− 3y + 2z = −2 a −4x+ y + 2z = −3

Výsledok:

x = 1 + (8/11)t
y = 1 + (10/11)t
z = 0 + t

.

(b) 5x− y + 2z = −9 a x+ 4y − 3z = −4

Výsledok:

x = (−40/21) − (5/21)t
y = (−11/21) + (17/21)t
z = 0 + t

.

(c) −x− y + z = 3 a y − 4z = −5

Výsledok:

x = 2 − 3t
y = −5 + 4t
z = 0 + t

.

6. Zistite, £i body A = (3, 2, 1), B = (2,−3, 4), C = (2,−2,−1) leºia na tej istej priamke.

Výsledok: Body neleºia na jednej priamke.

7. Nájdite prienik nasledujúcich dvoch priamok:

x = 1 − 4s
y = 2 − 2s
z = 1 − s

x = 2 − 5t
y = 1 + t
z = 3 + t
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Výsledok: Priamky sa nepretínajú.

8. Nájdite parametrické vyjadrenie roviny prechádzajúcej bodom A = (−2, 3, 1) a kolmej
na priamku prechádzajúcu bodmi B = (3, 4, 5) a C = (−2, 0, 1).

Výsledok:

x = 6/5 − (4/5)s − (4/5)t
y = s
z = t

.

9. Nájdite parametrické vyjadrenie roviny prechádzajúcej bodom A = (1,−3, 3) a kolmej
na priamku prechádzajúcu bodmi B = (−4, 0, 1) a C = (1, 1, 2).

Výsledok:

x = 1 − (1/5)s − (1/5)t
y = s
z = t

.

10. Nájdite prienik priamky p s rovinou ρ, kde

p :
x = −1 + 2t
y = 5 − t
z = 2 − 3t

ρ : x− 4y + 3z − 6 = 0 .

Výsledok: P = (−15, 12, 23).

11. Vypo£ítajte rovnicu roviny, v ktorej leºia nasledujúce dve priamky:

x = −1 − t
y = 3 + 2t
z = 5 − 4t

x = 2 + 3t
y = −3 + 5t
z = 2 − t

Výsledok:

ρ :
x = −1 − t + 3s
y = 3 + 2t + 5s
z = 5 − 4t − s

.

12. Sú dané vektory ū = (−1, 2,−3), v̄ = (2, 0,−4), w̄ = (3, 2, 1). Vypo£ítajte:

(a) ū · (7v̄ + w̄)
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Výsledok: 68.

(b) ||(ū · w) · w̄||

Výsledok: 10
√

14.

(c) ||ū|| · (v̄ · w)

Výsledok: 2
√

14.

13. Sú dané vektory ū = (−1, 2,−3); v̄ = (2, 0,−4) a w̄ = (−3, 0, 1). Vypo£ítajte:

(a) ū× v̄

Výsledok: ā = (−8,−10,−4).

(b) ||ū× w̄||+ ||v̄ × ū||

Výsledok:
√

140 +
√

180.

14. Ur£te vzdialenost'medzi dvoma vektormi ū = (4, 2,−2); v̄ = (5, 1, 0).

Výsledok: d =
√

6.

15. Sú dané vektory ū = (2, 1,−2); v̄ = (1, 3, 0). Zistite, £i vektor w̄ = (10, 10,−8) je
lineárnou kombináciou vektorov ū a v̄.

Výsledok: w̄ = 4 · ū+ 2 · v̄. Vektor w̄ je lineárnou kombináciou vektorov ū a v̄.

16. Sú dané vektory ū = (1,−2, 3), v̄ = (2,−1, 5). Vyjadrite vektor w̄ = (−5, 4,−13) ako
lineárnu kombináciu vektorov ū a v̄.

Výsledok: w̄ = −1 · ū− 2 · v̄.

17. Daný je trojuholník ABC so súradnicami vrcholov A = (2,−1, 3), B = (1, 1, 1), C =
(0, 0, 5). Vypo£ítajte:

(a) vnútorné uhly trojuholníka ABC

(b) obsah trojuholníka ABC

(c) napí²te parametrické vyjadrenie strán trojuholníka ABC

Výsledok:

(a) vnútorné uhly: α = 90◦, β = 45◦, γ = 45◦,

(b) obsah trojuholníka ABC: S = 7/2,
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(c) parametrické vyjadrenie strán trojuholníka ABC:

AB :
x = 2 − t
y = −1 + 2t
y = 3 − 2t

, BC :
x = 1 − r
y = 1 − r
y = 1 + 4r

, AC :
x = 2s
y = s
y = 5 + 2s

.

18. Daný je trojuholník ABC so súradnicami vrcholov A = (−4,−8), B = (−2,−3),
C = (1, 4). Napí²te:

(a) parametrické vyjadrenie t'aºníc trojuholníka ABC

(b) parametrické vyjadrenie priamok, v ktorých leºia vý²ky trojuholníka ABC

(c) v²eobecné rovnice t'aºníc trojuholníka ABC

(d) v²eobecné rovnice priamok, v ktorých leºia vý²ky trojuholníka ABC

Výsledok:

(a) parametrické vyjadrenie t'aºníc trojuholníka ABC:

tc :
x = 1 − 4t
y = 4 − 19/2t

, tb :
x = −2 + (1/2)r
y = −3 + r

,

ta :
x = −4 + (7/2)v
y = −8 (17/2)v

.

(b) parametrické vyjadrenie priamok, v ktorých leºia vý²ky trojuholníka ABC

Vc :
x = 2 − 5t
y = 5 + 2t

, Vb :
x = −2 − 12r
y = −3 + 5r

,

Va :
x = −4 − 7v
y = −8 + 3v

.

(c) v²eobecné rovnice t'aºníc trojuholníka ABC:

tc : 19
2
x− 4y + 11

2
= 0,

tb : −x+ 1
2
y − 1

2
= 0,

ta : −17
2
x+ 7

2
y − 11 = 0.

(d) v²eobecné rovnice priamok, v ktorých leºia vý²ky trojuholníka ABC

Vc : 2x+ 5y − 22 = 0,

Vb : 5x+ 12y + 46 = 0,

Va : 3x+ 7y + 68 = 0.



Literatúra

[1] Eliá², J., Horváth, J., Kajan, J.: Zbierka úloh z vy²²ej matematiky 1. Alfa, Bratislava,
(1985), 6.vydanie, 356 s.

[2] Ivan, J.: Matematika 1. Alfa STNL, Bratislava, (1986), 2.vydanie, 704 s.

[3] Handlovi£ová, A., Mi²ík, L., Schneider Z., �irá¬, J.: Rie²ené úlohy z matematiky 1.
Stavebná fakulta STU, Bratislava, (1998), 195 s.

141




