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Uvod

Tieto skripta st ucéebnou pomockou pri §tidiu predmetu Matematika 1 v bakalarskom
stadiu na Stavebnej fakulte Slovenskej technickej univerzity v Bratislave. Hoci st svojou
népliou prisposobené prednaskam na Studijnych odboroch STOP a VSVH (Stavby na
tvorbu a ochranu prostredia a Vodné hospodarstvo a vodné stavby), aj Studenti inych
odborov mozu v nich najst’ uzito¢ného pomocnika.

Napln predmetu Matematika 1 pre odbory STOP a VSVH sa sklada z dvoch rela-
tivne samostatnych celkov, ktoré tvoria Linedrna algebra a analytickd geometria a Zaklady
diferencialneho poc¢tu funkcie jednej premennej. Skripté, ktoré méate pred sebou, st zame-
rané na prvy celok. Sii rozdelené na 6 kapitol. Kazda kapitola obsahuje rieSenia vzorovych
prikladov, po ktorych nasleduji cvicenia (s vysledkami) na samostatni pracu studentov.

Skriptd v ziadnom pripade nemoézu a ani nechct nahradit’ prednasky. Hoci v jednotli-
vych kapitolach pripominame zékladné pojmy (a v prvych dvoch aj podrobne rozoberame
rieSenia ststav linedrnych rovnic), tudent tu nenajde prislusni matematicka teoriu. Na-
opak, skripta st urc¢ené na ul'ahcenie ziskania praktickych zru¢nosti pri rieSeni prikladov.
Su koncipované ako doplnok ku cvi¢eniam v predmete Matematika 1.

Verime, ze skriptd budii vhodnou pomockou pre samostatni pripravu Studentov na
semestralne testy a na skusku.

Na zaver si dovolujeme pod’akovat’ prof. RNDr. Jozefovi Siraiovi, DrSc. za odborné
rady a doc. RNDr. Robertovi Jajcayovi, PhD. a Mgr. Stefanovi Gyiirkimu, PhD. za sta-
rostlivé prec¢itanie materialu a za pripomienky, ktoré prispeli k zlepSeniu tohoto textu.
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Kapitola 1

Stustavy linearnych rovnic 1

V prvych dvoch kapitolach sa budeme venovat’ metoédam rieSenia sistav linearnych rovnic
v realnych ¢islach. Z vysledkov linearnej algebry vieme, Ze mozu nastat’ tri moznosti:
Linearna stistava

a.) ma jedno rieSenie;

b.) nem4 Ziadne rieSenie;

c.) ma nekonecne vela rieSeni.
V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ ststavami linedrnych rovnic, ktoré si “jednoduchsie”
v tom zmysle, Ze maji bud jediné rieSenie, alebo rieSenie nemaji. Metdédu rieSenia sa

budeme ucit’ priamo na prikladoch.

Pri rieSeni ststav linearnych rovnic budeme systematicky pouzivat’ nasledujici fakt:

Mnozina rieSeni stistavy linedrnych rovnic sa nezmeni aplikovanim ktorejkol'vek operécie

01, 02, 03, kde
O1 je vymena poradia dvoch rovnic,
02 je vynasobenie jednej z rovnic akoukol'vek nenulovou konstantou,
O3 je pripocitanie nejakého nédsobku jednej rovnice k inej rovnici.

Priklad €. 1. VyrieSme nasledujicu ststavu rovnic o troch nezndmych:

2 — 3y + 4z = -—12
r — 2y + 2z = =5
dr + y + 22 = 1

RieSenie: Obvykle je vyhodné mat’ v 'avom hornom rohu ststavy v prvej rovnici, v nasom
pripade pri nezndmej x, koeficient 1. Ak to tak nie je, vzdy mame viacero spoésobov, ako
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toho dosiahnut. Prvou a najjednoduch8ou moznost’ou je vymenit’ prva rovnicu za druhu.
Dalsou moznostou by bolo vynasobit’ prvi rovnicu ¢slom 1/2; ale tym by sme si v prvom
riadku vytvorili zlomky. Zlomkom sa pri vypoctoch budeme snazit vyhnut’ v ¢o najvicsej
miere, preto v rieSeni prikladu pokracujeme vymenou prvych dvoch rovnic.

Sustavu si teda pouzitim operacie O1 prepiSeme do ekvivalentného tvaru:

r — 2y + z = =5
2 — 3y + 42 = —-12
3r + y + 2z = 1

Nasim d’alsim ciel'om bude upravit’ sustavu do takého tvaru, aby v druhej a tretej rovnici
uz nefigurovala nezndma x. Dosiahneme to pripoc¢itanim vhodného nésobku prvej rovnice
k druhej a tretej rovnici. Vidime, Ze na mieste pri neznamej x v druhej rovnici sa nachadza
konStanta 2 a v tretej rovnici konstanta 3. Takze staci, ak prvi rovnicu vynasobime najskor
¢islom (—2) a pripocitame k druhej rovnici a nasledne ¢islom (—3) a pripoc¢itame k tretej
rovnici. Tym eliminujeme x v oboch rovniciach.

Po vykonani vysSie popisanych tuprav, ¢ize dvojnasobnym pouzitim operéacie O3, do-
stavame ekvivalentni, ale zredukovanu sistavu rovnic:

r — 2y + 2z = =5
y + 2z = =2
Ty — =z = 16

Po eliminacii neznamej x pokracujeme d’alej v eliminacii druhej neznamej y v tretej
rovnici. Ked'ze pri neznamej y v druhej rovnici uz koeficient 1 mame, nasim d’alsim ciel'om
je, aby v tretej rovnici uz neznama y nefigurovala. Dosiahneme to pripo¢itanim (—7)-
nasobku druhej rovnice k tretej rovnici. Touto operaciou O3 ziskame zredukovani ststavu
rovnic, ktord je ekvivalentna s pévodnou sustavou:

r — 2y + z = =5
y + 2z = =2
— 152z = 30

Nakoniec upravime sustavu tak, aby koeficient 1 figuroval aj pri nezndmej z v tretej
rovnici. Stadi vydelit’ posledni rovnicu ¢islom (—15), ¢ize pouzit’ operaciu O2:

r — 2y + 2z = =3
y + 2z = =2
z = =2
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Pri pohlade na tento zredukovany tvar ststavy vidime, ze sme vypocitali neznamu z,
ktorej hodnota je (—2). Teraz uz len stac¢i, aby sme hodnotu z = —2 dosadili do druhej
rovnice, odkial’ uz 'ahko vypoc¢itame neznamu y, ktorej hodnota je 2. Napokon dosadime
do prvej rovnice hodnoty za y = 2 a 2 = —2 a vyjadrime si poslednt neznamu =z, ktorej
hodnota je 1.

RieSenie stistavy mdzeme vypocitat’ aj inym, univerzalnej$im sposobom, ktorého vy-
hody uvidite v kapitole 2.

Tentoraz sa zameriame na poslednii rovnicu ststavy. Opét’ pripocitavame nasobky jed-
nej rovnice k d’alsim dvom, len postupujeme opa¢nym smerom. Nasim ciel'om je eliminovat’
neznamu z v prvej a druhej rovnici. Najprv posledni rovnicu vynasobime koeficientom (—2)
a pripoc¢itame k druhej rovnici, ¢ize pouzijeme operaciu O3.

r — 2y + 2z = =5
y = 2
z = =2

Podobne pouzijeme operaciu O3 k eliminécii neznamej z v prvej rovnici, ¢ize pripoci-
tame (—1)-nasobok poslednej rovnice k prvej rovnici.

r — 2y + = -3
y = 2
z = =2

Zostava nam uz len odstranit’ nezndmu y v prvej rovnici. V poslednom kroku opét’
pouzijeme operaciu O3 tak, zZe pripoc¢itame 2-nasobok druhej rovnice k prvej rovnici, a tym
eliminujeme aj poslednti neznamu y. Dostavame vyslednu stistavu rovnic:

T = 1
2
z = =2

<
I

Tymto poslednym krokom sme zobrazili vSetky rieSenia. Nasa stistava ma jediné rieSe-
nie, atox =1, y = 2, z = —2. O spravnosti vysledku sa moézeme presvedcit’ dosadenim
rieSenia do povodnej stustavy linedrnych rovnic. Ak sa prava strana rovnice bude rovnat’
lavej strane vo vSetkych troch rovniciach siistavy, tloha je vyrieSend spravne.

Pozrime sa opét’ na cely postup vypoc¢tu. Vidime, Ze podstatné si len koeficienty pri
x, ¥, z a hodnoty na pravych stranich rovnic. Preto teraz zhrnieme cely postup riesenia
predchadzajicej ststavy v dvoch stlpcoch. V 'avom stlpci budeme stistavu riesit’ rovnako,



12 KAPITOLA 1. SUSTAVY LINEARNYCH ROVNIC 1

ako sme to urobili vyssie. V pravom stlpci budeme vietky operacie vykonavat’ len na
tabul’ke, ktora bude usporiadana rovnako, ako rovnice, ale bude obsahovat’ len koeficienty
a hodnoty na pravych stranéch. Inak povedané, tabul’ku na pravej strane dostaneme z nasej
sistavy vynechanim neznamych z, y, z, pricom znamienko “=" nahradime rovnou zvislou
¢iarou. To znamena, ze Gisla v prvom stipei tabulky st koeficienty pri #, v druhom stipci
st koeficienty pri y, v tret'om stlpci st koeficienty pri z, a v stlpci za Earou sa pravé
strany rovnic. Vzdy majme na pamiiti, ze riadky tabulky zodpovedaji rovniciam a stipce
zodpovedaji jednotlivym neznidmym a pravym stranam.

20 — 3y + 4z = —-12 2 =3 4] -12
r — 2y + z = =5 1 -2 1] =5
dr + y + 22 = 1 3 1 2 1

V predoslom texte sme uviedli tri principy postupnej eliminacie neznamych z, y, z,
pomocou operacii O1 - O3 na rovniciach stistavy. Tieto operacie zodpovedaji nasledujtcim
operaciam na “tabulke” a nazyvame ich elementarne riadkové operacie (ERO):

ERO 1: Vymena poradia dvoch riadkov.
ERO 2: Vynéasobenie jedného riadku nenulovou konstantou.
ERO 3: Pripocitanie nasobku jedné¢ho riadku k inému riadku.

Sustavy teda rieSime postupnym aplikovanim elementarnych riadkovych operacii a je
uplne jedno, ¢i to robime na sdstavach rovnic alebo na “tabulkdch”. V linearnej algebre
tato “tabulka” ma svoje meno a nazyva sa rozSirend matica ststavy. Pustime sa teda
do ilustracie predchéadzajiuceho rieSenia na sustave rovnic (vlavo) a na rozSirenej matici
stistavy (vpravo).

1. krok: vymena poradia rovnic (O1) 1. krok: vymena poradia riadkov (ERO1)
r — 2y + z = =5 1 -2 1] =5
20 — 3y + 4z = —12 2 =3 4| -12
3r + Yy + 2z = 1 3 1 2 1
2. krok: pripo¢itanie (—2)-nésobku prvej 2. krok: pripo¢itanie (—2)-nasobku prvého
rovnice k druhej (O3) riadku k druhému (ERO3)
r — 2y + 2z = =5 -2 1|5

1
y + 2z = =2 0 1 2|-=-2
y + 3 1 2] 1



3. krok: pripocitanie (—3)-nasobku prvej
rovnice k druhej (O3)

r — 2y + 2z = =5
y + 2z = =2
Ty — z = 16

4. krok: pripo¢itanie (—7)-nasobku prvej
rovnice k druhej (O3)

r — 2y + z = =5
y + 2z = =2
— 15z = 30

5. krok: delime tretiu rovnicu ¢islom (—15)
(02)

r — 2y + 2z = =35
y + 2z = =2
z = =2

6. krok: pripocitanie (—2)-nasobku tretej
rovnice k druhej (O3)

r — 2y + z = =5
y = 2
z = =2

7. krok: pripo¢itanie (—1)-nasobku tretej
rovnice k prvej (O3)

r — 2y = -3
y = 2
z = =2

8. krok: pripocitanie 2-nasobku druhe;j
rovnice k prvej (03)

T = 1

13

3. krok: pripo¢itanie (—3)-nasobku prvého
riadku k druhému (ERO3)

1 -2 1|-5
0o 1 2|2
0O 7 -1} 16

4. krok: pripoc¢itanie (—7)-nasobku prvého
riadku k druhému (ERO3)

1 -2 115
0 1 2| -2
0 0 —15] 30

5. krok: delime treti riadok ¢islom (—15)
(ERO2)

1 =2 1|-5
0 1 2|2
0 0 1]-2

6. krok: pripo¢itanie (—2)-nésobku tretieho
riadku k druhému (ERO3)

1 =2 1|-5
0 1 0| 2
0 0 1|-2

7. krok: pripo¢itanie (—1)-nasobku tretieho
riadku k prvému (ERO3)

1 -2 0] -3
0 1 0] 2
0 0 1]-2

8. krok: pripocitanie 2-nasobku druhého
riadku k prvému (ERO3)

1 0 0 1
01 0] 2
0 0 1]-2
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Vidime, ze ststava méa jediné riesenie x = 1, y = 2, 2z = —2, a to nezavisle na sposobe
zapisu, ¢i uz ako stustava troch rovnic o troch nezndmych alebo v “tabul’kovej” forme. O

Priklad €. 2. VyrieSme pre zmenu sustavu Styroch rovnic o Styroch neznamych:

r + 2y — z 4+ 20 = =2

3z + 3y -t = 6

2 + y + =z =

r + 2y + 22 — t = 4
RieSenie:

Krok ¢&. 1: Teraz si uz prepiseme stustavu rovnic do “tabul’kovej” formy, ¢ize pomocou
rozSirenej matice sustavy.

12 -1 2|-2
33 0 —-1] 6
21 1 0| 5
12 2 -1| 4

Krok ¢é. 2: V I'avom hornom rohu méme na mieste neznamej x konstantu 1, ¢o nam
vyhovuje. Za¢neme elimindciou prvkov v stipci pod “jednotkou”. Ak pripo¢itame (—3)-
nasobok prvého riadku k druhému riadku, touto operaciou (ERO3) ziskame nulu v druhom
riadku na prvej pozicii.

1 2 -1 2|2
0 -3 3 —7] 12
2 1 1 0| 5
1 2 2 —-1| 4

Krok &. 3: Pokracujeme d’alej v eliminécii prvkov v prvom stlpci pod vedicou jednot-
kou pripo¢itanim (—2)-nasobku prvého riadku k tretiemu riadku, teda pouzijeme operéciu
(ERO3). Tymto krokom ziskame nulu aj v tret'om riadku na prvej pozicii.

1 2 -1 2|2
0 -3 3 —7] 12
0 -3 3 —4] 9
1 2 2 —-1| 4

Krok & 4: Dalsim krokom bude pripo¢itanie (—1)-nasobku prvého riadku k stvrtému
riadku. Tymto krokom (ERO3) vynulujeme aj posledni hodnotu v prvom stlpci.
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1 2 -1 2|-=2
0 -3 3 —-7| 12
0 -3 3 —4] 9
0O 0 3 —-3] 6

Krok €. 5: Teraz sa pozrieme na poziciu nezndmej y v druhom riadku tabulky. Vidime
tam konstantu (—3). Ako sme uz spomenuli, chceli by sme tam mat’ konstantu 1 a pod
jednotkou elementarnymi riadkovymi operaciami ziskat’ v stipei pod jednotkou nuly. Mé-
zeme to dosiahnut’ dvomi sposobmi. Prvou moznost’ou je vydelit’ druhy riadok ¢islom (—3),
aby sme ziskali jednotku, a potom pripocitat’ 3-ndsobok druhého riadku k tretiemu riadku.
Druhou moznost'ou je pripo¢itat’ (—1)-nasobok druhého riadku k tretiemu riadku, a tak
eliminovat’ konstantu na pozicii neznamej y. Prva moznost’ je nevyhodna, lebo by sme uz
v tomto Stadiu rieSenia ststavy zaviedli zlomky a t'azSie by sa ndm s nimi pocitalo pri
nasledujicich operacidch. Druha moznost’ je teda pre nas vyhodnejsia. Jednotku na druhe;j
pozicii v druhom riadku dostaneme upravami v niektorom z d’alSich krokov. Takze pripo-
¢itame (—1)-nasobok druhého riadku k tretiemu riadku operaciou (ERO3) a dostaneme
pod poziciou nezndmej y nulu.

1 2 -1 2|-=2
0 -3 3 —-7| 12
o 0 0 3]-3
0o 0 3 —=3] 6

Krok €. 6: Vidime, Ze na pozicii tretej neznamej z v tret'om riadku tabulky je ¢islo 0.
My ale chceme, aby tam bol nenulovy koeficient. Ziskame ho pouzitim operacie (ERO1),
¢ize vymenou treticho a stvrtého riadku tabulky.

1 2 -1 2|-=2
0 -3 3 —7] 12
0O 0 3 —=3] 6
0O o0 0 3|-3

Teraz sa zameriame na posledny riadok tabul'ky. Nasou tlohou je eliminovat’ konstanty
v stlpci nad neznamou t.

Krok €. 7: Zatneme eliminaciou v tret'om riadku. Staci pripocitat’ Stvrty riadok k tre-
tiemu, ¢ize aplikovat’ operaciu (ERO3).

1 2 -1 2|-=2
0 -3 3 —-7| 12
o 0 3 0] 3
o 0 0 3|3
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Krok ¢. 8: Teraz uz mozeme vydelit’ treti a Stvrty riadok ¢islom 3, a tym ziskame
konstantu 1 na pozicidch nezndmej z a t. CiZze z matematického pohl'adu ide o dvojnasobné
pouZitie operacie (ERO2).

1 2 -1 2|-=2
0 -3 3 —-7| 12
0o o0 1 0| 1
0O 0 0 1|-1

Krok €. 9: V tomto kroku pripocitame 7-nasobok stvrtého riadku k tretiemu riadku,
a tym vynulujeme hodnotu na pozicii neznamej ¢ v tomto riadku (operacia (ERO3)).

1 2 -1 2|-=2
0 -3 3 0] 5
0 0 10

0O 0 0 1]-1

Krok &. 10: Este potrebujeme vynulovat’ posledni nenulovii hodnotu v stipci nad
neznamou t, a preto opét’ pouzijeme operaciu (ERO3), ¢ize pripo¢itame (—2)-nasobok
posledného riadku k prvému riadku.

_ o O O

0
)
1
-1

o O O
S O W
O = W

Krok &. 11: Pokra¢ujeme eliminaciou hodnot v stipei nad neznamou z, ¢ize nad koefi-
cientom 1 v tret'om riadku. Pripo¢itame (—3)-nasobok tretieho riadku k druhému (operacia
(ERO3)), ¢im vynulujeme koeficient nad touto vediicou jednotkou v tomto riadku.

o OO
S O WO
S = O =
_ o O O
el C =)

Krok ¢. 12: Podobne pouzitim operacie (ERO3) eliminujeme aj posledni hodnotu
v stlpci nad nezndmou z, a to pripoc¢itanim tretieho riadku k prvému.

1 20 0] 1
0 -3 00 2
0 01 0] 1
0 00 1]-1
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Zostava nam eSte ziskat’ jednotku na pozicii neznamej y v druhom riadku a nad jednotkou
ziskat’ nulu.

Krok ¢. 13: Najprv vydelime druhy riadok ¢islom (—3), (pouzijeme (ERO2)). Doteraz
sme sa tspesSne zlomkom vyhybali, ale v tomto kroku intt moznost’ nemame.

1200 1
010 0|-2/3
0010 1
000 1| -1

Krok €. 14: V poslednom kroku pripo¢itame (—2)-nasobok druhého riadku k prvému
riadku ((ERO3)), ¢im v stlpci nad neznamou y dostaneme nulu.

100 0] 7/3
010 0[-2/3
0010 1
000 1| -1

Elementarnymi riadkovymi operaciami sme ziskali na diagonéle tabul’ky na pozicidch
neznamych x, y, z, t jednotky, a pod a nad jednotkami nuly. Kazdej jednotke zodpoveda
dand neznama a na pravej strane tabulky sa nachadza vysledok stustavy rovnic. Vidime,
ze sustava rovnic ma jediné rieSenie, a to z =7/3, y = —2/3, z =1, t = —1. O

Doteraz sme sa zaoberali stistavami rovnic, ktoré mali jediné rieSenie. Teraz sa ststre-
dime na sustavy, ktoré nemaji riesenie.

Priklad €. 3. VyrieSme stistavu troch rovnic o $tyroch neznamych:

2 + y + 8 — 2t = 3

2 — 9y — 4z — 14t = 8
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RieSenie:

Krok ¢&. 1: PrepiSeme si sustavu rovnic do “tabulkového tvaru”, ¢ize do rozsirenej
matice stustavy.

2 1 8 =213
1 3 7 2|2
2 -9 -4 147

Krok ¢. 2: Uz vieme z predchadzajucich prikladov, Ze najlepsie je, ak mame v 'avom
hornom rohu na pozicii neznamej x koeficient 1, pretoze s jednotkou sa nam dobre pracuje.
Z tohto dovodu vymenime prvy a druhy riadok tabulky (ERO1), ¢im ziskame na vedicej
pozicii jednotku.

1 3 7 212
2 1 8 =2/3
2 -9 -4 147

Krok ¢&. 3: Potrebujeme eliminovat’ koeficienty v stlpci pod vedicou jednotkou, a preto
pripo¢itame (—2)-nasobok prvého riadku k druhému a tretiemu riadku. Touto dvojnasob-
nou operaciou (ERO3) vynulujeme koeficienty pod vedtcou jednotkou.

1 3 7 2| 2
0O -5 -6 —6|-1
0 —-15 —-18 —18| 3

Krok €. 4: Pozrieme sa na druhy riadok tabulky, konkrétne na koeficient prislichajaci
neznamej y. Je tam koeficient (—5). Na§ d’alsi postup, podla doteraz ziskanych poznatkov,
by bol ziskat’ jednotku na tejto pozicii. Ale nie vzdy je tento krok pre nés vyhodny. Vidime,
ze v tret'om riadku méme hodnoty, ktoré su trojnasobkom vsetkych koeficientov druhého
riadku. Takze vhodnejsie bude, ak pripo¢itame (—3)-nésobok druhého riadku k tretiemu
(ERO3).

13 7 2| 2
0 -5 -6 —6]—1
0O 0 0O 0| 6

Vysledok, ktory tymto krokom ziskame, sa trosku 1isi od vysledného rieSenia doteraz
pocitanych prikladov. V poslednom riadku tabul'ky na T'avej strane sme dostali samé nuly
a na pravej strane od zvislej ¢iary méme konstantu. Ak by sme chceli tento vysledok
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prepisat’ spat’ do rovnice, dostaneme 0-x +0-y+0- 2+ 0-¢ = 6. Tato rovnica vSak nie
je splnena pre Ziadne x,y, z,t. To znamend, Ze nasa ststava rovnic nema rieSenie. a

Priklad €. 4. RieSme ststavu Styroch rovnic o $tyroch nezndmych:

2c — 3y + 62z — t =1

3r — Yy + Sz — =1

8r — 4y + 16z — 4t = 3

92 — y + 152 — 5t = 1
RieSenie:

Krok ¢. 1: Rozsirena matica tejto ststavy mé tvar:

2 -3 6 —-1]1
3 -1 5 —1]1
8§ —4 16 —4|3
9 -1 15 =51

Krok €. 2: Tentoraz budeme pocitat’ sustavu bez “vedicej jednotky” v l'avom hornom
rohu na pozicii neznamej x. Moézeme zacat’ niekol’kymi sposobmi. Prvym krokom bude
pripo¢itanie (—4)-nasobku prvého riadku k tretiemu riadku. Touto operaciou (ERO3)
sme ziskali v prvom stipci na tretej pozicii nulu.

2 -3 6 —-1] 1
3 -1 5 —-1] 1
0 8 -8 0]-1
9 -1 15 -5 1

Krok ¢. 3: V dalsom kroku pripo¢itame (—3)-nésobok druhého riadku k $tvrtému
riadku a ziskame nulu na Stvrtej pozicii prvého stlpca (dvojnasobné pouzitie (ERO3)).

2 -3 6 -1 1
3 -1 5 —-1| 1
0 8 -8 0]-1
0o 2 0 —-2|-2

Krok €. 4: Teraz pripo¢itame 3-nasobok prvého riadku k (—2)-nasobku druhého riadku
(pouzijeme operaciu (ERO3)), ¢im vynulujeme posledni nenulovi hodnotu pod vedicim
prvkom v prvom stlpci.
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2 -3 6 -1 1
0O -7 8 —-1] 1
0 8 -8 0]-1
0o 2 0 —-2|-2

Krok €. 5: Skiisime zjednodusit’ niektory z d’alsich riadkov tabul’ky, a preto spocitame
druhy a treti riadok (pouZijeme (ERO3)). Tymto dostaneme v tretom riadku “krajsie
hodnoty”, s ktorymi sa bude lepSie nardbat’.

2 -3 6 -1 1
0 -7 8 —-1] 1
0 10 —-1] O
0 20 =2|-2

Krok ¢. 6: Ked sa pozrieme na treti a Stvrty riadok tabulky, vidime, ze staci len
pouzit’ (ERO3), ¢ize pripocitat’ (—2)-nasobok tretieho riadku k $tvrtému riadku.

2 -3 6 1| 1
0 =78 —-1] 1
0 10 —-1] O
0 00 0]-2

Z posledného riadku tabulky vidime, Ze uz d’alej nie je potrebné pocitat’, ked’ze rovnica
0-240-y+0-2+0-1t=—2 nema rieSenie. TakZe aj siistava rovnic nem4 riesenie. O



Priklady na cvic¢enia:

Vypocitajte vSetky rieSenia nasledujicich stustav rovnic:

1. r — y + 2z = 6
3r — y + 4z = 10
de + y — 3z = =2
Vysledok: Stustava ma jediné rieSenie: z =1, y = =3, 2z = 1.
2. v + 2y — 2z = 0
6y — 7z = -3
9 — 6y + 32z = 9
9 — 3y + 2z = 6

Vysledok: Sustava ma jediné rieSenie: z = %, Yy=—

3. r — Yy — 2z 4+ 2t = 5
3r — 4y — 3z + 3t = 12
—r + 4y — Tz + Tt = 10

Vysledok: Stustava nema rieSenie.

Vysledok: Sustava nema rieSenie.

S
+

<
+
&

I
o

Vysledok: Ststava ma jediné rieSenie: z = —2, y =2, 2 = —2.
6 r + y + 2z = 8
-y + 5z = 9

21
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Vysledok: Sustava ma jediné rieSenie: x =3, y =1, 2 = 2.

7. 20 + y + 3z = 15
or + 3y + 22 = 0
3r — b5y — =z = 19
6z — 4y + 2z = 30

Vysledok: Ststava nema rieSenie.

8 dr — y + =z =0
2 + y — 2z =0
r 4+ 4y — 2z =0

Vysledok: Ststava ma jediné rieSenie: x =0, y =0, 2 = 0.

9. r + 3y + 4z = -5
3r + 2y + Sz = =2
—r — 10y — 11z = 1

Vysledok: Stustava nema rieSenie.

10. — 3y + 1llz = 4
20 — 3y + 8 = 8
x + 5z = 5
Sr — 3y — z = 6
Vysledok: Sustava nema rieSenie.
11. x — 4y + 92 — t = 9
3r — Ty + 17z + 2t = 16
r + y - z + 4 = 0
Vysledok: Ststava nema rieSenie.
12. - + y — z + 2t = 3
—3r + 3y — 2z + 3t = 3
20 + 2y — 4z — 2t = =2

3T - 3t = =3



Vysledok:

13.

Vysledok:

14.

Vysledok:

15.

Vysledok:

16.

Vysledok:

17.

Vysledok:

18.

Sustava ma jediné rieSenie:

23

r=1,y=02=0,t=2.

2 — 2y — 3z =1
dv — y — Hz = 2
- — 3y + =z =1
Stustava ma jediné rieSenie: x = %, Yy = —%, z = %
r 4+ 2y + z — t = 1
- — Yy + 2z — 3t = =2
4 + Ty + =z = 5
—x + 5z — Tt = =5
Stustava nem4 rieSenie.
3r + y + Hz =7
2 + 3y + =z =T
- + 2y — 2z =0

Stustava ma jediné rieSenie:

r + 2y — 2z =
dr + y — 3z =
3z + Dy =

Sustava ma jediné rieSenie:

dr + y — 5Dz =
3r + 3y — 6z =
r + 3y + =z =

Stustava ma jediné rieSenie:

2 — 3y + 4z —
3r — 5y + Tz —
-y + 2z +

r — 3y + 5z —

r=2,y=1,2z=0.

-2

—-15

—4

23 21

T=""95 Y= 10 %~ 20

47

—11

r=-3,y=1,2=0.

t = 8
4 = 15
ot = 6
8 = 1
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Vysledok:

19.

Vysledok:

20.

Vysledok:

21.

Vysledok:

22.

Vysledok:

23.

Vysledok:

KAPITOLA 1. SUSTAVY LINEARNYCH ROVNIC 1

Sdstava nemé rieSenie.

—x + 2y — 2t = 0
- 4+ 3y — 2z — 2t = 0
3r + 5y + =z = 0
2 4+ 3y + 4z — t = 0

Stustava ma jediné rieSenie: x =0, y =0, z = 0.

2 + y + 4z + t = -1
T 4+ y + 32 +t = 3
—3r + y — Hz + t = 1
—2r + y — 42 +t = 6
Stustava nem4 rieSenie.
r + 2y — 4z — 3t = -1
2% + y + z — 3t = 1
r + 2y + 8 + 2t = 5
x + 2z + t = 5
. i A v adaniae e 11 _ 14
Ststava mé jediné riesenie: v = 3, y =0, 2 = —3, t = 2.

dr — 3y + 3z = 1
2 — y + 3z
3r — 2y + 52z = 4

I
w

Ststava ma jediné rieSenie: x =1, y =2, z = 1.

3r + y 4+ 3z + 3t = 7
20 + 3y — z + 2t = 13
—r + 2y — 4z -— = 6
xr + by — Hz + t =19

Stistava méa jediné rieSenie: © = 8/7, y = 25/7, 2 =0, t = 0.



24. r + y +
v + 4y + =z
r + 2y + 4z
r — 9y + z

+

25

t =

2t
2t

I
B =T N

2t = —

Vysledok: Sustava ma jediné rieSenie: x =1,y =1, 2=10,t = 0.

25. 3r — 3y — =z = —6
2z + z = 1
3r + y + Sz = -4
Vysledok: Stustava ma jediné rieSenie: x =2, y =5, 2 = —3.
26. r + y + bz = =7
- 2y + 4z = —12
20 + y + z = 2
- 2y + 4z = —-12
Vysledok: Sustava ma jediné rieSenie: x =1, y = 2, z = —2.
27. 2 + y — 22 4+ t =0
r — 3y + z — t =3
3r + 2y — 2z 4+ 2t =1
T + oy + 2t = 3

Vysledok: Sustava ma jediné rieSenie: z =

28. 20 — 3y — 2z
r - Yy — =z

Y
2y + 2z

Vysledok: Sustava nemé rieSenie.

3t

1/3,y=—-4/3,2=2/3,t=2.

I
— =N W
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KAPITOLA 1. SUSTAVY LINEARNYCH ROVNIC 1



Kapitola 2

Stustavy linearnych rovnic 2

V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ stustavami linedrnych rovnic, ktoré maji nekonecne
vel'a rieSeni.

Priklad €. 1. RieSme ststavu Styroch rovnic o $tyroch nezndmych:

-z + vy - z + 2t = -1

3y — 3z = -3

20 + 2y — 2z — 4t = -2

r + dy — dz — 2 = =5
RieSenie:

Krok ¢&. 1: Sustavu si prepieme do tvaru rozsirenej matice sustavy (do tabulky).

-1 1 -1 2|-1
03 -3 0]-3
2 2 =2 —4|-=-2
15 =5 2|5

Krok ¢&. 2: Na prvy pohlad vidiet), ze ¢islo (—1) v pravom hornom rohu matice je pre
nas vyhodné, pretoze ak pripocitame 2-nasobok prvého riadku matice k tretiemu riadku
a nasledne spotitame prvy a posledny riadok matice, ziskame v prvom stlpci na poziciach
neznamej = pod ¢islom (—1) nuly (dvojnasobé pouzitie (ERO3)).

-1 1 -1 2|-1
01 -1 0]-1
0 4 -4 0|4
06 -6 0|6

27
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Krok ¢. 3: Aby sa nam lepsie pocitalo, vydelime treti riadok rozsirenej matice ¢islom
4 a stvrty riadok ¢islom 6 (dvojnasobné pouzitie (ERO2)).

-1 1 -1 2|-1
01 -1 0|-1
01 -1 0]-1
01 -1 0]-1

Krok €. 4: Nasledujtce tpravy su zrejmé, pretoze az tri riadky matice st tplne iden-
tické. Staci pripoc¢itat’ (—1)-nasobok druhého riadku matice k tretiemu a Stvrtému riadku.
Tymito tpravami, pouZzitim dvojnasobnej operacie (ERO3), sa vynulovali posledné dva
riadky matice.

-1 1 -1 2]-1
01 -1 0]-1
00 00 O
00 00 O

Krok €. 5: Pozrime sa teraz na poziciu neznidmej y v druhom riadku. Je tam koefi-
cient 1 a v stlpci pod jednotkou st uZ nuly, ale nad jednotkou je este koeficient 1. Takze
nasledujicim krokom je eliminécia ¢isla 1 v prvom riadku na pozicii y. Pripoc¢itame teda
(—1)-nasobok druhého riadku matice k prvému riadku (ERO3), ¢im spominani jednotku
vynulujeme.

-1 0 0 2] 0
01 -1 0]-1
00 00 O
00 00 O

Krok ¢&. 6: Poslednym krokom je uz len zmena znamienok v prvom riadku rozsirenej
matice, aby hodnota v 'avom hornom rohu bola kladna jednotka.

1 0 -2| 0
01 -1 0]-1
0 0 0 0
00 0 0] O

Tymto krokom sme skon¢ili ipravu rozsirenej matice stistavy. V dvoch poslednych riad-
koch méame nuly a len v stIpcoch pre nezname x a y je koeficient 1 a ostatné prvky v tychto
dvoch stlpcoch s nuly. Zarovenn vidime, Ze potet nenulovych riadkov v poslednej matici
je mensi, ako pocet neznamych. V takomto pripade postupujeme nasledovne. PrepiSeme si
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vysledok z poslednej matice naspét’ do tvaru rovnic. Ked7e mame len dva nenulové riadky,
budeme mat’ len dve rovnice:

x - 2t = 0
y — z = -1

Jednotky pri x a y nazveme pivotné jednotky a x, y nazveme pivotné nezname. Po
vyjadreni pivotnych neznamych dostaneme:

r = 0 + 2t (2.1)
= —1+=z

Tuato sistavu teraz prepiSeme tak, Zze nepivotnym nezndmym priradime nové premenné,
ktoré budeme nazyvat’ parametre. V nasom pripade nepivotné nezname su z, t a priradime
im parametre, povedzme z = v, t = w, a napiSeme tieto rovnice spolu s (2.1). Dbajme
pritom na kultdru pisania:

= 2w

-~ N < 8
Il
|
—_
|
(4

= w

Posledny vysledok uz len prepiSeme do tvaru stuc¢tu vektorov:

x 0 0 2
y | | —1 -1 0
L= o | TV LT (2.2)
t 0 0 1

Vetky riefenia (x,y, z,t) st stétom stipcového vektora (0, —1,0,0), v-nasobku stlpco-
vého vektora (0, —1,1,0) a w-nasobku stipcového vektora (2,0,0,1). Ked%e v a w mozu
byt’ lubovol'né realne ¢isla (nazyvané aj parametre), vidime, Ze naga sistava ma nekonecne
vela rieSeni. Podstatné je, ze formulka (2.2) dava vSetky rieSenia nasej sustavy.

(Il

Priklad €. 2: RieSme opét’ siistavu troch rovnic o Styroch nezndmych.
dr — 2y — 2z 4+ 6t = O

—2r + y — 3z + 5t = 0
2 — y — 2z + 2t = -3
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RieSenie:

Krok €. 1: PrepiSeme si stustavu rovnic do maticového tvaru.

4 =2 =2 6| 0
-2 1 -3 5| 0
2 -1 -2 2|-3

Krok ¢&. 2: V prvom riadku rozsirenej matice mame koeficienty delitelné ¢islom 2,
takze prvy riadok vydelime dvojkou (operacia (EROZ2)), aby sa nam lepsie pocitalo. Na
pozicii neznamej z mame v druhom riadku hodnotu (—2) a v tretom riadku hodnotu 2.
Preto pripoc¢itame druhy riadok rozsirenej matice k tretiemu riadku, pouzijuc (ERO3).

2 -1 -1 3| 0
-2 1 =3 5| 0
0 0 -5 7|-3

Krok €. 3: V tomto kroku opét’ len pripoc¢itame prvy riadok k druhému riadku pouzitim
(ERO3). V prvom stlpci pod neznamou x uz mame nuly.

2 -1 -1 3| 0
0 0 —4 8] O
0 0 =5 7]-3

Krok €. 4: Druhy riadok matice si trosku zjednodusime pouzitim pravidla (ERO2)
tym, Ze ho vydelime ¢islom (—4).

2 -1 -1 3| 0
0O o0 1 =2 0
0 0 -5 7|3

Krok ¢. 5: V druhom riadku matice mame na pozicidch neznamych x a y nuly, ale
v druhom riadku na pozicii neznamej z méme jednotku, ¢o bude naSa d’alSia pivotna
neznama. Pokracujeme v elementarnych tpravach pripoc¢itanim druhého riadku k prvému
riadku matice a taktiez pripoc¢itanim 5-nasobku druhého riadku matice k tretiemu riadku.
Tymito dvoma krokmi sme eliminovali koeficienty nad a pod jednotkou prislichajicou
neznamej z v tretom stlpci (dvojnasobné pouzitie pravidla (ERO3)).

2 -1 0 1, 0
0 01 =2 0
0 00 =3|-3
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Krok ¢. 6: Ked7e chceme mat’ aj na pozicii poslednej nezndmej ¢ v poslednom riadku
jednotku, videlime treti riadok matice ¢islom (—3), ¢ize pouzijeme pravidlo (EROZ2).

S O N
o O =

Krok &. 7: Pokracujeme v eliminacii koeficientov v poslednom stlpci nad neznamou
t, a to pripo¢itanim 2-nasobku tretieho riadku k druhému riadku a taktieZ pripocitanim
(—1)-nasobku tretieho riadku k prvému riadku matice (dvojnasobné pouzitie (ERO3)).
Tymto sme ziskali nuly aj v poslednom stipci nad neznamou ¢.

0] -1
0] 2
11 1

2 -1 0
0 01
0 00

Krok ¢. 8: V poslednom kroku uz len vydelime prvy riadok matice ¢islom 2 (pravidlo
(EROZ2)), aby sme mali vedicu jednotku aj v prvom riadku na pozicii neznamej .

1 —1/2 0 0]—1/2
0 010 2
0 001 1

Toto bol posledny krok, ktorym sme skoncili ipravu rozsirenej matice. Vidime, Ze pi-
votné jednotky, ktoré prislichaji pivotnym nezndmym z, z a t, mame v prvom, tret'om
a Stvrtom riadku. KedZze méme vacsi pocCet nezndmych, ako je pocet riadkov v matici,
vieme, ze ststava rovnic bude mat’ nekonec¢ne vel'a rieSeni.

Vysledné riesenie sustavy treba eSte vhodne zapisat’. PrepiSeme si vysledni maticu do
tvaru rovnic:

r — 1/2y = —1/2
z = 2
t = 1

Po vyjadreni pivotnych premennych méme:

r = —1/2 + (1/2)y
-9
t = 1
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Nepivotnej premennej priradime novi premennt - parameter. Nasou jedinou nepivotnou
premennou je y, ktorej priradime parameter v, teda y = v.

= —1/2 + (1/2)v

-~ N < &
Il

Tento vysledok uz len prepiSeme ako stcet vektorov a dostaneme vSetky rieSenia v tvare:

x ~1/2 1/2
y | 0 . 1
z | 2 v 0
t 1 0

Priklad ¢. 3. RieSme d’alSiu ststavu Styroch rovnic o piatich neznamych:

— 3y + 3z — 6t — 2u = -1

r — y + 2z — 3t + uwu = 4

r + 2y + 22 + 3 4+ u = 1

or + 3y + 4z + t + du = 12
RieSenie:

Krok ¢. 1: Sustavu rovnic si prepiSeme do tvaru rozsirenej matice

0 -3 3 -6 —-2|-1
1 -1 2 -3 1| 4
1 22 3 1 1
5 34 1 5| 12

Krok &. 2: Ststredime sa najprv na prvy stlpec rozsirenej matice. Pripo¢itame (—1)-
nasobok druhého riadku k tretiemu riadku a (—5)-nasobok druhého riadku k Stvrtému
riadku. Tymito dvoma krokmi dostaneme nuly na poziciach v prvom stipci pod jednotkou
(dvojnasobné pouzitie (ERO3)).

0 -3 3 -6 —-2|-1
1 -1 2 =3 1| 4
0o 3 0 6 0|3
0 8 -6 16 0|8
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Krok €. 3: Aby sme mali vedicu jednotku v 'avom hornom rohu matice, len vymenime
prvy a druhy riadok, pouzijic (ERO1). Aby sa nam lepsie pocitalo, vydelime treti riadok
¢islom 3 a $tvrty riadok ¢islom 2 (dvojnasobné pouzitie (ERO2)).

1 -1 2 =3 1| 4
0 -3 3 -6 —-2|-1
o 1 0 2 0]-1
0 4 -3 8 0]—-4

Krok €. 4: Vidime, 7e v tretom riadku na pozicii nezndmej y mame jednotku, preto
pouzijeme operaciu (ERO3) a pripo¢itame (—4)-nasobok tretieho riadku k §tvrtému riadku,
¢im dostaneme pod nou nulu.

1 -1 2 -3 1| 4
0 -3 3 -6 —-2|-1
0o 1 0 2 0]-1
o 0 -3 0 0] O

Krok ¢. 5: Taktiez pripocitame 3-nésobok tretieho riadku k druhému riadku rozsirenej
matice a ziskame nulu aj v druhom riadku nad neznamou y (pouzitie (ERO3)).

-1 2 -3 1] 4
0o 3 0 —-2|-4
1 0 2 0]-1

o O O

Krok ¢&. 6: V tomto kroku vymenime druhy a treti riadok matice pouzitim (ERO1),
aby sme vedtcu jednotku mali v druhom riadku a druhom stlpci.

-1 2 -3 1
1 0 2 0]-1
0 3 0 —-2]|-4
0O -3 0 0] 0

o OO =

Krok &. 7: Pripoc¢itame §tvrty riadok matice k tretiemu riadku (ERO3) a vydelime
posledny riadok ¢islom (—3) (ERO2).

1 -1 2 -3 1| 4
0o 10 2 0]-1
0O 00 0 —-2|-4
0o 01 0 0] O
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Krok €. 8: Opit’ vydelime treti riadok ¢islom (—2) (pouzitie (ERO2)) a vymenime
treti a §tvrty riadok rozsirenej matice (pouzitie (ERO1)), ¢im ziskame v tret'om riadku
na pozicii neznamej z jednotku.

1 -1 2 -3 1| 4
0O 10 2 0|-1
0 01 00 O
0O 00 0 1] 2

Krok ¢. 9: V d’alsom nasom postupe budeme eliminovat’ koeficienty nad vedicimi

jednotkami. Preto pripoc¢itame (—1)-nasobok $tvrtého riadku k prvému riadku (operacia
(ERO3)).

1 -1 2 -3 0] 2
0 10 2 0|-1
0O 01 00} O
0 00 01| 2

Krok €. 10: Pokracujeme v eliminécii koeficientov nad vedtcimi jednotkami, preto
pripo¢itame (—2)-nasobok tretieho riadku k prvému riadku matice. V poslednom kroku
pripo¢itame druhy riadok matice k prvému riadku, a tym eliminujeme aj posledny nenulovy
koeficient v stipci nad vediicou jednotkou (dvojnasobné pouzitie (ERO3)).

1 00 -1 0| 1
010 2 0]-1
001 00 O
000 01| 2

Po tomto kroku mame pivotné jednotky, ktoré prislichaji pivotnym nezndmym z, y, 2
a u, a jednu nepivotnt nezndmu t. Poc¢et nezndmych je vicsi ako pocet riadkov v rozsirene;j
matici, teda vieme, Ze suistava rovnic bude mat’ nekonecne vela rieSeni.

Opaét’ si prepiSeme vysledni maticu do tvaru rovnic:

T -t = 1
Y + 2t = —1

z = 0

u = 2

Po vyjadreni pivotnych premennych mame:

r = 1 + ¢
y = —1 — 2t
z = 0
u = 2
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Nepivotnej premennej priradime parameter ¢t = v.

S e R

1 + v
—1 - v
0
v
2

Vsetky rieSenia nasej stustavy vo vektorovom vyjadreni maja tvar:

S +~ N e 8

|

N OO ==
+
4

O = O N =

Priklad €. 4. RieSme ststavu Styroch rovnic o §tyroch nezndmych:

5x
2x
5%
6x

RieSenie:

++ 4+

494 — 62 + 5t = 0

y — 2z + t =0
Ty — 8 4+ 10t = 0
6y — 8 + 8 = 0

Krok ¢&. 1: Pravé strany vSetkych rovnic ststavy st nulové. KedZze tato skutocnost’
sa nezmeni aplikovanim akychkol'vek elementarnych riadkovych operacii, nema vyznam
opakovat’ pisanie nulového stlpca rozsirenej matice ststavy. Staci preto pracovat’ len s tzv.
maticou sistavy (bez stipca pravych stran) pomocou elementarnych riadkovych operacii:

Sy Ot DN Ot

4
1
7
6

-6 5
-2 1
-8 10
-8 8

Krok €. 2: Pripo¢itame (—1)-nasobok prvého riadku k tretiemu riadku a taktiez pripo-
¢itame (—3)-nasobok druhého riadku k stvrtému riadku (dvojnasobné pouzitie (ERO3)).
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5 4 —6 5
21 =21
03 -2 5
03 -2 5

Krok &. 3: Pripo¢itame (-1)-nasobok tretieho riadku k §tvrtému ((ERO3)). Posledny
riadok matice sa ndm tymto krokom vynuloval.

5 4 —6 5
21 =21
03 -2 5
00 0O

Krok ¢&. 4: Pripoc¢itame (—2)-nasobok prvého riadku k 5-nasobku druhého riadku
(pouzijeme (ERO2)). Tymto krokom sme v prvom stlpci dostali nuly pod konstantou 5
patriacou pivotnej neznamej x.

5 4 —6 5
0 -3 2 -5
0O 3 -2 5
0O 0 0 O

Krok &. 5: Pripoc¢itame druhy riadok k tretiemu riadku (ERO3), ¢im vynulujeme aj
treti riadok matice.

5 4 -6 5
0 -3 2 -5
0O 0 0 O
0O 0 0 O

Krok €. 6: Pripo¢itame 4-nasobok druhého riadku k 3-nasobku prvého riadku, (ap-
likujeme (ERO2)), ¢im dostavame nuly pod aj nad konStantou (—3) patriacou pivotnej
premennej y.

5 0 —-10 =5
0 -3 2 =5
0 0 0 0
0 0 0 0

Krok & 7:V tretom a Stvrtom stlpci na pivotnych poziciach s nuly, takze d’alsia
redukcia uz nie je mozné. Staci len vydelit’ prvy riadok ¢islom 5 a druhy riadok ¢islom
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(—3) (operacia (ERO2)). Tento redukovany tvar matice je kone¢nym tvarom. Z vysledného
tvaru matice vidime, Ze stistava ma nekonecne vela rieSeni.

10 -2 -1
01 —2/3 5/3
0 0 0 0
0 0 0 0

PrepiSeme si vyslednii maticu do tvaru rovnic s tym, Ze na pravi stranu dopiSeme nuly.
x — 2z — t =0
y — (2/3)z + (5/3)t = 0
Po vyjadreni pivotnych premmenych mame:

+ 2z + t
+ (2/3)z — (5/3)t

-~ N < 8
Il
o O OO

Nepivotnym premennym priradime parameter z =r a t = s.

+ 2r + s
+ (2/3)r — (5/3)s

-~ N < 8
I
o O O O

Vysledok prepiseme do tvaru siuctu vektorov, pricom nulovy vektor mozno vynechat’.

T 2 1
7 2/3 _ —5/3
2|77 1 Tt 0
t 0 1

O

Vsetky vzorové priklady z kapitoly 1 a 2 sme riesili spolo¢nou metédou, ktora spocivala
v Gprave rozsirenej matice ststavy pomocou ERO 1-3 tak, aby sme vo vyslednej matici
mali nuly nad a pod pivotnymi jednotkami v stipcoch patriacich pivotnym neznamym. Téato
metoda rieSenia stustav linearnych rovnic sa nazyva Gaussova elimina¢na metéda.
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Priklady na cvic¢enia:

Vypocitajte vSetky riesenia nasledujicich ststav rovnic:

1. -z — 4y + 2z = 0
2v — 4y = 95

Vysledok: Ststava ma nekonec¢ne vel'a rieSeni.

x 5/3 2/3

y | =1 -5/12 | +v-| 1/3

z 0 1
2. 2 4+ 2y + 2z = 0
Ty + 4z =1

6x + 6y + 62z = 0

Vysledok: Sustava ma nekonec¢ne vel'a rieSeni.

x —1/7 —3/7
y | = 7 | +v-| —4/7
z 0 1
3. 2 + 2y — 2z + t =0
2 + y — 4z + 3t = 0
2 + 3y 4+ 22 — t =0
—2x + 7z — 5t = 0

Vysledok: Ststava ma nekonec¢ne vel'a rieSeni.

x 0 7/2 —5/2
Y 0 -3 2
O +v- 1 +w - 0
t 0 0 1
4. r + 2y — 2z + 3t + 3u = 5
2c + y + =z + 4du 9
2c + y + 4z 4+ 2u = 5
- — y + 4z - t - u = =2



Vysledok: Sustava ma nekonec¢ne vel'a rieSeni.

T 1 1
Y -1 —2
z | = 0 |+w 0
t 0 1
u 2 0
D. r + 2y + z 4+ t = =2
3r + 8y — 2z 4+ 4 = 5
dr + 1ly — 2z + 6t = 11
Vysledok: Sustava ma nekonec¢ne vel'a rieSeni.
T —13 -5
y | 3 . 2
2 | 0|V 1
t 5 0
6. 20 — gy = =2
v — 2y + 3z = —4
2 — y = =2
r — 3y + 15z = —6
Vysledok: Ststava ma nekonec¢ne vel'a rieSeni.
x 0 3
y |l=1|2 |+v 6
z 0 1
7. (1/2)x + y + (3/2)z = 2
(1/6)z + (1/3)y + (1/2)z = (2/3)
—(2/3)x — (8/15)y — (4/5)z = —(16/15)

Vysledok: Sustava ma nekonec¢ne vel'a rieSeni.

(1)) ()

\)

39
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8. 2z + y + z = -3
6 + 4y + 3z = -—14
2z + z = 2

Vysledok: Sustava ma nekonec¢ne vel'a rieSeni.

x 1 —1/2
y|=1|-5]|+v: 0
z 0 1
9. r + 2y + 3z =

4
Sr + 6y + Tz = 8
dr + 4y + 4z = 4

Vysledok: Sustava ma nekonecne vel'a rieSenti.

x -2 1

y | = 3 |+ -

z 0 1

10. 2c — y + =z + 6u = 5
Sr — 3y + 3z — t + 18u = 12

6r + 3y + 4z — 9 + 10u = 21

Vysledok: Sustava ma nekonec¢ne vel'a rieSeni.

T 3 -1 0

Y 1 1 2

z|=10]+v- 3 | +w —4

t 0 1 0

u 0 0 1

11. -4 + 2y + 3z + 10t — 8u = 4
-2z + 3y + z + 11t = 11

or + 3y — 10z + 4 — wuw = 10



Vysledok: Sustava ma nekonec¢ne vel'a rieSeni.

T 3 1
Y 5) -3
z |l=12 |+v 0 [+w
t 0 1
U 0 0
12. 3r + y + 3z +
2 + 3y — 2z +
—2r + 4y — 8z —
r + dy — 5z +

3t
2t
2t

—271/39
—122/39
—176/39
0
1

Vysledok: Sustava ma nekonec¢ne vel'a rieSend.

+w -

x 8/7 —10/7
y | | 25/7 9/7
z | 0 1
t 0 0
13. r + 2y — 2z 4+ 2t
r + 3y + 2z + 3t
2y + 3t

Vysledok: Sustava ma nekonec¢ne vel'a rieSeni.

x 5/3 7/6
y | 0 —3/2
P Bl Y2 T B BV

t 0 1
14. 6r + 12y — 18z
r + 2y — 3z

r + 2y 4+ 12z

3r + 6y — 9z

W~ = o

Vysledok: Sustava ma nekonec¢ne vel'a rieSeni.
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T 1 —

y |=101|+v 1

z 0 0

15. v + y — 3z — 3t — 9u = 0
dr + y — 22 — t — bdu = 0
3r — 3y + =z — 7 — bdHu = 0
2 — y - 3t — u = 0
—4dr — 4y — 4z — 4t + 10u = 0

Vysledok: Sustava ma nekonec¢ne vel'a rieSeni.

x 0 2/3
Y 0 —5/3
z|=101]4+wv- 0
t 0 1
U 0 0
16. 3r + y + 3z + 3t =0
d3r + 8y — 6z + 3t = 0
2 + 3y — 2z + 2t = 0
Ty — 9z = 0
Vysledok: Stistava ma nekonecne vel'a rieseni.
x 0 —13/21 -1
y| |0 9/7 ' 0
1= 1o +v 1 +r 0
t 0 0 1
17. r -y + z —t = 2
r — y + z +t = 0
dr — 4y + 4z = 4
-2z + 2y — 2z + ¢t = =3

Vysledok: Sustava ma nekone¢ne vel'a rieSeni.



~ N R

18.

3z + 6y
T + 2y
2 + 4y —

O O = =

2z

++ 4+

t
3t
t
4t

_I_

O = O =

2u +
3u + 2v

6

u
u

Vysledok: Stustava ma nekonec¢ne vel'a rieSend.

S 2 ~ e R

19.

S e &

1

0

| -2
= 0 +a-

0

2
dr — 2y
6xr — 3y
-2z + vy
dr — 2y

~1/2

)

o O W

+ o+ +

[l ool Y

2z
3z

+b-

+ o+ +

2t
4t
Tt

+ o+ +

OO R Rk O~

2u
5u
11u
2u

()

Hv

SO = O N O -

N N =

43
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Kapitola 3

Matice

3.1 Algebraické operacie s maticami

Neformélne, matica typu m x n je obdlznikova “tabul’ka”, ktora pozostava z m riadkov
a n stlpcov, pricom v kazdom z m - n “okienok” je realne ¢islo. Ak A je matica typu
m X n, prvok v i-tom riadku a j-tom stlpci oznacujeme a;j. V skratenom tvare piSeme
A=(aij)mxn-

Napriklad, nasledujiica matica A mé rozmer 3 x 3, ¢ize ma 3 riadky a 3 stlpce.

11 a2 13
A = 21 Ag2 A23

a31 dazz G33

Matica A je §tvorcova, ak pocet riadkov matice je rovny po¢tu stipcov, teda m = n.

Operéacia sacétu dvoch matic je definovana len pre matice rovnakého typu. Ak
A=(a;j)mxn @ B=(bij)mxn st dve matice typu m x n, ich sa¢tom je matica C=(c¢;;)mxn
toho istého typu, pri¢om ¢;; = a;;+0b;; pre vietky i € {1,...,m} a j € {1,...,n}. Jednoducho
povedané, stucet dvoch matic rovnakého typu dostaneme sc¢itanim prvkov na prislusnych
poziciach.

Priklad €. 1: Vypocditajte sicet dvoch matic A a B:

a=(s),, B (0s)
2%2 o 2% 2

45
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RieSenie:
—9 3 50 245 340 3 3
A+B_< 12)*(1 3)‘( 1—12+3>_<0 5)M

Operacia rozdielu dvoch matic je definovana taktiez len pre matice rovnakého
typu. Ak A=(a;j)mxn @ B=(bij)mxn s dve matice typu m X n, ich rozdiel bude matica
C=(¢ij)mxn toho istého typu, pri¢om ¢;; = a;; —b;; pre vSetky i € {1,...,m}aj e {1,...,n}.
Rozdiel dvoch matic rovnakého typu dostaneme odé¢itanim prvkov na prislusnych poziciach.

O

Rozdiel dvoch matic A a B mozme napisat’ aj v tvare A — B =A 4+ (—1) - B.
Priklad €. 2. Vypocitajte rozdiel A — B matic z predchadzajiceho prikladu:

RieSenie:

-2 3 5 0 —-2-5 3-0 -7 3
woms ()L () )= 1)
L2/, 13/, 1—(-1) 2-3 2 —-1/,,
(]

Maticu nasobime konstantou c tak, Ze touto konstantou vynasobime kazdy prvok
matice. Formalne, ak A=(a;;)mxn je matica a c je konstanta, tak ¢ - A= (¢ aij)mxn-

Priklad €. 3. Vypocitajte 3- A, kde A je matica z prvého prikladu.

RieSenie:

B -2 3\ _ (3-(-2) 3-3)_ (-6 9
S'A_?"( 12)‘( 3-1 3-2)‘( 36)
2x2
O

Operécia nasobenia dvoch matic je zlozitejsia. Nech A=(ax)mxn @ B=(bk;)nxi st
dve matice, pricom pocet stlpcov matice A sa rovna poctu riadkov matice B, tento pocet
sme oznacili n. Potom sic¢in matic A - B (v tomto poradi) je matica C=(c;;)mxi, kde

k
Cij = anbij + aiobyj + ...+ aipbr; = X by

Sucin matic mozno opisat’ aj pomocou pojmu skalarneho sucinu vektorov, s ktorym ste sa
stretli na strednej skole. V tejto terminologii, prvok v i-tom riadku a j-tom stlpci v sucine
sa rovna skaldrnemu sdc¢inu vektora vytvoreného z i-teho riadku l'avej matice s vektorom
vytvorenym z j-teho stlpca pravej matice.
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Upozornujeme, 7e ak sicin matic A - B je definovany, to eSte neznamend, 7e aj siacin
B - A je definovany. Navyse, ak A a B st $tvorcové matice rovnakého typu, a teda oba
siciny A - B aj B - A st definované, nie je vo vSeobecnosti pravda, Ze tieto siaciny sa
rovnajd. Strucne povedané, nédsobenie matic vo vSeobecnosti nie je komutativne.

Priklad €. 4. Vypocitajte sic¢in A - B, kde A a B st matice z Prikladu ¢. 1.

RieSenie:

am=( 1) (08), - (TR ) -

_(-10—3 0+9>_<—13 9)
5—2 046 3 6 -
O
Transponovana matica AT k matici A=(a;j)mxn je matica AT=(a;;)nxm. Jedno-

ducho povedané, transponovani maticu dostaneme, ak vymenime riadky matice za stipce
a stlpce za riadky.

Priklad &. 5. Utvorte transponovani maticu A7 k matici A = ( _f g >

3 2 %

Priklad €. 6. Mame zadané nasledujice dve matice. Ulohou je vypoéitat’ sa¢in matic A
a B a nésledne napisat’ transponovand maticu k vyslednej matici.

O

4 3
A=|0 -1 : B:(f‘?i)
1 o 2x3
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RieSenie:

Sdc¢in matic:
4 3
A-B(O 1) (i:i’g) =
1 5 350 2x3

4-24+3-1 4-(=3)+3-
(0-2+1-(1) 0-(=3)+(—1)
5

1-2+5-1  1-(=3)+

8+3 —12—-3 0+12 11 —15 12
=1 0-1 0+1 0—-4 | = -1 1 —4
3x3

245 —-3-5 0+20 7 =8 20

Transponovana matica (A - B)”:

1 -1 7
(A-B)'=| -15 1 -8
3x3

12 —4 20
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Priklady na cvic¢enia:

Sa zadané nasledovné matice:

2 =3 1 1
A=0 4 -2 |; B=| - 0 1:
5) 1 1 1

Vypocitajte:

a)C-D—-—A-B

Vysledok:
-8 5 23 23 -3 3
C-D=| -4 0 —-16 |; A-B=| -14 4 -2
-3 2 10 36 12 6
—31 8 20
C-D-A-B= 10 —4 —-14
-39 —10 4
b.)3-A—4-B
Vysledok:
6 -9 3 28 4 4
3-A= 0 12 —6 |; 4-B=] -8 12 0
5 3 3 12 16 4

-34 —-13 -1
3-A—-4-B= 8 0 —6
3 —13 -1

— N

N O Ot

|

49
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c) E-D+D
Vysledok:
8 —2 10 9 —2 14
E'D_<—5 3 13)’ E'D+D_<—7 4 16)
d) (2-A+B)T
Vysledok:
4 -6 2 11 -5 3
2-A=| 0 8 —4 |; 2.-A+B=| -2 11 —4
10 2 2 13 6 3
11 -2 13
2-A+B)=| -5 11 6
3 —4 3
e)3-(B—A)"
Vysledok:
5 40 5 —2 -2
B-A)=| -2 -1 2 |; B-A)"=|4 -1 3
-2 30 0 2 0
15 —6 —6
3-B-A)T=|12 -3 9
0 6 0
fYB-C—-C
Vysledok:

11 37 9 32
B-C=| -8 —-10 |; B-C-C= —4 -8
-9 17 —-10 15
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3.2 Inverzné matice

Nech A je Stvorcova matica typu n xn. Maticu X toho istého typu n X n nazveme inverznou
maticou k matici A, ak plati:
A-X=X-A=1

kde I je jednotkova matica typu n x n, t. j. matica, ktora mé jednotky na hlavnej diagonéle
a nuly v8ade mimo hlavnej diagonaly.

7 teorie vyplyva, 7ze ak takdto matica existuje, tak je jednoznac¢ne urcené, a potom
pieme X = A1,

Vypocitat’ inverznit maticu k danej matici A typu n X n znamené vyrieSit’ rovnicu
A-X=1. (3.1)

Ak 7; je i-ty stlpec matice X a é; je i-ty stipec jednotkovej matice I, tak maticova
rovnica (3.1) predstavuje n ststav linearnych rovnic

A-z1=¢ ; ATg=¢y ; ... ; A-T;=¢ ; ... ; A-T,=¢,, (3.2)

pri¢om i-ta sustava (i = 1,2,...,n) je sistavou n rovnic s n neznamymi (prvky stlpca z;)
a vSetky sustavy maju rovnakt maticu koeficientov (maticu A). Takéto ststavy rovnic
mozeme rieSit’ Gaussovou elimina¢nou metdédou sti¢asne, a to tak, Zze do rozsirenej matice

napiSeme vpravo vetky stlpce €;, t. j. cela jednotkovi maticu I. Vypocet si ukédZeme na
prikladoch.

3 7 6
Priklad ¢. 1. Vypocitajme inverzni maticu A~' k matici A= 1 0 8
1 5 =5

RieSenie:

Krok ¢. 1: K matici A si na pravi stranu pripiSeme jednotkova maticu. Tieto dve
matice od seba oddelime zvislou ¢iarou.

6
8

37
10
15

(@

o O =
O = O
— o O

Krok ¢&. 2: Postupne upravujeme tito rozSireni maticu elementarnymi riadkovymi
operaciami tak, aby sme na l'avej strane nakoniec dostali jednotkovii maticu a vpravo bude
potom nasa hladana inverznd matica. Vymenime prvy a treti riadok rozsirenej matice
pouzitim (ERO1), aby sme v 'avom hornom rohu mali pivotni jednotku.
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1 5 -5|0 01
10 8|0 10
37 6]1 00

Krok ¢&. 3: V dalsom kroku pripo¢itame (—1)-ndsobok prvého riadku k druhému
riadku a taktiez (—3)-nasobok prvého riadku k tretiemu riadku. Tymito dvoma opera-

ciami sme eliminovali koeficienty pod pivotnou jednotkou v prvom stlpci (dvojnisobné
pouzitie (ERO3)).

1 5 =5]0 0 1
0 -5 13/0 1 -1
0 -8 21/1 0 -3

Krok €. 4: V druhom stlpci potrebujeme, aby v strede bola jednotka a pod a nad
jednotkou nuly. Ked’ze tam mame na mieste pivotného prvku ¢slo (—5) a nad pivotnym

prvkom ¢islo 5, pripoc¢itame druhy riadok k tretiemu riadku rozsirenej matice (aplikujeme
(ERO3)).

1 0 8/01 O
0 -5 130 1 -1
0 -8 211 0 -3

Krok &. 5: Pokracujeme d’alej v eliminacii koeficientov v druhom stipci, teraz pod
pivotnym prvkom. Vynasobime druhy riadok ¢islom (—8), treti riadok ¢islom 5 a druhy
riadok pripo¢itame k tretiemu riadku, ¢ize pouzijeme (ERO3).

1 0 &/0 1 0
0 =5 13/0 1 -1
0O 0 1|5 =8 —7

Krok &. 6: Prejdeme na treti stipec matice a eliminujeme koeficienty nad pivotnou
jednotkou. Vynasobime treti riadok ¢islom (—13) a pripoc¢itame k druhému riadku. Podobne
vynasobime treti riadok ¢islom (—8) a pripoc¢itame k prvému riadku. Tymito dvoma krokmi
sme ziskali nuly aj nad tret'ou pivotnou jednotkou (dvojnasobné pouzitie (ERO3)).

1 0 0|—-40 65 56
0 -5 0]—-65 105 90
0 01 5 —8 —T7
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Krok €. 7: Ostava nam uz len pouzit’ operaciu (ERO2) a vydelit’ druhy riadok rozsi-
renej matice ¢islom (—5), aby sme v strede na diagionale matice mali jednotku.

1 0 0]—-40 65 56
010 13 =21 -18
0 01 5 -8 =7

Postupnymi elementarnymi riadkovymi operaciami sme sa dostali k vysledku, ¢iZe k in-
verznej matici. Inverzna matica sa v rozsirenej matici nachadza na pravej strane od zvislej
¢iary, ak na l'avej strane méame jednotkovi maticu.

Inverzna matica A~! k matici A je teda :

—40 65 56
Al = 13 —21 —18
5 -8 —7

O tom, ¢ sme spravne pocitali, sa mozeme presvedcit’ skiaskou spravnosti. Ak vynaso-
bime povodnti maticu A zlava alebo sprava inverznou maticou A~!, mali by sme dostat’
jednotkovti maticu I, teda A - A=! = A=1. A = I. Stadi vysktsat’ jednu z tychto dvoch
rovnosti.

37 6 —40 65 56 100
10 8 |- 13 =21 =18 | =0 1 0
1 5 =5 5 -8 =7 001

V casti 3.1 sme upozornili, Ze nasobenie matic vo vSeobecnosti nie je komutativne, ale

pri poditani s inverznymi maticami plati, Ze A- A"1 = A"1. A =1 O
3 6 2

Priklad ¢. 2. Vypocitame inverznti maticu A~! k matici A = [ 2 -3 -1
1 -3 4

RieSenie:

Krok ¢. 1: Rozsirime maticu A o jednotkovii maticu I.

3 6 21
2 =3 —-1]0
1 =3 410

o = O
_ o O
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Krok ¢&. 2: Aplikujeme operaciu (ERO1) a vymenime prvy a treti radok, aby sme
mali pivotnu jednotku v I'avom hornom rohu.

1 =3 4]0 0 1
2 -3 =110 1 0
3 6 2|1 00

Krok €. 3: Pod pivotnou jednotkou potrebujeme ziskat’ nuly, preto pripoc¢itame (—2)-
nasobok prvého riadku k druhému riadku a (—3)-nasobok prvého riadku k tretiemu riadku
(dvojnasobné pouzitie (ERO3)).

1 =3 410 0 1
0 3 -9/0 1 -2
0 15 -10]1 0 -3

Krok &. 4: V dalsom kroku eliminujeme hodnotu v druhom stipci pod pivotnym
prvkom. Pripocitame teda (—5)-nasobok druhého riadku k tretiemu riadku, ¢ize pouzijeme
(ERO3).

1 -3 4j0 0 1
0O 3 -9/0 1 -2
0 0 3|1 -5 7

Krok ¢&. 5: Pripo¢itanim druhého riadku k prvému (ERO3) dostaneme nulu v druhom
stlpci aj nad pivotnym prvkom.

10 -5|0 1 -1
03 -9/0 1 -2
00 3|1 -5 7

Krok &. 6: Zostava nam este upravit’ treti stipec. Na pozicii pivotného prvku mame
¢islo 35 a nad pivotnym prvkom koeficienty, ktoré nevieme jednoducho eliminovat’. Preto
spravime jeden neprijemny krok, a to pouzijeme operaciu (ERO2), a vydelime treti riadok
rozsirenej matice ¢islom 35, aby sme dostali pivotni jednotku. Tymto krokom vnesieme do
vypoc¢tu zlomky, hoci sa im snazime vyhybat’ ¢o najdlhsie.

10 -5 0 1 -1
03 -9 0 1 -2
00 1]1/35 —1/7 1/5
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Krok ¢&. 7: Teraz uz len staci, ak pripoc¢itame 9-nasobok treticho riadku k druhému
riadku a taktiez 5-nasobok tretieho riadku k prvému riadku. Tymito dvoma krokmi je treti
stlpec eliminovany (dvojnasobné pouzitie (ERO3)).

1 00| 1/7 2/7 0
03 0/9/35 —2/7 —1/5
00 1]1/35 —1/7 1/5

Krok ¢&. 8: Na zaver aplikujeme (ERO2) a vydelime druhy riadok ¢islom 3, aby sme
mali na l'avej strane jednotkova maticu, t. j. na diagondle jednotky a pod a nad diagonalou
nuly.

10 0] 1/7 27 0
0 1 0[3/35 —2/21 —1/15
00 1|1/35 —1/7 1/5

Inverzn4 matica A~! k matici A sa nachadza na pravej strane rozsirenej ststavy.

/7 2/7 0
A= 3/35 —-2/21 —1/15
1/35 —1/7  1/5

Spravme e§te skusku spravnosti, ¢i A - A~ =1:

3 6 2 )7 27 0 100
o -3 —1 |-|3/3 —2/21 —1/15 | =010
1 -3 4 1/35 —1/7  1/5 00 1
O
-3 -1 =5
Priklad ¢. 3. Vypocitame inverznt maticu A~! k matici A = 2 4 1
-2 6 -8
RieSenie:

Krok ¢. 1: K matici A pripiSseme jednotkovi maticu.
-3 -1 =5|1 0 0
2 4 11010
-2 6 —=8|0 0 1
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Krok &. 2: V prvom stipci, v druhom a tretom riadku, mame hodnoty 2 a (—2), teda
pripo¢itame druhy riadok k tretiemu riadku rozsirenej matice (aplikujeme (ERO3)).

-3 -1 =51 0 0
2 4 1/0 10
0 10 =70 1 1

Krok ¢. 3: V 'avom hornom rohu musime mat’ pivotnu jednotku, preto pripoc¢itame
druhy riadok k prvému riadku a dostaneme hodnotu (—1), (ERO3).

-1 3 4|1 10
2 4 1|0 10
0 10 =7]0 1 1

Krok &. 4: V prvom stlpci pod pivotnou jednotkou chceme mat nuly, takZe pouZijeme
ERQO3) a pripoc¢itame 2-nasobok prvého riadku k druhému riadku rozsirenej matice.
)

-1 3 —-4/1 10
0 10 =712 3 0
0 10 =7]0 1 1

Krok &. 5: Vidime, ze v druhom stlpci mame na druhej a tretej pozicii ¢islo 10, takze
pripo¢itame (—1)-nasobok druhého riadku k tretiemu riadku (aplikujeme (ERO3)).

-1 3 -4/ 1 10
0 10 =7 2 3 0
0 0 0]-2 =21

Ak si tento posledny krok rieSenia prikladu prepiSeme v tvare linedrnych rovnic, vi-
dime, Ze nastal spor. Posledny riadok na l'avej strane rozsirenej matice je nulovy, pricom
prislichajica prava strana je nenulova. Z poznatkov z prvej kapitoly teda uz vieme, zZe
tieto stistavy nemaji riesenie a teda k matici A neexistuje inverzna matica. O
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Priklady na cvic¢enia:
Gaussovou elimina¢nou metodou vypocitajte:

a.) inverzni maticu k nasledujucim maticiam,
b.) urobte skasku spravnosti.

-1 -1 0
1. 3 01
5 2

Vysledok:

~5/8 1/4 —1/8
—3/8 —1/4 1/8
15/8 1/4 3/8

1 6 1
2 0 10 2
-2 1 -1

Vysledok:

3/4 —7/16 —1/8
1/4 —1/16  1/8
—5/4 13/16 —5/8

w
W W N
NN
O O O

Vysledok: Inverzna matica neexistuje.

1 3 3
4. -3 =7 -9
0 -5 0

Vysledok: Inverzna matica neexistuje.

a7
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3 3
5 2 1
1 -3

Vysledok:
—2/13 9/13
11/13 —17/13
7/13 —12/13
1 -1
6. 0 -2
2 —1

Vysledok:

-1 0 1
6 -2 -3
4 -1 -2

-5 0
7. 10
-1 4

Vysledok:
( —-1/4 —1/4

0 1/4 1/4

1/16 5/16

-3
8. 3 —1
-1

Vysledok: Inverzna matica neexistuje.

1/13
1/13 )
3/13

)
|
]
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Vysledok:

3/2 —7/5 3/10
~1 1 0
( ~1/2  4/5 —1/10 )

3 1 5
10. 2 4 1
-5 5 —13

Vysledok: Inverzna matica neexistuje.

I N
o =

—_
=
~—
NN O

|

Vysledok:

-3 0 1/2
0 1 -1
1 -1 1
12. (

Vysledok:
(27/29 —19/29 41/29)

oo O Ot
— 00 W

Tt W
N~

6/29  7/29 —9/29
2 1 =2

-6 -8 —6
13. 1 13 2
3 4 1

29
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Vysledok:

1/28 —4/35 31/70
(1/28 3/35 3/70)
—1/4 0 —1/2

3
14. 1
0

Vysledok:

5/11 —4/11 —3/44
( —1/11  3/11  5/44 )
0 0 —1/4

15.

w O N W
—

Vysledok:

~1/5 1/5 0 2/5
—8/5 3/5 0 6/5
13/10 —3/10 1/2 —11/10

-1 0 0 1
26 0 -1
14 -1 -3
16. 11 1 4
10 0 4
Vysledok:

20/3 -8 —8 11/3
~7/3 3 3 —4/3
7/3 -3 -2 1/3
~5/3 2 2 —2/3
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17.

Vysledok:

18.

Vysledok:

—-17
5

20
—13

19.

Vysledok:

-3
~7/3

—_ = = =

39
—11
—46

30

—12
3

7
-8

3
1
—1
—4

2

5/3

16
—6
-9

11

)
2
-1
-2

N =N

_— W W N

O ==

5/4 —15/4

1 —10/3
13/3 —8/3 —7/4 67/12
11/3 —7/3 —7/4 59/12

61
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3.3 Maticové rovnice

Z predchadzajucich casti vieme, ako pracovat’ s maticami, a taktiez vieme pocitat’ inverzné
matice. Tieto poznatky teraz vyuzijeme pri rieSeni maticovych rovnic.

Zac¢neme maticovou rovnicou tvaru A - X = B, kde A je dana matica typu m x n, B je
dana matica typu m x £ a tlohou je vypocitat’ neznamu maticu X typu n x /. Speciélny
priprad takej ulohy sme uz riesili - ak £ = 1, tak ide o vypocet rieSeni ststavy linedrnych
rovnic. Na nasledujicom priklade si ukazeme dva pristupy.

Priklad €. 1. RieSme maticovt rovnicu v tvare A - X = B, kde

—2 31 40 2
A=| 0 31|, B=| 31 -1
4 —1 2 54 0

RieSenie: Prva metoda spociva v elimindcii matice X za predpokladu, Ze k matici A
existuje inverzna matica A~!. Vieme uZ, Ze ndsobenie matic nie je komutativne. Maticova
rovnica je zadanéd v tvare A - X = B. Matica A nésobi maticu X zl'ava, preto vynasobime
rovnicu A - X = B inverznou maticou A~! zl'ava. Dostavame tak rovnicu A7!1- A - X =
A-1.B. Dalej vieme, 7e st¢in matic A~!- A nam déva jednotkovi maticu I, teda posledna
rovnica sa zjednodusi na X = A~!. B. Vidime, 7e neznamu X vypod¢itame, ak inverzni
maticu A~! zlava vynasobime pravou stranou, teda maticou B.

Teraz treba overit’ existenciu inverznej matice k matici A. Poc¢itat’ inverznt maticu sme
sa naucili v predchadzajucej podkapitole, takze teraz len napiSeme vysledok:

Inverzn& matica existuje a rovné sa

-1/2  1/2 0
Alt=| —2/7 4)1 —1/7
6/7 —5/7 3/7

Ked’ uz mame inverznt maticu, neznamu X vypocitame, ak zl'ava vynasobime inverzni
maticu A~! maticou B, teda:

~1/2  1/2 0 40 2 7/2 1/2 —3/2
X=A"'B=| -2/7 47 -1)7|.| 31 -1 |=| 157 0 —8/7
6/7 —5/7 3/7 54 0 —24/7 1 17/7
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RieSenim naSej maticovej rovnice je jedina matica X, kde

7/2 1/2 —3/2
X=| 15/7 0 —8/7
—24/7 1 17/7

O

Druha metoda rieSenia je zalozena na tom, Ze na rovnicu A - X = B sa mdzme pozerat’
ako na tri sistavy linearnych rovnic.

Tento princip je aplikovatelny na I'ubovolne vel'ké $tvorcové matice. Ak A, B si matice
typu n X n, tak rovnicu typu A - X = B si predstavme ako ststavu n linedrnych rovnic

kde Z; je i-ty stlpec matice X a b; je i-ty stIpec matice B.

Neznamu X dostaneme, ak maticu A rozsirime o maticu B a tuto rozSirentt maticu
upravujeme Gaussovou elimina¢nou metoédou tak, aby na lavej strane sme dostali jed-
notkovill maticu, na pravej strane rozsirenej matice bude potom nasa vysledna matica X.

Rozsirend matica (A|B) mé tvar

-2 31|40 2
o 31} 31 -1
4 -1 2| 5 4

Krok ¢. 1: Postupujeme uz znamymi elementarnymi tpravami tak, aby sme na l'avej
strane, kde teraz mame maticu A, nakoniec mali jednotkovi maticu. Pripo¢itame 2- naso-
bok prvého riadku rozgirenej matice k tretiemu riadku (ERO3) a uz méame v prvom stlpci
pod pivotnym prvkom nuly.

-2 3 1|40 2
03 1] 31 -1
05 4|-3 4 4

Krok ¢&. 2: Pripo¢itame (—1)-nasobok druhého riadku k prvému riadku a ziskame nulu
aj nad druhym pivotnym prvkom, ¢ize pouZijeme (ERO3).

-2 0 0|-7 -1 3
031} 3 1 -1
05 4]-3 4 4



64 KAPITOLA 3. MATICE

Krok ¢&. 3: Teraz pripo¢itame (—4)-nasobok druhého riadku k tretiemu riadku (ope-
racia (ERO3)) a mame treti stipec s pivotnou jednotkou a nulami.

-2 00| -7 -1 3
0 31 3 1 -1
0O -7 0|-15 0 8

Krok ¢. 4: V druhom riadku na tretej pozicii mame jednotku, preto pouzijeme operaciu
(ERO1) a vymenime druhy a treti riadok, aby sa jednotka dostala na poziciu pivotného
prvku v tret'om riadku.

-2 00| -7 -1 3
0O -7 0]-15 0 8
0 31 3 1 -1

Krok ¢&. 5: Aby sme na pivotnych pozicidch mali jednotky, pouzijeme (ERO2) a vy-
delime prvy riadok ¢islom (—2) a druhy riadok ¢islom (—7).

10 0] 7/2 1/2 —3/2
01 0[15/7 0 —8/7
031 3 1 -1

Krok ¢&. 6: Poslednym krokom bude pripo¢itanie (—3)-nasobku druhého riadku k tre-
tiemu riadku, (pouzijem operaciu (ERO3)).

1 00| 7/2 1/2 —3/2
01 0| 15/7 0 —8/7
00 1|-24/7 1 17/7

Dostali sme na l'avej strane jednotkovi maticu I a na pravej strane nasu neznamu X.

Je vidiet’, ze vysledok ziskany pomocou l'avého nasobenia inverznou maticou je rovnaky
ako prave ziskany vysledok pomocou Gaussovej elimina¢nej metody.

O
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Nasledujuci priklad si vypoc¢itame klasicky pomocou inverznej matice.

Priklad ¢. 2. Mame zadané tri matice A, B a C:

1 -7 0 02 -1 4 -7 0
A=| 2 1 4|,B=| 31 2|, c=|1 2 -2
-1 3 -1 -1 1 -1 3 4 1

Nasou tlohou je vypocitat’ neznamu X z maticovej rovnice A + X - B = C.

RieSenie: Za predpokladu existencie inverznej matice B! vyjadrime z rovnice neznamu
X. Najprv rovnicu upravime tak, aby na jednej strane bol len sucin a na druhej strane
vSetko ostatné. Odcéitame maticu A od matice C, a tym dosiahneme pozadovani tpravu
X -B = (C — A). Na lavej strane mame stac¢in X - B. Vidime, Ze matica B sa nachadza
na pravej strane pri neznidmej X. Preto vynasobime rovnicu maticou B~! sprava. Rovnica
bude mat’ tvar X -B-B~! = (C— A)-B™'. Su¢in B - B~! nam dava jednotkovi maticu
I, teda vysledné rovnica bude mat’ tvar X = (C — A) - B™L.

Krok ¢. 1: Zafneme vypoctom matice B~ (&im zaroven overime jej existenciu). Roz-
Sirime maticu B o jednotkovil maticu, ¢im dostavame

a pokrac¢ujeme Gaussovou elimina¢nou metddou.

Krok & 2: Ked uz mame v tretom riadku v prvom stlpci &islo (—1), aplikujeme
(ERO3) a pripoc¢itame 3-nésobok tretieho riadku k druhému riadku .

02 -1/1 00
04 -1/0 1 3
-1 1 —-1]0 0 1

Krok ¢&. 3: Aby sme mali pivotny prvok na spravnom mieste pouzijeme (ERO1), vyme-
nime treti a prvy riadok. Nasledne pouzijeme (EROZ2) a prvy riadok vynasobime ¢islom

(~1).
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Krok €. 4: V tomto kroku pouzijeme (ERO3) a pripo¢itame 2-nasobok prvého riadku
k tretiemu riadku.

1 -1 1} 00 -1
o o0 1/-21 3
0 2 -1 1 0 O

Krok ¢. 5: f)alej vymenime druhy a treti riadok, aby sme dostali pivotny prvok do stredu
druhého stlpca (pouzijeme (ERO1)).

1 -1 1} 00 -1
0O 2 -1} 10 O
o o0 1/-21 3

Krok €. 6: Pripoc¢itame treti riadok k druhému riadku a taktiez pripoc¢itame (—1)-nasobok
tretieho riadku k prvému riadku. Tymito dvoma krokmi sme ziskali v tret’om riadku pivotni
jednotku a nad jednotkou nuly (dvojnasobné pouzitie (ERO3)).

1 -1 0] 2 -1 -4
0O 20}-1 1 3
o o01}-2 1 3

Krok &. 7: Teraz vydelime druhy riadok ¢islom 2 (aplikujeme (EROZ2)). Tymto krokom
sice zavedieme zlomky do vypoctu, ale kedze ndm ostal uz iba jeden krok do vysledného
rieSenia, vel'mi nam to neskomplikuje vypocet.

1 -1 0 2 -1 —4
0 1 0[-1/2 1/2 3/2
0o 01| -2 1 3

Krok €. 8: V poslednom kroku uz len pripo¢itame druhy riadok k prvému riadku (apliku-
jeme (ERO3)). Na l'avej strane sme dostali jednotkovii maticu I a na pravej strane méame
inverzni maticu B~

1 00| 3/2 —1/2 —5/2
01 0[-1/2 1/2 3/2
001 -2 1 3
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3/2 —1/2 —5/2
B'=| -1/2 1/2 3/)2
( —2 1 3 )

Aby sme mohli vypocitat’ neznamu X, musime eSte vypocitat’ rozdiel matic (C — A).

4 -7 0 1 -7 0 30 0
Cc-A)=|1 2 2 |- 2 1 4]|=|-11 -6
3 4 1 -1 3 -1 40 4

Vysledok neznamej X dostaneme suc¢inom (C — A) - B, teda:
30 0 3/2 —=1/2 —=5/2
X=(C-A)-B'=| -11 -6 |- -1/2 1/2 3/2
4 0 4 —2 1 3
Vysledok rieSenia maticovej rovnice je teda:

9/2 —3/2 —15/2
X=| 10 -5 —14
—2 2 2
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Priklady na cvic¢enia:

Pomocou inverznej matice vypocitajte nasledujice priklady:

1.

2 + y + 3z = 1

v + 3y + 6z = 7

2c + 2y + 8 = -5
Vysledok: X=A1B

3 —1/2 —3/4 1
Alt=| -11 5/2 9/4 |, B=| 7
( 2 —1/2 —1/4 ) ( -5 )

13/4
XAl-B(19/4)

—1/4
2.
2 + y + 6z + o5t = 14
r + y + 4z + 4 = 7
3r + 9y + 21z + 27 = 12
y + 3z 4+ 3t = 10
Vysledok: X=A"1-B
2 -4 1/3 -1 14
1 6 —15 1 1 B 7
AT = 1 =2 0o 11’ b= 12
-3 7 —1/3 -1 10
50
X=A"1B= !
N N 10
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1
3

3.
2 -2 14 -15 =3 0
X9 03 |= 1 -4 7
1 2 2 3 21
Vysledok: X=B-A!
-1/15  2/15 —1/15 —15
A= -1/6 0 1/3 | ,B=
1/5 —1/15 1/5
3/2 —2 0
-1/3  1/3 2/3
4. St zadané nasledovné matice:
2 =31 -1 3 -1
A= 3 =2 0 |,B= 2 4 ,C
-2 1 3 0 2
Vypocitajte nezndmu X z rovnice
A-X+B=C

Vysledok:

—3/7 5/7
Al = ( -9/14 4/7

~1/14 2/7

X=A"(C-B)=

X =A"1.(C-B)

3/14

5/14

|

12/7
18/7
2/7

—26/7 —27/7
—43/14 —30/7

~11/14

87

1/7
) o

|

-3 0
-4 7

2 1
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Kapitola 4

Determinanty

Determinant je funkcia, ktora kazdej Stvorcovej matici A priradi ¢islo, ktoré oznacujeme
symbolom |A], pri¢om toto priradenie spliia nasledujiice axidmy spojené s elementarnymi
riadkovymi operaciami:

D1: Ak matica B vznikne z matice A vymenou dvoch riadkov (ERO1), tak |B| = —|A]|.

D2: Ak matica B vznikne z matice A vynasobenim niektorého riadku konStantou c
(ERO2), tak |B| =c-|A].

D3: Ak matica B vznikne z matice A pripoc¢itanim nasobku jedného riadku k i-temu
riadku (ERO3), tak |B| = |A].

D4: Determinant jednotkovej matice sa rovna 1. VSeobecnejSie, ak A je horné alebo
dolnéa trojuholnikova matica, tak |A| je su¢in prvkov na hlavnej diagonale.

Poznamka: D4 sa ukazat’ ze tieto $tyri vlastnosti ur¢uju determinant jednoznacne. Pravidla
D1 -D3 platia aj pre analogické operacie so stlpcami matice.

Pri vypocte determinantov je eSte uzitocna aj nasledujica vlastnost”

D5: Ak matica A obsahuje nulovy riadok (alebo stfpec), alebo ak v matici A je nejaky
riadok nasobkom iného riadku (alebo nejaky stipec nasobkom iného stlpca), tak |A| = 0.

Determinant Stvorcovej matice A typu n X n pre n € {1,2,3} je uréeny nasledujicimi
formulami:

° akn:laA:(aH),tak |A|:a11
e ak n =2, tak

11 a2

= a1 - G2 — A12 * A21
Q21 Q22

A=

71
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11 aiz2 A3
ak n = 3, tak ’A’ = | Q21 Q929 A3 | =
a3; daz2 G33
= Q11 Q22 A33 + Q12 G93° Q31 + Q13- A21 - A32 — A13 * A22 * A31 — G11 (23 - 32 — G12 * Q21 - A33

Pre Tahgie zapamétanie tychto 6 stic¢inov a ich znamienok mozno pouzit’ Sarrusovo
pravidlo. K determinantu na pravia stranu pripiSeme prvy a druhy stipec determi-
nantu. Spocitame saéin koeficientov pozdlz diagonaly, ktoré smeruju zlava doprava,
a odpocitame suéiny koeficientov pozdlz diagonaly v opaénom smere.

+ + +
i Q12 ‘a13 a1 @12
>

a1 a2

AN

a31 a32 as3 asi asz

21 Q22 @23

-
-,
-

X
X

Toto pravidlo je mozné aplikovat’ len pre determinanty stupna n = 3.

pre I'ubovolné n > 2, na vypocet determinantu je mozné pouzit’ Laplaceov rozvoj
podla i-teho riadku alebo j-teho stipca. PouZijeme pri tom nasledujice oznacenie.
Symbolom A;; ozna¢ime (—1)""/-nasobok determinantu matice, ktora vznikne z ma-
tice A vynechanim i-teho riadku a j-teho stlpca.

Rozvoj podla i-teho riadku méa tvar:

|A| =a;1 - Ajg + - Aig + oo+ Qi - Ain

Rozvoj podla j-teho stlpca ma tvar:

‘A| = alj . Alj + agj . Agj + ...+ anj . Anj .

Pre determinant st¢inu dvoch Stvorcovych matic rovnakého typu plati vzorec

|A-B[=[A[-[B].

Na nasledujucom priklade si ukdzeme vypocet determinantu rozvojom podla i-teho

riadku alebo j-teho stipca a taktiez tipravou na horny alebo dolny trojuholnikovy tvar.

Priklad ¢. 1. Nasou tlohou je vypocitat’ determinant matice A =

2 05
3 6 4
-1 3 0

najprv

rozvojom podla riadku alebo stlpca a nasledne tpravou na horny alebo dolny trojuholni-
kovy tvar.
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RieSenie:
1. Rozvoj podl'a riadku alebo stipca:

Krok &. 1: Na zadiatok si vyberieme riadok alebo stlpec, podla ktorého rozpiseme
rozvoj. V tretom riadku na tretej pozicii vidime, Zze mame nulu, tak bude vyhodné zvolit’
si na rozvoj prave treti riadok alebo treti stlpec. Vyberame si teda treti riadok, preto ¢ = 3.

i )
wW o O
O = Ot

Krok ¢. 2: RozpiSeme si rozvoj podla tretieho riadku a vypocitame determinant.

:(_Dgﬂ,(_l),’ 0° ‘H_l)m,&‘ 20 ‘H_l)m,o_‘ 20 ’:
=—(0-30)—3-(8=15)+0=30+21 =51
Hodnota determinantu matice je 51.
2. Uprava na dolny alebo horny trojuholnikovy tvar
2 0 5
Iny sposob vypoctu determinantu 3 6 4 | je uprava prislusnej matice na horny
-1 3 0

alebo dolny trojuholnikovy tvar pomocou elementarnych riadkovych operécii a ich vlast-
nosti D1-D5.

Krok ¢&. 1: V tret'om riadku na prvej pozicii mame koeficient (—1) a preto vymenime
prvy a treti riadok determinantu (t. j. pouzijeme operaciu D1). Koeficient (—1) v I'avom
hornom rohu na pivotnej pozicii je pre nés lepsim vychodiskovym krokom pre d’alsie apravy
determinantu. Vymenou dvoch riadkov determinant zmeni znamienko “+” na znamienko

w_»

O O W
Ol = O

Krok ¢. 2: Upravime determinant na dolny trojuholnikovy tvar a teda pripocitame
3-nasobok prvého riadku k druhému riadku a taktiez pripoc¢itame 2-nasobok prvého riadku
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k tretiemu riadku determinantu (dvojnasobné pouzitie pravidla D3). Tym sme ziskali nuly
v prvom stlpci pod pivotnym prvkom.

|
o O =
[
S Ot W
Tt = O

Krok ¢&. 3: Opat’ vymenime druhy a treti riadok determinantu. Podl'a pravidla D1,
vymenou riadkov determinant zmeni znamienko na “+”.

o O =
ot oY W
= Ot O

Krok ¢. 4: Vydelime druhy riadok determinantu ¢islom 6, aby d'alSie tpravy boli
jednoduchgie. Podl'a pravidiel elementarnych tdprav determinantov D2, ak delime riadok
determinantu ¢islom, musime danym ¢islom determinant vynasobit’. Nasobime teda deter-
minant konstantou 6. (Na tato apravu mozeme hladiet’ ako na “vyfatie konstanty 6 pred
determinant z jedného riadku 7. )

-1 3 0
6| 0 1 5/6
015 4

Krok ¢&. 5: NaSou poslednou tipravou bude pripo¢itanie (—15)-nésobku druhého riadku
k tretiemu riadku pouzitim D3, a dostaneme nulu aj pod druhym pivotnym prvkom:.

Krok €. 6: Determinant mame upraveny na dolny trojuholnikovy tvar a poslednym
krokom je uz len stuéin pivotnych koeficientov determinantu na diagonaéle:

6-[(—=1)-1-(—=17/2)] =51
Hodnota determinantu je 51. Hodnota determinantu vypocitana rozvojom podla tre-

tieho riadku sa, samozrejme, musi zhodovat’ s hodnotou determinantu vypocitaného tpra-
vou na dolny trojuholnikovy tvar. O
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-3 1 3
Priklad ¢&. 2. Vypocitame determinant matice A = 2 7 —2 | vhodnym rozvojom
05 1

a taktiez aj ipravou na trojuholnikovy tvar.
RieSenie:
1. Rozvoj podla riadku alebo stlpca:

Krok & 1: Zvolime riadok alebo stlpec, podl'a ktorého rozpiSeme rozvoj. V tretom
riadku na prvej pozicii mame nulu, preto by bolo vyhodné zvolit’ si prave treti riadok,
alebo prvy stlpec. Vyberame si teda pre zmenu prvy stlpec, preto j = 1.

-3 1 3
2 7 =2
05 1

Krok &. 2: RozpiSeme si rozvoj podla prvého stlpca a vypocitame determinant.

7T =2
5

— (1) (=3). | i ‘ (-1 2 \

1
5
=-3-(7T+10)—2-(1—15)+ 0= —51 + 28 = —23

Hodnota determinantu matice je —23.

2. Uprava na dolny alebo horny trojuholnikovy tvar:

-3 1 3
2 7 =2
05 1

Krok ¢. 1: Upravime determinant na dolny trojuholnikovy tvar, a preto bude vyhodné,
ak vymenime prvy a druhy stlpec (¢iZe pouZijeme opericiu D1 aplikovani na stipce).
Tak budeme mat’ na pozicii pivotného prvku v 'avom hornom rohu koeficient 1, ¢o nadm
umozni Pahgiu eliminéciu koeficientov v prvom stlpci pod pivotnym prvkom. Vymenou
dvoch stlpcov sa zmeni znamienko determinantu.

1 -3 3
-7 2 =2
5 0 1
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Krok ¢&. 2: Pripo¢itame (—7)-nasobok prvého riadku determinantu k druhému riadku,
taktiez pripoc¢itame (—5)-nasobok prvého riadku k tretiemu riadku (dvojnasobné pouZzitie
pravidla D3). Tymito dvoma krokmi sme dostali nuly pod pivotnym prvkom v prvom
stfpci.

1 -3 3
-0 23 =23
0 15 —-14

Krok ¢. 3: Vydelime druhy riadok ¢islom 23, a teda podl'a pravidiel poc¢itania deter-
minantov D2 vynasobime determinant c¢islom 23.

1 -3 3
-23-10 1 -1
0 15 —-14

Krok ¢&. 4: Pripoc¢itame (—15)-nasobok druhého riadku k tretiemu riadku, pouzitim
D3. Tymto krokom sme ukoncili tpravu determinantu na dolny trojuholnikovy tvar.

1 -3 3
-23-10 1 -1
0 0 1

Krok ¢. 5: Hodnotu determinantu dostaneme, ak vynasobime koeficienty determinantu
na diagonale:

=(=23)-(1-1-1)=—23

Hodnota determinantu —23 poéitané rozvojom podla prvého stipca je rovnaka, ako vysle-

dok dosiahnuty dGpravou na dolny trojuholnikovy tvar. O
1 -6 4 -3
. er . . 2 2 =2 1
Priklad ¢. 3. Vypocitajme determinant matice A = 5 o_6 11 -3
1 0 2 4

vhodnym rozvojom a potom tpravou na trojuholnikovy tvar.
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RieSenie:
1. Rozvoj podl'a riadku alebo stipca:

Na rozvoj determinantu si zvolime $tvrty riadok ¢ = 4.

-6 4 -3

1
5 9 o " -6 4 -3 " 1 4 -3
f 6 11 g |=CEDTL 2 =2 ()P0 2 =2 1+
1 o 2 4 -6 11 -3 5 11 -3

1 -6 -3 1 -6 4

+(=D)**.2-12 2 1|+(-D*"™.4-]2 2 -2

5 —6 -3 5 —6 11

Prvy a treti determinant st nulové na zaklade pravidla D5 (obsahuju stlpec, ktory je
nasobkom iného stlpca). Stvrty determinant vypocitame tpravou na trojuholnikovy tvar
(mohli sme pouzit’ aj Sarrusovo pravidlo, pretoze ide o determinant stupiia 3).

1 -6 4| |1 -6 4 1 -6 4
2 2 —2|=|0 14 —10|=14-]0 1 —10/14|=
5 -6 11| |0 24 —9 0 24 —9

1 -6 4 -
— 1400 1 —5/7|=14-1-1.25— 114
0 0 57/7 7

Hodnota posledného determinantu je 114.
Prvé tri determinanty s nulové, preto vysledn& hodnota poévodného determinantu bude:

=0+0—-2-0+4-114 =456

2. Uprava na dolny alebo horny trojuholnikovy tvar:

1 -6 4 -3
2 2 =2 1
5 —6 11 -3
10 2 4
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Krok €. 1: V 'avom hornom rohu mame koeficient 1, takze pripo¢itame (—2)-nasobok
prvého riadku k druhému riadku, takisto pripoc¢itame (—5)-nasobok prvého riadku k tre-
tiemu riadku a (—1)-nasobok prvého riadku k stvrtému riadku (trojnasobné pouZitie pra-
vidla D3). Takto sme dostali v prvom stlpci pod pivotnou jednotkou nuly.

1 —6 4 -3
0 14 -10 7
0 24 -9 12
o 6 -2 7

Krok & 2: Vydelime treti riadok ¢islom (—4) a podla vlastnosti D2 determinatov
musime ¢islom (—4) vynasobit’ cely determinant.

1 -6 4 -3
40 14 07
0 —6 9/4 —3
0 6 -2 7

Krok ¢. 3: Pripocitame treti riadok k Stvrtému riadku pouzitim pravidla D3. Tymto
krokom sme ziskali nulu v poslednom riadku na druhej pozicii.

1 -6 4 -3
4014 -0 7
0 —6 9/4 —3
0 0 1/4 4

Krok ¢&. 4: Aby sme si zjednodusili apravu na dolny trojuholnikovy tvar, vydelime
aj druhy riadok ¢islom 14. Aplikovanim pravidla D2 musime determinant vynasobit’ tym
istym ¢islom, ktorym sme delili.

1 —6 4 -3
0 1 —10/14 1/2
(=4)- 141 g 9/4 -3
0 0 1/4 4

Krok €. 5: Pripoc¢itame 6-nésobok druhého riadku k tretiemu riadku pouzitim D3
a v druhom stlpci pod pivotnym prvkom méame uz nuly.
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1 —6 4 -3
0 1 —=5/7 1/2
(=56)-1 o —57/28 0
0 0 1/4 4

Krok ¢&. 6: Treti riadok vydelime ¢islom g—g a tymto ¢islom stcasne determinant vyné-
sobime podla pravidla D2.

1 —6 4 -3
57 |0 1 =5/7 1/2
(_56)'%' 0O 0 -1 0
0 0 1/4 4

Krok ¢&. 7: Pripo¢itame 1/4-nasobok tretieho riadku k §tvrtému riadku pouzitim D3.
Vyslednt hodnotu determinantu dostaneme vynasobenim koeficientov na diagondale deter-
minantu s ¢islami pred determinantom.

1 —6 4 -3
57 |0 1 =57 1/2| 57 B
(=56) 5|0 o L1 o|= (80 5g 11 (=1) 4 =456
0 0 0 4

Hodnota determinantu 456 sa samozrejme musi zhodovat’ s vysledkom pocitanym rozvojom

podla stvrtého riadku. O
2 5 =31
. + oy . . 0 -1 -2 1 )
Priklad €. 4. Vypocitajme determinant matice A = 3 9 9 4 vhodnym rozvo-
1 3 -4 0

jom a potom aj ipravou na trojuholnikovy tvar.
RieSenie:
1. Rozvoj podl'a riadku alebo stpca:

Rozpiseme si rozvoj determinantu podla druhého riadku, teda ¢ = 2.

37?:21 5 -3 1 2 -3 1
s 2 9 4 =(=1*"".0-12 2 4|+ (=1 (=1)-|3 2 4|+
L 3 10 3 -4 0 1 —4 0
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2 5 1 2 5 -3
(=12 (=2)- |3 2 4|+ (=113 2 2
130 1 3 —4

Jednotlivé determinanty vypocitame Sarrusovym pravidlom.

Druhy determinant

=2.2.0+(=3)-4-1+1-3-(—=4)—(1-2-142-4-(—4)+(=3)-3-0) = —12—-12— (2—32) =
= —244+30=6

Treti determinant

2
3
1

W DN Ot

112
413
01

w N ot
Il

=2-2.04+5-4-1+1-3-3—(1-2-1+2-4-3+5-3-0) =204+9—(2+24) =29—-26 =3

Stvrty determinant

2
3
1

W b Ot
=N W

2
3
1

w N Ot
I

= 2:2.(—4)45-2:14(—3)-3-3—[(=3)-2:14+2-2:3+5-3-(—4)] = —16410—27—(—6+12—60) =
— 33— (—54) =21

Vysledna hodnota pévodného determinantu je

=(—6)+2-3+421 =21.

2. Uprava na dolny alebo horny trojuholnikovy tvar:

2 5 =31
0 -1 -2 1
3 2 24
1 3 40
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Krok €. 1: Pripo¢itame (—3)-nésobok stvrtého riadku k tretiemu riadku a (—2)-
nasobok stvrtého riadku k prvému riadku (t. j. pouzijeme operéacie D3). Po tychto dvoch
Gpravach mame v prvom stipci jednotku a nuly.

0 -1 51
0 -1 -2 1
0 =7 14 4
1 3 -4 0

Krok €. 2: Vymenime prvy a Stvrty riadok, aby pivotna jednotka bola v 'avom hornom
rohu podl'a pravidla D1. Vymenou riadkov sa zmeni znamienko pred determinantom.

1 3 -4 0
0 -1 -2 1
0 =7 14 4
0 -1 51

Krok ¢&. 3: Pripoc¢itame 7-nasobok druhého riadku k tretiemu riadku a taktiez (—1)-
nésobok druhého riadku k stvrtému riadku (dvojnasobné pouzitie operacie D3). Tym sme
ziskali nuly pod diagonéalnym koeficientom v druhom stipci.

1 3 -4 0
0 -1 -2 1
1o o0 28 -3
0o 0 7 0

Krok €. 4: Pripo¢itame (—4)-nasobok Stvrtého riadku k tretiemu riadku pouZitim
operacie D3.

1 3 -4 0
0 -1 -2 1
o 0 0 -3
o o0 7 0

Krok ¢. 5: Teraz uz len vymenime treti a stvrty riadok, ¢im sa podla pravidla D1
opit’ zmeni znamienko pred determinantom. Vynasobime koeficienty na diagonéle a mame
hodnotu determinantu.

1 3 -4 0
0o -1 -2 1
O 0 7 0 =(-1)-(=3)-7=21
o 0 0 -3

Hodnota determinantu je 21. a
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Priklady na cvic¢enia:
Vypocitajte nasledujiice determinanty:

1. Rozvojom podla riadku alebo stipca.
2. Upravou na dolny alebo horny trojuholnikovy tvar.

3. Sarrusovym pravidlom, ak je to mozné.

1 7 —4
1 -2 1 3
-2 1 5

Hodnota determinantu je  30.

[\
W N W
N = =
=N W

Hodnota determinantu je 5.

3 -7 -1
3. 3 2 3
6 -5 2

Hodnota determinantu je 0.

11 7
4 -2 7 =2
-2 8 3

Hodnota determinantu je  33.



(@
Ot N W
o oo
O

Hodnota determinantu je

6 —11
4 =7
6. 1 9
1 10

Hodnota determinantu je

o
_ W N =
N WO N

Hodnota determinantu je

1 10
-2 8
-3 16

4 —6

Hodnota determinantu je

— W O
—_ O W
RO W Ul O

Hodnota determinantu je

=N = O

W ot N W

0.

9
0
—6
0

39.

0.

36.

W 00 =~ O

4
1
-2
-1

83
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-2 2
4 -9
10. 1 7
1 1

Hodnota determinantu je

—14
-3
0
-2

11.

N W N

Hodnota determinantu je

4 =7

4 =7

12. 1 10
-3 -1

Hodnota determinantu je

310
13
13. 5 3
2 4

Hodnota determinantu je

14.

Sy 1 DN W
W O© 1
— s O O

Hodnota determinantu je

2 -4
4 =5
-3 12
0 3
0.
3 =2
—-11 -7
-5 =5
0 -2
d.
3
0 1
0 —1
2 1
29.
-6 6
5 =3
3 3
2 4
—190.
9
6
)
-8
—546.

KAPITOLA 4. DETERMINANTY
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10

15.

-6 11 -3

5

0.

Hodnota determinantu je

16.

11

—18.

Hodnota determinantu je

17.

0.

Hodnota determinantu je

18.

1
—6
2

246.

Hodnota determinantu je
19.

7
3 5
0

0
-1
3

170.

Hodnota determinantu je

-10 -1 -9 -1

-3

20.
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Hodnota determinantu je 3.

1 -1 -1 —4 0
-1 -1 5 —2 0
21. 5 0 3 0 -1
2 0 2 =2 0
3 -1 1 -1 =2
Hodnota determinantu je —&0.
1 8 —6 3 —1
2 —11 16 -2 5
22. 0 12 —1 5 4
-2 14 -6 4 2
-1 6 0 1 1
Hodnota determinantu je —140.
-3 2 0 4 -1
1 =2 5 —2 0
23. 0o —1 -1 2 4
-3 2 3 =2 2
-1 -1 0 5 5
Hodnota determinantu je 144.
-5 =5 6 6 1
3 -3 0 -2 -5
24. -2 10 -1 -5 4
0 1 0 4 2
—1 4 0 =3 1

Hodnota determinantu je = —18.



Kapitola 5

Vlastné cisla a vlastné vektory matic

5.1 Linearne zobrazenia v rovine a v priestore

Nech A je matica typu 2 x 2. Zobrazenie L, ktoré kazdému vektoru u = ( u1 ) priradi

Uz
vektor
L(u)=A-u
je linearne, t. j. spliia rovnost’
Lic-u+d-v)=c-L(u)+d- L(v) (5.1)

pre 'ubovolné dva vektory u, v v rovine. Naopak, v linearnej algebre sa dokazuje, ze kazdé
linedrne zobrazenie v rovine, t. j. zobrazenie spliajuce vztah (5.1), je definované ako néa-
sobenie nejakou maticou typu 2 x 2.

3 _
4 =2
L(u) = A - @. V rovine znazornime obrazy L(u) nasledujucich vektorov:

(a) U1:<(1)> <b)u2:<(1)> (C)u;;:(}) (d)u4:<1/§>

RieSenie:

a nech L je linedrne zobrazenie dané vzt’ahom

Priklad €. 1. Nech A = (
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LW@ZA’@‘*:(i :;),(1@):(—1_/;)

Obr. 5.1: Uy = (1,0)T7 Ug = (0, ].)T7 L(ﬂl) =A- Uy = (3,4)T, L(ﬁg) =A- Ug = (—17 —Q)T

Obr. 5.2: Uz = (1, ].)T7 Uy = (0, ].)T7 L(Z_Lg) =A- Uy = (]_/2, 2)T7 L(a4> =A- Uy =
= (_1/27 _2)T
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V&imnime si, Ze obraz vektora @ z ¢asti (c) je len 2-ndsobkom povodného vektora, teda @
a L(u) lezia na jednej priamke. Podobne, obraz vektora @ z ¢asti (d) je jeho (—1)-nasobkom,
ateda u a L(u) aj v tomto pripade lezia na jednej priamke. Toto nie je pravda pre vektory

z Casti (a), (b).
Fakt, ze sme nasli vektory u, ktorych obrazy L(u) lezia s @ na jednej priamke, je
velmi vyznamny pri skiimani linedrnych zobrazeni a ich prislichajticich matic a vratime

sa k nemu v nasledujticej Casti.

Pojem linedarneho zobrazenia mozno definovat’ analogicky aj vo vyssich dimenziach.

Uz
Ak napriklad A je matica typu 3 x 3, tak zobrazenie L, ktoré vektoru « = | ug | priradi
us
vektor L(u) = A.u je opit’ linedrne, teda splia rovnost’ (5.1).
-1 -2 =2
Priklad €. 2. Nech A = 1 2 1 | anechL jelinedrne zobrazenie dané vzt'ahom
-1 -1 0
L(u) = A - u. V priestore znazornime obrazy L(u) nasledujicich vektorov:
-2
(a) Uy = 1
-1
-1 -2 =2 —2 2
RieSenie: L(u;) =A -1 = 1 2 1 1 1=1] -1
-1 -1 0 -1 1
-1
(b) up = 1
0
-1 -2 =2 -1 —2
RieSenie: L(uy) = A -1y = 1 2 1 1| = 1
-1 -1
2
(C) Uz = —2
1
-1 -2 =2 2 0
RieSenie: L(u3z) = A -u3= 1 2 1 — =1 -1
-1 -1 0 1 0
3

(d) w=1] —1
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Obr. 5.3: iy = (=2,1, =17, L)) = A -y = (2,—1,1)7T

-1 -2 -2 4 —4
RieSenie: L(us) = A -u5 = 1 2 11| -2|= 2
-1 -1 0 2 —2



5.1. LINEARNE ZOBRAZENIA V ROVINE A V PRIESTORE 91

05 —

-05 -10 -15 -20

Obr. 5.5: ’123 = (2, —2, 1)T, L(’L_Lg) =A. ’L_Lg = (O, —1, O)T

Obr. 5.6: i1y = (3,—1,2)T, L(tiy) = A - iy = (5,3, -2)7
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Obr. 5.7: 115 = (4, —2,2)T, L(tis) = A - 115 = (—4, 2, —2)7

Opét’ vidime, Ze obrazy vektora u v ¢astiach (a) a (e) si (—1)-nasobkom poévodného
vektora, teda vektor 4 a jeho obraz L(u) leZia na jednej priamke. V ¢astiach (b), (c) a (d)
toto neplati. O
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Priklady na cvic¢enia:

1. Je zadanad matica A = _? _g a linearne zobrazenie L dané vzt'ahom L(u) = A -a.

Znéazornite obrazy L(u) nasledujicich vektorov:

(a) = ( - ) Vysledok:  L(w) = ( - )

10
08
06
041

02

20

151

101

05
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L L
2 1 1 2
-05
-101

Obr. 5.10: Uz = (—4, 1)T7 L(ﬂg) =A- Ug = (27 —1)T

a4}

Obr. 5.11: uy

-1

2. Je zadand matica A = 1
—2

L L L L
2 4 6 8

= (~1,-1)7, L(tia) = A -3 = (8, —4)7

-8 —6
—-10 —6 ) a linedrne zobrazenie L dané vzt'ahom
10 5

L(u) = A - u. Znazornite obrazy L(u) nasledujicich vektorov:

3
Vysledok: L(uy) = ( 3 )
-3

Vysledok: L(uy) =

Vysledok: L(uy) =

8
Vysledok: L(uz) = ( 10 )
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Obr. 5.12: Uy = (—1, —1, 1)T, L(I_Ll) =A- Uy = (3,3, —3)T

Obr. 5.13: iy = (1,0,1)7, L(iy) = A -1y = (—7,-5,3)T
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Obr. 5.14: i3 = (—4,—5,6)T, L(is) = A - i3 = (8,10, —12)7

Obr. 5.15: i1, = (—3,—3,4)7, L(y) = A - g = (3,3, —4)7
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5.2 Vlastné cisla a vlastné vektory

Situéciu, s ktorou sme sa stretli v predchadzajicej podkapitole v priklade ¢. 1 v ¢asti (c)
a (d) a v priklade €. 2 v Casti (a) a (e), teraz zovSeobecnime.

Nech A je tvorcova matica typu nxn. Nenulovy stipcovy n-rozmerny vektor @ nazveme
vlastnym vektorom matice A, ak existuje také cislo A, 7ze

A-u=X\u.

Toto ¢islo A nazveme vlastnym c¢islom matice A prisliuchajice vlastnému vektoru .
Rovnako, vektor @ je vlastnym vektorom prislichajicim vlastnému ¢islu A. Uvedomme si,
ze ak u a v si vlastné vektory prisluchajice tomu istému vlastnému ¢islu A, tak aj ich
I'ubovol'na nenulova linearna kombinécia

W=7r-u+S8-0

je vlastnym vektorom prislichajucim vlastnému ¢islu A. Je to preto, ze ak A -u = \-u
aA-v=M\ v, tak

(r-u+s-0)=A-(r-u)+A-(r-v)=
u+s-A-v=r-(Aua)+s-(\-0)=
=A-(r-au+s-0)=A-w.

Ako pocitame vlastné ¢isla a vlastné vektory? V8imnime si, Ze rovnost’ A -4 = \-u je
ekvivalentna rovnosti A -u = A -1-u, kde I je jednotkova matica typu n x n. Poslednu
rovnost’ mozno prepisat’ do tvaru

(A=X-TI)-a=0. (5.2)

Na maticovii rovnicu (5.2) mozno hl'adiet’ ako na sustavu n linearnych rovnic s neznamymi
Uy, Us, ..., U, CO st zlozky stlpcového vektora 4. Ked’ze podla nasej definicie @ je nenulovy
vektor, tato sdstava n rovnic s n neznamymi a nulovymi pravymi stranami méa nenulové
rieSenie. To je vSak podla teorie rieSenia ststav linedrnych rovnic mozné vtedy a len vtedy,
ked’ determinant matice sustavy, t. j. |[A — A -I|, je nulovy. Vlastné ¢isla A\ matice A preto
splhaja rovnost’

A—\-1=0,

a to je rovnica, z ktorej ich poc¢itame. Prislusné vlastné vektory potom najdeme ako vsetky
nenulové rieSenia sustavy (5.2).
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Priklad €. 1. Vypocitame vlastné ¢isla a vlastné vektory matice A = ( g (1) )

RieSenie:

Krok ¢&. 1: Vlastné ¢isla A vypocitame z rovnice |A — A -I| = 0, teda

A—X-T/=

6— A
3

1_2 ‘:(6—/\)(1—)\)—3-0:)\2—7/\+6.

Krok ¢&. 2: Vypoc¢tom determinantu sme dostali kvadraticka rovnicu A\ — 7\ + 6 = 0.
Vypocitame korene kvadratickej rovnice a dostaneme vlastné ¢isla A matice.

AN —TA+6=0
A=6)(A—1)=0

Vlastné ¢isla matice su:
A =6, =1

Krok ¢. 3: Vypocitame vlastné vektory k prislusnému vlastnému ¢islu \; = 6, ¢ize
véetky nenulové vektory @ spliajtce rovnicu (A —6-I)-@ = 0, kde @ = (u1, us)” je vektor
s neznamymi uq, us. Pre skratenie vypoctu budeme na ekvivalenciu matic ziskant pouzitim
elementarnych riadkovych operacii ERO1 - 3 pouzivat’ symbol ~.

e pre \y =6
6— A 0 N 6—06 0 N 0 0 N 0 0 N 1 —-5/3
3 1—X 3 1-6 3 =5 1 -5/3 0 0

Krok €. 4: 7 tohto redukovaného tvaru vypiSeme vSetky rieSenia tak, ako sme to robili
v kapitole 2. Namiesto nezndmej u, zavedieme parameter t, teda uy = ¢, pricom t # 0.
Vysledok teda je, Ze vlastnému ¢islu A\; = 6 prislicha nekonecne vel'a vlastnych vektorov

w = (5/3)t

Uo = t’

éiieu:t-(5/§>, kde t # 0.

Krok ¢&. 5: Vypocitame vlastné vektory k prislusnému vlastnému c¢islu Ay = 1, Cize
vietky nenulové vektory @ = (uy,us)” spliiajtce rovnicu (A —1-1)-@ = 0.
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e pre \pg =1:
6— A 0 N 6—1 0 N 5 0 N 0 0 N 10
3 1—-2A 3 1-1 3 0 10 0 0

Krok €. 6: Z redukovaného tvaru vypiSeme vSetky rieSenia. Namiesto neznamej us
zavedieme parameter t, teda u, = ¢, pricom t # 0. Vysledok je, ze vlastnému ¢islu Ay = 1
prislicha nekonec¢ne vel'a vlastnych vektorov

0
1

Uy =

" 4o éiieu:t-<
2 pu—

), kde t # 0.

Zaver: K vlastnému ¢islu Ay = 6 prislicha nekonecne vel'a vlastnych vektorov

t-(wg>,t#0

K vlastnému ¢islu Ay = 1 prislicha nekone¢ne vel'a vlastnych vektorov

t(?),t#&

U

U=
O
Priklad €. 2. Vypocitame vlastné ¢isla a vlastné vektory matice
-1 -2 =2
A= 1 2 1
-1 -1 0
RieSenie:
Krok ¢. 1: Vlastné ¢isla A vypocitame z rovnice |A — X - I| = 0. KedZe tu méame

determinant stupna n = 3, na vypocet determinantu pouzijeme Sarrusovo pravidlo.

“1—A -2 —2|-1-Xx -2
A— XTI = 1 2-X 1 1 2-)\|=
-1 -1 - -1 -1

= (F1= N = NN + (=) 1+ (1) +(=2) - 1+ (=1)-
~(=2)- (2= ) (<1) = (<1) T (L= N = (=2) 1+ (=) =

=2 =N+ N4 -5 X=X+ XN+ )I-1
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Krok ¢. 2: Vypoctom determinantu sme dostali kubickt rovnicu —A2 + M2 4\ —1 = 0.
Vhodnym vynimanim vypocitame korene kubickej rovnice a dostaneme vlastné cisla A
matice.

AM—=X—-A+1=0

NA=1)—1A=1)=0

A=1)(N=1)=0
7 poslednej rovnosti vidime, Ze vlastné ¢isla matice su:

)\1 - —1, )\273 == 1

Krok ¢. 3: Vypocitame vlastné vektory k prislusnému vlastnému ¢islu Ay = —1, teda
vietky nenulové vektory (A — (—=1)-1)-@ = 0, kde u = (u1, us, u3)’.

e pre \y = —1:
—1-A —2 —2 —1+1 -2 =2 0 —2 -2
1 2= 1 |~ 1 2—(-1) 1 |~ 1 3 1|~
-1 -1 0—2A —1 -1 1 -1 -1 1
0 -2 — 0 00 1 31 10 —
~(1 3 1|~ 131]|~[011]~]01 1
0 2 0 2 2 0 00 00 O

Krok ¢. 4: Dostali sme redukovany tvar matice, z ktorej vypiSeme vSetky rieSenia.
Neznamu us polozime rovni parametru ¢, teda uz = t, pricom ¢t # 0. K vlastnému ¢islu

A1 = —1 sme nasli nekone¢ne vel'a vlastnych vektorov
U = 2t 2
uy = —t, Cize u=t-| =1 |, t#0
us = t 1

Krok ¢. 5: Vypocitame vlastné vektory k prislusnému vlastnému ¢islu Aoz = 1, t. .
vietky nenulové vektory, ktoré s rieSenim maticovej rovnice (A —1-1)-u = 0.
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o pre \p3=1:
—1-=A -2 -2 —-1-1 -2 =2 -2 =2 =2
1 2—=A 1 |~ 1 2-1 1 |~ 1 1 1 |~
-1 -1 0=\ —1 —1 1 -1 -1 -1
-2 =2 =2 0 00 1 11
0O 0 O 0 00 0 00

Krok €. 6: Vyjadrili sme si redukovany tvar matice. Namiesto neznamej uy zavedieme
parameter t, teda us = t, pricom t # 0. TaktieZ neznamu us poloZime rovni parametru
s, t. j. ug = s, pricom s # 0. Dostali sme vlastné vektory prislichajice k vlastnému ¢islu
)\2 3 = 1:

w = —t — s -1 —1
u = t + 0, ¢ize u=t- 1 |+s- 0 |, t#0,alebo s#0.
usz = 0 + s 0 1
Zaver: K vlastnému ¢islu \; = —1 prislicha nekonec¢ne vel'a vlastnych vektorov
—2
a=t-| 1|, t=£0.
-1

K vlastnému ¢islu A\p 3 = 1 prislicha nekone¢ne vel'a vlastnych vektorov

-1 -1
u=t- 1 | +s- 0 |, t#0,alebo s #0.
0 1

Priklad €. 3. Vypocitajme vlastné ¢isla a vlastné vektory nasledujicej matice

21 1
A= 21 -2
-1 0 -2

RieSenie:
Postupujeme rovnakymi krokmi ako v predoslych dvoch prikladoch:

Krok ¢. 1: Vlastné ¢isla A vypocitame z rovnice |A—\-I| = 0. Na vypocet determinantu
stupna 3 x 3 pouzijeme Sarrusovo pravidlo.
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2 — A 1 12— 1
A—\-1) = 21—\ —2 2 1-)\|=
—1 0 —2—A| -1 0

=2-N1=XN)(-2=X)+1-(=2)-(-1)+1-2-0—
(1A= (=)= (=2)-0-(2-A)—-2-1-(=2-})) =
=22 2 = N HO6A+3N -4 =22+ 2+ A +5=-N+ ) N2 +5 +3

Krok &. 2: Dostali sme kubickt rovnicu —A3 + A2 + 5\ + 3 = 0. Vhodnym vynimanim
vypocitame korene kubickej rovnice a dostaneme vlastné ¢isla A\ naSej matice.

M) —5\A-3=0
AA+1) —2XA+1)—3A+1) =0
A+1)(A2=21—3)=0

Vypocitame kvadratickt rovnicu (napr. pomocou diskriminantu) a dostavame, 7e vlastné
¢isla matice si:

M=-1, A=-1, A\3=3

Vidime, Ze mame aj jeden dvojnasobny koreii \; o = —1.

Krok €. 3: Vypocitame vlastné vektory k prislusnému vlastnému ¢islu Ay 5 = —1, teda
vietky nenulové rieSenia @ = (uy, ug, u3z)T maticovej rovnice (A — (—1)-I) -4 = 0.

® pre \y2 = —1:

2 -\ 1 1 2 — (—1) 1 1
21—\ -2 | ~ 2 1—(—1) -2 | ~
~1 0 —2—A ~1 0 —2—(=1)
31 1 31 1 01 -2 01 -2

~ 2 2 =2 |~ 0 2 —4 |~ 02 —4 |~ 00 0|~

-1 0 -1 -1 0 -1 -1 0 -1 -1 0 -1
-1 0 -1 1 0 1
00 O 00 O

Krok ¢. 4: 7 redukovaného tvaru matice vidime, ze pivotné premenné s u; a us.
Neznamej ug priradime parameter t, t. j. ug = t, pricom t # 0. Dostali sme vlastné vektory
k vlastnému ¢islu Ay 2 = —1:
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u = —t —1
Us 2t , alebo vo vektorovom tvare: wu=t1- 2 1, t#0.

Krok ¢. 5: Vypocitame vlastné vektory k prislusnému vlastnému ¢islu A3 = 3, ¢ize
vSetky nenulové riesenia maticovej rovnice (A —3-1I)-u = 0.

® pre \3 =3:
2—A 1 1 2—-3 1 1 -1 1 1
2 1—=2X -2 |~ 2 1-3 -2 | ~ 2 =2 =2 |~
-1 0 —2—AX —1 0 —2-3 -1 0 =5
-1 1 1 -1 1 1 -1 1 1
~ 00 0|~ 0O 0 0|~ 0 -1 —6 | ~

-1 0 -5 0 -1 -6 0o 0 0
1 -1 -1 1 0 5
0o 0 0 000

Krok ¢&. 6: Namiesto nezndmej uz opéit’ zavedieme parameter ¢, teda uz = t, pricom
t # 0. Dostali sme vlastné vektory k vlastnému ¢éislu A3 = 3:

Uy = —bt -5
uy = —6t, vektorovy tvar u=t-| —6 |, t#0.
Us = t 1
Zaver: K vlastnému ¢islu \; 2 = —1 prislicha nekonec¢ne vel'a vlastnych vektorov
-1
u=-t 21, t#0
1

K vlastnému ¢islu A3 = 3 prislicha nekonec¢ne vel'a vlastnych vektorov

-5
—6 |, t+#£0.
1

S
Il
~
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Priklady na cvic¢enia:

Vypocitajte vlastné ¢isla a vlastné vektory nasledujticich matic:

—4 8
L ( ‘e )
Vysledok: \; = 12, vlastné vektory r - u, kde u = ( é ) ar#0,

Ao = —7, vlastné vektory s - v, kde v = ( _2 ) a s # 0.

, (2 0)

Vysledok: Ay = Ay = 2, vlastné vektory st len r - u, kde u = < (1] > ar 0.

; (1)

Vysledok: \; = —1, vlastné vektory r - u, kde u = < (1) ) ar#0,
) _ _ 2
Ao = 1, vlastné vektory s - v, kde v = ( 5 ) as#0.
5 —3
i ( > )
Vysledok: A\ = 4, vlastné vektory r - u, kde u = ( 3 ) ar#0,

L,
, _ _ 1
Ao = —1, vlastné vektory s - v, kde v = ( 9 ) a s # 0.
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Vysledok:

Vysledok:

Vysledok:

Vysledok:

Vysledok: Ay = 3, Ao = A3 = 2 vlastné vektory si r-u + s - v, kde u = (

0

5 0
8 —2
A1 = 5, vlastné vektory r - u, kde u = <

7
8
Ao = —2, vlastné vektory s - v, kde v = (

-2 —6
1 3
. _ _ —2
A1 = 1, vlastné vektory r - u, kde u = ( 1 ) ar#0,

A2 = 0, vlastné vektory s - v, kde v = ( —i1’> ) as#0.

(2 7)

A1 = 7, vlastné vektory r - u, kde u = ( i) ) ar 0,

Ao = 1, vlastné vektory s - v, kde v = ( (1] ) as#0.

(6 %)

A1 = Ag = 4, vlastné vektory st len r - u, kde u = (

[£4)

1
0

DN B~ &~
o NN O

0
U= ( 1)aaspoﬁjednozr,57é0.

)afr;«éO.
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18 -6 -8
10. 36 —11 —18
16 —6 —6

Vysledok: A\; = 2, vlastné vektory r - 4, kde u =

1
2
1
Ao = —2, vlastné vektory s - v, kde v = (

2
3 —16 12
11. 0 —13 12
0 —16 15

0 1
Vysledok: Ay = Ay = 3, vlastné vektory s r-u + s - v, kde u = ( 3 ) av= ( 0 ),
4
aspon jedno z r, s # 0.

1
A3 = —1, vlastné vektory si t - w, kde w = ( 1 ) at#0.

1
2 -4 3
12. 1 3 =3
1 4 -4

0
Vysledok: Ay = —1, vlastné vektory st r - u, kde u = ( 3 ) ar#0,
4

1
A2 = A3 = 1 vlastné vektory st t - v, kde a v = ( l)at#o.
1
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32 —-10 —-15
13. 48 —14 -24

36 —12 —16
Vysledok: A\; = —2, vlastné vektory st r - u, kde u = (
1
0
2

Ao = A3 = 2, vlastné vektory st s-v+t-w, kde v = (

z s,t#0.

5 2 2
14. -16 -8 -8
2 1 2

A2 = 2, vlastné vektory s- v, kdev =] —4 | as#0,

-1
A3 = 1, vlastné vektory ¢ - w, kde w = ( 0 ) at#0.

19 10 10
15. —40 —-21 =20

10 S 4

2
Vysledok: A\; = 4, vlastné vektory si r - u, kde u = ( —4 ) ar#0,
1

-1 -1
Ay = A3 = —1, vlastné vektory st s- v+t -w, kde v = ( 0) aw= ( 2
0

jedno z s,t # 0.

107
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-1 -8 —6
16. 1 —-10 —6
-2 10 5
-1
Vysledok: \; = —3, vlastné vektory r-u, kdeu=| —1 | ar #0,
1

—4
Ao = —2, vlastné vektory s - v, kde v = ( -5 ) as#0,

-3
A3 = —1, vlastné vektory t - w, kde w = ( -3 ) at#0.

4
1 -3 3
17. 3 =5 3
6 —6 4

-1 1
Vysledok: Ay = Ay = —2, vlastné vektory su r-u+s-v, kde u = ( 0 ) av= ( 1 )

a aspon jedno z r, s # 0.

1
A3 = 4, vlastné vektory si t - w, kde w = ( 1 ) at#0.
2

18.

N =~ Ot
N Ot i~
N NN

-1 -1
Vysledok: Ay = A\g = 1, vlastné vektory st r-u+ s- v, kde u = ( 1 ) av= ( 0 )

a aspon jedno z r, s # 0.

2
Az = 10, vlastné vektory su ¢ - w, kde w = ( 2 ) at#0.



Kapitola 6

Analyticka geometria

Na zaciatok si zopakujeme niektoré fakty zo strednej skoly.

Ak mame usporiadant dvojicu bodov (A, B), A = (x4, ya, z4) a B = (B, yp, 2B),
stradnice vektora u = (uy, ug, ug) uréeného touto usporiadanou dvojicou ziskame ako
rozdiel suradnic tychto dvoch bodov, teda

ﬂ:B—A:(CBB—IA, Y —Ya , ZB—ZA)-

Dlzku (velkost’ ) vektora |a| v priestore vypoc¢itame ako odmocninu sa¢tu druhych mocnin
stiradnic vektora, Cize:

lu| = \/u12 + uo? + uz? .
Nulovy vektor je vektor s nulovymi siradnicami a nulovou dlzkou.
Jednotkovy vektor je vektor, ktorého dlzka je rovna jednej.
Sucin vektora @ = (u1, ug, ug) a konstanty ¢ je vektor ¢-u = (c-uy, ¢-ug, c-us).
Opacny vektor k vektoru u = (uy, us, usz) je vektor —u = (—uy, —ug, —ug).

Sucet dvoch vektorov @ = (uy, ug, ug) a v = (vy, vq, v3) je vektor, ktory ziskame spocita-
nim sdradnic oboch vektorov:

U+ 0= (ug + vy, ug+ vy, uz+v3) .

Rozdiel dvoch vektorov u = (uy, ug, us) a v = (v1, ve, v3) je vektor, ktory ziskame
od¢itanim siradnic oboch vektorov:

a—@:(ul—vl, U — V2, 'LL3—U3>.

Linearna kombinécia vektorov @ = (uy, ug, uz) a v = (vy, vy, v3) je vektor w, ktory
vznikne ako stucet nasobkov siradnic vektorov u a v, teda

W=c-U+¢y- T,

109
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kde c1, ¢co st konStanty, pricom c¢q,cs € R. Podobne mozno hovorit’ o linedrnej kombinécii
troch a viac vektorov.

Priklad €. 1. Dané si dva vektory u = (4,2, —1), v = (2,3,0). Nasou tlohou je zistit, ¢
vektor w = (2, —5, —2) je linearnou kombinaciou vektorov u a v.

Riesenie: Uz vieme, Ze vektor w bude linearnou kombinéaciou vektorov vtedy, ak bude
sictom nasobkov siradnic vektorov u a v, ¢ize ak

W=cC U+ C-V.
Po dosadeni dostavame

(2, —57 —2) =C - (4, 2, —1) +Co - (2, 3, 0) = (4C1 + 262, 2C1 + 302, —C1 + OCQ),

¢o dava sistavu troch rovnic o dvoch neznamych c; a co:

401 + 202 = 2
261 + 302 = -5
—C = -2

Vsimnime si, ze ak by sa vektory @ a © napisali ako stipcové vektory, tak uvedena
sistava mé tvar A - * = B, kde matica A je tvorena stlpcami vektorov u a v a B je
stlpcovy vektor w, pricom Z = (1, cp)?.

VyrieSenim tejto sustavy, napriklad Gaussovou elimina¢nou metédou, dostavame hod-
noty ¢y =2 a co = —3, Cize

w=2-u—3-0.
Z vysledku vidime, Ze vektor w je linedrnou kombinaciou vektorov @ a v. O

Skalarny stuc¢in dvoch vektorov @ = (uy, ug, us) a v = (vy, ve, vs) je Cislo

UV =1U| V] + Uy Vg + U3 Vs .

Ak dva vektory zvieraju uhol ¢, potom skalarny siuc¢in dvoch vektorov @ = (uy, us, us)
a v = (v, ve, v3) mdZme vypocitat’ pomocou vzorca

u-v=|ul-|o|-cos(p) .
Uhol ¢ dvoch vektorov @ = (uy, us, ug) a v = (v, ve, v3), 0 < ¢ < 7, je mozné urcit’ zo

vztahu o
u-0

“osl) = el

Skalarny sicin @ - v je rovny 0 prave vtedy, ked’ vektory # a v su na seba kolmé.
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uxv
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Obr. 6.1: Vektorovy stcin.

Vektorovy sicin u X v je vektor w, ktorého siradnice st dané vzt'ahom

U X 0= (ug-v3—U3- Vg, Ug-Vy — Up V3, UL Vg — U+ V1) .

Poznamenajme, 7ze vektor w = u X v je kolmy na vektory u a v.

Mnemotechnickd pomocka na vypocet vektorového sicinu sa da znazornit’ nasledujticim
diagramom:

uj u us Uuj u us

N /< X

Vi vV, V3 Vy Vv, V3

Dizka vektorového stu¢inu dvoch vektorov @ a © nam zérovein udava plosny obsah rovno-
beznika vytvoreného tymito dvoma vektormi. NavySe, ak u, v zvieraju uhol ¢ € (0,7),
tak

@ = |a x 5| = [a] - o] - sin(p) .
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Priklad €. 2. Vypocitame vel'kost’ vektorového stuc¢inu dvoch vektorov 4 = (—2,3,0) a v =
(1,4, —5).
RieSenie:

UX 0= (ug-v3—ug- vy, UV — U V3, Up+Vy— U~ V1)

uxv=(3-(-5)—-0-4,0-1—(-2)-(-5),(-2)-4—-3-1)

@ x o= (—15,-10,—11)

Vektorovy sucin vektorov @ a v je vektor w = (—15,—10, —11).

Vel'kost’ vektora |w| vypocitame nasledovne:

0] = \Jw? + wj +wf = /(—15)2 + (—10)? + (—11)2 = V446 = 21, 12. 0

Obsah trojuholnika ABC uréeného vektormi b = AC a ¢ = AB je

1 -
S=—-]bxcl.

(\V]

Objem rovnobeznostena urc¢eného vektormi v = AB, v = AD, w = AFE vypocitame
pomocou zmieSaného stuc¢inu, teda vektorového sicinu vektorov @ a v a nasledne skaldrneho
sicinu s vektorom w:

V =|(ux0)-w|

Priklad ¢. 3. Majme trojuholnik ABC' so stradnicami vrcholov A = (1,2,-3), B =
(—1,-2,-2), C = (0,2,1). Vypocitame vnutorné uhly «, 3, v a taktiez obsah trojuholnika
ABC.
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RieSenie:

Uhol «a zvieraji vektory AB a AC. Vypocitame smerové vektory stran AC a AB tro-
juholnika ABC"

AC=(C-A)=(0-1,2-2,1—(=3)) =(-1,0,4)
AB=(B—-A)=(-1-1,-2-2,-2—(=3)) = (-2,—4,1)

Velkosti vektorov AC, AB vypocitame nasledovne:

[AC| = VaZ 7+ 22 = /(-1 + 02 + 42 = V1T = 4,12

[AB| = VaT+ 17+ 22 = /(=22 + (—4)2 + 12 = 21 = 4,58

Uhol a vypocitame zo vzt'ahu:

AC-AB  (=1)-(-2)+0-(—4)+4-1

€08 (@) = & Tan V17 - V21
6
COS (Oé) = W = 0, 31755
o = T71°27¢

Uhol 3 zvieraju vektory BC a BA. Vypoéitame smerové vektory stran BC a BA pre
uhol 5:

BA=(A-B)=(1-(-1),2-(-2),(=3) = (-2)) = (2,4, 1)

BC=(C—-B)=(0~(-1),2—(-2),1 - (-2)) = (1,4,3)

Velkosti vektorov BC, BA vypo¢itame nasledovne:

[BA| = Va? + 37+ 22 = /22 + 42 + (—1)2 = V21 = 4,58
|BC| = Va2 +y2+22=124+42+ 32 =+/26 = 5,1

Uhol g vypoc¢itame nasledovne:

BA-BC  1-2+4-4+3-(-1)

)= FaBe T VAl v
cos (B) = \/2_115\/% =0,64194

B = 50°
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Uhol ~ zvieraju vektory CB a C'A. Vypocitame smerové vektory stran CB a C'A pre
uhol ~:

CB=(B-0)=(-1-0,-2-2,-2—1)=(-1,—4,-3)
CA=(A-C)=(1-0,2—-2,-3—1)=(1,0,—4)

Vel'kosti vektorov OB, C A vypoc¢itame nasledovne:

[CB| = Va2 + 7 + 22 = \(-1)2 + (—4)2 + (-3)? = V26 = 5,1

[CA| = Va2 + 7+ 22 = /(12 + 02 + (—4)? = V1T = 4,12

Uhol v vypocitame nasledovne:

CB-CA (—=1) -1+ (=4)-0+(=3)-(—4)
ICB|-[CA| V26 - V17

11
COS (")/) = W = 0, 52322

~ = 58°33"

(Poznamka: Uhol v sme mohli vypocitat’ aj z faktu, ze a + 8 + v = 180°.)
Obsah trojuholnika ABC vypotitame pomocou vztahu: S =1.|AB x AC]

Vektorovy sicin dvoch vektorov:

ABXAC = (0-1—4-(=4), 4-(=2) = (=1)-1, (=1)-(—=4) — 0 (=2)) = (16, —9, 4)

Velkost’ vektorového sucinu: [AB x AC| = \/162 +(—9)2+42=18,79

Obsah trojuholnika ABC' bude teda: S =1 - [AB x AC| =152 =9,39

Zaver: Velkosti vnutornych uhlov trojuholnika ABC' su priblizne: o = 71°27¢, § = 50°,
v = 58°33° a obsah trojuholnika je priblizne 9, 39. O
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6.1 Parametrické vyjadrenie priamky v priestore

Parametrické vyjadrenie priamky p v rovine zyz uréend bodom A = (ay, as, as) a smerovym
vektorom s = (s1, S2, 53) ma tvar

r = a; + t-s X a1 51
p: Yy = as + t-59 alebo y | =1 a | +t-| s2 |,
z = a3 + t-s3 z as S3

kde t € R je parameter.

X aq S1
Ak pouzijeme stlpcové oznacenie X = | y |,A=| as |,5=| sz [, tak vyjadrenie
z as S3
sa zjednodusi na rovnicu tvaru X = A +1¢-5

Priklad ¢. 4. NapiSeme parametrické vyjadrenie priamky prechddzajicej dvoma bodmi
A=(-2,0,3) a B=(3,-3,1).

RieSenie: Vieme uz, Ze na parametrické vyjadrenie priamky potrebujeme bod, ktory lezi
na priamke a smerovy vektor, ktory je rovnobezny s priamkou. Smerovy vektor ziskame
ako rozdiel siradnic bodov B — A, teda § = (3 — (=2),(-3) = 0,1 —3) = (5,—3,-2).
Parametrické vyjadrenie nasej priamky je

r = —2 + 5t
y = 0 — 3t
z = 3 — 2t

O

Parametrické vyjadrenie priamky v rovine sa li$i od parametrického vyjadrenia priamky
v priestore len tym, ze tretia siradnica bodu A a smerového vektora s st nulové. V tom
pripade ich mézeme vynechat’ a hovorit’ len o bode A = (a;,as) a smerovom vektore
§ = (81, 82). Priamka v rovine urfend tymto bodom a vektorom méa potom parametricki
rovnicu:

r = a1 + t-s;
b y = az + t-sy
kde t € R je parameter.

Parametrické vyjadrenie priamky zavisi od vol'by bodu a smerového vektora. Rozne
vol'by vedua k formélne réznym (ale stale spravnym) rieSeniam.
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Priklad ¢&. 5. Majme trojuholnik ABC' so suradnicami vrcholov A = (0,3), B = (—3,4)
a C = (4,5). Vypotitame tazisko trojuholnika ABC a dlzky taznic trojuholnika.

RieSenie:

Sturadnice taziska trojuholnika uré¢ime ako priese¢nik dvoch t'aznic. Preto napiSeme
parametrické rovnice t'aznic trojuholnika ABC. Parametrickd rovnica je urcend bodom
a smerovym vektorom. Najprv teda vypocitame smerové vektory jednotlivych t'aznic:

a=ASpc = (A~ Spc) =(0-1/2,3-9/2) = (-1/2,-3/2)
b= BSsc = (B~ Sac)=(-3—-2,4—4)=(-5,0)
¢=CSap = (C—Sap) = (4—(=3/2)),5-7/2) = (11/2,3/2)

Parametrické vyjadrenie t’aznice t, urcenej bodom A a smerovym vektorom a, bude
mat’ tvar:
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taznicat,: X = A 4 t-a, alebo po rozpisani
r = — (1/2)t
y = 3 — (3/2)t kdet € R

Parametrické vyjadrenie t'aznice t, uréenej bodom B a smerovym vektorom b, bude
mat’ tvar:

taznicat,: X = B + r-b, alebo

o= 3= reR.

3
Parametrické vyjadrenie t’aznice t. ur¢enej bodom C' a smerovym vektorom ¢, bude
mat’ tvar:

taznica t.: X = s-c, alebo

C +
r = 4 + (11/2)s
5 + )

y = (3/2)s ° seR.

Suradnice t’aziska ur¢ime ako priese¢nik dvoch t’aznic, napriklad ¢, a t.. Porovname
parametrické vyjadrenia t'aznic t, a t. a rieSime nasledujicu ststavu rovnic:

4 + (11/2)s = — (1/2)t 11s + t = =8
5 + (3/2)s = 3 — (3/2)t 3s + 3t = —4
Vypoc¢itame parametre s, t a dostavame s = —2/3, t = —2/3. Stradnice t'aziska T

dostaneme, ak dosadime vypocitané parametre do niektorej z parametrickych rovnic t’aznic
t, alebo t.:

=4+ (11/2)-(-2/3) =1/3
y=5+(3/2) - (—2/3) = 4

Sturadnice taziska 1" trojuholnika ABC su T' = (1/3, 4).

Ostéava nam vypocitat’ dlzky taznic trojuholnika:

tal = /(=1/2)2 + (=3/2)2 = \/5/2
Ity = VBZ+ 02 =5
It = \/(11/2)2 + (3/2)2 = ,/65/2 0
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6.2 VSeobecna rovnica priamky v rovine

Vseobecna rovnica priamky p v rovine, uréena bodom A = (ay, b;) a normalovym vektorom
n = (a,b) ma tvar skalarneho su¢inu

p: n-(X—A) =0, (6.1)

kde X = (z,y) st stradnice bodu na priamke. Ak tento skalarny sacin rozpiSeme, dosta-
neme vzt'ah

a(x —ay) +b(y —by) =0
alebo
axr + by +c =0, (6.2)

kde ¢ = —(aa; + bby).

Priklad ¢. 6. Nasou tlohou je napisat’ vSeobecni rovnicu priamky, ktora je ur¢ena nasle-
dujacimi dvoma bodmi A = (4, —1), B = (3,2).

RieSenie: Mame zadané dva body A a B leziace na priamke. Aby sme vedeli napisat’
vSeobecnl rovnicu priamky v rovine, potrebujeme jeden bod, ktory lezi na priamke, tak-
tiez normalovy vektor, ktory je kolmy na priamku. Ukazeme si dva sposoby, ako napisat’
vSeobecnl rovnicu priamky v rovine.

Najprv si vypocitame suradnice smerového vektora 5 = ADB, ¢o je rozdiel siradnic
bodov A a B.

Vektor 5 = AB = (B — A) = (3— 4,2 — (1)) = (—1,3)

Prvy spdsob napisania vSeobecnej rovnice priamky v rovine je, 7e si napiSeme najprv jej
parametrické vyjadrenie. Mame bod A leziaci na priamke a jej smerovy vektor s, ktory
sme si vypocitali:

X = A 4+ t-s, alebo po rozpisani
r = 4 —
y = —1 4+ 3t
Teraz staci rieSit’ sustavu rovnic a eliminovat’ parameter ¢t. Pripoc¢itame 3-nasobok prvej

rovnice k druhej rovnici a dostaneme 3z + y = 11. Ked’Ze vSeobecné rovnica priamky ma
tvar az + by + ¢ = 0, jednoduchou tpravou dostavame vysledok:

3z+y—11=0.
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Druhym sp6sobom si rovno napiSeme vSeobecnt rovnicu priamky v tvare ax+by+c = 0.

Vypoditali sme smerovy vektor priamky § = (—1,3). Teraz potrebujeme ale normalovy
vektor n. Uz vieme, Ze smerovy vektor § a normdlovy vektor n si na seba kolmé, teda
ich skalarny stacin je nulovy, 5 -7 = 0. KedZe skalarny sacin vektorov (—1,3) a (3,1) je
evidentne nulovy, za normélovy vektor moézme vziat' n = (3, 1).

Podla (6.1) v8eobecna rovnica priamky je n- (X — A) = 0, kde A = (4,—1), teda
(3,1)(x — 4,y — (—1)) = 0, ¢o po vypocte skalarneho stfinu a tprave dava

3r+y—11=0.

Tento vysledok mozno ziskat’ aj nasledujicou modifikdciou. Poznajic stradnice n =
(a,b) = (3,1) normalového vektora vieme, Ze na$a priamka mé rovnicu

4-24+1-y+c=0.

Konstantu ¢ vypoc¢itame dosadenim suradnic bodu A = (4, —1):

r + ly + ¢ = 0
4.3 — 11 + ¢ = 0
c = —11

Tak opét’ dostavame vSeobecnii rovnicu nasSej priamky v tvare
3r+y—11=0.

Poznamenajme, 7e tvar vSeobecnej rovnice priamky v rovine je urcéeny jednoznacne az
na nenulova multiplikativnu konstantu. To znamené, Ze napr. aj 62+ 2y —22 = 0 je rovnica
tej istej priamky. O

Priklad €. 7. Majme trojuholnik ABC' so stiradnicami vrcholov A = (—6,2), B = (2,3),
C' = (—2,—6). NapiSeme parametrické vyjadrenie a v8eobecné rovnice priamok, v ktorych
lezia vysky stran trojuholnika ABC'.

RieSenie:

Vyska strany trojuholnika je kolmé na danii stranu trojuholnika. Smerovy vektor strany
je pre dand vysku normalovym vektorom.

Vypoc¢itame najprv siradnice smerovych vektorov jednotlivych stran trojuholnika:

a=(C—B)=(—2—2-6-3)=(—4,-9)
b= (C—A)=(-2—(-6),—6—2) = (4,—8)
c=(B—A) =(2-(=6),3—2)=(81)
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NapiSeme parametrickti a vSeobecnu rovnicu priamky, v ktorej lezi vyska trojuholnika
V. na stranu c. Smerovy vektor ¢ strany AB trojuholnika ABC' je sii¢asne normalovym
vektorom pre prislugni vysku V.. V8eobecna rovnica priamky v rovine mé tvar ax+by+c =
0 a je urfena v naSom pripade bodom C' = (—2,—6) a pre vysku V. na stranu AB = ¢
normélovym vektorom ¢ = (8, 1).

Vseobecna rovnica priamky, v ktorej lezi vyska V. na stranu ¢ bude mat’ tvar:

8z + ly + ¢ = 0,
a konstantu ¢ vypod¢itame dosadenim suradnic bodu C' = (=1, —6):
8 (=2) + 1-(=6) + ¢ = 0

c = 22

teda V.: 8z — y + 22 = 0.

Vieme, 7e parametrické vyjadrenie priamky je urc¢ené bodom a smerovym vektorom.
Pre vysku V. vezmeme bod C' = (—2,—6) a kedze pozname normalovy vektor ¢ = (8,1),
smerovy vektor bude napriklad s. = (—1,8) (skalarny suc¢in vektorov ¢- 5. musi byt’ nula).

Tak dostdvame parametrické vyjadrenie priamky, v ktorej lezi vyska V.

X = C + t-s5., alebo

r = =2 —
y = —6 + 8t
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NapiSeme teraz parametrické vyjadrenie a vSeobecnt rovnicu priamky, v ktorej lezi
vyska trojuholnika Vj na stranu b. Smerovy vektor b strany AC trojuholnika ABC' je
sicasne normalovym vektorom pre prislusnu vysku V. VSeobecna rovnica priamky, v ktorej
lezi vygka, je uréend v nagom pripade bodom B = (2, 3) a normalovym vektorom b = (4, —8)
a bude mat’ tvar

dr — 8y + ¢ = 0, pritom c uré¢ime dosadenim suradnic bodu B = (2, 3):
4-2 + (-8)3 + ¢ = 0
c = 16

teda Vj: dr — 8y + 16 = 0.

Parametrické vyjadrenie priamky, v ktorej lezi vyska V,, ur¢ime napriklad pomocou
bodu B = (2,3), a smerového vektora 5, = (8,4):
X = B 4+ r-s, alebo

r = 2 + &r
y = 3 + 4r

Nakoniec nam ostala eSte parametrickd a vSeobecna rovnica priamky, v ktorej lezi vyska
trojuholnika V, na stranu a. Smerovy vektor a strany BC' trojuholnika ABC' je stcasne
norméalovym vektorom pre prislusnu vysku V,. VSeobecna rovnica priamky, v ktorej lezi
vyska je urend bodom A = (—6,2) a normalovym vektorom a = (—4, —9).

Vseobecna rovnica priamky, v ktorej lezi vyska V, na stranu a bude mat’ tvar:

-4z — 9y + ¢ = 0

a konstantu ¢ uré¢ime dosadenim suradnic bodu A = (—6,2):

(=4)-(=6) + (-9)-2 + ¢ = 0
c = —06
teda V,: —4r — 9y — 6 = 0.

Parametrické vyjadrenie priamky, v ktorej lezi vyska V, odvodime napriklad pomocou
bodu A = (—6,2) a smerového vektora 5, = (9, —4):

Parametrickd rovnica priamky, v ktorej lezi vyska V, je teda ur¢ena rovnicou:

X = A 4+ wv-5  alebo po rozpisani

r = —6 + 9v
y = 2 — 4v
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6.3 Smernicovy tvar rovnice priamky v rovine

Smernicovy tvar rovnice priamky p, ktora nie je rovnobezna s osou y, ma tvar

y=k-z+q,
kde k je tzv. smernica a bod (0, ¢) je priese¢nikom priamky s osou y.

Smernica priamky k je tiez tangens uhla, ktory zviera priamka s kladnou poloosou osi
z, teda k = tan (¢); uhol ¢ je pritom orientovany od poloosi = ku priamke.

Pre dva rozne body A = (x1,41) a B = (29, y2) leziace na priamke p plati tiez, ze

tan(yp) = iz : gycll =k.
B p:y=kx+q
Yo b 3
700 S 5 S
e |
0 X1 X5

Uhol dvoch priamok

Ak sa vektory u, v priamok p;, ps bud oba smerové alebo oba normalové, uhol ¢
priamok py, p, kde ¢ € (0,7/2), splha vzt'ah

uU-v

cos(p) =

v

jal -

Ak § je smerovy vektor priamky p; a i je normalovy vektor priamky po, uhol ¢ zvierany
priamkami p1, pe, ¢ € (0,7/2), je dany vzt'ahom

-n

V)]

sin(p) =

|- [7]

W]
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Priklad ¢. 8. Vypocitajme uhol dvoch priamok p a g v rovine danych parametricky:

xr = 2 — 4r o = -1 — 3t
p: = 3 + 3r "y = 5

RieSenie: Smerovy vektor 4 priamky p ma saradnice u = (—4,3) a smerovy vektor v
priamky ¢ mé sturadnice v = (—3,0).

Uhol priamok p a ¢ vypocitame zo vzt’ahu

cos() - (=4)-(-3)+3-0 12
O, ()0 g — — _— = s
[al- 1ol | (a2 32 (=32 + 02| V25V
z ¢toho mame priblizne ¢ = 36°52". O

6.4 Vzaijomna poloha dvoch priamok

Zactneme vzajomnou polohou dvoch priamok v rovine.
(a) Ak st priamky p a ¢ uréené vSeobecnymi rovnicami
prax+by+c=0

qg:dr+ey+ f=0

a rovnica priamky p je nasobkom rovnice pre priamku ¢, priamky sa totozné. Ak rovnica
priamky p nie je ndsobkom rovnice priamky ¢, priamky nie s totozné.

V takom pripade, ak normalovy vektor n, = (a,b) priamky p nie je ndsobkom norma-
lového vektora n, = (d,e) priamky q, priamky st roznobezné, inak st rovnobezné a nie
totozné.

(b) Predpokladajme teraz, Ze priamky p a ¢ st urfené parametrickymi rovnicami
p: X=A+t-u

q:Y=B+r-v,

kde t,r € R st parametre.
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Ak je smerovy vektor @ ndsobkom smerového vektora v, treba zistit’, ¢i bod A lezi aj na
priamke g. Ak ano, priamky p a ¢ sa totozné. Ak bod A nelezi aj na priamke ¢, priamky
st rovnobezné a rozne.

Ak smerovy vektor u nie je ndsobkom smerového vektora v v rovine, priamky p a ¢ su
roznobezné.

Pre dve priamky v priestore platia obdobné zavery s dodatkom, ze ak priamky
nemaji spolo¢ny bod a nie st rovnobezné, ide o dvojicu mimobeznych priamok.

Priklad €. 9. Uré¢ime vzajomnt polohu dvoch priamok p a g v priestore danych paramet-
ricky:

r =1 4+ 2r r = =2 4+ t
P y =4 — r q y = 5 + 2t
z = 3 + Ar z = 3 — t
RieSenie: Smerovy vektor priamky p ma stradnice 5, = (2,—1,4) a smerovy vektor

priamky ¢ ma stradnice 5, = (1,2,—1). Vidime, Ze vektor 5, nie je nasobkom vektora
54, teda priamky p a ¢ urcite nie st rovnobezné. Mo6zu byt eSte roznobezné, ak maji spo-
lo¢ny bod, alebo mimobezné. Preto dalsim krokom bude hl'adat’ ich prienik. Tento ur¢ime
rieSenim nasledovnej ststavy troch rovnic o dvoch neznamych:

1 + 2r = —2 + ¢
4 — r = 5 4+ 2t.
3 + 4r = 3 — t
Po dprave dostavame ststavu
2r — t = =3
—r — 2t = 1
dr + t = 0

Tieto tri rovnice si prepiSeme do rozsireného tvaru matice, a postupnymi elementarnymi
riadkovymi operaciami vypocitame nezname t a r.

2 —-1]-1 0 =5 ]—-1 0 =5|—-1 1 2]-1
-1 =2 11~ -1 =2 1 1~ -1 =2 1 |~10 =5|—-1 [~
4 11 0 4 1 0 0 =7 4 0 =7 4
1 2|1
~1 0 =5|~—-1

0 0] 27



6.5. PARAMETRICKE VYJADRENIE ROVINY V PRIESTORE 125

V poslednom riadku matice nastal spor, teda vieme, 7e tato tiloha nebude mat’ rieSenie.
Pre nas to znamené, Ze priese¢nik nasich priamok neexistuje. Dané dve priamky p a ¢ su
teda mimobezné. O

6.5 Parametrické vyjadrenie roviny v priestore

Rovinu p v priestore mozno ur¢it’ bodom a dvoma linedrne nezavislymi vektormi v nej
leziacimi. Ak tento bod a tieto dva vektory maju siradnice A = (ay, as, az), © = (uy, us, us)
a v = (v, vg,v3), tak F'ubovolny bod X = (x,y, z) tejto roviny spliia rovnice:

r = a + wt + vr
Yy = Qa2 + Ugt + VaT
z = a3 + ust + wvsr

kde t,r € R st parametre.

Tieto rovnice budeme nazyvat’ parametrickym vyjadrenim roviny p.

T aq
Ak pouzijeme oznacenie pomocou stlpcovych vektorov X = y |, A= as |,
z as
Uy U1
u= 1| uy | av=| vy [, uvedené rovnice mozno zredukovat’ na jedint rovnicu:
Uus U3

X=A+s-u+t-v.

Rovina p moze byt’ uréena aj troma bodmi A = (ay,as,a3), B = (by,by,b3) a C =
(¢1, 9, c3), ktoré nelezia na jednej priamke. V takomto pripade dvojicu linearne nezavislych
vektorov u a v v rovine mozme ziskat’ napriklad z rozdielov suradnic bodov A, B a A, C,
teda it = AB av = AC.

Priklad ¢. 10. NapiSeme parametrické vyjadrenie roviny p prechadzajtcu troma bodmi
A=(2,-2,0), B=(-3,1,4), C =(0,3,2).

RiesSenie: Parametrické vyjadrenie roviny je ur¢ené bodom a dvoma smerovymi vektormi.
Smerové vektory ziskame z rozdielu stradnic bodov . = (B — A) = (=5,3,4) a v =

(C — A) =(-2,5,2). Rovnica roviny p ma tvar:

X = A+ t-u + r-v
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Po doplneni sturadnic bodu A = (2, —2,0) a oboch smerovych vektorov @ a v dostavame
parametrické vyjadrenie roviny p:

r = 2 — bt — 2r
y = —2 + 3t + O5r
z = 4t + 2r

Dvojicu nezavislych vektorov mozme vsak ziskat’ aj tak, ze vektor w bude urcéeny roz-
dielom suradnic bodov (A — B) = (5, —3,—4), vektor v bude ureny rozdielom suradnic
bodov (C'— B) = (3,2, -2).

Parametrické vyjadrenie roviny p pre tuto volbu u, v bude mat’ tvar:

r = —3 + 5t 4+ I3r
y = 1 — 3t + 2r
z = 4 — 4t — 2r

Hoci sme dostali rozdielne parametrické vyjadrenia, oba vysledky si spravne a vyjadruja ta
istd rovinu p. Z tohto prikladu vidiet’, Ze rézna vol'ba dvojice linedrne nezavislych vektorov
z roviny moze viest’ k roznym tvarom toho istého rieSenia. O

6.6 VSeobecni rovnica roviny

VSeobecna rovnica roviny p ma tvar

prax+by+cz+d=0,

kde vektor n = (a, b, ¢) je normalovy vektor kolmy na rovinu p.

V pripade, ak mame zadané parametrické vyjadrenie roviny p: X = A+t -u+1r- 0,
vSeobecnu rovnicu napiSeme nasledovne:

(a) pomocou vektorového si¢inu uréime normalovy vektor i1, ktory je kolmy na smerové
vektory uw a v, ¢ize n = u X v,
(b) ked mame normélovy vektor n = (a,b, c), sta¢i len dosadit’ do v8eobecnej rovnice

roviny p : ax + by + cz + d = 0 stiradnice normalového vektora a takisto siradnice bodu
A = (z,y,2) a dopocitat’ konstantu d.
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Priklad &. 11. Napi$me rovnicu roviny, ktora je kolmé na vektor n = (3, —1,0) a prechadza
bodom P = (2,0, 3).

RieSenie: Zo zadania prikladu vidime, ze vektor n = (a,b,c) = (3,—1,0) je normalovy
vektor roviny. VSeobecna rovnica roviny mé tvar ax + by + cz +d = 0. Dosadime sturadnice
bodu P a norméalového vektora n a vypocitame z rovnice neznamu konstantu d.

3r — ly + 0z + d = 0
2.3 + 0-(-1) + 03 +d= 0
d = —6
Teraz uz len dosadime chybajicu hodnotu d = —6 do rovnice 3x — y + d = 0 a dostavame

vSeobecn rovnicu roviny p:

p:3r—y—6=0.
O

Priklad ¢. 12. Najdime parametrické vyjadrenie roviny prechadzajicej bodom A =
(4,0, 3) a kolmu na priamku prechadzajicu bodmi B = (—1,2,-3) a C = (2,5, 3).

RieSenie: Vypodcitame normalovy vektor n rozdielom siradnic bodov B a C"

Ked’ze mame zadany bod A, ktory lezi v rovine a taktiez normalovy vektor roviny n,
napiSeme vSeobecnd rovnicu roviny:

3r + 3y + 62 + d = 0
Konstantu d uré¢ime dosadenim suradnic bodu (4,0, 3) :

4-3 + 0-3 + 3:6 + d = 0
d = —-30

Tak dosadime vSeobecni rovnicu roviny v tvare:

3r + 3y + 62z — 30 = 0

My ale hl'addme parametrické vyjadrenie roviny. Preto vSeobecnt rovnicu napiSeme do
tvaru rozsirenej matice, ktord bude mat’ len jeden riadok a upravime ju.

(3 36[30)~(1 1 2[15)

Vysledok zapiSeme tak, ako sme sa naucili v druhej kapitole pri pocitani stistav rovnic,
ktoré mali nekonec¢ne vel'a rieSeni, teda na pozicii premennej x mame pivotni jednotku
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a ostatné st nepivotné premenné. Preto premennym y a z priradime parametre, teda y = s
a z = t. Vyjadrime eSte nezndmu x z rovnice a dostavame parametrickd rovnicu roviny:

r = 15 — s — 2t

Y
z = t

O

Priklad ¢. 13. NapiSme parametrické vyjadrenie priamky danej prienikom dvoch rovin:
a:—xr+2y+4z=4 a [:3x—>by+2z=-3.

Riesenie: Hl'adame priamku, ktora vznikla prienikom dvoch rovin, preto budeme pocitat’
stistavu dvoch rovnic. PrepiSeme si rovnice roviny do rozsirenej matice sistavy a elemen-
tarnymi riadkovymi operaciami ju upravime.

-1 2 4] 4 -1 2 44 1 -2 4|4
3 =5 2| -3 01 1419 0O 1 14| 9

1 0 24|14

01 14| 9
Dostali sme redukovany tvar rozsirenej matice ststavy. Premennym x a y prislachaja
pivotné pozicie v siistave. Nepivotnej premennej z priradime parameter z = t. Vyjadrime

premennd x a premennu y a dostaneme parametrické vyjadrenie priamky, ktord je dana
prienikom rovin « a f.

r = 14 — 24t
Y 9 — 14¢
z = t

O

Priklad &. 14. Ulohou je napisat’ véeobecnt rovnicu roviny p, ak pozname jej parametrick
rovnicu

r = 2 - r +
pry = —2 + 2r + 3t
z = - 2r +

RieSenie: Z parametrickej rovnice vieme vy¢itat’ idaje o bode A = (2,—-2,0), ktory lezi
v rovine a taktiez dva smerové vektory u = (—1,2,—-2) a v = (1,3, 1).
Spomenme si, Ze na to, aby sme vedeli napisat’ vSeobecnid rovnicu roviny, potrebujeme

poznat’ bod, ktory lezi v rovine a jej normalovy vektor. Uz vieme, ze normalovy vektor n
vypocitame ako vektorovy sucin vektorov u a .
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Vektorovy stcin

ﬂXT):(UQ'Ug—Ug'UQ, Us - V1 — Uy - Vs, Ul'Ug—UQ'Ul)

uxv=(246,-2+1,-3-2)=(8,—1,-5)
V&eobecna rovnica roviny ma tvar

ar + by + cz + d = 0.

Dosadime do rovnice suradnice bodu A = (2, —-2,0) a stradnice normalového vektora
n = (8,—1,—5) a vypoc¢itame neznamu d.

2-8 + (=2)-(-1) + 0-(=5) + d = 0
d = —18

Vysledok: VSeobecnd rovnica roviny p ma tvar

8r —y—952—18=0.

Uhol dvoch rovin

Uhol ¢ dvoch rovin a a 8 vypocitame pomocou normalovych vektorov n, a ng tychto
rovin podl'a nasledovnej formulky:

Na-Ng

0s(9) = | i g

)

kde 0 < o < 7.

Priklad €. 15. Vypocitame uhol ¢ nasledujicich dvoch rovin a a § uréenych vseobecnymi
rovnicami o : —3x —y+z+2=0apf: x+2y+2—3=0.

RieSenie: Normalovy vektor roviny o ma staradnice 1, = (=3, —1,1). Normalovy vektor
roviny § ma sturadnice ng = (1,2, 1).

Pre kosinus uhla nasich dvoch rovin o a 8 dostavame:

cos(ip) = Ma N | _ (=3)-1+(-1)-241-1 _’ 4 ’
P el sl | T e G vER B R VTG

o = 60°32"

Zéver: Uhol, ktory zvieraji dve roviny a a 3, ma velkost’ ¢ = 60°32°. a
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6.7 Vzajomna poloha dvoch rovin

Pri urcovani vzajomnej polohy rovin a a 8 vychddzame z ich norméalovych vektorov 7,
a ﬁg.

Majme zadané roviny a: a1z + b1y +c1z+d=0 a [:ax+by+coz+d=0.

Najprv ur¢ime, ¢i normélovy vektor 7, roviny a je nasobkom normalového vektora ng
roviny 5. Ak toto neplati, roviny « a 3 si r6znobezné.

V pripade, ak normélovy vektor 7, roviny a je nasobkom normélového vektora ng
roviny (3, ur¢ime, ¢i je aj rovnica roviny « nasobkom rovnice roviny . Ak toto plati, tak
roviny « a [ su totozné. Ak to neplati, tak roviny o a § si rovnobezné.

Priklad ¢. 16. Uréime vzajomnia polohu dvoch rovin o : —bxr +3y —22—1=0a 3 :
20 +3y+z—4=0.

RieSenie: Normalové vektory tychto rovin vy¢itame z ich rovnic: n, = (—5,3, —2) a ng =
(2,3,1). Vidime, ze vektor n, nie je ndsobkom vektora ng, teda roviny nie st rovnobezné.
Preto sa pokusime néjst’ prienik tychto dvoch rovin. RieSime teda sistavu dvoch rovnic
o troch neznamych, ktori si prepiSeme do rozsirenej matice a elementarnymi riadkovymi
operaciami upravujeme az na kone¢ny redukovany tvar.

-5 3 =21 0 21 1|22 2 31| 4
2 3 1|4 2 3 1| 4 0 21 1|22

2 —18 0| —18 1 -9 0|-9
0 21 1| 22 0 21 1] 22
7 redukovaného tvaru rozsirenej ststavy vidime, ze pivotné nezname st x a z. Nepivot-

nej premennej priradime parameter ¢, teda y = t.

Vysledok: Roviny a a 3 si roznobezné a ich prienikom je priamka p vyjadrena para-
metrickou rovnicou:

r = =9 + 9¢
p: Yy = t
z = 22 — 21t
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6.8 Vzajomna poloha priamky a roviny v priestore

Ak mame zadanu priamku p parametrickym vyjadrenim p : A+t-§ a rovinu p vSeobecnou
rovnicou p : ax + by + cz +d = 0, pri uréovani vzajomnej polohy priamky a roviny
vychadzame zo vzajomného vzt’ahu smerového vektora s priamky p a normélového vektora
n roviny p.

Ak st smerovy vektor § a normélovy vektor n na seba kolmé, zist'ujeme d’alej, ¢i bod
A lezi v rovine p. Ak bod A lezi v rovine p, aj priamka p lezi v rovine p. Ak bod A nelezi
v rovine p, priamka p je rovnobezné s rovinou p.

Ak smerovy vektor s a normalovy vektor m nie st na seba kolmé, tak priamka p je

roznobezna s rovinou p.

Priklad ¢. 17. Najdime prienik priamky p s rovinou p, kde priamka p je dand paramet-
rickym vyjadrenim

r = 4 — 3t
p: oy =2 + ¢
z = 1 — 4t

a rovina p je dand vSeobecnou rovnicou
p: 3x + 2y — z + 3 = 0.

RieSenie: Dosadime za x, y a z z parametrickej rovnice priamky do vSeobecnej rovnice
roviny a po zjednoduseni dostaneme ¢ = 6, ¢o spatne dosadime do parametrickej rovnice
priamky. Vy¢islime nezname x, y a z, ktoré predstavuju siradnice priese¢nika priamky p
s rovinou p:

x =4 — 3.6 = —14
y = + 6 = 8
=1 — 4.6 = —23
Prienik priamky p a roviny p je bod P = (—14,8, —23). O

Uhol priamky a roviny

Uhol priamky a roviny vypoc¢itame ako [90° — af, kde « je uhol smerového vektora
priamky p a norméalového vektora roviny p.
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Priklad €. 18. Vypocitame uhol priamky p a roviny p, ak priamka p je dané parametrickym
vyjadrenim

r = 2 — 4t
p: y = —1 4+ 3t
z = 3t
a rovina p je dana vSeobecnou rovnicou p: —4x + 3y + z — 2 = 0.

RieSenie: Stradnice smerového vektora priamky p su § = (—4, 3, 3) a suradnice norméalo-
vého vektora roviny p su 7 = (—4,3,1).

Na vypocet pouzijeme formulku

(@) 5-n (—4)-(-4)+3-3+3-1 ’ 28 ‘
cos(a) = | ————| = -
sl-nll (-2 32432 (-4 + 32+ 12| [ V34 V26
a =19°37
Uhol priamky a roviny vypocitame ako [90° — «af, teda |90° — 19°37¢| = 70°22°. O

Vzdialenost’ bodu od priamky v rovine

Vzdialenost’ bodu P = (p1, p2) od priamky p zadanej v8eobecnou rovnicou p : ax + by +
c = 0 vypocitame nasledovne

_ |a-p1—|—b-p2—|—c|

d<P7 p) \/m

Priklad €. 19. Vypocditame vzdialenost’ bodu P = (—2,3) od priamky p : 4z —3y+5 = 0.

RieSenie: Dosadime do rovnice za a, b zlozky normalového vektora priamky n = (4, —3)
a za py a po stradnice bodu P.

o |a-p1—|—b-p2+c| o |4-(—2)—3'3+5’ . |8—9+5| o

Wor) = sw Jerap  viors P

Vzdialenost’ bodu P od priamky p je 4/5. O
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Vzdialenost’ bodu od roviny

Vzdialenost’ bodu P = (p1,ps, ps3) od roviny p zadanej vSeobecnou rovnicou p : ax +
by + cz + d = 0 vypocitame nasledovne

_ la-pi+b-ps+c-ps+d

Va2 + b2+ 2

d(P, p)

Priklad €. 20. Vypocitame vzdialenost’ bodu P so suradnicami P = (3,—2,1) od roviny
p danej vseobecnou rovnicou p: 2z —y+3z+1=0.

RieSenie: Pouzijeme formulku

Caspidboppte-pst+d  [2-34(—1)-(=2)+3-14+1] 12

d(P, p)

va?+ b+ c? \/22+<_1)2+32 Vi1
Vzdialenost’ bodu P od roviny p je d(P, p) = \}%. O
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Priklady na cvic¢enia:

1. Napiste parametrické vyjadrenie, vSseobecni rovnicu a smernicovy tvar priamky, ktoréa
je urc¢ena nasledujticimi dvoma bodmi:

(a) A= (-1,2), B=(2,4)
Vysledok: Parametrické vyjadrenie priamky:

r = —1 4+ 3t
y = 2 4+ 2t

V8eobecna rovnica priamky: —2z 4+ 3y — 8 = 0.
Smernicovy tvar priamky: y = %x + %.

(by A=(3,-5), B=(1,0)

Vysledok: Parametrické vyjadrenie priamky:

r = 3 — 2t
y = —5 + bt

Vseobecna rovnica priamky: 5z + 2y — 5 = 0.
Smernicovy tvar priamky: y = —g:zt + g

(¢c) A=(6,-3), B=(0,1)

Vysledok: Parametrické vyjadrenie priamky:

r = 6 — 6t
y = —3 + 4t

Vseobecna rovnica priamky: 4z + 6y — 6 = 0.
Smernicovy tvar priamky: y = —%x + 1.

(d) A=(-4,-5), B=(-1,2)

Vysledok: Parametrické vyjadrenie priamky:

r = —4 4+ 3t
y = =5 + Tt~

V8eobecnd rovnica priamky: 7x — 3y + 13 = 0.

Smernicovy tvar priamky: y = Iz + 12.
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(e) A=(1,4), B=1(2,3)
Vysledok: Parametrické vyjadrenie priamky:

r =1 4+t
y = 4 — t°

V8eobecnd rovnica priamky: z +y — 5 = 0.
Smernicovy tvar priamky: y =5 — z.

2. Napiste parametrické vyjadrenie priamky prechadzajicej bodom A = (xg, yo, 20), ktora
je rovnobezna s vektorom u:

(a) A=1(2,3,-2),u=(-4,3,1)

Vysledok:
r = 2 — 4
y = 3 + 3t.
z = =2 +

(by A=(-3,2,—4),u=(1,0,1)

Vysledok:
r = =3 + t
y = 2 .
z = =4 + t

(c) A=(0,1,0), 7 = (-2,2,—2)

Vysledok:
T = — 2t
y = 1 + 2¢t.
z = — 2t

(d) A= (5-32), u=(1,3,—4)

Vysledok:
r = 5 4+ t
y = —3 + 3t.

z = 2 — 4t
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3. NapiSte rovnicu roviny, ktora je kolméa na vektor n a prechadza bodom A:
(a) A=(2,—-1,0),n=(4,3,-1)
Vysledok: 4o 4+ 3y — z — 5 = 0.
(by A=(2,-2,3),n=(-3,-1,3)
Vysledok: —3x —y + 32 —5=0.
(c) A=(-5,0,—-1),n=(-2,0,1)
Vysledok: —2x + 2 — 9 = 0.
(d)y A=(1,2,3),n=(2,-3,1)
Vysledok: 2z — 3y + 2+ 1 =0.

4. NapiSte parametrické vyjadrenie a vSeobecni rovnicu roviny prechadzajticej troma
bodmi:

(a) A=(-1,0,3), B=(4,-1,3), C =(1,2,3)

Vysledok: V8eobecné rovnica roviny: 12z — 36 = 0.
Parametrické vyjadrenie roviny:

r = —1 4+ bs + 2t
y = 2 — s 4+ 2t.
z = 3

(b) A=(-3,2,—4), B=(0,2,3), C = (—2,—3,-5)

Vysledok: VSeobecna rovnica roviny: 35z — 32y — 3z + 157 = 0.
Parametrické vyjadrenie roviny:

r = —3 4+ 3s + t
y = 2 — ot.
z = —4 + T7s — i

(c) A=(2,2,2), B=(-1,-2,3),C = (3,2,1)

Vysledok: VSeobecné rovnica roviny: 4o — 2y + 4z — 12 = 0.
Parametrické vyjadrenie roviny:

r = 2 — 3s + t
2 — 4s
z = 2 4+ s — t

<
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(d) A= (-1,-1,5), B=(0,-3,-2),C=(1,3,4)

Vysledok: VSeobecné rovnica roviny: 30x — 13y + 8z — 23 = 0.
Parametrické vyjadrenie roviny:

r = —1 4+ s 4+ 2t
y = —1 — 2s + 4t .
z = 5 — 7s — t

5. Napiste parametrické vyjadrenie priamky danej prienikom dvoch rovin:

(a) z—3y+2z2=-2 a —dor+y+2z=-3

Vysledok:
r = 1 + (8/11)¢
y = 1 + (10/11)t .
z = 0 + t

(b) bx—y+22=-9 a x+4y—3z=—4

Vysledok:
r = (—40/21) — (5/21)t
y = (—=11/21) + (17/21)t .
z = 0 + t

(¢c) —zr—y+2=3 a y—4z=-5

Vysledok:
rx = 2 — 3t
y = —5 + 4t.
z = 0 4+ t
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6. Zistite, ¢ body A = (3,2,1), B = (2,-3,4), C = (2,—2,—1) lezia na tej istej priamke.

Vysledok: Body nelezia na jednej priamke.

7. Najdite prienik nasledujicich dvoch priamok:

r = 1 — 4s r = 2 — 5t
y = 2 — 2s y =1 + 1
z =1 — s z = 3 + t
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Vysledok: Priamky sa nepretinaju.

8. Najdite parametrické vyjadrenie roviny prechadzajicej bodom A = (—2,3,1) a kolmej
na priamku prechadzajicu bodmi B = (3,4,5) a C' = (—2,0,1).

Vysledok:
r = 6/5 — (4/5)s — (4/5)t
y = §
z = t

9. N4jdite parametrické vyjadrenie roviny prechadzajucej bodom A = (1, —3,3) a kolmej
na priamku prechadzajicu bodmi B = (—4,0,1) a C' = (1, 1, 2).

Vysledok:
r =1 — (1/5)s — (1/5)t
y = S
z = t

10. Najdite prienik priamky p s rovinou p, kde

r = —1 + 2t
p: y = o5 — t p: v—4y+32—6=0.
z = 2 = 3t

Vysledok: P = (—15,12,23).

11. Vypocitajte rovnicu roviny, v ktorej lezia nasledujtice dve priamky:

r = —1 — t r = 2 + 3t
y = 3 + 2t y = —3 + ot
z = 5 — 4t z = 2 —
Vysledok:
r = —1 — t 4+ 3s
p: y = 3 + 2t + 5s.
z = 5 — 4t — s

12. Sa dané vektory w = (—1,2,-3), v = (2,0, —4), w = (3,2, 1). Vypocitajte:

(a) w- (70 + w)
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Vysledok: 68.

Vysledok: 2v/14.

13. St dané vektory u = (—1,2,-3); v = (2,0, —4) a w = (—3,0,1). Vypocitajte:
(a) uxwv
Vysledok: a = (—8,—10, —4).
(b) [lz x @[ + v > al
Vysledok: V140 + /180.

14. Ur¢te vzdialenost'medzi dvoma vektormi o = (4,2, —2); v = (5, 1,0).
Vysledok: d = v/6.

15. Sa dané vektory u = (2,1,—2); v = (1,3,0). Zistite, ¢ vektor w = (10,10, —8) je
linedrnou kombinaciou vektorov @ a o.

Vysledok: w =4-u+ 2-v. Vektor w je linearnou kombinaciou vektorov « a .

16. St dané vektory u = (1,—2,3), v = (2,—1,5). Vyjadrite vektor w = (—5,4, —13) ako
linearnu kombinéciu vektorov u a .

Vysledok: w = —1-u4—2-v.

17. Dany je trojuholnik ABC so stradnicami vrcholov A = (2,—1,3), B = (1,1,1), C =
(0,0,5). Vypocitajte:

(a) vnatorné uhly trojuholnika ABC
(b) obsah trojuholnika ABC

(c) napiSte parametrické vyjadrenie stran trojuholnika ABC
Vysledok:

(a) vnatorné uhly: a = 90°, f = 45°, v = 45°,
(b) obsah trojuholnika ABC: S = 7/2,
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(c) parametrické vyjadrenie stran trojuholnika ABC:

r = 2 — r = 1 — r r = 2s
AB: y = —1 + 2t, BC: y =1 - 1r, AC: y = S .
y = 3 — 2t y = 1 + 4r y = 5 + 2s

18. Dany je trojuholnik ABC so stradnicami vrcholov A = (—4,—-8), B = (—2,-3),
C = (1,4). Napiste:

a
b

¢) vSeobecné rovnice t'aznic trojuholnika ABC

(a) parametrické vyjadrenie t'aznic trojuholnika ABC

(b) parametrické vyjadrenie priamok, v ktorych lezia vysky trojuholnika ABC
(
(d) v8eobecné rovnice priamok, v ktorych lezia vysky trojuholnika ABC

Vysledok:

(a) parametrické vyjadrenie t'aznic trojuholnika ABC:

t‘le— At 75.:1::—2—{—(1/2)7"
Ty = 4 — 19/2t° Ty = -3 + r
, LT = —4 + (72w
Ty = -8 (17/2)v

(b) parametrické vyjadrenie priamok, v ktorych lezia vysky trojuholnika ABC

x = 2 — 5t V_$:—2—12r
Yy =5 + 2t "y = =3 + b’
€T
Y

= -4 — Tv
= -8 + 3v’

(c) vSeobecné rovnice t'aznic trojuholnika ABC:
.19 1 _
ty: —z+3y—1=0,
T 7 _
ta. Tx+§y_11—0
(d) v8eobecné rovnice priamok, v ktorych lezia vysky trojuholnika ABC
Ve 20+ by —22 =0,
Vo B+ 12y 4+ 46 = 0,

V,: 3z + Ty + 68 = 0.
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