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Uvod

Tieto skripta st ucéebnou pomockou pri §tidiu predmetu Matematika 1 v bakalarskom
stadiu na Stavebnej fakulte Slovenskej technickej univerzity v Bratislave. Hoci st svojou
népliou prisposobené prednaskam na Studijnych odboroch STOP a VSVH (Stavby na
tvorbu a ochranu prostredia a Vodné hospodarstvo a vodné stavby), aj Studenti inych
odborov mozu v nich najst’ uzito¢ného pomocnika.

Napln predmetu Matematika 1 pre odbory STOP a VSVH sa sklada z dvoch relativne
samostatnych celkov, ktoré tvoria Linearna algebra a analytickd geometria a Zaklady dife-
rencidlneho poctu funkcie jednej premennej. Skripta, ktoré mate pred sebou, st zamerané
na druhy celok. St rozdelené na 7 kapitol. Kazd4 kapitola obsahuje rieSenia vzorovych
prikladov, po ktorych nasleduji cvicenia (s vysledkami) na samostatni pracu studentov.

Skriptd v ziadnom pripade nemoézu a ani nechct nahradit’ prednasky. Hoci v jednotli-
vych kapitoldch pripominame zakladné pojmy, Student tu nenédjde prislusnit matematicka
teoriu. Naopak, skripta st urcené na ul'ahcenie ziskania praktickych zruc¢nosti pri rieSeni
prikladov a st koncipované ako doplnok ku cvi¢eniam v predmete Matematika 1.

Verime, ze skriptd budii vhodnou pomockou pre samostatni pripravu Studentov na
semestralne testy a na skiasku.

Na zéver si dovol'ujeme podakovat’ prof. RNDr. Jozefovi Siraﬁovi, DrSc. za odborné
rady a doc. RNDr. Robertovi Jajcayovi, PhD. a Mgr. Stefanovi Gyiirkimu, PhD. za sta-
rostlivé prec¢itanie materidlu a za pripomienky, ktoré prispeli k zlepSeniu tohoto textu.
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Kapitola 1

Funkcie

1.1 Konstantna funkcia

Konstantna funkcia ma tvar y = ¢, kde ¢ € R. Grafom funkcie je priamka, ktora je
rovnobeznd s osou Ox a prechadza bodom (0, ¢).

4

L L L
-1.0 0.5 0.5 1.0

Obr. 1.1: Kon§tantna funkcia y = ¢ pre ¢ = 2.

1.2 Linearna funkcia

Linearna funkcia ma tvar y = az + b, kde a je smernica priamky a |b| udava vzdialenost’
priesec¢nika priamky s osou Oy od pociatku. Grafom funkcie je priamka.
(a) Ak a > 0, funkcia je rastiica na (—oo, 00).

(b) Ak a < 0, funkcia je klesajica na (—oo, 00).

9
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Ty=2x+3 Toysoaxtd

Obr.1.2: y=ax+b, y= —ax—+b.

Na Obr.1.2 vlavo vidime priklad rasticej lineadrnej funkcie y = 2z + 3, kde smernica
priamky a = 2 a b = 3 je vzdialenost’ priesec¢nika s osou Oy od pociatku.

Na pravej strane Obr.1.2 mame priklad klesajiicej linearnej funkcie y = —2x + 3, kde
smernica priamky a = —2 a b = 3 je vzdialenost’ priese¢nika s osou Oy od pociatku.

Pri zmene konsStanty b a zachovani smernice a sa posiva graf linearnej funkcie v smere
osi Oy, pricom nova priamka je rovnobeznd s pdévodnou. Tento posun je znazorneny na

Obr.1.3.

Obr. 1.3: Grafy funkcii y =22+ 10 a y =2z + 3.

Pri zmene smernice a, ale zaroven pri zachovani konstanty b, sa graf linearnej funkcie
(priamka) y = az + b otaca okolo priese¢nika s osou Oy. Této situécia je znazornené na
Obr.1.4.
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Obr. 1.4: Grafy funkcii y =42+ 10 a y = 2z + 10.

1.3 Kvadraticka funkcia

Kvadraticka funkcia ma tvar y = az? +bx +c, kde a, b, ¢ st konstanty, a # 0 a a,b,c,v € R.
Grafom kvadratickej funkcie je parabola, ktorej os je rovnobezna s osou Oy. Vrchol paraboly

mé suradnice )

b b? — dac
V= <_2a’ . 4a

(a) Ak a > 0, funkcia je klesajiica na intervale (—oo, — =) a rastiica na intervale (—2-, 00).

y=ax’+bx+c

Obr. 1.5: y = az? + bz + ¢, a > 0.

(b) Ak a < 0, funkcia je rastica na intervale (—oo, — ) a klesajica na intervale (— 2, co).

V pripade, ak konstanty b a c st nulové, vrchol paraboly sa nachadza v pociatku si-
radnicovej ststavy, ¢ize V = (0,0).
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y=ax’+bx + c

Obr. 1.6: y = az® + bx + ¢, a < 0.

1.4 Nepriama tmernost’

Nepriama tmernost’ je dand rovnicou y = %, pricom k # 0. Defini¢ny obor tejto funkcie je
(—00,0) U (0,00). Grafom nepriamej imernosti je hyperbola.

(a) Ak k > 0, funkcia je neparna a klesajica na intervale (—oo, 0) aj na intervale (0, o).

y=1/x

Obr. 1.7: y = g, k > 0, graf pre k = 1.

(b) Ak k < 0, funkcia je parna a rastie na intervale (—oo,0) a aj na intervale (0, c0).
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y=-1/x

Obr. 1.8: y =&k <0, graf pre k = —1.

T

1.5 Mocninova funkcia

Mocninové funkcia je dana rovnicou y = 2", kde n je 'ubovol'né realne ¢islo.

a) Ak n je prirodzené neparne &islo, napriklad v pripade funkcii y = z3, y = 2°
(a) jep p , nap prip y Y 7

y = 27, vtedy D(f) = H(f) = (—00,00). Takato funkcia je neparna, rastiica na celom
defini¢nom obore. Nie je ohrani¢end a nema ani extrémy. Priklady grafov takychto funkcii
st zobrazené na Obr.1.9.

y=x5/

-200 -

~400

Obr. 1.9: y = 2™, n prirodzené a neparne.
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Graf mocninovej funkcie pre prirodzené neparne n je symetricky podla pociatku sirad-
nicovej ststavy. Ak k takejto funkcii pripo¢itame aktkol'vek konstantu ¢ (y = 2™ + ¢), jej
graf sa posiva v smere osi Oy o hodnotu c. Takéto posuny st znazornené na Obr.1.10.

y=x>+3

Obr. 1.10: Grafy funkcii y =23+ 5 a y=2° + 3.

V pripade, ak nidsobime taktto mocninova funkciu nejakou konstantou ¢, teda y = cz”,
S0 zvacsujucim sa ¢islom c sa graf funkcie “zuzuje”, ako je to na Obr.1.11.

Obr. 1.11: Grafy funkcif y = 623, y = 32 a y = 2°.
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(b) Ak n je prirodzené parne &islo, napriklad v pripade funkcii y = 2%, y = 24,
y = 2% vtedy D(f) = (—o00,00) a H(f) = (0,00). Funkcia klesa na intervale (—oo,0) a
rastie na intervale (0, 00). Je parna (jej graf je symetricky podla osi Oy), zdola ohrani¢ena,
v bode 0 m& minimum, ale maximum neexistuje.

Obr. 1.12: y = 2™, n prirodzené a parne.

Cim véidsie je n, tym viac sa graf rozfiruje v intervale (—=1,1) a zuzuje vo zvySnych
intervaloch, ¢o zobrazuje Obr. 1.12. Na Obr.1.13 je znazorneny posun pozdlz osi Oy. To
znamenad, ze ak pripoc¢itame alebo odpoc¢itame nejakt konstantu ¢, teda y = 2™ 4 ¢, vrchol
paraboly sa posunie po osi Oy o velkost’ c.

Obr. 1.13: Grafy funkcii y =22 -1 a y=a2* — 3.

V pripade ¢ nasobku naSej funkcie, teda y = ca” sa graf “zazi”, ¢o mozeme vidiet’ na
Obr.1.14. Na Obr.1.13 mame funkciu bez nasobku kongtanty a vidime, 7e jej graf pretina
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os Oz pri funkcii y = 22 — 1 v bodoch 21 = 1 a 29 = —1. Ale pri funkcii y = 322 — 1 sa jej
graf zizi, ¢o vidime na Obr.1.14, a pretina os Oz v bodoch z; = 0,6 a x5 = —0,6.

Obr. 1.14: Grafy funkcii y = 322 — 1 a y = 52* — 3.

(c) Ak n je neparne zaporné celé &islo, ako napriklad pri funkciach y = 272,
y =272 y=1a", vtedy D(f) = H(f) = (—00,0) U (0,00). Funkcie st klesajice na

intervale (—o0,0) a (0, 00), nie st ohrani¢ené a si neparne. Nemaju ziadne extrémy.

Obr. 1.15: y = 2™, n neparne zéporné celé ¢islo.

(d) Ak n je parne zaporné celé é&islo, napriklad pri funkciach y = 272, y = 274,

y =z vtedy D(f) = (—00,0) U (0,00), H(f) = (0,00). Funkcie st rastice na intervale
(—00,0) a klesajice na intervale (0,00), si zdola ohranic¢ené a su parne. Nemaju Ziadne
extrémy.
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Obr. 1.16: y = 2™, n parne zaporné celé ¢&islo.
(e) Ak y = 2!/ pre nejaké prirodzené &islo n, napriklad pre funkcie y = z'/2,

y = z'3 y = 2%, vtedy D(f) = H(f) = (0,00). Funkcie sii rastice na intervale (0, c0),
zdola ohrani¢ené, minimum maji v bode z = 0, maximum nemaj.

L L L L L L
05 1.0 15 20 25 30

Obr. 1.17: y = '/, n prirodzené &islo.
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1.6 Exponencialna funkcia

Exponenciilna funkcia je dana rovnicou y = a”, kde a je konStanta, pricom a > 0 a taktiez
a # 1. Grafom funkcie je exponencialna krivka. Pre akékol'vek a > 0, a # 1, prechidza
bodom so siradnicami (0, 1). Defini¢nym oborom funkcie je (—oo, c0) a oborom hodnét je
interval (0, co).

(a) Ak je zaklad a > 1, funkcia je rastica na (—oo, 00).

(b) Ak je zéaklad 0 < a < 1, funkcia je klesajica na (—oo, 00).

Exponencialna funkcia je zdola ohrani¢end a nema ziadne extrémy.

©,1) ]

0,1

\

Obr. 1.19: y = a*, a € (0,1).

Na Obr.1.20 vidime, %e zmena funkcie y = 2% na y = 2**! znamen4 posun v horizon-
talnom smere dolava. V pripade funkcie y = 227! sa graf funkcie posunie v horizontdlnom
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smere doprava. Zaroveii, ked7e 2°T! = 2. 2% mézeme rovnako dobre povedat’, 7e vietky
hodnoty na grafe funkcie y = 2°*! st dvojnasobné oproti hodnotam na grafe funkcie y = 2.

Obr. 1.20: Grafy funkcii y = 2% a y = 2*+L

Obr.1.21 znézornuje zmenu funkcie y = 2* na y = 2* + 3. V tomto pripade sa posunie
graf funkcie vo vertikdlnom smere do bodu 3 na osi Oy. Keby sme mali funkciu v tvare
y = 2% — 3, graf funkcie by sa posunul vo vertikdlnom smere o 3 jednotky smerom nadol.

Obr. 1.21: Grafy funkcii y = 2% a y =2+ 3.

Prirodzen4 exponencidlna funkcia ma tvar y = e”, kde e je zéklad prirodzeného loga-
ritmu.
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0, 1)

Obr. 1.22: Grafy funkciiy =e* a y=e".

04 1)

2

Obr. 1.23: Grafy funkcii y = e** a y = e®.

1.7 Logaritmicka funkcia

Logaritmicka funkcia je funkcia dand vzt'ahom y = log,(z), kde a je zaklad logaritmu a
nadobuda hodnoty v intervale (0,1) U (1, 00). Grafom funkcie je logaritmicka krivka a
prechadza bodom (1,0). Definiénym oborom funkcie je interval (0,00) a oborom hodnot
(—00, 00).

(a) Ak zaklad logaritmu a > 1, funkcia je na (0, c0) rastica.

(b) Ak zaklad logaritmu 0 < a < 1, funkcia je na (0, c0) klesajuica.
Funkcia y = log, (=) nie je ohrani¢en, nema maximum ani minimum.

V pripade, ak zéklad logaritmickej funkcie tvori Eulerovo ¢islo e, teda a = e, hovorime
o prirodzenej logaritmickej funkeii log, (z) = In(z).
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Logaritmicka funkcia y = log,(x) je inverznou funkciou k exponenciélnej funkcii y = a®.
Specidlne, prirodzenéa logaritmicka funckia y = In(x) je inverzna k prirodzenej exponen-

cidlnej funkcii y = e”.

Priklady grafov niektorych logaritmickych funkcii si uvedené na Obr.1.24, 1.25, 1.26,

1.27, 1.28.

y=log,(x)

Obr. 1.24:

%(1 0) 2 3 4 5 6

Grafy funkcii y = logy(x), y = log,(z) a y = log;(z).

)

L L L L L
2 3 4 5 6

1,0)
0 y =log;/;(x)

y =logy,(x)

y= logl/z(x)

Obr. 1.25: Grafy funkcil y = log; 5(2), y = log; 4() a y =log; /().
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y=log,(x) + 2

y =log,(x)

Obr. 1.26: Grafy funkcii y = log,(z), y = logy(x) +2 a y = logy(z) — 1.

y = 5log,(x)

y =2log,(x)

Yy =logy(x)

Obr. 1.27:

L L
2 4 6 8

1,0

Grafy funkeii y = 5log,y(z), y = 2logy(x) a y = logy(x).

y=Ilog,(4 x)
y=log,2x)_——

y =log,(x)

Obr. 1.28: Grafy funkcii y = log,y(z), y = logy(22) a y = log,(4z).
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1.8 Goniometrické funkcie

1.8.1 y =sin(x)

Jedna peridda grafu funkcie y = sin(z) je znazornena na Obr.1.29. Jej definiény obor je
(—00,00) a obor hodndt je uzavrety interval (—1,1). Funkcia je periodicka s periodou 27.
Z grafu funkcie vidime, Ze funkcia je rastiica na kazdom intervale tvaru (—5+2km, 5 +2km)
a klesajtica na kazdom intervale tvaru (3 + 2km, 37 + 2km), kde k je I'ubovol'né celé &slo.

Funkcia y = sin(z) je neparna, ¢ize sin(—xz) = —sin(z), pre kazdé z. Je zhora ohra-
ni¢ena hodnotou 1 a zdola ohrani¢ena hodnotou —1. Maximum nadobtda v bodoch
r = 7 + 2k7m a minimum v bodoch %W + 2k, kde k je 'ubovolné celé ¢islo.

Inverznou funkciou ku goniometrickej funkcii y = sin(z) na intervale (—7, 7) je cyklo-
metrickd funkcia y = arcsin(z).

y =sin(x)

0.5

NN

Obr. 1.29: Graf funkcie y = sin(x).

Na Obr.1.30 vidime, Ze ak k funkcii pripoc¢itame alebo od nej odcitame akukol'vek
konstantu, teda y = sin(z)+ ¢, graf funkcie sa ndm posunie z poc¢iatku stiradnicovej ststavy
v kladnom alebo zapornom smere osi Oy. Zmeni sa obor hodnoét nasej funkcie, ale peridda
zostava rovnaka.

y = sin(x)+1

> T . s 0
y = sin(x)

Ty

Obr. 1.30: Grafy funkcii y = sin(z) a y = sin(z) + 1.
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Ak zvi¢sime funkciu o e-nasobok, teda y = c-sin(x), kde ¢ > 0, graf funkcie sa “natiahne”
v smere osi Oy o c-nasobok. Zmeni sa obor hodnoét funkcie, ale perioda ostava rovnaka.
Tento posun je znazorneny na Obr.1.31.

y = 2sin(x)

y = sin(x)

Obr. 1.31: Grafy funkcii y = sin(z) a y = 2sin(x).

Pre funkciu v tvare y = sin(cx), kde ¢ > 0, sa zmeni perioda funkcie o (1/¢) - nasobok.
Obor hodnot funkcie zostava nezmeneny. Priklady pre ¢ = 2 a ¢ = 1/2 st znézornené na
Obr.1.32,1.33.

y = sin(2x)

8

y = sin(x)

Obr. 1.32: Grafy funkcii y = sin(z) a y = sin(2z).

; Ww sin(x)

2 4 8 10 1
-05 s 2 3n 4r
-1.0

Obr. 1.33: Grafy funkcii y = sin(z) a y = sin(z/2).

Na Obr.1.34 mame znazorneny graf funkcie v tvare y = sin(x + ¢). Vidime, 7e graf
nasej funkcie sa posiva v smere osi Ox o hodnotu ¢ dolava, pricom peridda ani obor
hodnét funkcie sa nemeni.
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= sin(x - nm

Obr. 1.34: Grafy funkcii y = sin(z) a y =sin(x — 7/2).

= sin(x)

Na Obr.1.35 mame znazorneny graf funkcie v tvare y = 3sin(2x 4+ 7/2) a s na nom
zachytené vietky doteraz popisané posuny zakladnej funkcie y = sin(x).

Ny = 3sin(2x + 7/2) M

Obr. 1.35: Grafy funkcii y = sin(x) a y = 3sin(2z + 7/2).

1.8.2 y = cos(x)

Funkcia y = cos(x) ma graf rovnaky ako y = sin(x), len je posunuty o /2 dolava, ¢o
znazoriuje Obr.1.36. Definiény obor funkcie je (—oo, 00) a obor hodnot je uzavrety interval
(—1,1). Funkcia je periodicka s periddou 27, je rastica na kazdom intervale tvaru (mw -+
2km, 21 + 2km) a klesajuca na kazdom intervale tvaru (2kw, m 4 2km), kde k je I'ubovolné
celé cislo.

Funkcia y = cos(x) je parna funkcia, to znamena, ze cos(—z) = cos(x). Taktiez je zhora
ohrani¢end hodnotou 1 a zdola ohrani¢end hodnotou —1. Maximum nadobtuda v bodoch
x = 2km a minimum dosahuje v bodoch x = 7 + 2km, kde £ je I'ubovolné celé ¢islo.

Inverznou funkciou ku goniometrickej funkcii y = cos(x) pre z € (0, 7) je cyklometricka
funkcia y = arccos(x).
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0.5

051

Obr. 1.36: Graf funkcie y = cos(z).

Pri posune grafu funkcie y = cos(x) postupujeme rovnako, ako pri posuvani grafu
funkcie y = sin(z), preto nebudeme tieto skuto¢nosti opét’ popisovat’.

1.8.3 y = tg(x)

Tvar funkcie y = tg(x) je znazorneny na Obr.1.37. Defini¢ny obor tejto funkcie je zjed-
notenie intervalov tvaru (—% + km, 5 + k7), kde k je I'ubovolné celé cislo. Obor hodnot
funkcie je interval (—oo, 00). Funkcia je periodicka s periodou 7 a je rastiica na kazdom
z intervalov (=% + km, 5 + k).

Funkcia y = tg(x) je neparna funkcia, ¢ize tg(—x) = —tg(x), nie je ohranicené, nema
maximum ani minimum. Inverznou funkciou ku goniometrickej funkcii y = tg(z) pre x €
(=%, %) je cyklometrickd funkcia y = arctg(z).

Na Obr1.38 vidime, ako sa postupne menf graf funkcie y = tg(x) pri ndsobkoch y =

vvvvvv

funkcie sa zmensuje a bude 7.

Na Obr.1.39 je znazornend funkcia y = tg(z/n). So zvi¢sujucim sa n sa graf nasej
funkcie stale viac “rozsiruje” a tym sa zvicsuje aj jej perioda a bude n.

Na Obr.1.40 je znézornena funkcia y = tg(xz) v tvare y = n - tg(z). Vidime, Ze so
zvatsujicim sa n sa graf funkcie stéle viac “rozsiruje”, ale jej perioda sa nemeni.
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f ’ x %7{ 27 f;r 3n %7( y 4/7f

Obr. 1.37: Graf funkcie y = tg(z).

Obr. 1.38: Grafy funkcii y = tg(z), y =

tg(2z) a y = tg(3x).

Obr.1.41 nam znézoriiuje funkciu y = tg(z) + ¢, kde sa graf funkcie y = tg(z) posiva
po kladnej alebo zapornej ¢asti osi Oy, pricom peridda a tvar funkcie ostavaji nezmenené.
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Obr. 1.39: Grafy funkcii y = tg(z), y = tg(z/2) a y = tg(z/3).

T y=2mt9

Obr. 1.40: Grafy funkcii y = tg(x), y = 2tg(x) a y = btg(x).

Na Obr.1.42 vidime posun funkcie y = tg(x) v tvare y = tg(x + ¢). Funkcia sa posiva
po osi Ox bez zmeny tvaru a periody.



1.8. GONIOMETRICKE FUNKCIE 29

y=1g(x)

Obr. 1.41: Grafy funkcii y = tg(x) a y = tg(x) + 2.

Obr. 1.42: Grafy funkcii y = tg(z) a y = tg(z + 2).

1.8.4 y = cotg(x)

Funkcia y = cotg(x) je zndzornena na Obr.1.43. Defini¢nym oborom je mnozina vSetkych
x # km a obor hodn6t je mnozina (—oo, c0). Funkcia je klesajaca na kazdom intervale
tvaru (km,m + km). Funkcia y = cotg(z) je neparna funkcia, teda cotg(—z) = —cotg(x),
pre kazdé x € D(f). Nie je ohrani¢end zdola ani zhora a taktiez neméa Ziadne extrémy.

Inverznou funkciou ku goniometrickej funkeii y = cotg(z) pre = € (0, 7) je cyklometricka
funkcia y = arccotg(z). Posun grafu funkcie y = cotg(x) tu nebudeme Studovat’, ked7ze sa
sprava podobne ako funkcia y = tg(z).
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|y =cotg(x)

|
s

Obr. 1.43: Graf funkcie y = cotg(z).
1.9 Cyklometrické funkcie
1.9.1 y = arcsin(x)

Funkeia y = arcsin(z) je inverzna k funkcii y = sin(x) na intervale z € (—73,%). To
znamend, Ze defini¢ny obor funkcie y = arcsin(x) bude obor hodnot funkcie y = sin(x).
Defini¢ny obor funkcie y = arcsin(z) je teda (—1, 1) a obor hodnot je interval (—7/2,7/2).
Graf funkcie y = arcsin(x) je znazorneny na Obr.1.44.

m/2isf

y = arcsin(x)

e = 7w/2

Obr. 1.44: Graf funkcie y = arcsin(z).
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Na Obr.1.45 je znazorneny graf funkcie y = arcsin(cz), kde ¢ > 0 je konstanta. Ked'ze
argument cz musf byt’ v intervale (—1,1), mame |cz| < 1, a teda pre ¢ > 0 je [z| < 1. To

znamend, ze defini¢ny obor funkcie arcsin(cz)
sa ¢, sa graf funkcie y = arcsin(cx) “zazi”
0 < ¢ < 1. Teda zvicsujice sa ¢ meni aj tvar

y = arcsin(5x)

10

11

c’c

je interval ( ). Vidime, Ze so zva¢sujicim

(1/c)-krat, ak ¢ > 1, a “rozsiri” (1/c)-krat, ak

nasej funkcie.

y = arcsin(x)

Obr. 1.45: Grafy funkcii y = arcsin(x

), y = arcsin(3z) a y = arcsin(bx).

Na Obr.1.46 vidime posun funkcie v tvare y = arcsin(z + ¢) po osi Oz. Tvar nasej
funkcie sa pritom nemeni. Pre defini¢ny obor dostdvame podmienku |z + ¢| < 1, ¢ize

re(—1—c1l—c).

y = arcsin(x)

Obr. 1.46: Grafy funkcii y = arcsin(x),

y = arcsin(x - 2)

y = arcsin(z + 1) a y = arcsin(z — 2).
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Obr.1.47 znazoriiuje graf funkcie v tvare y = ¢ - arcsin(z). So zvad8ujicim sa ¢ sa meni

aj obor hodnot funkcie, t. j. interval (—c, ¢).

.y =3arcsin(x)

/

y = 2arcsin(x)

L L
-10 -0.5

x)

-5
y = arcsin

Obr. 1.47: Grafy funkcii y = arcsin(z

L
Lo

), y = 2arcsin(z) a y = 3arcsin(zx).

Na Obr.1.48 je vidiet’ posun grafu funkcie v tvare y = arcsin(z) + ¢, kde so zmenou
konstanty ¢ sa graf nasej funkcie postuva pozdlz osi Oy. Tvar funkcie sa pritom nemeni.

y = arcsin(x) + 1

y = arcsin(x)

Obr. 1.48: Grafy funkcii y = arcsin(x),

|

L L
10 L5

y = arcsin(x) - 2

y = arcsin(z) +1 a y = arcsin(z) — 2.
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1.9.2 y = arccos(x)
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Funkcia y = arccos(x) je inverzna ku goniometrickej funkcii y = cos(z) na intervale (0, ),
teda obor hodnot funkcie y = cos(z) bude definiénym oborom funkcie y = arccos(z).
Defini¢nym oborom nasej funkcie je (—1,1) a obor hodnot je (0, 7).

Graf funkcie y = arccos(x) je znazorneny na Obr.1.49.

y = arccos(x)

L I L
-5 -1.0 -0.5

Obr. 1.49: Graf funkcie y = arccos(x).

Na Obr.1.50 je znazorneny graf funkcie y = arccos(cz), kde ¢ € R. Zmenou konstanty
¢ sa meni aj nasa funkcia rovnako ako to bolo v pripade y = arcsin(cx), ¢ize funkcia sa

znizi o 1/c.

= arccos(x)

y = arccos(5x) ..}

y = arccos(3x)

-1.0 -05

0.

1o

Obr. 1.50: Grafy funkcii y = arccos(z), y = arccos(3z) a y = arccos(bx).
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Obr.1.51 znazoriuje graf funkcie v tvare y = arccos(z + ¢). Vidime, 7e graf sa posiiva
pozdlz osi Ox v kladom aj zapornom smere, pricom jeho tvar ostava zachovany.

y = arccos(x - 2)

.y = arccos(x)
e

y =arccos(x + 1)

L L
-3 -2 -1 1 2 3

Obr. 1.51: Grafy funkcii y = arccos(z), y = arccos(x + 1) a y = arccos(z — 2).

Na Obr.1.52 vidime posun grafu funkcie v tvare y = arccos(z) + c¢. Graf funkcie sa
postva po osi Oy v kladnom aj zapornom smere bezo zmeny tvaru.

y =arccos(x) + 1

y = arccos(x) ﬁ

,

-1.5 -10 -0.5 0.5 1.0 15

y =arccos(x) -2 |

Obr. 1.52: Grafy funkcii y = arccos(z), y = arccos(z) + 1 a y = arccos(z) — 2.
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Obr.1.53 znézornuje funkciu v tvare y = ¢
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-arccos(x). S narastajicim c sa rozsiruje aj

obor hodnot funkcie podobne ako v pripade funkcie arcsin(z).

y = 2arccos(x)

~_

-y =arccos(x)

y = 3arccos(x)

I
-15 -10 -0.5

0.5 Lo L5

Obr. 1.53: Grafy funkcii y = arccos(z), y = 2arccos(x) a y = 3arccos(x).

1.9.3 y = arctg(z)

Funkcia y = arctg(x) je inverzna ku goniometrickej funkcii y = tg(x) na intervale (

T T

272

).

Defini¢nym oborom nagej funkcie y = arctg(x) je interval (—oo,00) a obor hodnét je

™ T

5, 5). Graf funkcie y = arctg(z) je zobraze

(

ny na Obr.1.54.

y = arctg(x) n2
o
Obr. 1.54: Graf funkcie y = arctg(z).
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Obr.1.55 znazoriiuje graf funkcie v tvare y = arctg(cz), kde pri zvia¢Sujicom sa ¢ sa
graf “rozSiruje”, pricom obor hodnot sa nezmeni. Tieto zmeny st rovnaké ako pri funkcii

y = tg(r).

°

y = arctg(2x)

/ y = arctg(x)

L
1

—//y =tarctg(7x)

Obr. 1.55: Grafy funkcii y = arctg(x), y = arctg(2z) a y = arctg(7z).

Na Obr.1.56 vidime posun grafu funkcie v tvare y = arctg(z + ¢) po osi Oz v kladnom
alebo zapornom smere. Tvar funkcie a obor hodnét sa nemenia.

y=arctg(x+1)

—— _

y = arctg(x)

y=arctg(x - 1)

Obr. 1.56: Grafy funkcii y = arctg(x), y = arctg(r + 1) a y = arctg(x — 1).
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Na Obr.1.57 je znazorneny graf funkcie v
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tvare y = ¢ - arctg(x). So zviadsujicim sa ¢ sa

funkcia “rozsiruje”, ¢im sa meni jej obor hodnot.

y = barctg(x)

y = 3arctg(x)

y = arctg(x)

Obr. 1.57: Grafy funkcii y = arctg(x), y = 3arctg(x) a y = 6arctg(z).

Na Obr.1.58 vidime posun grafu funkcie v tvare y = arctg(x) + ¢ po osi Oy v kladnom
alebo zdpornom smere. Tvar funkcie sa nemeni, meni sa len obor hodnét.

y=arctg(x) + 1

—

ﬁ y = arctg(x)

_

Obr. 1.58: Grafy funkcii y = arctg(z),

y =arctg(x) - 2

y = arctg(x) +1 a y = arctg(x) — 2.
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1.9.4 y = arccotg(x)

Funkcia y = arccotg(x) je inverznou funkciou ku goniometrickej funkcii y = cotg(x) pre
z € (0,7). Defini¢cnym oborom y = arccotg(x) je interval (—oo,00) a oborom hodnét je
munozina (0, 7), ¢o mozeme vidiet’ na Obr.1.59.

Graf funkcie y = arccotg(z) sa sprava pri akejkol'vek c-nasobnej zmene podobne, ako
funkcia y = arctg(x), preto detaily nebudeme uvadzat’.

y = arccotg(x)

\ /2

10[

0

-4 -2 0 2 4

Obr. 1.59: Graf funkcie y = arccotg(x).

1.10 Defini¢né obory funkcii

Defini¢ny obor funkcie f je mnoZina vSetkych redlnych ¢isel x, pre ktoré je hodnota f(x)
definovana.

Priklad €. 1. Vypocitajme definiény obor funkcie

.152 — 3x -+ 2
f(z) = tgy o .
($) arccotg 2 o0 3

1e$ le: : 223742 : ) 4 NS . 5
RieSenie: Zlomok pod odmocninou 5% musi byt’ nezaporny, ¢o je prave vtedy, ked

menovatel je kladny a ¢itatel’ nezdporny alebo ked’ menovatel’ je zaporny a ¢itatel nekladny.
Ked7ze menovatel’ je kladny pre kazdé redlne x (pretoze dany kvadraticky trojclen mé
zaporny diskriminant), sta¢i ur¢it, kedy je ¢itatel nezaporny. Vysledok bude zarovei
defini¢nym oborom naSej funkcie, pretoze oborom definicie funkcie arccotg(z) sa vsetky
redlne ¢isla. Mame teda jedind podmienku
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r?—3x+2>0,

¢o je ekvivalentné nerovnosti

(x—=1)(x—=2)>0.

Tento su¢in je nezaporny prave vtedy, ked’ x € (—oo, 1) U (2, 00).

Zaver: Defini¢ny obor funkcie je zjednotenie intervalov (—oo, 1) (2, 00). O

Priklad ¢&. 2. Vypocitajme defini¢ny obor funkcie
x—2

flw) = V2 =5z +6

RieSenie: Vyraz 22 — 5z + 6 menovateli pod odmocninou musi byt kladny. Na uréenie
defini¢ného oboru teda staci, ak zistime, pre ktoré x plati nerovnost’

2 —5r4+6>0,

alebo v tvare sucinu

(x—=3)(x—2)>0.

Tento sucin je kladny prave vtedy, ked x € (—o0,2) U (3, 00).

Zaver: Defini¢ny obor funkcie je zjednoteny interval (—oo,2) U (3, 00). O

Priklad €. 3. Vypocitajme defini¢ny obor funkcie

T+ 2
2—r—12°

fz) =
RieSenie: Uvedeny vyraz bude definovany prave vtedy, ked’ menovatel’ bude rozny od nuly.
Pre urc¢enie defini¢ného oboru teda stac¢i vyludit’ tie body z, pre ktoré 22 —x — 12 = 0.

Kvadraticky trojélen prepiSeme do tvaru suc¢inu (korene kvadratickej rovnice mozeme
vypocitat’ aj pomocou diskriminantu), ¢im dostavame nerovnost’

(z+3)(x—4) #0,
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ktora je splnené prave vtedy, ked’ x+3 # 0 a stic¢asne x —4 # 0, ¢ize ked’ x1 # —3 a taktiez
T2 7é 4,

Zaver: Defini¢ény obor funkcie je zjednotenie intervalov (—oo, —=3) U (=3,4) U (4,00). O

Priklad €. 4. Vypocitajme defini¢ny obor funkcie

f(z) = arcsin (3x4— 2) .

RieSenie: Vychadzame zo skuto¢nosti, 7e definiénym oborom funkcie arcsin(z) je uzavrety
interval (—1,1). Preto hodnota v zatvorke musi lezat’ v tomto intervale, t. j.

3r — 2
—1< <1.
Sy =
Dostavame dve nerovnice:
3x —2
1< r
4
a zaroven
3r — 2 <1
. =L
7 prvej nerovnice mame nerovnost’
—4<3zx—-2.
RieSenim prvej nerovnice je teda interval (—%, 00).
Z druhej nerovnice mame
4>3x—2.

RieSenim druhej nerovnice je interval (—oo, 2).

Zéaver: Defini¢ny obor funkcie je prienik intervalov (—2,00) N (—00,2), teda (—%,2) . O

Priklad €. 5. Vypocitajme defini¢ny obor funkcie

f(z) =logs(x +1)+2.
RieSenie: Jedinou podmienkou na urcenie defini¢cného oboru funkcie je, aby vyraz pod
logaritmom bol kladny, teda
r+1>0.

Zaver: Defini¢ny obor funkcie je interval (—1, 00). O
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Priklad €. 6. Vypocitajme defini¢ny obor funkcie

flz) = \/2 sin(3z) — V2 .

Riesenie: Podmienka na urcenie definiéného oboru funkcie je, aby vyraz 2sin(3z) — /2
pod odmocninou bol nezdporny.

2sin(3z) — V2> 0.

Po jednoduchych tpravach dostdvame

sin(3z) >

Pre prehl'adnost’ pouzijeme substiticiu z = 3x. Z grafu funkcie “sinus” vycitame, ze
nerovnost’

sin(z) >

[ S

je splnend prave vtedy, ked’

T 3
—+2 - 2
z€<4—|— /mr,47r—i— k)
kde k je I'ubovol'né celé cislo.

Kedze z = 3z, mame

3
3z € (% Vokm, S 2kn)

4
a teda
T 2 T 2
$€<E+§k’7ﬂ Z+§]€7T> .

Zaver: Defini¢nym oborom funkcie je zjednotenie intervalov tvaru ({5 + %kﬂ', It %k?‘l’), kde
k je Tubovolné celé ¢islo. Kedze f(z) ma evidentne miniméalnu hodnotu 0 a maximalnu

2 — /2 (vtedy, ked' sin(3x) = 1), obor hodnét nagej funkcie je interval (0,1/2 —+/2). O
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Priklad ¢&. 7. Vypocitajme defini¢ny obor funkcie

fz) = \Jlogy(z +1) +2.

RieSenie: V tomto pripade méme dve obmedzenia:
(1) Vyraz pod odmocninou musi byt nezaporny.

(2) Vyraz pod logaritmom musi byt’ kladny.
Dostavame tak nasledovné nerovnosti:

(1) logg(x +1)+2 >0,

(2)z+1>0.

Pre tieto dve podmienky opéat’ ur¢ime intervaly, na ktorych buda splnené, a vyslednym
defini¢nym oborom nasej funkcie bude prienik intervalov.

(1) Z nerovnice logs(z +1) > —2 vyjadrime neznamu x. Uz vieme, Ze inverznou
funkciou k logaritmickej funkcii je exponencialna funkcia so zakladom 3. KedZe obe funkcie
si rastice, nerovnost’ sa pri odlogaritmovani zachova a dostaneme:

(x+1)>372.

8

Riefenim tejto nerovnice je interval (—g, 00).

(2) Z nerovnice x + 1 > 0 dostdvame druht podmienku, ze x € (—1, 00).

Riegenim druhej podmienky je inteval (—1, 00).

Zéaver: Definicnym oborom nagej funkcie je prienik intervalov (—%, 00) a (—1,00), teda

(—g,oo). O

Priklad €. 8. Vypocitajme definiény obor funkcie

2 —x—12

J(w) = In(4 +3z)

RieSenie: V tomto pripade méame az tri obmedzenia:
(1) Vyraz pod odmocninou nesmie nadobudat’ zdporné hodnoty.
(2) Vyraz pod logaritmom musi byt’ kladny.

(3) Vyraz v menovateli nesmie byt’ rovny nule.
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Prelozené do rec¢i matematiky, tieto podmienky déavaja nasledujiice nerovnosti:
(1) 2> —x — 12 > 0,
(2) 44 32 >0,
(3) In(4 + 3z) # 0.

Pre kazdé z tychto podmienok stanovime mnoziny, kde st splnené a defini¢ny obor
nasej funkcie bude prienikom tychto troch mnozin.

(1) Kvadraticky trojélen prepieme do tvaru suc¢inu
(r+3)(x—4)>0.
Mo67u nastat’ dva pripady. V prvom pripade moze byt’ (x+3) a sti¢asne (x—4) nezaporné
r+3>0 AN x—4>0,
¢o je splnené prave vtedy, ked z € (4, 00).
V druhom pripade moézu (z + 3) a stcasne (z — 4) byt’ nekladné:
r+3<0 AN 2—-4<0,
¢o je splnené prave vtedy, ked’ z € (—oo, —3).

Vysledok (1): Kvadraticky trojélen je nezaporny prave vtedy, ked’ z € (—o0, —3) U
(4, 00).

(2) Z nerovnice 4 + 3z > 0 si vyjadrime nezndmu x a dostavame
x> —4/3.
Z tejto podmienky dostavame interval x € (—4/3, 00).

(3) Nerovnost’ In(4 + 3z) # 0 prepiSeme v tvare

In(4+3x) #Inl,

a mame

443z #1.

Z tejto nerovnice dostavame poledné obmedzenie x # —1.

Zaver: Prienikom mnozin ziskanych v (1), (2), (3) je interval (4, 00), ¢o je defini¢ny obor
nasej funkcie. O
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1.11 Inverzné funkcie

Pripomenime si teraz pojem inverznej funkcie. Predpokladajme, 7ze y = f(x) je rastiica
funkcia definovana na intervale I a zobrazuje tento interval na osi Oz na interval J na osi
Oy tak, ako na Obr.1.60, pricom “smer” zobrazovania je naznaceny Sipkami.

20

J y=fx)

Obr. 1.60: y = f(x).

V tejto situacii mozno uvazovat’ o funkcii, ktoré vznikne obritenim Sipiek, oznac¢ime ju

I

1= fGe) gy = D) y

0.5 20

Obr. 1.61: x = f~1(y).

Funkciu f~! nazveme inverznou funkciou k funkcii f. V&imnime si, Ze ak f zobrazuje
interval I na interval J, tak f~! zobrazuje J na I.

Inverzné funkcia k naSej (rasttcej) funkcii f je definované predpisom:

[y =2 = y=f(z) (1.1)
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Ak dosadime x z rovnosti vlavo do rovnosti vpravo, mame

y= (") .

Naopak, ak dosadime y sprava dol'ava, dostavame:

fHf@) =

To znamend, 7ze ak na = € I, aplikujeme najprv funkciu f a potom k nej inverzna
funkciu f~!, ich Gc¢inok sa “rusi” a dostaneme naspit’ povodni hodnotu. Podobne, ak na
y € J aplikujeme najprv f~! a potom f, ich tc¢inok sa opét’ “rusi”.

Ak funkcia f zobrazujtca interval I na interval J je rastiica na I, tak k nej inverzna
funkcia f~! zobrazujtca J na I existuje a je jednozna¢ne uréend a je tieZ rasttica. Analo-
gické definicie a tvrdenia sa vzt'ahujt aj na inverzné funkcie k funkciam f z intervalu I na
interval J, ktoré st na I klesajtce.

Ak y = f(z) je navySe definovana “jednoduchym predpisom”, tak inverznt funkciu
moZno z rovnice y = f(z) vypocitat’ eliminaciou x, ¢im rovno dostaneme vyraz pre f~!,
¢ize vyraz tvaru x = f~1(y). Aby sme dodrzali konvenciu, 7e z je nezavisla premennd a
y je zavisla premenné, jednoducho vymenime role x a y, t. j. urobime zamenu x <> y.
Tuato zamenu obvykle robime ako prvy krok vypoctu inverznej funkcie, ako uvidime na
prikladoch.

Vo viacerych dolezitych pripadoch vsak takto nemozno x eliminovat’ a napriek tomu
inverzné funkcie existujt, ako napr. e* — In(z), sin(z) — arcsin(x).

Pri zist'ovani existencie inverznej funkcie k funkcii f na I je potrebné presvedcit’ sa, ¢i
f je na I monotoénna, t. j. len rastica alebo len klesajuca. Ak f je zlozena z dvoch funkcii,
¢ize f(z) = fi(fo(z)), tak tato funkcia je v prislusnom intervale

(a) rastuca, ak obe fi, fy st rastice alebo obe st klesajice (na prislusnych intervaloch),

(b) klesajuca, ak jedna z f1, f» je rastiica a druhé klesajuca (na prislusnych interva-
loch).
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Priklad €&. 1. Uréime inverzna funkciu k funkeii
y=2zx+4.
RieSenie:

(1) Definicnym oborom nagej funkcie je interval (—oo,00) a ten isty interval je aj
oborom hodnot.

(2) Z predchadzajucej kapitoly vieme, Ze linearna funkcia v tvare y = ax + b rastie, ak
a > 0. Naga funkcia tato podmienku splia, teda je rasttica na celom svojom defini¢énom
obore. To znamend, 7e k funkcii y = 2z + 4 existuje inverzna funkcia na (—oo, 00).

(3) Uréime inverznu funkciu k funkeii y = 2z + 4 tak, Ze zamenime premenné x «— y
a eliminujeme y:
r=2y+4.

Po vyjadreni y dostavame inverzni funkciu, ktorej definicnym oborom aj oborom hod-
not je taktiez interval (—oo, 00).

f_l y = T ; 4 '
O
Priklad €. 2. Urc¢ime inverznu funkciu k funkeii
y=/logy(x +1) +2.
RieSenie:
(1) Z prikladu ¢.7 vieme, Ze definiénym oborom nasej funkcie je interval (—%,00) a

obor hodnot je (0, 00).

(2) Ide o zlozenu funkciu z dvoch rastticich funkcii z = logg(x + 1) + 2 a y = /2, teda
nasa funkcia je rastiica na celom definicnom obore a existuje k nej inverzna funkcia.

(3) Na urcenie inverznej funkcie zamenime premenné = <— y a eliminujeme y:

T = \/logg(y—l—l)—i-Z.

Rovnicu umocnime, aby sme odstranili odmocninu na pravej strane

2 =logs(y + 1)+ 2.

Po vyjadreni y dostavame
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7? —2=logy(y+1).

Inverzna funkcia k logaritmickej funkcii y = log,(x) je exponenciilna funkcia y = a”,
preto

3’”2*2:y—|—1.

Odc¢itame konstantu 1 od oboch stran rovnice, vyjadrime y a dostdvame inverznu fun-
kciu

fliy=3""7-1,
8

ktorej definicnym oborom je interval (0, 00) a oborom hodnét je (—g,00).

o . [ v . . 2_ . . v
Vsimnime si, 7e defini¢ny obor funkcie z = 37 =2 — 1 je interval (—o0,00). Preco sme

teda povedali, Ze definiény obor nasej funkcie f~1 je len (0, 00)? Preto, lebo ide o inverzni

funkciu k y = \/log3(x + 1) + 2. T4to inverzna funkcia je naozaj definovana len na (0, 00),

hoci forméalne do vyrazu 37°~2 _ 1 mozno dosadit’ akékol'vek redlne Eislo. O

Priklad €. 3. Uréime inverzni funkciu k funkeii

. <3x — 2)
— arcsin .
4 A

RieSenie:

(1) Z prikladu ¢. 4 vieme, Ze definiénym oborom funkcie je uzavrety interval (—2,2),
obor hodnot je (=7, 7).

(2) Funkcia rastie na celom svojom defini¢nom obore.
(3) V dalsom kroku zamenime premenné x <— y a eliminujeme y:
n (M)
x = arcsin :
4

Inverzna funkcia k cyklometrickej funkcii y = arcsin(z) je goniometricka funkcia y =
sin(z), preto

-2
sin(z) = 3y4 .

Po kratkej uprave vyjadrime y a vysledné inverzné funkcia je

N 4 -sin(x) + 2
1' = -
Sy 3 :

ktorej definicnym oborom je mnoZina (—7, 7) a oborom hodnot je <—§, 2).
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Poznédmka: Tu sa opéat’ stretavame so situaciou, kedy do vysledku moézme dosadit’ aké-

kol'vek realne ¢islo, ale naga funkcia je inverznd k y = arcsin (39”4_2) len na (—%,7%).

O

Priklad €. 4. Uréime inverzni funkciu k funkeii
y=10""7"+4.
RieSenie:
(1) Defini¢nym oborom funkcie je interval (—oo, 00) a oborom hodnét je (4, 00).

(2) Funkcia klesa na celom svojom definiénom obore, preto k nej existuje inverzna
funkcia k nasej funkecii.

(3) Zamenime premenné z <— y a eliminujeme y:
r=10""Y+4.

Od¢éitame od oboch stran rovnice hodnotu 4

r—4=10"""Y .

7 predchadzajiuceho textu vieme, Ze k exponenciilnej funkcii y = a” je inverzné loga-
ritmicka funkcia y = log,(z):

log gz —4) =5—y.

Vyjadrime z rovnice y a dostavame inverzni funkciu k nasej funkcii

fliy= 5 —logg(x —4) .

Defini¢nym oborom inverznej funkcie je interval (4, 00) a oborom hodnét je (—oo, 00).
([

Priklad ¢. 5. Uréime inverznu funkeiu k funkecii

r—1
=441 .
y +n< 2 )

(1) Defini¢nym oborom funkcie je interval (1,00) a obor hodnét je (—oo, 00).

RieSenie:

(2) Funkcia rastie na celom svojom defini¢nom obore.

(3) Na urcenie inverznej funkcie zamenime premenné = <— y a eliminujeme y:
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y—1
44 () |
. 2
Od¢itame od oboch stran rovnice konstantu 4

y—1>
A= (Z—).
v n( 2

Inverzna funkcia k y = In(z) je exponencialna funkcia y = €, teda
x—4 In(¥42)

po uprave dostavame

7 rovnice jednoduchymi dpravami vyjadrime y a dostavame inverzna funkciu
flry=2""141,

ktorej definiénym oborom je mnoZzina (—o0o, 00) a oborom hodndt je (1, 00). O

Priklad ¢. 6. Uréime inverznu funkeciu k funkeii

y = \/2sin(3x)—\/§.

RieSenie:

(1) Z prikladu ¢. 6 vieme, Ze defini¢nym oborom nasej funkcie je zjednotenie intervalov

(15 + %kﬂ', T+ %kﬂ, kde k je celé ¢&islo, a obor hodnot je interval (0, /2 — /2).

(2) Z tvaru grafu funkcie sin vidime, Ze nada funkcia rastie na kazdom z intervalov ({5 +
%k‘ﬂ, 5t %knr) Pre vypocet inverznej funkcie musime vziat’ len jeden z tychto intervalov,
napr. ({5, ¢, ktory dostaneme pre k = 0. KedZe ide o jediny interval a nasa funkcia je na
nom rastiica, moézme pocitat’ prislusni inverzni funkciu.

(3) Este pred zamenou z «— y najprv z nasho vyrazu pre y eliminujeme sin(3x):

v + V2

5 (1.2)

sin(3z) =

Presvecte sa sami, Ze ak x € ({5, ), tak rastica funkcia y = \/2 sin(3z) — v/2 ma

maximalnu hodnotu /2 — v/2, a teda hodnota vyrazu na pravej strane (1.2) je mensia
alebo rovna 1.
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Zamenou premennych z <— y dostaneme:

x2+\/§
5 )

Na eliminaciu y pouzijeme inverznu funkciu ku goniometrickej funkcii sin, ktorou je
cyklometrickd funkcia arcsin:

. <x2 +2
arcsm (| ————

sin(3y) =

: ) — arcsin(sin(3y)) .

Aplikovanim funkcie arcsin mame

. <x2+\/§>
arcsin —5 =3y

Z rovnice vyjadrime y a dostavame inverzni funkciu

x2+\/5)

arcsin( =5

3

Defini¢nym oborom nagej inverznej funkcie je interval (0, /2 — v/2), s oborom hodnot

(15, §)» o bol nas zvoleny interval, na ktorom sme sa inverznt funkciu rozhodli pocitat’. O

fTry=
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Priklady na cvic¢enia:

1. Zostrojte grafy nasledujtcich funkcit:

(a) y=3x—2

y=3x-2

(b) y=-3z+1

y=-3x+1

o1
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(d) y=3z+4

(e) y=2z>+3
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2. Pomocou grafu funkcie y = 2 zostrojte grafy funkcii:

(a) y=223-1

|
o
T
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(b) y=(x+1)>*-3

y=-2(x- 1}

(d) y=2*+3




1.11. INVERZNE FUNKCIE 95

3. Zostrojte grafy nasledujicich funkeii:

(a) y=23"

(b) Yy = 3:Jc+1

(c) y=3"+2
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(d) y=3""+37"

y= 3x+l+3—x

4. Pomocou grafu funkcie y = e” zostrojte grafy funkcii:

(a) Yy = 67x+2

(b) y=2—-€"
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g2

(c) y=e

5. V prikladoch (a) - (f) na¢rtnite grafy dvoch funkcii f(x) a g(x) v jednom obrazku:
(a) f(z)=2sin(z) +2, g(z)=logy(x+2)

f(x) = 2sin(x) + 2

//\ 8(x) =logy(x +2)

f(x) = cos(2x)

g(x) =log;)(3 - x)
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(c) f(z)=3tg(x), gla)=e"/?

9 =315

gx)=e

x/2 i

() f(w)=4-2z, g(r)=2+log(2—x)

T fix)=4-2x

/
g(x) =llog;,(2 - x)
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(f) f(z) =2sin(3), g(x) =2+ cos(z)

flx) =2 sin(’z-‘)

f

g(x) =22 + cos(x) ‘ 6 \

6. Nacrtnite grafy nasledujucich funkeii:

(a) y = arcsin(2x)

y = arcsin(2x)

(b) y = arccos(z?® — 1)

y =arccos(x’ — 1)
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(c) y=arctg(2x —1)

y=arctg(2x-1)

/

7. Urcte defini¢ny obor nasledujicich funkeii:

V nasledujucich prikladoch symbolom D(f) ozna¢ime definiény obor funkcie f.

_ \2z+1
(a) y= cos(3x)

Vysledok: D(f) = (—=1/2,00) \ {& + Sk, k > 0}.

(b) y= \/10g1/2(£C +2) -1

Vysledok: D(f) = (—2,—-3/2).

Va?+5z—
() y=""20
Vysledok: D(f) = (—o0, —6) U (1, 00).
_ sin(x)
(d) y= v/3—2cos(z)

Vysledok: D(f) je zjednotenie intervalov (—n /6+2km, +m/6+2km)U(m/6+2k7, (11/6)7+
2km), kde k je Pubovolné celé ¢islo.

(e) y = arccos(2z — 5)

Vysledok: D(f) = (2, 3).

Vysledok: D(f) = (In4, 00).

(8) y=In2sin(z) —1)

Vysledok: D(f) je interval (7/6 + 2km, (5/6)7 + 2k7), kde k je I'ubovolné celé ¢islo.
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_ 1
M) Y= ey

61

Vysledok: D(f) = (—o0, —3/2)U(—3/2,2)U(2, c0).

8. Najdite inverznt funkciu k nasledujtcim funkciam:

(a) y= \/10g1/2<x +2) =1, D(f) = (-2, _%>

(b) y=2arccos(2x —5) —5, D(f)=(2,3)

Vysledok: f~1: y= < poe-ty

z (—5,2m —5).
D(f) = (In2, 00)

(©) ¥v= =
Vysledok: [~1: y =20 - D(f=1) = (0, 00).
(d) y=1-2aretg(x—5), D(f) = (~o0,0)
Vysledok: f~: y=tg(:5%) +5, D(f)=(—m+1,7+1).
() y=4*7+5 D(f)=(-00,00)

Vysledok: f~1: y = "800 = pg=1y — (5 o0).

(f) Yy = gii? D(f_1> - (_007 _g) U (_%700)

Vysledok: f~1: y=22 D(f') = (~00,2) U (2,0).
(8) y=VEF =2, D(f) = (2, 00)

Vysledok: f~: y="200220 1 pr=1y — () o0),

(h) y=2-6"" D(f)=(-00,00)

Vysledok: f~1: y=1logs(2 —x)+4, D(f™')=(-00,2).
6
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Kapitola 2

Derivacie

Nech funkcia y = f(z), t. j. priradenie z — f(x), je definovana na nejakom otvorenom
intervale I. Ak v nejakom bode = € I existuje limita

o 1)~ @)

Z2—T zZ —x

, (2.1)

tak hodnotu tejto limity nazyvame derivaciou funkcie f v bode x a oznacujeme ju symbolom
f'(x) alebo y'. Ak limita (2.1) existuje v kazdom bode z € I, tak priradenie x ~ f ()
definuje funkciu, ktora nazyvame derivaciou funkcie f na intervale I. Oznacenie tejto novej
funkcie je f', alebo y'.

Pre derivovanie je v matematike odvodenych viacero pravidiel a vzorcekov. Uvedieme
najprv niekol'ko zékladnych pravidiel, platnych pre T'ubovolné dve funkcie f, g, ktoré na
intervale I maju derivacie f, ¢ a pre 'ubovol'né konstanty ¢, d.

e Derivovanie konStantného nasobku funkcie:

(cf) =cf .

e Derivovanie linearnej kombinécie:

(cf +dg) =cf +dg .
e V Specidlnom pripade, pre derivaciu suc¢tu a rozdielu dvoch funkcii méame:
(f+9) =f+g,
(f-9)=f~d.

e Derivovanie sti¢inu funkeif:

(f-9)=f-9+fg.

63
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e Derivovanie podielu funkcii za predpokladu, 7e g je rozna od nuly pre kazdé x € I:

(f)’:f’~g—f-g’
g 9 '

O nieco zlozitejsie je nase posledné pravidlo o derivovani zloZenej funkcie. Nech funkcia
f zobrazuje otvoreny interval I na otvoreny interval J a nech funkcia ¢ je definovana na
intervale J. Ak obe funkcie maji na uvedenych intervaloch derivacie, tak pre deriviciu
zlozenej funkcie x — g(f(x)) plati

(9(f(x)) =g (f(z))- [ (z) .
Pre zakladné funkcie ako mocninové, trigonometrické, exponencidlne atd’., sit hodnoty
limity (2.1) zname vo forme vzoréekov, z ktorych uvadzame nasledujuce:

() =0 cER

(z") =n-a" ! (n=1,2,..) rE€R

(a*) =a*-Ina (a>0) rER

(e®) =e® rER

(sin(z))" = cos(z) rER

(cos(z)) = — sin(z) zER

(te(@)) = wom r€R, cos(z)#0
(cotg(x)) = s z €R, sin(z)#£0
(log, (7)) = —— (a>0,a#1) x>0

(In(z)) = 3 x>0

(arcsin(z))" = == r € (—1,1)
(arccos(x)) = — 4= r € (—1,1)
(arctg(2)) = 1y rEeR
(arccotg(z)) = — 1= rER

Pomocou uvedenych pravidiel a vzorcekov by ste mali vediet’ vypocitat’ derivaciu I'ubo-
vol'nej funkcie nielen z tychto skript, ale aj derivacie takych funkcii, s ktorymi sa stretnete
v odbornych predmetoch.



65

Priklad €. 1. Vypocitame derivacie nasledujtcich funkcii:
(a) y=2a" (2x+3)
Riesenie: Dan4 funkcia je st¢inom f(z)-g(x), kde f(z) = 2° a g(z) = 2x + 3. Aplikujeme
preto vzorec (f - g)' =f g+ f-g pre deriviciu si¢inu dvoch funkeii, teda
y = (") - (2e+3)+2" 22+3) .

Pouzitim zakladnych vzorcov (c¢)’ =0, (z") = n - 2""! a postupnym vypoctom dosta-
vame:

’

y =5z (20 +3) +22° .

Po tprave mame vysledok:

y =122° + 152 = 32 - (42 +5) .

(b) y=In(2z) - cos(bx)

RieSenie: Této funkcia je sti¢cinom dvoch zlozenych funkcii f(x) = In(2z) a g(z) = cos(5x).
Opét’ pouzijeme vzt'ah na derivaciu saéinu dvoch funkeif (f-g) = f -g+ f-g
y = (In(2z))" - cos(5z) + In(2z) - (cos(5z)) .

Funkcie f(x) = In(2x) a g(x) = cos(bx) st zlozené funkeie, preto derivujeme podla
vztahu (g(f(z)) = g (f(z)) - f (z). Pouzijeme zakladné vzoréeky (In(z)) = 1 a (2") =
n - 2" presne v tomto poradi, na funkciu f(x) a na funkciu g(x) pouZzijeme vzorce
(cos(z))’ = —sin(x) a (2™) = n - 2""!. Dostavame tak

/ 1
V=5 2 cos(bz) + In(2x) - (—sin(bz)) - 5,
T

a po uprave dostavame vysledok

, cos(bx)

T 5 - In(2z) - sin(bx) .

@) =5
RieSenie: Vidime, ze funkcia je podiel dvoch funkcii %, kde f(x) =2* —2*+ 2z a g(z) =

sin?(x). Na vypocet pouzijeme vzt'ah na derivaciu podielu funkcii (5) = f'gg#:

J = (z* — 2% + 22) - sin®(x) — (2* — 22 + 22) - (sin®(z))’
(sin*(z))?
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Na zderivovanie funkcie f(z) pouZijeme vzt'ah (z") = n-2""'. Funkcia g(z) je zloZena,
preto pouzijeme vzt'ah (g(f(z)) = ¢ (f(z))- f (), presnejsie dva vzoréeky (z") = n- 2"
a (sin(z))" = cos(z). Dostavame tak

;o (423 — 22 4+ 2) - sin®(z) — (2 — 2% + 22) - 2 - sin(w) - cos(z)
y —_=

)

sin®(z)

a po kratkej aprave mame

;o (42® — 22+ 2) -sin(z) — 2+ (' — 22 + 22) - cos(x)
Yy = :

sin®(z)
__ arcsin(z)
(d) y= 1—tg(z)
Riesenie: Na derivaciu tejto funkcie pouzijeme opéit’ vzorcek na derivaciu podielu dvoch

funkeii (£) = f/'g_zf'g/. Funkcia f(x) = arcsin(x) a funkcia g(z) = 1 — tg(z), teda
g g

, (arcsin(z))" - (1 — tg(z)) — arcsin(z) - (1 — tg(z))’ .

y =
(1 —tg(z))?
Na derivaciu funkcie f(x) pouzijeme vzoréek (arcsin(z)) = \/1177 Funkcia g(x) sa
sklad4 z konStanty a zo zékladnej funkcie tg(x), preto jej derivaciu vypocitame pomocou
vzt'ahu (¢) =0 a (tg(z)) = Cosé(x).

;o \/11_7 (1 —tg(x)) — arcsin(x) - (—ﬁm) ’
(1 - te(x))?

po malej iprave dostavame vysledok

1—-tg(x) arcsin(z)
o /1—a2 + cos?(x)

YT T (e

(e) y=log,(4z) - arctg(e”)

RieSenie: Funkcia je su¢inom dvoch funkeii f(z) - g(z), kde f(x) = log,(4x) a g(x) =
arctg(e”). Pouzijeme preto vzorcéek na derivaciu si¢inu dvoch funkcii (f-g)' =fg+fqg.

y = (logy(4x)) - arctg(e®) + log,(4z) - (arctg(e®))’.

!/

Funkcie f(x) a g(x) su zlozené funkcie, preto derivujeme podla vztahu (g(f(z)) =
g (f(x)) - f(z). Pri derivacii zloZenej funkcie f(x) pouZijeme vztahy (2") = n . 2"
a (log,(z))" = ——. Na derivaciu zlozenej funkcie g(z) pouZijeme derivaéné vzoréeky

(arctg(z))" = T a (e®) =e*:



67

;1
4z -1n2
Po tprave mame vysledok

1
-4 - arctg(e”) + logy(4x) + ————— - €” .

Y 1+ (ev)?

,_arctg(e”)  e”-log,(4r)
~ z-In2 1+ (e*)?

(f)  y=tg’(In*(5z +3))

RieSenie: Mame dant zlozent funkciu, teda pouzijeme vzt’ah pre vypocet zlozenej funkcie
(fog) =g (f(z))-f (x). Pri derivacii postupne zlozent funkciu “rozoberieme” nasledovne:

y = )% (el ) -(C )Y -l )-(5x+3)
a pouzijeme pritom niekol’ko zakladnych derivaénych vztahov () =n - 2", (tg(z)) =
cos%(x)’ (IH(LC)) - i a (C) =0

/

y =3-tg%(In*(5z +3)) - 41 (5x + 3) -

cos?(In*(5z + 3)) br+3

Po tuprave dostaneme

;60 tg?(In*(5z + 3)) - In®(5x + 3)
~ (5z+3) - cos?(In?(5x + 3))

(8) y=logs(x) - arcsin®(2")

Riesenie: Funkcia je st¢inom dvoch zlozenych funkeii f(z) = log3(z) a g(x) = arcsin®(2%).
Na derivaciu funkcie pouzijeme uz znamy vztah (f-g) =f g+ f-¢"-

y = (log2(z)) - arcsin®(2%) + logZ(z) - (arcsin®(2%))’.
Na derivaciu zloZenej funkcie f(x) = logs(x) pouZijeme vztah (z") = n - 2" ! a
1

(log,(x)) = ——. Na derivaciu zloZenej funkcie g(z) = arcsin®(2*) pouzijeme vztahy
' 1

(") =n - 2", (arcsin(z)) = = @ (a*) = a® - In a. Dostavame:

y/ = 2 . IOgQ(Jf) . m . arCSin5(21) + logg(fﬁ) . 5 . arCSin4(2x) . 1_7(2;5)2 . 23j . 1112 s

a po kratkej aprave mame vysledok

Yy = IOgQ(:p) . arcsin4<2x) . ( al"CSln( ) + 5 Og2($> n ) '

z-1n2 1— (27)2
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O
(h) y=e% + darctg(In(2z))

RieSenie: Zadana funkcia je saétom dvoch zlozenych funkcii (f + g) = f + ¢, kde
f(z) = e a g(x) = 4arctg(In(2z)), preto

y = (e7) + (darctg(In(2z))) .
Ked'ze obe funkcie f(x) a g(x) st zlozené funkcie, rozpiSeme ich podrobnejsie

!/

y = () (=32) + (darctg( ) - (In( )

Na derivéciu jednotlivych ¢asti pouzijeme vztahy (z") = n-z""!, (e®) = €%, (arctg(z)) =
=z, (In(z))" = L. Po zderivovani dostévame:

! /

- (2x) .

/ 1 1
=_3.e3® 44, - . = .9
y ¢ T T m@o))? 2

a po uprave mame vysledok

4
x(1+ (In(22))?)

/

y =—3e " +

. sin(2x)-cos(2x
(1) Y= (ln)2(:r)( )

RieSenie: Zadana funkcia ma v ¢itateli sacin dvoch zlozenych funkcii f(z) = sin(2x) -

cos(2x) a v menovateli zlozentu funkciu g(z) = 1n2($)' Kedze ide o derivaciu podielu,
pouZzijeme vzt'ah (ﬁ) _ '99—2f'9 :

, (sin(2z) - cos(2z)) - In*(z) — sin(2z) - cos(2z) - (In*(z))’
N (In®(2))2 '
Funkcia f(x) = sin(2z) - cos(2x) je stfinom dvoch funkcii sin(2z) a cos(2z), preto
musime derivaciu ¢itatela poupravit’. Derivicia sti¢inu sa riadi vzt'ahom (f-g) = f -g+f-g .
Po upresneni dostavame:

’

, ((sin(2z))" - cos(2z) + sin(2z) - (cos(2z))") - In*(z) — (sin(2z) - cos(2z)) - (In*(x))
(In*(x))? '

Na derivaciu jednotlivych ¢asti funkcie pouzijeme zékladné vzorce (m”)' =n-a" ",
(sin(z))" = cos(z), (cos(x)) = —sin(z) a (arcsin(z))’ = 11_902:
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, (2cos(2z) - cos(2x) + sin(2z) - (—2sin(2x))) - In®(z) — (sin(2z) - cos(2x)) - 2In(x)2
T ()" |

a po uprave dostavame vysledok

r_ (2 cos?(2x) — 2sin?(27)) - In(z) — 2sin(27) - cos(27)
Y I’ () ‘

() y = In(cotg*(37))

Riesenie: Na vypocet derivicie danej funkcie pouzijeme vzt'ah pre vypocet zlozenej funkcie
(fog) =g (f(x))-f (). Pri derivacii postupne zlozent funkciu “rozoberieme” nasledovne:

y =(n( ) () (cotg( ))-(37) .
Jednotlivé ¢asti zderivujeme pomocou zakladnych vztahov (In(z))" = L, (#")" = n-z"~!
(cotg(z)) = —m a (a®) =a®-Ina.

’

’ ! 2cotg(3%) ! 3" .1n3
= .92co . [ . . In
Y cotg?(3%) & sin?(3%) ’

po uprave dostavame

,  —2.3".In3
~ cotg(3?) - sin?(37)

Y

(k) y = 22" - arctg*(e?*) + log3(x)

RieSenie: Derivacia tejto funkcie je trosku komplikovanejsia, ked’ze sa tu vyskytuje kom-
binacia stc¢inu Casti funkcie f(x) = 22°-arctg?(e?*) a sucet s funkciou g(x) = logs(z). Deri-
vaciu funkcie vypocitame podla znamych vzt'ahov na derivaciu sacinu (f-g) = f -g+f-¢
a derivaciu saétu (f +g) = f + ¢ funkeit:

/

y = (20%) - arctg! (e + 27 - (arctg! () + (log) ()

Na derivaciu jednotlivych ¢asti funkcie pouzijeme zékladné vzorce (x”)/ =n-a" !
(arctg(z))" = ) (") =e® a (log,(z)) = —1— a dostdvame
1

y = 10z* - arctg?(e®®) + 22° - darctg®(e*®) - - 2e* + 2logy () -

1+ (e?r)? z-In3 "’
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Po jednoduchej iprave mame

/

y = 2x" - arctg®(e**) - <5arctg(62x) +

8re?® 2log,(x)
1+ (e%)? r-In3

(1) y = 5arccos®(tg*(x%))

RieSenie: Na vypocet derivacie zlozenej funkcie pouzijeme vzt'ah pre vypocet zlozenej
funkcie (f o g) = ¢ (f(2)) - f (z). Pri derivacii postupne zlozent funkciu “rozoberieme”
nasledovne:

I

y = (5arccos®( ) - (arccos( ) - (tg'( ) - (tg( ) - (2°)

Jednotlivé ¢asti zloZzenej funkcie zderivujeme podl'a vzt'ahov (z") = n-2"!, (arccos(z)) =
—vi 2 (18() = oy

/ -1 1
y = 25arccos’(tg*(2%)) - ( ) - 4tg®(29) -

.62 ’
1 — (tg4(x5))? cos?(z9)

a po malej aprave dostavame vysledné riesenie

, —25arccos’(tg(«%)) 4tg’(2®) - 62°
1 — (tg4(2%))2 cos?(z9)

Priklad €. 2. Vypocitame druhé derivacie nasledujicich funkeii:

(a) y = arctg(2x)

Riesenie: Mame zadanu l'ahkt zlozenu funkciu, ktorej prvia deriviaciu vypocitame podla

4 4 v 7 . v . . .

vztahu (arctg(z)) = 7 a (2") =n-2""'. Rozlozime funkciu na Casti a zderivujeme:
, 1

- - .9
Y711 (20

Druht derivaciu funkcie dostaneme, ak uz zderivovana funkciu 4y opit’ zderivujeme.
Derivujeme teda podiel dvoch funkcii f(z) = 2 a g(x) = 1 + (22)? podl'a vztahu pre

derivaciu podielu funkcii (5) =1 'gg_Qf 2 teda

o @ (e 2 (14 (20
(L+ (20)2)

Na derivaciu jednotlivych &asti pouZzijeme jednoduché vzoréeky (¢) = 0 a (2") =

n - xn—l
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v 0-(14(22)%) —2-8z
B (14 4z2)2 '

Druhé derivacia funkcie po kratkej iprave bude

"o 16z
Y T T a4

RieSenie: Funkciu tvori sucin dvoch funkeii f(z) = 223 a g(x) = e */2. Na vypodet
pouZijeme vzt'ah pre deriviciu sa¢inu (f-g) =f g+ f-¢":
y = (22%) e 4 (227) - (772
Na vypoéet prvej derivacie pouzijeme zakladné vzt'ahy (2") =n-2"'a (e*) =e

xT

2
y =622 e 242 T2 (—3§> ;

a po tprave dostavame prvi derivaciu funkcie

y =3z e "2

Druht derivaciu funkecie vypocitame, ak zderivujeme uz raz derivovani funkciu vy =
322 - e**/2, Opit’ ide o sucin dvoch funkcii f(z) = 322 a g(x) = e *"/2, preto pouzijeme
vzt'ah pre derivaciu su¢inu (f-g) = f -g+f-4

y' = (322 - e 2 4 (322) - (/2 .

wo , L, , . . v e uew ’
Pouzijeme rovnaké zakladné vzt'ahy ako pri prvej derivacii, ¢ize (2") = n - x a
! , . ’ . .
(e”) = e” a dostaneme druhi derivaciu funkcie

2
?J” = 6x-e 24 302 e 2 (—3;> ’

po jednoduchej iprave dostaneme druht deriviciu v tvare

" 9
Y = %2, <6x—2-:1:4> .
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Priklady na cvic¢enia:
1. Vypocitajte derivacie nasledujicich funkcii:

(a) y =sin(bz) + 5logs(x)

Vysledok:
y =5cos(5x) +5 - :
x-In3
(b) y = arcsin(z) - 3*
Vysledok:
' = 3% 4 arcsin(z) - 3% - In 3
= . arcsin(z) - 3* - In3 .
Y V1—2?
_ _a’ttg(a)
(©) V= G@rn@

Vysledok:

- (3202 + Wl(a:)) - (cos(z) + sin(z)) — (2% + tg(x)) - (cos(z) — sin(x))
v = (cos(z) + sin(x))? '

e”-cotg(x)

(d) Y= arccos(z)
Vysledok:

) (e“"” - cotg(x) + ez(—m)) -arccos(x) — e* - cotg(z) - (—ﬁ)
y = .

arccos?(x)

(e) y=4-5"+ cos(3z)
Vysledok:

y =4-5%-1n5 — 3sin(3z) .
(f) y=log,(z) - cotg(x)

Vysledok:

x24-cos(z)

(g) Y= 4z+-sin(x)




Vysledok:
) = (22 — sin(z)) - (4z + sin(x)) — (2 + cos(z)) - (4 + cos(z))
(4x + sin(x))? '
_ arctg(z)-4a®
) v ="t
Vysledok:
o (i da® + macte(o) - 200%) -logy(a) — arctg(@) - 40° - iy
log3(«)
(i) y = arcsin(In’(z) - €2*)
Vysledok:
! 1 L 2 2
y = -(2ID(ZL‘)-'€$—|—1H(£L‘)-26$).
V1= (In%(z) - e20)2 x
: __arcsin(z)
(G) y= logs ()T
Vysledok:

i (lomy(2)-V/A) — axesinge) - (o - VT + logy(e) - § o)

a (log,(z) - Vo)
(k) y=5%-arctg(In(52%))

Vysledok:

4.5%
z- (14 In*(524))

y =5%-In5-arctg(In(5z)) +
(1) y = arccos?(In(e**))

Vysledok:

, —8-arccos(In(e*”))

y ey
1 — (In(el))?
(m) y=4tg(4 +In’(x))

Vysledok:

/ 4 1
- (47 4+ 51 ) .
Y cos? (4% 4 In°(x)) ( nd+5() x

(n) y=+3%+3x- (sin(e” + 4)?)
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Vysledok:
/ 1
_ T : T 2 T T T T

y = W(B In 3+ 3)(sin(e” 4+ 4)?) + V3% + 3z - (cos(e” +4)% - 2(e” + 4)e”) .

(0) y = sin(arcsin®(27))

Vysledok:

, . , 1
y = cos(arcsin®(2x)) - 2 arcsin(2z) « ———— - 2.
1 —(2x)?

cos(xz?
(p) y= 64%11(:2)

Vysledok:

J = 1 <cos(x2)> —1/2 . (—sin(z?)2z) - e** - In(z) — cos(z?) - (46499 n(z) + 641%)
2 \ edr - In(x) (e - In(z))? .
(r) y=4"-In(ve* +2)

Vysledok:

yl:4x-ln4-ln\/ew+2—|—4%€.
2(e* 4+ 2)

(s) y = arctg?\/tg(z) + 4*

Vysledok:

/ 1 1 1
y = 2arctgy/tg(x) + 4 - = (tg(x) +47) 712 ( + 4% In 4) :

1+ (tg(z) +4%)2 2 cos?(x)

_ sin?(x)
(t) Y= cos(z?)
Vysledok:
. 2sin(z) - cos(w) - cos(x?) + sin?(z) - sin(2?) - 2z
y = 2( 12
cos?(z?)
(11) y = arcsin(z)



Vysledok:
, & —+/1—2%arcsin(x)
v= x? -1 —2? '
(v) y=35=
Vysledok:
/ 2z _ 2.%2 + 6
= 3547 . n3.
Y B a2

(x) y=2%"In*(sin(5z))

Vysledok:

y = 2% . In(sin(5z)) - (3102 - In(sin(5z)) + 10 - cotg(5z)) .

_ 4/sin(z)
(v) y= “os2(z)
Vysledok:

y = . cos?(x) — sin(2z) - \/sin(z) .

2,/sin(z)

(7) y=W(3" + tg(4z))
Vysledok:

/ 1 2
- = . (3*.1n3.2
3% + tg(4x) (3 ns- 2wt

1
S I
Y cos?(4x) >

2. Vypocitajte druhé derivacie nasledujicich funkeii:

(a) y=sin(2r) -V

Vysledok:
, sin(2x)
= 2/ - cos(2
Yy V- cos(2z) + N
. 2 4./ cos(2x) — Ln(ix)
_ Coi%”) — 47 - (sin(22)) + v ix )=
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(b) y=342

Vysledok:
;2
Y= 5
. 176
Y = 5t

(€ y=(Va?=3) -In(l/z)
Vysledok:

J - In(1/z) - (V2% —3) — 2% - In(1/2)
(22 —3)-va? -3 .

(d) y= (2" —32° + 27) - In(z)
Vysledok:

/

1
y = (42° — 92° + 2)In(w) + (z* — 32° +27) - — |
x

" . 1 . 1 1
y = (1227 — 182)In(x) + (42 — 922 + 2)— + (42® — 92 + 2)~ + (2* — 32° + 22) (—2> .
T x T

(e) y=tg(27+3)

Vysledok:
;2
v = cos?(2z +3) ’
v 8sin(2z + 3)
v= cos?(2z 4+ 3)

(f) y=et

Vysledok:

!/

y = €x3+4a: X (31,2 +4) ’

1"

y =" (322 4+ 4) - (327 +4) + " 6



(g) y = arctg(2x)
Vysledok:

(h) y = cos’(x)

Vysledok:

(i) y = cotg(3z)

Vysledok:

7

T 14422

(U
(14422

/

y = —3cos*(x)sin(z) ,

y" = 6cos(z) - sin(z) — 3cos’®(z) .

3
v = sin?(3z)

v 18sin(3x) - cos(3x)
- sin(37) '

(j) y=sin(5z) - cos(5x)

Vysledok:

y = 5cos?(5x) — 5sin?(5z) |

"

y = —100sin(5z) - cos(bzx) .
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Kapitola 3
Geometrické aplikacie derivacii

Ak f ma deriviciu na otvorenom intervale I, tak v I'ubovolnom bode zy € I rovnica
doty¢nice ku grafu funkcie f v bode z je

Y="Yo+ f/(xo)(x —T0) = Yo + y/(xo)(x —Ip) .
Ak f'(xo) # 0, rovnica normély ma tvar

1 1
y:yo—m(x—xo):yo—m(x—xo)~

Ak f'(xo) = 0, rovnica normaly je
Tr = Xyp.
Rovnicu dotyc¢nice si mozno pamétat’ aj v ekvivalentnom tvare
Y — Yo = k(z — ),
kde k = f'(25) = y/ (x0).
Podobne, ak k # 0, rovnicu normély je vhodné zapamétat’ si aj v ekvivalentnom tvare

1
Y—Yo = —%(x - Io)-
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I I I
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Priklad €. 1. Vypocitajme derivaciu funkcie y = In(z) + 2 a napiSeme rovnice doty¢nice
a normdly v bode zo = e.

RieSenie:

Krok €. 1: 7 predchadzajiceho textu vieme, 7e k tomu, aby sme vedeli napisat’ rov-
nicu doty¢nice, resp. normaly, musime poznat’ stiradnice dotykového bodu 7' so stradni-
cami (xg, Yo). z-ovi stradnicu bodu 7' pozname (zy), preto dopo¢itame y-ovi stradnicu
dosadenim xy do nasej funkcie.

Dotykovy bod T = (xq,y0) = (e, 3).

Yo = In(e) + 2,
Yo=1+2=3.

Krok €. 2: Doty¢nica je priamka, ktord ma tvar y = yo + k(x — x¢). Smernica priamky
k je definovana ako derivicia funkcie y = In(z) + 2 v bode zy. Preto funkciu zderivujeme:

1
y=—.
X

Krok &. 3: Smernicu dotyc¢nice k = y () ziskame dosadenim z, = e do derivacie
funkcie.

Krok ¢&. 4: Teraz uz mame vSetky potrebné tidaje a vieme napisat’ rovnicu dotycnice
a rovnicu normaly.



Rovnica doty¢nice mé tvar t : y — yo = k(z — x¢). Po dosadeni T = (¢,3) a k = 1
dostavame:

1
t —-3=—-(r—e€),
y ~(z—e)
po uprave
1
t:y=—(r—e)+3.
e
Rovnica normdaly mé tvarn : y—yg = —%(:p—mo). Od rovnice dotycnice sa lisi len smernicou,

¢o je obratend hodnota derivacie funkcie v bode g, len so zapornym znamienkom. To
znamena, ze normala je kolmé na dotyc¢nicu a prechadza dotykovym bodom 7T'. Po dosadeni
T = (e,3) a k =1 dostavame:

n:y=—elx—e)+3.

Obr. 3.1: y = In(z) + 2.

Priklad ¢. 2. Vypocitajme derivaciu nasledujicej funkcie y = % sin(x) a napiSeme rovnice
doty¢nice a normaly v danom bode xy = 7/2.

RieSenie:

Krok ¢. 1: Mame zadant z-ova sdradnicu dotykového bodu T, teda stac¢i dopocitat’
y-ovi suradnicu. Dosadime preto suradnicu xy do zadanej funkcie a vypocitame yq:

1 . (7r>
= ——sin|( <
Yo 7T/2 9 )
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2 2

Yo=—-1=—".
T T

Krok €. 2: Rovnica dotyc¢nice je definovana v tvare y = yo + k(x — xy). Suradnice
dotykového bodu uz pozname, preto uréime eSte smernicu dotyc¢nice k. Smernicu k ur-
¢uje derivicia funkcie v dotykovom bode T, teda k = y (). Funkciu y = L sin(z) preto
zderivujeme.

/ 1 . 1
y = —Psm(x) + gcos(x) :

Krok ¢&. 3: Do derivacie funkcie dosadime suradnicu zg = 7/2 bodu T.

b=y (r/2) = —(;2)2 sin(r/2) + W;Q
1 2 4

k:y,(ﬂ/Z):—W-l—l—;-O:—p.

cos(m/2) ,

Smernica doty¢nice k je teda —%.

Krok €. 4: Doty¢nica je priamka, ktord je ur¢ena bodom 7', v ktorom sa dotyka nasej
funkcie, a smenicou doty¢nice k. Smernica urcuje “smer" nasej dotycnice. Tieto dva tdaje
sme uz ziskali predoslym vypoctom, preto moézeme napisat’ rovnicu dotycnice.

Rovnica dotytnice ma tvar t : y — yo = k(z — xo). Po dosadeni 7' = (£,2) a k = —=
dostavame:

a po Uprave mame

Rovnica norméaly ma tvar:

1
n: y—yoz—z(x—xo).

Po dosadeni T'= (3, 2) a k = — = dostavame:
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’ v
Obr. 3.2: y = Lsin(z).
Priklad &. 3. Vypocitajme derivaciu nasledujicej funkcie y = 2® + 322 + 4 a napiSeme
rovnice dotyc¢nice a normaly v danom bode xy = —1.

RieSenie:

Krok ¢. 1: Opét’ mame zadant z-ovii suradnicu dotykového bodu 7', dopocitame preto
y-ovil siradnicu yy dosadenim zy do nasej funkcie y = 2® + 322 + 4:

yo= (=12 +3(-1)>+4=6.

Krok €. 2: Smernica doty¢nice k je dana derivaciou funkcie y = 23 + 322 + 4 v bode
xo, preto funkciu zderivujeme:

y/:3x2—|—6:1:.

Krok €. 3: Dosadime stradnicu xy dotykového bodu T' a vy¢islime smernicu dotyc¢nice

k:

k=vy(-1)=3(-1)2+6(-1)= -3

Smernica dotyc¢nice k je —3.

Krok ¢. 4: Dosadime siradnice bodu 7" = (—1,6) a smernicu & = —3 do rovnice
dotycnice y = yo + k(z — x¢):

Rovnica doty¢nice ma tvar



84 KAPITOLA 3. GEOMETRICKE APLIKACIE DERIVACII

t:y=-3(x—-1)+6.

Rovnica normély ma tvar n : y—yog = —%(x—xo), pri¢om smernica je obratena hodnota

derivacie nagej funkcie v bode xg so zapornym znamienkom, teda k = —ﬁ:
0

1
n: y:§(x—1)—|—6.

Obr. 3.3: y = 2% + 32% + 4.

Priklad €. 4. Vypod&itajme derivaciu nasledujicej funkcie y = 3% + 2 a napiSeme rovnice
dotycnice a norméaly v danom bode xy = 1.

RieSenie:
Krok ¢. 1: Postupujeme rovnako ako v predoslych pripadoch, teda dopocitame y-ovi
stiradnicu yo bodu T' dosadenim xy do nasej funkcie y = 3% + x3:
=3 +1>=4.
Krok ¢&. 2: Smernica dotycnice k je derivicia funkcie v dotykovom bode T', preto
funkciu y = 3% + 2% zderivujeme:
y =3%-In3+ 322 .

Krok ¢&. 3: Dosadime stiradnicu zo = 1 dotykového bodu T do derivacie naSej funkcie
a vycislime smernicu dotycnice k.
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k=y(1)=3"-In3+3-1%,

k=9 (1)=3In3+3.

Krok &. 4: Dosadime stiradnice bodu 7' = (1,4) a smernicu & = 3In3 + 3 do rovnice
doty¢nice y = yo + k(z — x9).

t: y—4=038In3+3)(z—-1).

Rovnica doty¢nice po tprave

t: y=BmIn3+3)(z—-1)+4.

Rovnica normaly mé tvar n: y — yo = —1(z — x), kde smernica k = —
0

Rovnica normaly po dosadeni a tprave bude
-1
- 3In3+3

(x—1)+4.

n:y

Obr. 3.4: y = 3% + 23,
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Priklad &. 5. Vypocitame uhly, pod ktorymi pretina graf danej funkcie y = sin(x) os z.
RieSenie:

Krok ¢&. 1: Funkcia y = sin(x) je periodicka s periddou 27 a pretina os x v bodoch 0,
47, £2m, atd’. Vzhl'adom na periédu staci priklad vyriesit’ pre dva z tychto bodov, napr.
r1=0axy,=m.

Krok €. 2: V d’alsom kroku vypocitame smernicu doty¢nic k v bodoch, v ktorych graf
funkcie y = sin(z) pretina os x

y = cos(z) .
Smernica dotyénice k; v bode z; = 0 (k1 = ¢ (0)) ma hodnotu k; = cos(0) = 1.
Smernica dotyénice ky v bode x5 = 7 (ky = 3/ (7)) mé hodnotu ky = cos(7) = —1.

Krok €. 3: V poslednom kroku vypocitame uhly «, ktoré zvieraji dotyc¢nice v bodoch
x =0, s osou .

Uhol, ktory zviera doty¢nica v bode x; = 0 vypocitame pomocou vztahu k; = tg(a),
teda 1 = tg(«). Uhol « je potom arctg(1l) = 45°.

Uhol, ktory zviera doty¢nica v bode x5 = 7 vypocitame pomocou vzt'ahu ky = tg(a),
teda —1 = tg(a). Uhol o bude arctg(—1) = 135°.

0.5

135° 45°

-0.51

Obr. 3.5: y = sin(x).

Priklad ¢&. 6. Vypoc¢itame uhly, pod ktorymi pretina graf danej funkcie y = 2% — 2 — 12
oS .

RieSenie:

Krok ¢. 1: Aby sme vedeli zistit’ body, v ktorych pretina dana funkcia os x, poloZime
funkciu y = 22 — 2 — 12 rovnt nule:

2—r—12=0.
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Ur¢ime korene kvadratickej rovnice
(x+3)(z—4)=0,
r1=-3, T9=4.
Nasa funkcia pretina os x v bodoch —3 a 4.

Krok ¢. 2: Pokrac¢ujeme v urc¢eni smernice doty¢nic k v bodoch, v ktorych graf funkcie

y = 22 — x — 12 pretina os x:

y/ =2x—1.
Smernica dotycnice k; v bode 21 = —3 (k; = y' (—3)) ma hodnotu k; = 2-(=3) —1 = —T.

Smernica dotyénice ky v bode 25 = 4 (ky = 3/ (4)) ma hodnotu ky =2 - (4) — 1 =T7.

Krok ¢. 3: Vypocitame este uhly «, ktoré zvieraji dotyc¢nice v bodoch x1 = —3, x5 =4
s osou .
Uhol, ktory zviera dotyc¢nica v bode x1 = —3 vypocitame uz pomocou znameho vzt'ahu

ky = tg(a), teda —7 = tg(a). Uhol a je potom arctg(—7) = 98°7.

Uhol, ktory zviera doty¢nica v bode xo = 4 dostaneme zo vzt'ahu 7 = tg(«). Uhol « je
bude arctg7 = 81°52".

Obr. 3.6: y = 2% — x — 12.
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Priklady na cvic¢enia:

1. Vypocitajte derivicie nasledujtcich funkcii a pre kazdu z nich napiste rovnice doty¢nice
a normdaly v danom bode xq:

(a) y=va?+4, z9g=2

Vysledok: t:y:?r:4 (x —2)+2, n:y:_?"TW(:U—Q)%—Q.

(b) y=(1+1/z)% xz5=1

Vysledok: t:y=—12(x — 1) + 8, n:yz%(ac—l)—i—&
(¢) y=(z*+16)(x —1), 20=0

Vysledok: t:y = 16z — 16, n:y= —Tlﬁx — 16.
(d) y=e*1 x5=1

Vysledok: t:y=2e(x—1)+e, n:y:—i(a:—l)—i—e.
() y=>5"T zyg=-2

Vysledok: ¢:y = ilnb(z+2)+ 2, n:y=—2:(x+2)+ 4+
(f) y=In(z?/4), zo=2

Vysledok: t:y=—1(z —2), n:y=-r+2.
(g) y=2cos(x)—3, zg=1/2

Vysledok: t:y=—2(x —7/2) — 3, n:y=3iz—n/2)-3.
(h) y=3x-sin(x)+4-cos(x), zo=m

Vysledok: t:y = —3n(zx—m)—4, n:iy=q4(r—m —4
i) y=tg(2x)+1, z9=m/2

Vysledok: t:y=2(x—7m/2)+ 1, n:y=—sx—7/2)+1
() y= =t

Vysledok: t:y = %ﬁ(m—w/él)—i—él/ﬂ, Y 8(:;) (x—m/4)+4/.

3

(k) y=(2°—2)sin(z), xo=0
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Vysledok: t:y = —2x, niy= %q;
) y=e* 42z, xo=1
Vysledok: t:y = (2—1/e)(x—1)+1/e+2, n:y= (2:11/6) (x—1)+1/e+2.
(m) y=353, w=1
Vysledok: t:y = g(x —1) + 4, n:iy=-—-2(x—1)++.
(n) y=2%-In(2z), zo=1
Vysledok: t:y=(2In2+1)(z — 1), n:y=—smerg(r—1).
(0) y= :—z;rlp 29=0
Vysledok: t:y= %:c, n:y=—2.

2. V nasledujucich prikladoch vypocitajte uhly, pod ktorymi pretinaja grafy danych funkeii
0s x:

(a) y =sin(2z)

Vysledok: x1 =0, xo = /2, x3 = 7, iy = arctg 2, ay = arctg(—2), az = arctg 2.
(b) y=1In(x)+2

Vysledok: x = 1/e?, a = arctg(e?).
(c) y=a*+222 -2 -2

Vysledok: z1 = —1, 29 = =2, 23 = 1, ay = arctg(—2), ay = arctg 2, az = arctg 6.

(d) y=a2*+22-3

Vysledok: z1 = —3, z9 = 1, oy = arctg(—4), ay = arctg 2.
(e) y=¢e*—¢

Vysledok: x = 1/2, a = arctg(2e).
(f) y = 2arctg(27)

Vysledok: x = 0, a = arctg 4.

(g) Y= 251:1_1 - %
Vysledok: z = 1, a = arctg(—1).
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Kapitola 4

Lokalne a globalne extrémy funkcie
jednej premennej

Nech funkcia f je definovana na intervale I a nech méa druhi derivaciu v kazdom vnutornom
bode tohoto intervalu.

Z teorie vieme, Ze ak x( je vnitorny bod intervalu I, tak:
(1) f ma v o lokdlne maximum, ak f (z0) =0 a f" (z¢) < 0,
(2) f ma v zy lokdlne minimum, ak f'(z) =0 a f (x0) > 0.

Body g, v ktorych je f'(z9) = 0, nazyvame kritické body, pouZiva sa aj pojem
stacionarne body.

Na urcenie globalnych extrémov funkcie f na kone¢nom wuzavretom intervale I, teda
na ur¢enie najviésej a najmensej hodnoty f na I (a bodov, v ktorych sa tieto hodnoty
nadobudaji), pouZivame nasledujicu metodu:

(a) Urcime vSetky stacionarne body funkcie f vnutri intervalu I a hodnoty funkcie
v tychto bodoch.

(b) Vypocitame hodnoty funkcie f v krajnych bodoch intervalu 1.

(c) Spomedzi hodnét ziskanych v (a), (b), vyberieme najvi¢siu a najmensiu hodnotu.

Ak f je definovana na zjednoteni viacerych intervalov, spracujeme ju v jednotlivych
intervaloch a vysledky zhrnieme tak, ako je uvedené v bode (c).

Tento postup ndm postaci v prikladoch, s ktorymi sa pri studiu stretneme. Viac metod
na urcenie extrémov sa dozviete na prednaskach.

91
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Priklad &. 1. Najdime lokilne extrémy funkcie f(z) = 2% — 22% + 1.

Riesenie: Lokalne extrémy funkcie h’'adame v bodoch, kde je derivacia funkcie rovna nule,
teda f'(x) = 0. Preto funkciu zderivujeme

!

f(x) =32% — 4,

a polozime rovni nule

322 —4x=0.
Vyjadrime z rovnice nezndmu z a dostavame moznych kandidatov na extrémy

4
11:0, To = — .

3

Vypocitame funkéné hodnoty funkcie v tychto dvoch bodoch dosadenim z1 = 0 a x5 = %
do nagej funkcie f(z) = 2% — 222 + 1:

f0)=0*-2-0°4+1=1,

f(4/3) = (4/3)* —2(4/3)* +1 = —5/27 .

Vypocitali sme sturadnice dvoch kritickych bodov (0,1) a (%, —2%)

Druhé derivacia funkcie nAm umozni urc¢it’, ¢i sa jedné o lokdlne maximum alebo mini-
mum. Preto funkciu eSte raz zderivujeme

f(z)=6x—4.
Do druhej derivacie dosadime hodnotu kritického bodu z; = 0:

"

F0)=6-0—4=—4.

Podl'a pravidiel popisanych na zaciatku tejto kapitoly mozeme rozhodnut’, ze v bode
z1 = 0 bude lokalne maximum, pretoze f (0) = —4.

Pre bod zy = % podobne dostavame

n (4 4
-] =6--—-4=4.
1)

V tomto pripade sme dostali kladnt hodnotu, ¢o znamené, 7e v bode zy = % bude
lok&lne minimum.

Zaver: Funkcia f(x) = 23 — 22% + 1 nadobuda lokdlne maximum v bode z; = 0 s hodnotou
f(0) =1, a lokélne minimum v bode z, = § s hodnotou f(4/3) = —5/27.
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Lokdlne

minimum
j 15

Obr. 4.1: f(z) = 2% — 22% + 1.

Priklad €. 2. N4jdime globalne extrémy funkcie f(x) = 7”‘”2;2‘”’3 na zjednoteni intervalov
(—6,—2) U (4,6).

RieSenie: Vypocitame derivaciu nasej funkcie

£ () = (1/2)(z% =22 —3)"%. (20 — 2)2 — Va2 — 22 — 3

a po kratkej aprave dostavame

)

/ ZE+3
f(x)_xQ-\/xQ—Qx—?)‘

Kritické body hFadame tam, kde f'(x) = 0, preto

r+3
2?22 —2x—3

Dostavame rovnicu = + 3 = 0, odkial’ po vyjadreni neznamej x dostavame

=0.

r=-—3.
Funké¢nti hodnotu v tomto bode dostaneme dosadenim za x = —3 do naSej funkcie
VI+6-3 V12 2V/3
f(—3) pu— == — = — .
-3 3 3
Sturadnice prvého kritického bodu st (—3, —QT*/E)

Musime eSte urcit’ funkéné hodnoty v krajnych bodoch nasich intervalov:
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V36 +12—3 NG
f(—6):_—6:—7,
frp=YAEITE_ B
flay= VIO=8=8 _ V5

V36 —12—-3 21
f(6) = 5 =5

Suradnice d’alsich kritickych bodov st (—6, —%), (—2, —@), (4 ‘/5) a (6, %)

2 ’ 4
Aby sme zachovali postup uvedeny na zaciatku tejto kapitoly, vyberieme teraz najvacsiu
a najmensiu funkéni hodnotu kritickych bodov.

e Najmensia hodnota je v bode (— ,—ZT‘/g).

e Najvicsia hodnota je v bode (6, g)

. . Va2 —2x— 2 . ;v 2 o .
Zaver: Funkcia f(z) = % mé lokdlne a stcasne globalne minimum v bode z = —3

s hodnotou f(—3) = —%. Lokalne a stucasne globalne maximum nadobtda v bode z = 6

V21

s funkénou hodnotou f(6) = ¥~.

051

Globalne

maximum |

=05

Globdlne |

minimum:

Obr. 4.2: f(z) = Y&=22=3

T
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Priklad & 3. Najdime globalne extrémy funkcie f(z) = 3%- na intervale (0,4).

RieSenie: Na urcenie najmensej a najvacsej hodnoty pouzijeme prvia derivaciu funkcie
, 15
r)=———=.
f (@) (2 + 3z)?
Kritické body vo vnitri vySetrovaného intervalu uréime z rovnice f'(z) = 0, teda

B
(2+31)2

Z riesenia rovnice vidime, Ze nasa funkcia nema ziadne kritické body vo vnitri intervalu

(0, 4).

Globalne extrémy budi teda v krajnych bodoch intervalu. Vypocitame funkéné hodnoty
v tychto bodoch:

5 D
0 = — = —
J(0) 2+3-0 27
) D
)= —— = — .
/@) 24+3-4 14
Dostali sme stradnice krajnych bodov intervalu (0,2) a (4, ) a vidime, Ze najvacsia

hodnota je % a najmensia hodnota je %.

Zaver: Funkcia f(r) = 575 mé globalne minimum v bode z = 4 s hodnotou f(4) = 3,
5

globdlne maximum v bode 2 = 0 s hodnotou f(0) = 3.

Globalne
maximum

Globalne

minimum

051
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Priklad &. 4. Nijdime globalne extrémy funkcie f(z) = 2z + £ na zjenotenf intervalov

RieSenie: Derivacia nasej funkcie bude

/ 8

r)=2——.
fe)=2-
Kritické body vo vnitri intervalu uréime v bodoch, kde f'(z) = 0, teda
8
Rovnicu vyrieSime a dostavame dva korene x; = 2 a x5 = —2. Tieto body lezia vo

vySetrovanych intervaloch, takze su kandidatmi na extrémy. Vypocitame funkéné hodnoty
v tychto dvoch bodoch:

8

f=2)=2-(-2) -5 =-8.

Kritické body vo vnutri vySetrovaného intervalu su (2,8) a (—2, —8).

Musime eSte vypocitat’ funkéné hodnoty v krajnych bodoch intervalov:

s_ 0

Vyberieme najvic§iu a najmensiu funkéni hodnotu z vy$Sie uvedenych kritickych bo-
dov.

e Najmensia hodnota je v bode (— ,—%0).
e Najvicsia hodnota je v bode (5, %)

Zaver: Funkcia f(x) = 2z + 2 ma na intervale (—6, —1) U (1,5) globalne minimum v bode

x = —6 s hodnotou f(—6) = —% a globalne minimum v bode z = 5 s hodnotou 2.
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Globalne

maximum

Globadlne

minimum st

Priklad &. 5. Najdime globalne extrémy funkcie f(x) = In(z?+2z+1) na intervale (-3, 1).

RieSenie: Na urcenie kritického bodu vo vnitri vySetrovaného intervalu musime funkciu
zderivovat’

’ 21‘ -+ ]_
r)=————
f(z) 24+ar+1’
a vypoditat’ neznamu z z rovnice f (z) = 0, teda
20+1
24+zx+1

Koretiom rovnice je x = —%. Dopocitame funkénid hodnotu v tomto bode dosadenim za
x do povodnej funkcie
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/() -w((-)-4)-n)

Kriticky bod vo vnitri vySetrovaného intervalu mé stradnice (—3,1n(2)).

Urc¢ime este funkéné hodnoty v krajnych bodoch intervalu

f(=3)=In((=3)>-3+1)=1In5,

f(L)=In(1*+1+1)=1In3.
Suradnice kritickych bodov v krajnych bodoch intervalu si (—3,1n5), (1,1n3).

Pokracujeme vyberom najmensej a najvic¢sej hodnoty z vysSie uvedenych kritickych
bodov.

e Najmensia hodnota je v bode (—1,In(2)).

e Najvii¢sia hodnota je v bode (—3,1In5).

Zéaver: Funkcia f(z) = In(2?+2+1) nadobuda na intervale (—3,1) v bode z = —1 globalne
minimum s hodnotou f(—3%) = In(2) a globalne maximum v bode 2 = —3 s hodnotou In 5.

Globdlne

maximum

Globdlne

minimum
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4.1 Slovné tlohy na extrémy

Priklad &. 1. Uzavrety plechovy valec ma objem 1000 ¢m?. Ulohou je najst’ rozmery valca
(vysku valca a polomer podstav), ktoré minimalizuji mnoZzstvo plechu na jeho vyrobu,
pricom jeho polomer nemoze byt mensi ako 1 ¢m a vacsi ako 10 cm.

@
C

Riesenie: Plochu valca vypocitame ako sucet ploch oboch podstav a plochy plasta. Pod-
stavy valca maji kruhovy tvar, teda S podstavy je Spoq = mr2. P1ast’ valca ma tvar obdlz-
nika, teda jeho obsah bude S, = 27rh.

Nasou tlohou je najst’ globdlne minimum vyrazu
Sy =2-mr® +2rrh
pre r € (1, 10).

Vyraz obsahuje dve premenné, preto je nutné jednu z nich eliminovat’. Pouzijeme na to
fakt, Ze pozname objem valca V = 1000 cm?. Objem valca vieme vypoéitat’ podla vzorca
V = wr?h. Dostavame dal$i vzt'ah pre objem

1000 = 7r2h .

Vyjadrime si z rovnice pre objem valca vysku valca h:

~ 1000

mTr2

h

a dosadime do vzt’ahu pre plochu valca

1000

Sy = 2-7mr? + 27 - 5
r

Po dprave dostavame funkciu jednej premennej r

2
S(r) =2 m? 4 200



100KAPITOLA 4. LOKALNE A GLOBALNE EXTREMY FUNKCIE JEDNE.J PREMENNE.]

Tym sme dostali funkciu jednej premennej a budeme hl'adat’ jej globalne minimum na
intervale r € (1, 10).

Derivécia funkcie S'(r) bude

/ 2000
S (r) =4mr — Rk

Kritické body existuju tam, kde derivicia nagej funkcie S'(r) = 0. Dostavame rovnicu
o jednej neznamej r, teda

2000
=0
,

drr —

Rovnicu si upravime na tvar
473 — 2000 =0
a vyjadrime neznamu r
3 2000

r —7471_ .

Po odmocneni dostavame

) 1/3 1/3
r= ( 000> = <5OO> ~ 5,419 cm .

47 T

Vypocitame funkéntt hodnotu v bode r = 5,419 dosadenim r do funkcie S(r) = 2-7r? +
2000

T

2000
5,419

Vypocitame este funkéné hodnoty v koncovych bodoch intervalu x =1 a z = 10:

S(5,419) =2 -7 - 5,419% + = 553,49 .

2000
S(l)::2-77-12—%4—1——::2006,28,

2000
5(10)::2-7r-102+—416f =828 .

Vzt'ah pre vysku valca sme vyjadrili na zaciatku prikladu, preto staci len dopocitat’

jeho hodnotu
~ 1000 1000

a2 -5, 4192

Zéaver: Rozmery valca minimalizujice jeho povrch si: r = 5,419 em a h = 10,839 cm.

h

~ 10,839 cm .

Graf nagej funkcie S(r) = 2 - 7 + 222 mozeme vidiet’ na Obr.4.7. Grafom funkcie je

parabola a vidime, Ze hodnota pre r = 5,419 c¢m je naozaj globilne minimum na intervale
(1,10).
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2000

1500

1000

Globdlne

minimum

500

r=5419 |

L L L L L
4 6 8 10

Obr. 4.7: S(r) = 2. 7r? 4 2290,

Priklad €. 2. Obdiznik ma obe strany rovnobezné s osami stradnicovej sistavy z a y.
Jeden jeho vrchol so suradnicami (z,y) lezi v prvom kvadrante na priamke x + 2y = 8.
Najdime rozmery obdlznika = a y, ktoré maximalizuja jeho obsah.

x+2y=8

X (x’ y)

4 6 8

RieSenie: Pozname rovnicu priamky, na ktorej lezi jeden z vrcholov obdlznika. Vyjadrime
z rovnice y a dostavame rovnicu priamky

i
4T
Y 2

Obsah obdlznika je dany vztahom S = z -y, ¢o je rovnica s dvomi premennymi.

Aby sme mohli urcit’ extrém, potrebujeme funkciu o jednej premennej, preto do vzt’ahu
pre obsah obdlznika dosadime namiesto y rovnicu priamky y =4 — 3:

.CEQ

T

Dostali sme funkciu o jednej premennej x
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372

? 9

a nasou tlojou je najst’ jej globalne maximum na intervale (0, 8).

S(z) =4z —

Funkciu zderivujeme

/

S(x)=4—=x.

Extrémy urc¢ujeme v bodoch, kde S'(z) = 0, preto polozime
4—x2=0

a vyjadrime z. Ziskali sme prvy rozmer obdlznika z = 4.

Druhy rozmer ziskame dosadenim za x = 4 do rovnice priamky y =4 — 7, teda

4
49
Y 2

Obsah obdl7nika bude S =z -y =4-2 =38.

Globdlne

maximum

Obr. 4.8: S(z) = 4z — &

?.

Vidime, ze ide o parabolu so zapornym koeficientom pri x, z ¢oho je jasné, ze vo
vrchole paraboly je globalne maximum. Ttto skutocnost’ si overime aj vypoctom tak, Ze
vypocitame funkéné hodnoty v bodoch na krajoch intervalu (0, 8).

02

S(0)=4-0-5 =0,
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82
S@8)=4-8——=0.
2
Zaver: Rozmery obdlznika st 2 = 4 a y = 2 s maximalnym obsahom S = 8.

Priklad €. 3. Urcte také dve prirodzené ¢isla, ktorych siicet je 15, a aby stcet ich tretich
mocnin bol ¢o najmensi.

RieSenie: Sucet dvoch ¢isel x + y ma byt 15. Vyjadrime si y z rovnice a dostaneme
y = 15 — z, pricom vieme, ze x € (1, 14).

Ulohou je minimalizovat’ sti¢et tretich mocnin tychto dvoch prirodzenych ¢isel, teda
S =a2*+ (15— 12)*
na intervale (1,14).
Po umocneni a iprave mame
S = 3375 — 675z + 4527 .
Dostavame funkciu s jednou premennou x
S(z) = 3375 — 675z + 452° .
Extrémy uréujeme v bodoch, v ktorych S’ (z) = 0, preto funkciu zderivujeme
S'(z) = —675 + 90z

a polozime rovnu nule
—675+ 90z =0 .

Z rovnice vyjadrime nezndmu = a dostavame extrém v bode z = 7, 5. Pretoze x méa byt’
z intervalu (1, 14), nasa vypocitand hodnota patri do toho intervalu a je teda nas hl'adany
extrém.

Vypoc¢itame funkéni hodnotu funkcie v bode x = 7, 5:

S(7,5) = 3375 — 675- 7,5 +45- 7,5 = 843,75 .

Ci naozaj ide o globdlne minimum, si overime este v krajnych bodoch nasho intervalu
(1,14):

S(1) = 3375 — 675 1 + 45 - 12 = 2745

S(14) = 3375 — 675 - 14 + 45 - 14> = 2745 |
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2500

2000

1500

1000

500

Globdlne

minimum

L L N L L L
4 6 8 10 12 14

Obr. 4.9: S(z) = 3375 — 675z + 4522,

Sucet tretich mocnin je

S =2+ (15—-12)>=(7,5)° + (15— 7,5) = 421,875 + 421,875 = 843,75 .

Na Obr.4.9 vidime, Ze nas kriticky bod je skuto¢ne globalne minimum.

Zaver: Hl'adané prirodzené ¢isla st x = 7,5 a y = 7,5 pri dosiahnuti minimélnej hodnoty
stictu ich tretich mocnin s hodnotou 843,75 .

Priklad &. 4. Chceme oplotit’ zahradu obdlznikového podorysu. Mame k dispozicii 300 m
pletiva. Ulohou je najst’ také rozmery x a y, ktoré maximalizuji plochu zahrady.

RieSenie: Mame zadany obvod obdlZznika 300 m, ¢o je tieZ mnoZstvo pletiva, ktoré mame
k dispozicii. Obvod obdlZnika vypocitame ako

kde 0 < x < 150.

O=2x+y),

Vyjadrime si jednu stranu obdlznika

po uprave dostavame

300 = 2z + 2y

y=150—x .

Dosadime y = 150 — = do rovnice pre vypocet obsahu obdlznika S = x - y:

¢o po tprave dava

S =x(150 — z) ,

S =150 — 22 .
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Dostali sme funkciu o jednej premennej S(x) = 150z — 22, ktora d’alej zderivujeme
S'(z) = 150 — 2z .
Na uréenie extrému polozime S'(z) = 0:
150 =22 =0

a vyjadrime nezndmu z
x=150/2 =175 .

Dopocitame y-ovu suradnicu dosadenim z = 75 do rovnice y = 150 — x a dostaneme
y=150—-75="75.
Maximélna plocha zahrady bude teda S = x -y = 75 - 75 = 5625 m?2.

Vieme, ze grafom funkcie S = 150z — 22 je parabola so zdpornym koeficientom pri x,
preto vo vrchole paraboly bude urc¢ite globalne maximum funkcie.

Pre tplnost’ dopocitame funkéni hodnotu v bode z = 75 dosadenim x do nasej funkcie
S(z) = 150z — z*:

S(75) = 150 - 75 — 75% = 5625 .
Funkéna hodnota v krajnych bodoch intervalu bude
S(0)=150-0—-0*=0,

S(150) = 150 - 150 — 150> = 0 .

Zéaver: Maximalna plocha zahrady je 5625 m? s rozmermi z = 75 m a y = 75 m.

- Globdlne

maximum

444444

xxxxxx

xxxxxx

x=75

Obr. 4.10: S(z) = 150z — z°.
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Priklad &. 5. Z kartonu tvaru obdlznika s rozmermi 90 ¢m a 48 ¢m musime vystrihnat’
v rohoch rovnaké Stvorce tak, aby krabica po zlozeni mala najvacsi objem. Treba urcit’
stranu Stvorcov.

48 - 2x
90 - 2x

Riesenie: Objem otvorenej krabice je dany vSeobecne vzt’ahom V' = abh, v naSom pripade
V =(90 — 2x)(48 — 2z) - x .
Po roznasobeni a tiprave mame
V = 43202 — 2762 + 42° |
kde = € (0, 24).
Dostavame funkciu o jednej premennej x, ktora zderivujeme
V' = 4320 — 5522 + 1222 = 0
a po vydeleni ¢islom 12 polozime derivaciu V' = 0 a dostavame
x® — 46z + 360 = 0 .

Vypocitame kvadratickd rovnicu a uréime moznych kandiddtov na extrémy. Dostavame
vysledné x
r=23+13,

teda bud’ z = 36 alebo x = 10.

Pretoze vieme, 7e z € (0,24), musime vylac¢it’ hodnotu = = 36, pretoze nevyhovuje
rieSeniu.

Riesenie x = 10 vyhovuje, ¢o znamena, Ze treba odstrihnit’ Stvorce so stranou dlzky
x =10 cm.

Maximalny objem krabice vypotitame ako V = (90—2-10)(48—2-10)-10 = 19 600 cm?.

Uréime eSte funkéné hodnoty v krajnych bodoch intervalu, teda x = 0 a x = 24
dosadenim do nagej funkcie V = 4320z — 27622 + 4z3:
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V(0) =4320-0—276-0*+4-0°=0,

V(24) = 4320 - 24 — 276 -24% +4-243 =0 .
Zaver: Objem krabice je 19600 cm?.

20000

Globalne

maximum

15000 [
10000 [~
5000

x=10

L I L
5 10 15 20

Obr. 4.11: V = 4320x — 27622 + 423,

Priklad €. 6. Do gule polomeru r je potrebné vpisat’ kuzel’ s vyskou vicsou ako r. Akt
vysku mé mat’ taky kuzel’, aby jeho objem bol najvic¢si mozny za predpokladu, ze vyska
kuzel'a je vacsia ako polomer gule?

RieSenie: Vpisany kuzel ma polomer podstavy p a vysku z. Potom objem rota¢ného

kuzela bude .
V= §7rp2:c ,

pricom p € (0,7) a z € (0,2r).
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Objem kuzela je funkciou dvoch premennych p a x. Z pravouhlého trojuholnika A0S
podla Pytagorovej vety dostavame

pPP=r*—(z—7r).
Po dprave mame
p? = 2rz — 2% .
Dosadime p? do vzt'ahu pre objem kuZela
V= ;7?(27% — o)z
a po tprave dostavame
V= ;W(2T£E2 —z?) .
Dostali sme funkciu jednej premennej x, ktort nasledne zderivujeme

/

1
Vi(z) = §7r(4m7 —327) .
Kritické body ziskame z rovnice V' (z) = 0, teda

1
§7r(4rx —32%) =0.

Vyjmeme nezndmu x pred zatvorku

1
gﬁx(llr —3z)=0.
Kedze x # 0, extrém nastane, ak 4r — 3x = 0, teda

4
r=-r.

3
Vypocitame funkénd hodnotu v bode x = %r dosadenim do funkcie V = %7?(27’3:2 —23):

4 <§r) = ;w <2r (§r>2 — <§7~)3> =1,241° .

Funké¢né hodnoty v krajnych bodoch intervalu r € (0, 2r) pre x budt

1
V(0) = §7T(27’ 02 -0%) =0,

V(o) = ;w(Qr- (22 — (2r)) = 0 .

Vidime, 7ze hodnota pre z = %r je naozaj globalne maximum nasej funkcie.
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Vyjadrime polomer podstavy p? dosadenim z = 27

wl

4 4
2 2
=2r—r -r)°,
P 3 (3 )
po uprave mame polomer podstavy kuzela
8
0t =—r.

9
Po odmocneni dostavame vysledny polomer podstavy kuzel'a p:

Pre z = %r a pre p = %7’\/5 mé vpisany kuzel’ maximalny objem

1 4 4 2
2-2-77023—7?7’3.

9 3 81

4

Zaver: Maximalny objem kuzel'a vpisaného do gule je V = %mﬁ pre vysku kuzela x = 3r

a polomer podstavy kuzela p = %T\/ﬁ
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Priklady na cvicenia:
1. Urcte lokalne a globalne extrémy nasledujicich funkeii:
(a) y= 93%22 na intervale (—4, 1)

Vysledok: Lokalne maximum v bode (0, 0), globdlne minimum v bode (—4, —16/3).

Lokalne |

maximum

Globdlne
minimum -t
(b) y= m na intervale (0.25, 3)

Vysledok: Globélne minimim v bode (3,25/33), globalne maximum v bode (0.25,29.09).

Lokdlne Lokdlne

minimum

maximum

Globalne

minimum
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(c) y=+32%—2x+ 8 na intervale (-3, 3)

Vysledok: Gobalne minimum v bode (1/3,,/23/3), globalne maximum v bode (-3, v/41).

Globalne o

maximum

T Globdlne

minimum

Vysledok: Lokélne minimum v bode (-3, =37).

500
400~

300

Lokdlne

minimum

L L L L
—4 } -2 2 4

1

1

1

1

!

|

o
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(e) y=a2%In(z)

Vysledok: Lokélne minimum v bode (—-), globalne minimum v bode (0, 0).

0.8
0.6

0.4

0z} Lokalne
minimum

L L
-0.5 0.5 1 1.0 L5
1

|
e
gk T = &

(f) y=1In(z* + 3z + 6) na intervale (—6, 2)

Vysledok: Lokalne minimum v bode (—3/2,1n(15/4)), globalne minimumm v bode (2, In(16)),
globalne maximum v bode (—6,1n(24)).

Globdlne

imaximum

Globdlne !
minimum |

0.5
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(g) vy = +/3sin(z) — cos(z) na intervale (0, 27)

Vysledok: Globalne maximum v bode (3, 2), globalne minimum v bode (27, —2).

Globadlne

maximum

-2

Globalne

minimum

(h) y=12%—42% + 5 na intervale (—2,4)

Vysledok: Lokilne maximum v bode (0,5), globalne maximum v bode (4,5), globalne
minimum v bode (-2, —19).

Globadlne

maximum

Globalne

minimum




114KAPITOLA 4. LOKALNE A GLOBALNE EXTREMY FUNKCIE JEDNE.J PREMENNE.]

2. Rieste nasledujice slovné tlohy:
(a) Obdiznik ma strany rovnobezné s osami stradnicovej ststavy z a y. Jeden jeho

vrchol so stiradnicami (x,y) leZi v pravom kvadrante na parabole s rovnicou y = 9 — z2.
N4ajdite rozmery obdlznika, ktoré maximalizuja jeho obsah.

d x5

Vysledok: Rozmery obdlznika st x = /3, y = 6. Maximalny obsah obdlZnika je S = 6+/3.

(b) Cislo 250 napiSte v tvare siétu  + y tak, aby sacin 2 - y bol ¢o najvacsi.
Vysledok: Cislo z = 125, y = 125. Najvidsi scin z - y = 125% = 15625.

(c) Na priamke 4x — 3y = 2 vypocitajte bod, ktory je najblizsie k bodu (5, —1).
Vysledok: Najblizsie k bodu (5, —1) je bod so stradnicami (35, 38).

(d) Aké rozmery musi mat’ valec daného povrchu S, ak mé byt’ jeho objem ¢o najvacsi?

Vysledok: Rozmery valca st d =v = \/:2))3 .

(¢) Stvorcova kartonova krabica mé rozmer 12 em. V rohoch ma vystrihnuté malé
rovnaké Stvorce tak, aby sa dala zlozit’ krabica. Vypocitajte rozmery vyslednej poskladanej
krabice tak, aby jej objem bol maximéalny.

12 cm

12 cm

Vysledok: Krabica je hlboka 2 em so zakladiiou 8 em s objemom V = 128 c¢m?3.
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(f) Z drotu dlzky 200 e¢m poskladajme kvader so §tvorcovou podstavou. Vypocitajte
rozmery kvadra tak, aby jeho povrch bol maximélny.

Vysledok: Kvader ma tvar kocky s hranou = = 50/3.

(g) Okno, ktoré ma tvar rovinného obrazca pozostava z obdlznika a polkruhu nad
jednou jeho stranou, ma obvod O. N&jdite rozmery obdlznika, aby okno malo maximéalny
plosny obsah.

Vysledok: Rozmery obdlznika st z = 42% ay= 4%.
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Kapitola 5

Grafy funkecii

Aj v dobe rychlych pocitacov je uzitocéné vediet’ naértnit’ graf danej funkcie pre orientaciu.
S doteraz ziskanymi vedomost’ami to vieme efektivne urobit’. Vychadzame z predpokladu,
ze vacsina funkcii, s ktorymi sa stretnete, maji prvii a druhi derivaciu v kazdom vnatornom
bode svojho definiéného oboru. Intervaly monotonnosti a vypuklosti potom mozno zistit’ zo
znamienka prvej a druhej derivacie. Ak funkcia neobmedzene rastie alebo klesa, pripadne
ak premenné mozu nadobudat’ neobmedzene vel'ké kladné (alebo zaporné) hodnoty, moze
sa tak diat’ “pozdl7” priamok (asymptot), ktoré si pri nacrte grafu naApomocné.

V d’alsich ¢astiach sa tymto aspektom budeme venovat’ podrobnejsie.

5.1 Monoténnost’ funkcie

Na identifikaciu intervalov, v ktorych je funkcia monoténna (t. j. rastica, alebo klesajica),
pouzivame nasledujice tzv. Kritérium monoténnosti (KM) :

Nech funkcia f mé na otvorenom intervale I deriviciu v kazdom bode.

(a) Ak f'(z) > 0 pre kazdé = € I, tak f je na I rastiica.
(b) Ak f'(x) < 0 pre kazdé z € I, tak f je na I klesajiica.
Priklady rastiicej a klesajucej funkcie st zobrazené na Obr.5.1 a na Obr.5.2.

Intervaly, na ktorych funkcia rastie (klesa), ¢asto nazyvame intervalmi monotonnosti.

117
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Rastica funkcia

/ I = (- 00, 00)

Obr. 5.1: y = 2°

't Klesajuca funkcia

I'=(- o0, c0)

Obr. 5.2: y = —3x + 2

Priklad ¢&. 1. Vypoditajme intervaly monoténnosti funkcie f(x) = 2® — 3z + 6.

Prvy sposob:
RieSenie: Defini¢nym oborom nasej funkcie je interval (—oo, 00).

Intervaly, na ktorych funkcia rastie alebo klesa, urcime tak, ze zistime, pre ktoré x je
jej prva derivacia kladné alebo zdporné.

Riesme najprv nerovnost’

f(x)=32>—-3>0.

TAato nerovnost’ je ekvivalentna nerovnosti 22 > 1, ¢ize || > 1, a teda f(z) > 0 pre
r € (—oo0,—1) U (1,00). Z toho vyplyva, 7e f je rastica na (—oo,—1) a aj na intervale
(1, 00).

Opac¢na nerovnost’

f(z)=322-3<0
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je komplementarna ku povodnej (az na znamienko rovnosti) a teda jej rieSenim je doplnkova
mnozina ku x € (—oo,—1) U (1,00) (az na koncové body), ¢ize interval (—1,1). Z toho
vyplyva, Ze funkcia je klesajuca na intervale (—1,1).

Druhy spésob: Na urcenie intervalov monoténnosti budeme postupovat’ nasledovnymi
krokmi:
(a) zistime rieSenia rovnice f'(x) = 0, t. j. kritické body funkcie f,

(b) identifikujeme otvorené intervaly I, ktoré vznikni rozdelenim defini¢ného oboru
funkcie kritickymi bodmi,

(c) pre kazdy taky interval I vyberieme niektory z vnatornych bodov, vypocitame
v hom hodnotu derivacie a zistime ¢i je kladna alebo zaporna. Z teérie pritom vieme, Ze
ak f'(x) > 0 pre nejaky bod z € I, potom f'(x) > 0 pre vietky = € I; obdobné tvrdenie
plati aj pre zaporné hodnoty f(z).

Riesenie: Kritické body, v ktorych sa meni monoténnost’ funkcie uréime z rovnice f'(z) =
0, teda
312 —3=0.

Z tejto rovnice dostavame, Zze © = +1. Body z; = 1 a x5 = —1 nam rozdel’uju interval
na tri ¢asti: (—oo, —1), (—1,1), (1, 00).

Aby sme mohli ur¢it’, na ktorom z tychto intervalov funkcia rastie alebo klesa, vyberieme
si z kazdého intervalu jednu hodnotu, dosadime do derivacie a zistime, ¢i vysledok bude
kladny alebo zaporny.

e (—00, —1): Vyberieme napr. bod z = —2: f'(-2) =3(-2)? -3 =12-3=0.
Vidime, 7e f'(—2) > 0, teda funkcia rastie na (—oo, —1).

e (—1,1): Vyberieme napr. bod z =0: f(0) =3-02—-3=0-3= —3.
Vysledkom je zaporna hodnota, teda funkcia klesa na (—1,1).

e (1,00): Vyberieme napr. bod 2 = 2: f(2) =3-22-3=12-3=09.
Kladna hodnota znamené, ze funcia rastie pre kazdé = € (1, 00).

Zaver: Funkcia rastie na intervale (—oo, —1) a aj na (1,00) a klesa na intervale (—1,1).
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rastie

Obr. 5.3: f(z) = 2% — 3z + 6.

O

Ked'ze zistovanie monotonnosti prvym spdosobom moéze byt’ vo vSeobecnosti t'azsie, v
nasledujucich prikladoch budeme postupovat’ druhym sposobom.

Priklad €. 2. Ur¢ime intervaly monotonnosti funkcie f(x) = arctg(z® — z).

RieSenie: Defini¢ny obor nasej funkcie je interval (—oo,00). Na urc¢enie monoténnosti
funkciu zderivujeme

/ 322 — 1
@)=

Kritické body, ktoré delia defini¢ny obor funkcie na intervaly monotoénnosti, dostaneme
z rovnice f(x) =0, teda

322 —1 _0
1+ (23 — x)? ‘
Korene rovnice st x = j:%.
Body =z = % axr = —% nam rozdeluju definiény obor funkcie na tri intervaly:
(—00, ~ ), (—k, L) a (s, 00).

Monotonnost’ funkcie vySetrime na kazdom z tychto troch intervalov jednotlivo, vybe-
rom vhodného bodu v kazdom intervale:

. ’ (=1)2—
o (—o0, —%): Vyberieme bod x = —1: f(—1) = % = 2.

Kedze f'(—1) > 0, funkcia je na (—oo, —%) rastica.

° (—%,

): Vyberieme bod z = 0: f'(0) = lf('gzijé)z =—1

-
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Na intervale (—%, %) je funkcia klesajtica, pretoze f(0) < 0.

o (%,oo): Vyberieme bod z = 1: f'(1) = 1;3&?%})2 =2.
1

Funkcia je na intervale (7, 00) rastica, pretoze f(1)>o.

Zéaver: Podla kritéria KM funkcia f(z) = arctg(z®—z) na intervaloch (—oo, —%) a (75, 00)

rastie a na intervale (—%, %) klesa.

rastie

Obr. 5.4: f(z) = arctg(a® — z).
O

Ak mame identifikované intervaly monotonnosti, je 'ahké z nich vycitat’, v ktorych bo-
doch nadobiuida funkcia lokalne extrémy. To je jasne vidiet’ aj z obrazkov, ktoré sprevadzaju
predchéadzajice priklady.

5.2 Konvexnost’, konkidvnost’, inflexny bod

Intuitivne, spojita funkcia f je na otvorenom intervale I konvexna (konkavna), ak v neja-
kom (malom) okoli kazdého bodu intervalu I jej graf lezi “nad” (“pod”) doty¢nicou v tomto
bode. Priklad konvexnej funkcie je znédzorneny na Obr.5.5 a priklad konkivnej funkcie
mozeme vidiet” na Obr.5.6. Konvexnost’, resp konkédvnost’ budeme oznacovat’ spoloénym
nazvom vypuklost’ .

Na zist'ovanie vypuklosti pouzivame nasledujice Kritérium vypuklosti (KV).

Nech funkcia f méa na otvorenom intervale I druht deriviciu v kazdom bode. Potom
plati:
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(a) Ak f"(x) > 0 pre kazdé z € I, tak funkcia f je na I konvexna.

(b) Ak f"(z) < 0 pre kazdé x € I, tak funkcia f je na I konkéavna.

Konvexna funkcia

y=x’+ 2x

Obr. 5.5: y = 22 + 2.

Konkavna funkcia

Obr. 5.6: y = —222 + 3.

Inflexny bod je bod, v ktorom sa graf danej funkcie f “meni” z konvexnej na konkévnu
a naopak. Za predpokladu existencie druhej derivicie je v tomto bode druha derivacia
funkcie f nulové, teda f"(x) = 0.
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s

t t Konkdvna

4

Konkdvna
i RN Inflexny
bod
Inflexny

Obr. 5.7: Inflexné body.

Na Obr.5.7 vidime dva inflexné body, ktoré rozdel'uju graf funkcie na tri ¢asti. V prvej
casti je funkcia konkdvna, v inflexnom bode prechadza do konvexnej casti a v d’alsom
inflexnom bode prechadza graf funkcie opét’ do konkavnosti.

Na urcenie konvexnosti (konkavnosti) pouZijeme nasledovny postup:

(a) zistime riesenia rovnice f (x) =0,

(b) ur¢ime otvorené intervaly I, ktoré vznikni rozdelenim defini¢ného oboru funkcie
inflexnymi bodmi,

(c) pre kazdy taky interval I vyberieme jeden z vnutornych bodov, vypoéitame v fiom
hodnotu druhej derivécie a zistime, ¢i je kladna alebo zaporna. Z teorie vyplyva, Ze hodnota
f" je na celom takom intervale I kladn4, resp. zaporna.

Priklad ¢&. 1. Urcime intervaly konvexnosti a konkavnosti funkcie f(z) = 2z° — 8z + 2.

Riesenie: Defini¢nym oborom tejto funkcie je interval (—oo, 00). Intervaly vypuklosti ur-
¢ujeme z druhej derivacie funkcie, preto funkciu zderivujeme

/

f(x)=62>-8,
a druhé derivacia bude

1"

f(x) =12z .
Vidime, ze f"(z) = 0 prave vtedy, ked’ = = 0.
Dostavame tak intervaly (—o0o,0) a (0,00). Kedze f'(—1) < 0 a f (1) > 0, vidime

podla kritéria KV, 7ze f je konkdvna na (—oo,0) a konvexna na (0, 00). Kedze pre x = 0
sa konkavnost’ meni na konvexnost’, v bode (0,2) mé funkcia inflexny bod.
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Zaver: Funkcia f(z) = 22% — 8z +2 je konvexna na intervale (0, c0) a konkdvna na intervale
<_007 0)

Konkavna

Konvexna

Obr. 5.8: f(z) = 223 — 8z + 2.

2243
246"

Priklad €. 2. Ur¢ime intervaly konvexnosti a konkavnosti funkcie f(z) =

RieSenie: Definiénym oborom nasej funkcie je (—oo, 00). Konvexnost’ a konkévnost’ ur¢u-
jeme pomocou druhej derivacie. Prva derivacia nasej funkcie je

ooy 2x(6+a%) —2x(2*4+3) 6z
S )= (6 + 22)? T (622

Jej druhé derivacia funkcie je

" 6-(6+2)?—6z-2-(6+2%) - 2r 36— 1827

fle)= (6 + 22)4 T (6+a?p

Uré¢ime tie body, kde f"(x) = 0, teda

36 — 1822
(64 22)3

Tato rovnica méa dve rieSenia = = j:\/§, ¢im dostavame tri intervaly na skimanie

vypuklosti: (—oo, —v/2), (—=v/2,v/2), (v/2, 0).

Postupujic d’alej podl'a ndsho navodu, ¢ize vySetrime jednotlivo kazdy interval tak, ze
do f" dosadime Fubovolnt hodnotu z daného intervalu:
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e Pre (—oco, —/2) plati

, 36-18(—3)2 14
J(=3) = (6+(=3)2)3 375"

teda f"(—3) < 0, funkcia je na intervale (—oo, —/2) konkavna.

e Pre (—\/§, \/5) plati
v 36-18-12 18

="
PO =652 31
teda f"(1) > 0, funkcia je na intervale (—v/2, v/2) konvexna.

e Pre (v/2,00) plati
" 36 — 18 - 32 14
e
NS (W EIE 375

teda f"(3) < 0, funkcia je na intervale (v/2, 00) konkévna.

Funkéné hodnoty v bodoch = = ++/2 su

_ (V2243 5
_ (V223 5
f(_\/i) (—\/5)2+6—8

Kedze pre © = #++/2 sa funkcia meni z konvexnosti na konkivnost’ (alebo naopak),
preto v bodoch (v/2,2), (=v/2, 2) ma funkcia inflexné body.

’8 ’8

Zaver: Funkcia f(z) = i;iz je na intervale (—oo, —v/2) konkavna, na intervale (—+/2, v/2)

konvexnd a na intervale (v/2, 00) opit’ konkavna.
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Konkavna Konkdavna

Konvexna

Obr. 5.9: f(z) = L33,

246
(I
5.3 Asymptoty ku grafu funkcie
Intuitivne, ak f je definovani v nejakom l'avom okoli bodu a, tak priamka x = a je

asymptota bez smernice ku grafu f, ak hodnoty f(x) neobmedzene rastu (alebo klesajua),
ak sa hodnota z blizi k hodnote a zl'ava. Podobne definujeme rovnaka asypmtotu, ak f je
definovana v pravom okoli bodu a.

Ak f je definovana na intervale tvaru (b, 00), tak priamka y = kx + ¢ je asymptotou
ku grafu funkcie f, ak sa funkéné hodnoty f(x) neobmedzene priblizuji ku hodnotam na
priamke y = kx + ¢ pre neobmedzene rastiice x. Podobna definicia sa aplikuje aj na pripad,
kedy f je definovana na intervale tvaru (—oo, b).

Tlustracia $tadia asymptot grafu funkcie f(z) = $(z — 1) + —5 + 1 je na Obr.5.10.

Na pohlad vidime, ze vertikdlna priamka x = 1 je asymptota bez smernice, pretoze
vetvy grafu sa k nej “blizia”, ked’ sa body x “blizia” ku 1 (sprava alebo zl'ava).

Podobne priamka y = %m + % je asymptota so smernicou, pretoze vetvy grafu sa k nej
“blizia”, ak = neobmedzene rastie (klesa).

Presné definicie asymptot je mozné podat’ pomocou pojmu limity.

(a) Asymptoty bez smernice grafu funkcie f(z) (ABS) su zvislé priamky dané
rovnicou x = a prave vtedy, ked’ ma funkcia f(z) v bode a aspon jednu jednostranni
nevlastni limitu:

lim f(x) =400 alebo lim f(z) =—o00 . (5.1)

z—at T—a~
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§x=I

Obr. 5.10: f(z) = 3(z — 1)+ -1 + 1.

V prikladoch, s ktorymi sa stretneme v tomto skripte, budeme zist'ovat’ existenciu
asymptoty bez smernice len v bodoch a, kde funkcia nie je definovana, ale tento bod tvori
okraj intervalu, ktory patri do defini¢cného oboru funkcie.

(b) Asymptoty so smernicou:

Priamku y = kz + ¢ nazyvame asymptotou so smernicou grafu funkcie f(x) ak

lim (f(z)— (kx+¢q)) =0 alebo  lim (f(z)— (kz+¢q)=0. (5.2)

T—+00 T——00

Pomocou tychto vzt’ahov sa da ukazat’, ze priamka y = kx + ¢ je asymptotou so smer-
nicou pre r — 400, resp. pre xr — —oo prave vtedy, ked’ plati

=t 0 N CRE 59
respektive
k= im f(;) a q= xl_i}r_noo(f(x) — kx) . (5.4)

Pri vypoc¢toch limit zvicsa vystacime s intuiciou a s faktmi, ze

1 1
lim — =0, lim B lim — =0. (5.5)
T—Foo z—+00 z——+o00 T
Hodnoty niektorych limit, ako napr. lirgl+ In(x) = —oo st evidentné z grafu prislusnych
T—

funkecii.
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Priklad &. 1. Vypocitajme asymptoty grafu funkcie f(z) =z — 2.

r—1

RieSenie: Defini¢nym oborom funkcie je mnozina (—oo, 1)U (1,00). V bode z = 1 funkcia
nie je definovana a stcasne tvori okraj intervalu defini¢ného oboru funkcie.

Asymptoty bez smernice vysetrime v bode x = 1, pouZzijeme pritom vztahy (5.1):

_ 2
lim (x— )z—oo,
z—1+ rz—1

) 2
lim (x— 1>:+oo.

z—1- xr —

Na vypocet hodnot tychto limit postaci intuicia. Uvedomme si, Ze hodnoty tychto fun-
kcii v zatvorkach neobmedzene klesaju (rastu), ak sa x blizi k 1 sprava (zl'ava).

Podmienky pre existenciu asymptot bez smernice st splnené, teda asymptotou bez
smernice je priamka x = 1.

Asymptoty so smernicou vySetrime pomocou vztahov (5.3) a (5.4).

2 2
. & . . Tt =z =2
k= lim —2*1 = lim ~——=
T—>+00 €T T—+00 Q;Q — X

Pre ul'ahcenie vypoctu vydelime ¢itatel'a a menovatel’a najva¢Sou mocninou z menova-
tel’a, ¢o je 2

2 /2? —x /2 — 2/2?

k= 1l )
P S Ry
a po uprave mame
1—1/x —2/2?
k= lim [z =2
z—+00 1—1/x

Ked'ze hodnoty % aj % sa blizia k 0 pre neobmedzene rastiice x, mame k = 1.

o) = ()
—z)= lim (-
x—1 z—+oo \ 1 —1

Najvii¢ia mocnina v menovateli je !, preto vydelime ¢itatela a menovatel’a touto hod-

notou.
2
g = lim —i .
T—+00 1— 1/1‘

qg= lim (m—

T—r+00
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Je jasné, 7ze menovatel rastie nad vSetky medze, a teda ¢ = 0. Zistili sme, 7ze funkcia
mé jednu asymptotu so smernicou, a to y = .

MozZte sa presvedcit’, ze limity pre x — —oo davajua tie isté vysledky.

Zaver: Funkcia f(z) = z — -% mé asymptotu bez smernice ku grafu v bode z = 1 a

asymptotou so smernicou ku grafu je priamka y = x, a to pre + — —o0 aj pre x — 4o00.

x=1

Obr. 5.11: f(z) =2 — 2.

z—1
Priklad €. 2. Vypocitajme asymptoty grafu funkcie f(x) =z — cos(2x).

RieSenie: Ide o spojiti funkciu definovant na intervale (—oo, 00), preto asymptoty bez
smernice neexistuju.

Existenciu asymptot so smernicou testujeme pomocou znamych vzt'ahov (5.3), (5.4).

o0y

T

k= lim w: lim (1_

T—>+00 x T—r+00

q= xgrjloo(x —cos(2z) —z) = xEToo(_ cos(2z)) .

Ked’ze funkcia cos(z) osciluje so svojimi hodnotami medzi —1 a 1, znamena to, Ze druha
limita a teda ani asymptota neexistuje. Podobne neexistuje asymptota ani pre r — —oo.

Zaver: Graf funkcie f(x) = x — cos(2x) nema ziadne asymptoty.
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Obr. 5.12: f(x) = x — cos(2z).

Priklad €. 3. Ur¢ime asymptoty grafu funkcie f(x) = v/3 + 222

RieSenie: Defini¢nym oborom funkcie je interval (—oo, 00). Funkcia nemé asymptoty bez
smernice.

Asymptoty so smernicou y = kx + ¢ ur¢ime pomocou vztahov (5.3), (5.4). Najprv sa
sustredime na pripad, ked’ x — 4+o00. Koeficient k pocitame zo vzt'ahu

) V3 4 222
k= lim —— .

T—+00 x

V tomto kroku vydelime c¢itatela aj menovatela = a dostavame

3/x? + 222 /22
k= lim \// / = lim /3/22+2.

r—+00 .I'/(L’ r—>+00

Opit’ pouzijeme vztah lim L = 0 a dostavame k = /2.
r—o0 T
Koeficient g pocitame zo vzt'ahu

g= lim (v3—|—2x2 — \/§x) .
r—r+00

Tato limitu vypocitame tak, ze vynasobime ¢itatela a menovatel’a vhodnym vyrazom
na odstranenie odmocnin v ¢itateli:

V3 + 222 + V2«
= lim (V3 + 222 —V2z) -
4 H+oo< ) V35227 + Vor

po uprave mame

3
= lim .
1= 5 V3 + 222 + V22
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Vysledok limity je nula, pretoze menovatel’ neobmedzene rastie, ak x rastie, teda ¢ = 0.

Teraz vySetrime pripad, ked’ x — —oo. Ked'ze skiimame pripad, ked’ x < 0, tak |z| =
—x, a potom

1
k= lim £
r—r—00

V34227 —ﬁv3+2:1:2
. 1 '

8=

Pre z — —oo je |z| > 0 a vyraz |z| mozme “vtiahnut” pod odmocninu:

— lim — 2 2/02 — lim —+/3/22
k= lim \/3/95 + 222/ = lim 3/x2+2 .

Ked'ze 3/2% — 0 pre  — —o0, mame k = —/2.

Druhé limita sa vypocita rovnako ako v predchadzajicom pripade:

g = lim (\/3+2x2—\/§x):0.

T—r—00

Zaver: Graf funkcie f(x) = /3 + 222 ma asymptoty so smernicou y = £+/2x.

Obr. 5.13: f(x) = V3 + 222
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5.4 Analyza priebehu a nac¢rt grafu funkcie

Pod analyzou priebehu funkcie rozumieme stanovenie najdolezitejSich charakteristik, kto-
rymi st intervaly monotonnosti a vypuklosti, extrémy, inflexné body a asymptoty. Pomocou
tychto (a pripadne d’alsich) ddajov je potom mozné pomerne presne nacrtnit’ graf danej
funkcie.

Pri analyze priebehu funkcie je vhodné postupovat’ podl'a nasledujticej schémy:
1. Urc¢ime definiény obor funkcie.

2. Urc¢ime nulové body, t. j. body, v ktorych funkcia pretina os Ox, priesec¢niky s osou
Oy, pripadne d’alSie vyznamné body.

3. VySetrime monoténnost’ funkcie pomocou kritéria KM a urc¢ime lokalne extrémy.

4. Pomocou kritéria vypuklosti KV urcime intervaly, v ktorych je funkcia konvexn4,
resp. konkavna a ur¢ime inflexné body.

5. Vypocitame asymptoty ku grafu funkcie.

6. Pomocou udajov ziskanych v ¢astiach 1 — 5 nacértneme graf funkcie.

Poznamka

Niekedy je pri nac¢rtoch grafu funkcie mozné vyuzit’ symetrie podl'a osi Oy alebo podla
pociatku siradnicovej ststavy. Funkcie, ktorych grafy si symetrické podl’a osi y, nazyvame
parne. Ide presne o funkcie splhajice rovnost’

pre kazdé z z defini¢ného oboru funkcie.

Funkcie, ktorych grafy si symetrické podl'a pociatku siradnicovej sistavy, nazyvame
neparne a ide presne o funkcie spliajtce rovnost’

pre kazdé z z defini¢ného oboru funkcie.
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Priklad ¢. 1. Vypoditajte intervaly monoténnosti, extrémy, intervaly vypuklosti, inflexné
body a asymptoty funkcie f(z) = 2%+ 42% 4+ 22 + 10 na uzavretom intervale (—2,2) a na
zaklade tychto informacii nacrtnite ¢o najpresnejsie jej graf.

RieSenie:
1. Defini¢ny obor funkcie

Defini¢nym oborom funkcie je interval (—oo, 00). My ale ur¢ime priebeh funkcie len na
zadanom intervale (—2,2).

2. Nulové body
Uré¢ime priesecniky funkcie s osou x v bodoch, kde f(z) = 0:
f(z) =22 + 42> + 20 + 10 .

Ked’Ze rovnice tretieho stupia nie je jednoduché riesit’, tento krok vynechavame. Situa-
cia sa vyjasni na zaver, ked’ na¢rtneme graf funkcie.

Priese¢niky s osou y ur¢ime v bode x = 0:
flz)=2-0°4+4-0°+2-0+10=10.
Funkcia pretina os y v bode [0, 10].
3. Intervaly monotdénnosti

Kritické body uréime z rovnice f () = 0, preto funkciu zderivujeme

f(z) =62 +8x+2,

polozime rovnd nule a dostdvame kvadratickd rovnicu

62° +8z+2=0.
Korene kvadratickej rovnice vypocitame napr. pomocou diskriminantu, a dostavame
dva body z; = —%, Lo = —1.

Kritické body (—1) a (—1/3) nam rozdeluju vySetrovany interval bez koncovych bodov
na tri casti, a to (—2,—1), (—1,—1/3), (—1/3,2). Na tychto troch intervaloch jednotlivo
vySetrime monotonnost’ funkcie podla Kritéria monoténnosti (KM).

o (—2,-1): f(=3/2) =6-(—3/2)> +8-(=3/2) +2 = 7/2, teda funkcia na intervale
(=2, —1) rastie.

o (—1,-1/3): f((=1/2) =6-(—1/2)2+8-(—1/2) +2 = —1/2, teda funkcia na intervale
(—1,—1/3) klesa.
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e (—1/3,2): f/(1) =6-12+8-1+2 = 16, preto funkcia na intervale (—1/3,2) rastie.

Dopocitame funkéné hodnoty v kritickych bodoch:

f(=1) =2 (=1 +4-(-1)*+2-(-1)+10=10,

f(=1/3) =2 (=1/3)* +4-(=1/3)* +2-(=1/3) + 10 = 262/27 .

Naga funkcia je ohranifena uzavretym intervalom (—2,2), preto spoc¢itame siradnice
koncovych bodov funkcie a ur¢ime kandidatov na globalne extrémy

f(=2)=2- (-2 +4-(-2*+2-(-2)+10=-16+16 -4+ 10 =6,

f2)=2-2°4+4-2242.24+10=16+16+4+ 10 = 46 .
Suradnice kritickych bodov, v ktorych mozu byt extrémy, sa [—1,10], [—1/3,262/27],
[—2,6] a [2,46].

Na zéklade tidajov o intervaloch monotonnosti vidime, zZe globalne minimum je v bode
[—2, 6], globalne maximum je v bode [2,46]. Lokdlne maximum funkcia nadobtida v bode
[—1,10] a lokdlne minimum v bode [—1/3,262/27].

4. Intervaly vypuklosti

N r v . . " , , . [ . .
Urc¢ime rieSenia rovnice f (z) = 0, ktoré nam rozdelia defini¢ny obor na intervaly, preto
druhé derivacia funkcie bude

(@) =122 +8.
Z rovnice 12x 4+ 8 = 0 dostavame jedniné rieSenie pre x = —2/3.
Bod = = —2/3 rozdeluje defini¢ny obor funkcie bez koncovych bodov na dva intervaly

(—2,-2/3) a (—2/3,2), v ktorych budme vySetrovat’ konvexnost’, a konkavnost’ funkcie
podla Kritéria KV.

o (—2,-2/3): f'(=1) = 12- (—1) + 8 = —4, teda funkcia je na intervale (—2, —2/3)
konkavna.

o (—2/3,2): f(0) =120+ 8 = 8, teda funkcia je na intervale (—2/3,2) konvexna.

V bode x = —2/3 funkcia “meni” konkavnost’ na konvexnost’, teda v tomto bode je
inflexny bod.

5. Asymptoty ku grafu funkcie

Asymptoty bez smernice ku grafu funkcie neexistuji, pretoze naga funkcia je definované
na uzavretom intervale a je na nom spojita.
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Testovanie existencie asymptot so smernicou za¢neme vypoctom limity

23+ 4?4+ 22+ 10
k= lim .

T—00 x

Tato limita je vSak rovna nekone¢nu, teda nemé vyznam pocitat’ q. Asymptoty so
smernicou ku grafu funkcie neexistuji.

6. Graf funkcie f(z) = 22° + 42 + 22 + 10 na intervale (—2,2):

Globadlne

sl max

Inflexny
bod ) —

Globdlne TOk4ne | Lokdlne|
max min

Konvexnd

min

Konkdvna |

L L
-1 1

Obr. 5.14: f(z) = 223 + 42* + 2x + 10.
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Priklad ¢. 2. Vypoditajte intervaly monoténnosti, extrémy, intervaly vypuklosti, inflexné
body a asymptoty funkcie f(z) = 2* — 22% + 2 a na zaklade tychto informécii nacrtnite ¢o
najpresnejsie jej graf.

RieSenie:
1. Defini¢ny obor funkcie

Defini¢nym oborom funkcie je interval (—oo, 00). Funkcia je spojita na celom defini¢nom
obore.

2. Nulové body
Priese¢niky funkcie s osou x ur¢ime z rovnice f(z) =0, teda

=22 4+2=0.

Po substitticii z = 22 dostaneme kvadratickt rovnicu, ktora ma zaporny diskriminant
a preto nemé realne korene. Funkcia preto nema nulové body na osi x.

Ur¢ime priesecniky s osou y:
f(0)=0"-2-04+2=2.

Funkcia pretina os y v bode [0, 2].
3. Intervaly monotdénnosti

Moznych kandidatov na extrémy uréime z rovnice f (z) = 0. Funkciu zderivujeme
f(z) =42 — 4z |
a derivaciu polozime rovnu nule:

4a® —4x =0 .

Po kratkej aprave mame

dr(z —1)(z+1)=0.

Vyjadrime korene rovnice a dostavame kritické body

.1'1:0, .732:1, .1'3:—1.

Kritické body =1 = 0, zo = 1, x3 = —1 rozdel'uji defini¢ny obor funkcie na $tyri
intervaly: (—oo,—1), (—=1,0), (0,1) a (1,00). Na tychto intervaloch je potrebné jednotlivo
vySetrit’ monoténnost’ funkc1e.
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o (—o0o,—1): f(=2)=4-(-2)(=2—1)(—2+ 1) = —24, preto funkcia je na intervale
(—o0, —1) klesajuca.

o (—1,0): f(~1/2)=4-(-1/2)(=1/2—1)(—=1/2+1) = 3/2, teda funkcia je na intervale
(—1,0) rastica.

e (0,1): f(1/2) =4-(1/2)(1/2—1)(1/2+1) = —3/2, teda funkcia je na intervale (0, 1)
klesajica.

e (1,00) f(2)=4-2(2—1)(2+1) = 24, t. j. funkcia je na intervale (1,00) rastiica.
Dopocitame funkéné hodnoty v kritickych bodoch:

f0O)=0"-2-04+2=2,
fy=1*-2-142=1,

f(=1)=(-1)*=2(-1)>+2=1.
Kritické body, ktoré st moznymi kandidatmi na extrémy, sa body [0, 2], [1,1], [-1, 1].

KedZe definiécnym oborom naSej funkcie je interval (—oo,00), zo zistenych intervalov
monotonnosti vidime, ze funkcia nadobtuda sicasne lokdlne aj globalne minimum v bo-
doch [1,1], [-1, 1] a lokélne (ale nie globalne) maximum v bode [0, 2]. Globalne maximum
neexistuje, pretoze pre r — +oo funkcia nadobtuda neobmedzene velké hodnoty.

4. Intervaly vypuklosti

v - . . . . e .y . . "
Na urcenie konvexnosti, resp konkavnosti potrebujeme uréit’ rieSenia rovnice f (z) = 0.
Druhé derivacia funkcie bude

"

f(x)=122*—4.
Riegime rovnicu f"(z) = 0, teda
1222 —4=0,

a po uprave

12(z — 1/V3)(z +1/vV3) =0..

Korene rovnice st

1 1
T = —=, Tog=——=.
1=y 73
Body x; = % a Ty = —% rozdeluji definiény obor funkcie na tri intervaly (—oo, —%),
(—%, %) a (%, o0), v ktorych jednotlivo vySetrime konvexnost’, resp. konkavnost’ funkcie.
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e (—o0, —%): f(=1) =12 (=1)? — 4 = 8, teda funkcia je na intervale (—oo, —%)
konvexna.

o (—J5 75): [ (0) =12-0°—4 = —4, teda funkcia je na intervale (——=, =) konkévna.

Sl

o (1,00): f'(1)=12-12 —4 =8, t. j. funkcia je na intervale (%,oo) konvexné.

V37
Tieto dva body z; = % a Ty = —% st siacasne aj inflexnymi bodmi nasej funkcie.
V bode z; = % sa nasa funkcia meni z konkavnosti na konvexni a v bode zo = —% sa

funkcia meni z konvexnej na konkavnu.
5. Asymptoty ku grafu funkcie

Asymptoty bez smernice grafu funkcie neexistuji, pretoze nasa funkcia je spojitd na
(—OO, OO)

Asymptoty so smernicou ur¢ime podla uz znamych vzt’ahov

k= lim ——— = lim
r—=£o00 T T—00

42242 2
v T i (x3—2x—|—>.
T

Vyraz % ma nulovi limitu pre z — 400, ale zvySok vyrazu, t. j. ¢len x® — 2z, neob-
medzene rastie pre £ — 400 a neobmedzene klesa pre x+ — —oo. Preto uvedena limita
neexistuje.

Asymptoty so smernicou grafu funkcie neexistuju.

6. Graf funkcie f(z) = 2* — 22? 4 2
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Konvexna Konvexna

kavna

Lokadlne Lokdlne

min

Obr. 5.15: f(z) = z* — 222 + 2.

Priklad ¢. 3. Vypoditajte intervaly monotonnosti, extrémy, intervaly vypuklosti, inflexné

. 3 2 . . . e “ . o .
body a asymptoty funkcie f(z) = % a na zaklade tychto informacii nacrtnite ¢o najp-
resnejSie jej graf.

RieSenie:
1. Definiény obor funkcie

Defini¢nym oborom nasej funkcie je mnozina (—oo, 2)U(2, o). Funkia nie je definovana
v bode z = 2.

2. Nulové body

Hladame priese¢niky funkcie s osou z, teda musi platit’ f(x) = 0:

3 9.2
T 3z _ 0.
r — 2

Po kratkej uprave mame
2*(z—-3)=0.
Z rovnice dostavame, ze nasa funkcia pretina os z v dvoch bodoch
r1=0, zo=3.
Uréime priese¢niky funkcie s osou y
03 —3-.02 B

f(0) = ——5—=0.
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Funkcia prechadza po¢iatkom suradnicovej ststavy [0, 0].
3. Intervaly monoténnosti
Kritické body uréime z rovnice f (x) = 0. Derivécia nasej funkcie je

f/(yc):(?)x —6z)(z —2) — (27 —32%) - 1

(z —2)?
a po Uprave mame
, r.(22% — 13z + 12)

RieSime teda rovnicu
r.(22% — 13z + 12)

@o2r

ktorej vysledkom je bod = = 0.

Funkéna hodnota v bode x = 0 je f(0) = 030__3502 = 0.

Kriticky bod x = 0 a krajny bod defini¢ného oboru x = 2 nam rozdel'uja defini¢ny
obor funkcie na tri intervaly: (—o0,0), (0,2), (2,00). V tychto troch intervaloch jednotlivo
vySetrime monoténnost’ funkcie pomocou Kritéria monoténnosti KM.

e (—00,0): f(—1)= (D@D 3 tada funkeia je na intervale (—oo,0)

(—1-2)?
klesajuca.

e (0,2): f(1)= w = 1, teda funkcia je na intervale (0,2) rastica.

e (2,00): f(3)= W = 12, teda funkcia je na intervale (2, 00) rastica.

Naga funkcia bude mat’ jediny lokélny extrém, a to lokélne minimum v bode [0, 0].
4. Intervaly vypuklosti

Na urcenie intervalov konvexnosti a konkavnosti si nasu funkciu prepiseme do vhodnej-

sieho tvaru: A

f(x):xz—x—2—$_2.

Druha derivacia funkcie bude

Riegime rovnicu f(z) = 0, teda
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8

T2

0.

Rovnica ma jediny koreil, a to z = 2 + /4.

Defini¢ny obor funkcie nam deli na tri ¢asti bod, v ktorom funkcia nie je definovana,
teda x =2 a bod z = 2 + V4.

o (—00,2): f'(0)=2— ﬁ = 3, teda funkcia je konvexna na intervale (—oo, 2).

e (2,2+V4): f'(3) = Q—ﬁ = —6, preto funkcia je konkdvna na intervale (2, 2-+v/4).

o (244, 00): f(4) = Q—ﬁ = 1, teda funkcia je na intervale (2++/4, 00) konvexna.

5. Asymptoty ku grafu funkcie

Asymptoty bez smernice grafu funkcie vySetrime v krajnom bode defini¢ného oboru
funkcie, v ktorom stucasne funkcia nie je definovana. Je to bod x = 2. Na vypocet pouzijeme
zname vztahy

x3 — 322 x? — 3x

. T T 2 i
S s M Sy A O
3 _ 3 2
lim 2% = lim (2% — 3z) = —00 .
=2 X — T2~

Pri obidvoch limitach vidime, ze ak vydelime Citatel'a a menovatel’a najvi¢sou mocninou
z menovatel'a, teda 2, v ¢itateli ndm ostane vyraz 2% —3z. Pri dosadeni akejkol'vek hodnoty
z defini¢ného oboru funkcie vidime, ze vysledna limita sa nam “blizi” do oo, resp. —oo. Preto
asymptotou bez smernice bude priamka = = 2.

Testovanie existencie asymptot so smernicou za¢neme vypoctom smernice k:

23322 3 2
o o . xv—3xT r—3
k= lim —hm27— im ——— =

Pri uprave tejto limity sme opét’ pouzili rovnaky sposob vypoctu, teda vydelili sme
¢itatel'a a menovatela najvidSou mocninou v menovateli, t. j. 22, PretoZe v ¢itateli nam
ostal vyraz x — 3, je jasné, Zze hodnota tejto limity je nekonecno. Z toho vyplyva, Ze nasa
funkcia nema asymptoty so smernicou.
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6. Graf funkcie f(r) = £=32°

Konvexna

201

K 1
onvexnd | bod
\ 10
5 P 5 i p
Lokalne |
min /| |

Konkavna

-20

Obr. 5.16: f(x) = £=32°

r—2

Priklad ¢. 4. Vypoditajte intervaly monotonnosti, extrémy, intervaly vypuklosti, inflexné
body a asymptoty funkcie f(x) = In(z? — 3z + 2) a na zaklade tychto informécii na¢rtnite
¢o najpresnejsie jej graf.

RieSenie:
1. Defini¢ny obor funkcie

Vyraz pod logaritmom musi byt’ kladny, preto 22 — 3z + 2 > 0. Defini¢cnym oborom
nasej funkcie je zjednotenie intervalov (—oo, 1) U (2, 00).

2. Nulové body
Urc¢ime priese¢niky s osou z v bodoch, kde f(x) = 0:
In(z? —3r+2) =0,

¢o po odlogaritmovani dava
?—3r+2=1.

Korene rovnice a zaroven priese¢niky funkcie s osou x, st 1 = % +

Priesecnik funkcie s osou y ur¢ime z hodnoty

f(0)=In(0*-3-0+2)=In2.
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Funkcia pretina os y v bode [0, In 2].
3. Intervaly monoténnosti

. e . ! « . v . . , - ’ foz s
Riesime rovnicu f (z) = 0 na urcenie moznych kandidatov na lokalne extrémy. Derivacia
nasej funkcie ma tvar

A PR R
VyrieSenim rovnice
(22 -3)
22 —3x+2

dostavame kriticky bod = = 3/2.

Defini¢nym oborom nasej funkcie je zjednoteny interval (—oo, 1) U (2, 00) a vypocitany
kriticky bod je mimo tohto intervalu, preto nasa funkcia neméa ziadne lokalne extrémy.

Pretoze nemame ziadny kriticky bod, monoténnost’ nasej funkcie vySetrujeme na dvoch
intervaloch, teda na defini¢nom obore (—oo, 1) U (2, 00).

e (—o0,1): f1(0) = % = —3/2, teda funkcia je na intervale (—oo, 1) klesajica.
e (2,00): f(3) = é%_;ﬁ? = 3/2, preto funkcia je na intervale (2, 00) rasttca.
4. Intervaly vypuklosti

« . . , PP . " , ., .
Na urcenie konvexnosti, resp. konkavnosti riesime rovnicu f (z) = 0. Druha derivacia
funkcie je teda

(2 = 2. (22 — 3 ;22 ;x(i—xZ_ 3)(2x —3)

Dostévame rovnicu

2 (2% =3z +2) — (2 — 3)(2z — 3)
r? — 3r 42

Vypoctom zistime, Ze rovnica nema redlne korene, preto nasa funkcia nemé inflexny

bod.

=0.

Vygetrujeme preto len dva intervaly, na ktorych je nasa funkcia definovana. Pouzijeme
Kritérium vypuklosti KV:

o (—o0,1): f7(0) = 2'(02_3'033)_3&2);?2_3)(2'0_3) = —5/2, teda funkcia je na intervale
(—o0, 1) konkavna.
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e (2,00): f'(3) = 2'(32_3'323)7;(;3:’2_3)(2'3_3) = —5/2, funkcia je na intervale (2, 00) kon-

kévna.
5. Asymptoty ku grafu funkcie

Asymptoty bez smernice grafu funkcie vySetrime v bode x = 1 a v bode x = 2 podla

vztahov

lim In(z® — 32 +2) = —c0 ,
r—1—

lim In(z® — 372 +2) = —0 .
z—2F

Asymptotou bez smernice st priamky x =1 a z = 2.

Na testovanie existencie asymptot so smernicou postupne pocitame limity zo vzt'ahov
(5.3), (5.4):

2 _
b — lim In(z* — 3z + 2)

T—r00 X

=0,

q:y}LIgo(ln($2—3x+2)—O~x).

Druhé limita neexistuje, preto funkcia nemé asymptoty so smernicou.

6. Graf funkcie f(r) = In(2? — 3z + 2):

konkavna Lo konkavna

_3F

Obr. 5.17: f(z) = In(z* — 3z + 2).
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Priklad ¢. 5. Vypoditajte intervaly monoténnosti, extrémy, intervaly vypuklosti, inflexné
body a asymptoty funkcie f(x) = x — 31n(x) a na zdklade tychto informacii nacrtnite ¢o
najpresnejsie jej graf.

RieSenie:
1. Defini¢ny obor funkcie
Defini¢nym oborom nasej funkcie je interval (0, co).
2. Nulové body
Hladame body, v ktorych funkcia pretina os z, teda kde je f(z) = 0:
r—3In(z) =0 . (5.6)

Rovnice, kde sa vyskytuje x aj In(z), si vo vSeobecnosti neriesitelné exaktnymi me-
todami, preto (5.6) riesit’ nebudeme. (Zo zavere¢ného grafu vidime, 7e rovnica ma dve
rieSenia.)

3. Intervaly monoténnosti
Kritické body uréime z rovnice f'(z) = 0, teda prva derivacia je

flay=1-2.

x
7 rovnice 1 — % = 0 dostavame kriticky bod x = 3. Funkéna hodnota v tomto bode je
£(3) =3 —31In(3) .
Kriticky bod z = 3 nam deli defini¢ny obor funkcie na dva intervaly (0,3) a (3, 00).
¢ (0,3): f(1)=1- 8 = —2, teda funkcia je na intervale (0, 3) klesajica.
e (3,00): f'(4) =1—3 =1/4, preto funkcia je na intervale (3, 00) rastiica.

4

Kriticky bod so stradnicami [3,3 — 31n(3)] je lokdlne minimum nasej funkcie.
4. Intervaly vypuklosti

Druh4 derivacia funkcie f*(2) = 3 je evidentne kladna na intervale (0, 00), teda funkcia
je konvexna na celom svojom definicnom obore.

5. Asymptoty ku grafu funkcie

Asymptoty bez smernice vySetrujeme v bode x = 0, pretoze ide o bod na hranici
defini¢ného oboru:
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lim (z — 31In(z)) .

z—0~

KedZe lim z =0 a lim In(z) = —oo, hodnota nasej limity je
z—0~ z—0~

lim (z — 3In(z)) = 400 .
z—0"

Funkcia m& asymptotu bez smernice v bode z = 0.

Asymptoty so smernicou ur¢ime vypoctom konstant k a g:

k= hmwzl’
T—r00 €x
q:xli_{go(x—?)ln(x)—x):—oo.

Ked’ze druhé limita neexistuje, funkcia nem4a asymptoty so smernicou.

6. Graf funkcie f(z) =2 — 3In(z):

Konvexna

os} Lokalne

Obr. 5.18: f(z) = x — 31n(z).
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Priklad ¢. 6. Vypoditajte intervaly monoténnosti, extrémy, intervaly vypuklosti, inflexné
body a asymptoty funkcie f(z) = (1 —2?)-e™* a na zéklade tychto informAcii nacértnite ¢o
najpresnejsie jej graf.

RieSenie:

1. Definiény obor funkcie

Defini¢nym oborom funkcie je interval (—oo, 00). Funkcia je spojita na celom defini¢nom
obore.

2. Nulové body
Urc¢ime priese¢niky grafu funkcie s osou x tak, ze polozime f(x) = 0:
(1—a2%)-e"=0.
7 rovnice dostavame, 7e priesecniky st v bodoch 1 =1 a 29 = —1.
Priese¢nik s osou y bude
fO)=(1-0%"=1.
Graf funkcie pretina os y v bode [0, 1].
3. Intervaly monotdénnosti
Kandidatov na extrémy uréime z rovnice f (z) = 0. Derivacia nasej funkcie je
fo)=—2ze—(1—-aY)e®=e(—2®+22+1).
Dostavame tak rovnicu
e (- +20+1)=0.

Korene kvadratickej rovnice (—2%+2z+1) = 0, ktoré modZzeme vypocitat’ napr. pomocou
diskriminantu, st 21 = 1 — V2, 2o = 1 + V2.

Vypocitame funkéni hodnotu v kritickych bodoch z; a xs:

FI=V2)=(1—(1=+2)%) e (-VD = geV21

FA+V2) = (1= (1+v2)?) e VD = —e717V2

Kritické body 21 = 1 — v/2 a 25 = 1 + /2 nam rozdeluju defini¢ny obor funkcie na tri

intervaly (—oo,1—+/2), (1 —v2,14+v/2) a (1++/2,00).
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e (—00,1 —v2): f(=1) = =2(=1)e! — (1 — (=1)?)e! = 2e, funkcia je na intervale
(—o00,1 — 1/2) rasttca.

e (1 —v2,1++2): f(0)=—-2-0-¢"— (1 —0%)e" = —1, funkcia je na intervale
(1 —+/2,1++/2) Klesajiica.

o (1+v2,00): f(3)=-2-3-€3—(1—23%)e® = 2¢%, funkcia je na intervale (1+ /2, c0)
rastuca.

Zo ziskanych informacii o monoténnosti funkcie zatial’ vidime, zZe nasa funkcia nadobuda
v bode [1 —v/2, 2¢¥271] lokalne maximum a v bode [1 +v/2, —2¢~1V2] lokélne minimum.

4. Intervaly vypuklosti
Hladame rie§enia rovnice f*(x) = 0. Druhé derivacia nasej funkcie je

f@)=eQr+1—2%) —e“(-2r+2).

Rovnica f"(x) = 0 sa redukuje na kvadratickii rovnicu (—2? + 4z — 1) = 0 a jej korene
vypoc¢itané pomocou diskriminantu st z; = 2 — V3axs=2++3.

Body z; a x5 nam rozdeluja defini¢ny obor funkcie na tri intervaly (—oo0,2 — v/3),
(2—1/3,24+3) a (24 V3,00), v ktorych budeme vySetrovat’ vypuklost’ funkcie.

o (—00,2—+/3): f(0)=¢e"2-0+1—0%) —e’(—2-0+2) = —1, teda funkcia je na
(—00,2 — v/3) konkavna.

e (2—3,24+V3): ff(1)=e'(2-1+1—1%) —e'(—2-1+2) = 2¢, teda funkcia je na
(2 — /3,2 + V/3) konvexna.

e (2++3,00): f(4) =e€*(2-44+1—4%) —e*(—2-442) = —¢?, teda funkcia je na
(2 + /3, 00) konkévna.

7 informacii o vypuklosti funkcie uz vieme, 7e body 2, = 2 — V3 a 2o = 2 + V/3 st
zaroven inflexnymi bodmi nasej funkcie.

5. Asymptoty ku grafu funkcie

Asymptoty bez smernice neexistuji, pretoze defini¢ny obor neobsahuje vhodné hranic¢né
body.

Asymptoty so smernicou ur¢ime vypoc¢tom konstant k, ¢:

i 1—2a?%)-e® i 1 T
k’ = lim (—> = lim —_ — =
T—00 €T r—00 et e

Y
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g=lim((1-2%)-e ") =0.

T—00

VysSetrime eSte limitu, ked’ z — —oo:

1—a?%)-e®
b= dim STV
T—r—00 €T
Vidime, Ze pre x — +oo ma funkcia asymptotu so smernicou: y = 0z + 0 = 0, ¢iZe

touto asymptotou je os x. Pre x — —oo funkcia asymptotu so smernicou nema.

6. Graf funkcie f(z) = (1 —22)-e7*

Lokadlne
max

Lokdlne \

min Inflexny

bod

Obr. 5.19: f(z) = (1 —2?%) - e

Z grafu je vidiet’, Ze globdlne maximum existuje (a je to zarovei bod lokdlneho maxima)
a globalne minimum neexistuje.
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Priklad ¢. 7. Vypoditajte intervaly monoténnosti, extrémy, intervaly vypuklosti, inflexné
body a asymptoty funkcie f(x) = 2x — 4arctg(x) a na zaklade tychto informécii nacértnite
¢o najpresnejsie jej graf.

RieSenie:
1. Definiény obor funkcie

Defini¢nym oborom funkcie je interval (—oo, 00). Funkcia je spojita na celom svojom
defini¢nom obore.

2. Nulové body
Priese¢niky s osou x ur¢ime v bodoch, kde f(x) = 0, preto
2x — 4arctg(z) =0 .

Takéto rovnice nevieme rieSit’ exaktnymi metdédami. Vysledok najlepsie uvidime na
grafe funkcie, ktory ukaze jediné riesenie.

3. Intervaly monoténnosti

Kritické body uréime z rovnice f (x) = 0. Ked'ze

, 4
r)=2———
f@)=2- 1,
dostavame rovnicu
2 1
1+ 22 ’
ktorej rieSenim st dva korene xy = 1, x5 = —1.

Dopocitame funkéné hodnoty v tychto dvoch bodoch:

1)=2-1—4darctg(1) =2 —4-~ =27
f(1) g 1

F(=1) =2 (—1) — darctg(—1) = —2 + 4 - g =2+,

Kritické body nam rodel'uju defini¢ny obor na tri intervaly: (—oo, —1), (—1,1) a (1, 00).

o (—o0,—1): f(-2)=2— ﬁ = 6/5, funkcia je rastica na (—oo, —1).

o (—1,1): f(0)=2— gz = —2, funkcia je klesajica na (—1,1).
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o (1,00): f(2)=2— 5z = 6/5, funkcia je rastica na (1,00).

Na zéklade vyssie uvedenych informacii zatial’ vieme, Ze funkcia nadobtida lokélne mi-
nimum v bode [1,2 — 7| a lokélne maximum nadobtda v bode [—1,2 + 7.

4. Intervaly vypuklosti

Na urcenie bodov, ktoré nam rozdelia definiény obor funkcie na intervaly, vyriesime
. " . .. . .
rovnicu f () = 0. Druh4 derivacia funkcie je

v Ax(l42%) — 22(22% — 2)

f (m) - (1 —|—JZ2)2
Po kratkej aprave mame
17 8
fla) = —— .
(14 22)2
RieSenim rovnice
8 B
(14 22)2

je bod x = 0.
Bod z = 0 nam deli defini¢ny obor funkcie na dva intervaly (—oo,0) a (0, c0):

o (—00,0): f'(=1)= % = —2, teda funkcia je konkdvna na (—oo,0).

e (0,00): f'(1)= % = 2, teda funkcia je konvexna na (0, 00).

5. Asymptoty ku grafu funkcie

Asymptoty bez smernice neexistuji, pretoze funkcia je spojitd na celom defini¢nom
obore.

Asymptoty so smernicou urc¢ime podla vzt'ahov

k= lim 2x — 4arctg(z) _o

T—00 x

qg= xll_>11010(2x — darctg(x) — 2z) = JLHQO(—4arctg(x)) o
Ten isty vypocet zopakujeme aj pre limitu, ked’ x sa blizi do —oo:

= lim 2x — 4arctg(x) _5

T——00 €T

g= lim (22 — 4darctg(z) — 2z) = Erp (—darctg(z)) = 27 .

Tr——00
Asymptoty so smernicou st dve priamky y = 2z — 27 pre © — +00 a y = 2z + 27 pre
xr — —00.
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6. Graf funkcie f(x) = 2z — 4arctg(z):

max

KAPITOLA 5. GRAFY FUNKCII

y=2x+2mx

/"/’In/ﬂexn_)?
Lokdlne  °|

bod

Konkavna

y =2x-21

Lokdlne-—

T omin

Obr. 5.20: f(x) = 2z — darctg(z).

7 Obr.5.20 vidime, 7e funkcia nem4 globalne maximum ani minimum.
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Priklad ¢. 8. Vypoditajte intervaly monoténnosti, extrémy, intervaly vypuklosti, inflexné
body a asymptoty funkcie f(x) = z? - sin(z) a na zaklade tychto informéacii nartnite ¢o
najpresnejsie jej graf.

RieSenie:
1. Definiény obor funkcie

Defini¢nym oborom funkcie je interval (—oo, 00). Funkcia je spojita na celom svojom
defini¢nom obore.

2. Nulové body

Urc¢ime priese¢nik funkcie s osou z tak, 7e f(z) = 0:

2*-sin(z) =0 .

Priese¢nikmi funkcie s osou x sit body x = k - 7, kde k£ I'ubovol'né celé &islo.
3. Intervaly monoténnosti

Na uréenie kritickych bodov riesime rovnicu f’ (x) = 0, preto funkciu zderivujeme:
f(z) = 2z - sin(z) + 22 - cos(x) .
RieSime rovnicu

2 - sin(x) + 2% - cos(z) = 0 . (5.7)

Rovnice, v ktorych sa vyskytuje x aj sin(z) alebo cos(x), nevieme riesit’ exaktnymi
metddami. Napriek tomu si ukdZzeme postup, ktorym mozno ziskat’ predstavu o rieseniach.

Z rovnice (5.7) po uprave dostavame

2sin(z) + x cos(z) =0,

x
tgler) = —= .
8(r) = —5
Ide opét’ o rovnicu, ktort nevieme exaktne vyriesit’. Z grafov funkcii y = tg(z) ay = —3

vSak vieme, Ze tato rovnica méa nekonec¢ne vela rieSeni, ktoré mozno oznacit’ symbolmi
A b
.. ,.T(_Q),l’(_l),x(],l’l,‘rg,... N vid’ Obr.5.21.
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X(-1 Xy

Obr. 5.21: Graf y = tg(x) je vyznaceny modrou fabou a graf y = —7 je vynaceny fialovou
farbou.

4. Intervaly vypuklosti

-« . . . NN . " L, ., . .
Na ur¢enie intervalov vypuklosti rieSime rovnicu f (z) = 0. Druhd derivacia funkcie

bude

"

f (z) = 2sin(z) + 22 cos(x) + 2z cos(x) — x?sin(z) .
Po kratkej tprave dostavame

£ (x) = 2sin(x) — 2?sin(z) + 4z cos(z) .
RieSime rovnicu
2sin(z) — 2% sin(x) + 4z cos(x) =0,

odkial’ po tprave dostavame

2
— —x + 4cotg(z) =0 .
T

Tuto rovnicu tieZ nevieme exaktne vyriesit. Z grafov funkcii y = 4cotg(z) ay = x — %

je v8ak opat’ vidiet’, Ze tato rovnica mé nekonecne vel'a rieSeni ... , 2(_g), 2(-1), 20, 21, 22, .- ,
¢o mozeme vidiet’ na Obr.5.22.
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Obr. 5.22: Graf y =z — % je vyznaceny fialovou farbou a graf y = 4cotg(z) je vyznaceny
modrou farbou.

5. Asymptoty ku grafu funkcie
Asymptoty bez smernice neexistuji, pretoze funkcia je definovana na (—oo, 00).

Ak y = kx + q je asymptota so smernicou, tak

2w
k= thln(x): lim z - sin(z) = oo .
T—00 T T—00

Z tohoto vysledku vidime, ze dané funkcia neméa asymptoty so smernicou.
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6. Graf funkcie f(z) = z? - sin(x)

KAPITOLA 5. GRAFY FUNKCII
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Obr. 5.23: f(z) = z* - sin(z).
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Priklady na cvic¢enia:

Vypocitajte intervaly monotonnosti, extrémy, intervaly konvexnosti, resp. konkavnosti,
inflexné body a asymptoty nasledujicich funkcii a na zéklade tychto informacii nac¢rtnite
¢o najpresnejsie ich graf.

(a)  f(z) =2 — 42* 4+ bx — 4 na intervale (—1,4)

Vysledok:
e Nulovy bod: f(0) = —4.
e Asymptoty bez smernice neexistuji. Asymptoty so smernicou neexistuju.
e Monoténnost: Funkcia rastie na (—1,1) a (3,4) , klesa na (1,1/3).
e Globalne minimum v bode [—1, —14], Globalne maximum v bode [4, 16].
o Inflexny bod: z = 4

3

4

,3), a konvexna (3,4).

e Funkcia je konkavna (—1 3

Globalne

max

Inflexny

bod Konvexna

Globil AR ‘ E‘
0 . dlne —

Konkavna
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Vysledok:
e D(f) = (—o0, —%) U (%,oo).
e Nulovy bod: z = 0.
e Asymptoty bez smernice: x = :I:%, Asymptoty so smernicou: y = %l‘

e Monotonnost™
Funkcia rastie na (—oo, —\/%) a (\/g, ) , klesa na (—\/g, 75 (=75 75) a (750 1/3)-

e Lokéilne minimum v bode z = %, Lokalne maximum v bode x = — %
e Inflexny bod nie je.
e Funkcia je konkévna (—oo, —/2), a konvexna (,/2, c0).
4
Konvexna

VT || VT

Lokdlne
\ min _

_________

Lokalne

max

Konkdavna
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(c) fla)=a(x—2)°
Vysledok:
e D(f) = (—00,00).
e Nulovy bod: z; =0, x5 = 2.
e Asymptoty bez smernice neexistuji. Asymptoty so smernicou neexistuji.
e Monotonnost: Funkcia rastie na (1/2,00), klesa na (—oo, 1/2).
e Globéalne minimum v bode [1/2, —27/16].
e Inflexny bod: [2,0].

e Funkcia je konvexna na (—o0,2), konkdvna na (2, 00).

Konvexna
Inflexny
bod
Globalne ¢
min '

1

/
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Vysledok:

e D(f)=(0,00).

e Nulovy bod: z = 1.

e Asymptoty bez smernice: x = 0, Asymptoty so smernicou: y = 0.
e Monotonnost Funkcia rastie na (0, e), klesa na (e, 00).

e Lokilne maximum v bode [e, 1/e].

e Inflexny bod: [¢/2, 3e3/2].

e Funkcia je konkdvna na (0, e%?), konvexnd na (%2, c0).

Inflexny
bod

-

03r

02

————a

0.1

Konkavna

Konvexna

I . . . . I . . . . I
10 20 30

=01
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(e) f(x)=In(1+4 cos(z)) na intervale (0, 27)
Vysledok:
e Sta¢i nam uvazovat’ D(f) = (0, 7) U (m, 27).
e Nulové body: [7/2,0],[(3/2)m,0].
e Asymptoty bez smernice: x = w. Asymptoty so smernicou neexistuju.
e Monotonnost Funkcia rastie na (7, 2), klesa na (0, 7).
e Lokalne a globalne maximum v bodoch z = 0, z = 27.
e Inflexny bod nemé.

e Funkcia je konkévna na (0,7) a aj na (7, 27).

Globdlne

o max

Konkavna Konkavna

|
IS
T

\/
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() fla)=a?-e
Vysledok:
o D(f) = (—00,00).
e Nulovy bod: [0, 0].
e Asymptoty bez smernice neexistuji. Asymptoty so smernicou: y = 0.
e Monotonnost Funkcia rastie na (0, 2), klesa na (—o0,0) a (2, 00).
e Lokalne minimum v bode [0, 0], lokdlne maximum v bode [2,4e~?].
e Inflexné body z; =2 + \/5, Ty =2 — /2.

e Funkcia je konkévna (2 — /2,2 + v/2), konvexnd (—00,2 — v2) a (2 + v/2,00).

Konvexna

Lokalne
Inflexny
max

06l bod

Lokdlne Konvexna

min

, |
e 2
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(8) f(z)=z+2sin(z)
Vysledok:
e D(f) = (—00,00).
e Nulovy bod: [0,0].
e Asymptoty bez smernice neexistuji. Asymptoty so smernicou neexistuji.

e Monoténnost: Funkcia rastie na (—2m+2km, 2w +2k), klesa na (27 + 2k, 374 2k).
e Lokélne minima v bodoch & = (—3m+2km), lokilne maximé v bodoch 2 = (37 +2km).
e Inflexné body st tie, kde sin(z) = 0, ¢ize budi to (ndhodou) priese¢niky grafu nasej

funkcie s priamkou y = z.

e Funkcia je konkdvna na (0 + 2km, m + km), konvexné na (—m + 2k, 0 + 2km).

Lokalne

. max

Konkdvna

L L L
2 4 6

_~Lokalne

min
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(h) f(x) =e . cos(2z)

Vysledok:

e D(f) = (~o0, ).
e Nulové body: z = —7 + k3.

e Asymptoty bez smernice neexistuju. Asymptota so smernicou je y = 0 pre £ — 4o00.

e Monotonnost Funkcia klesd na (—% 4+ k%, 37 + k%), rastie na (37 + k5, fm 4+ k7).
e Lokéilne maxima v bode x = %7‘(‘ + k7, Lokdlne minima v bode v = —% + k7.

e Inflexné body: k.7.

e Iunkcia je konvexna na (km, 5 4 kn), konkdvna na (5 + kn, 7 + kn).

Lokalne

max

Inflexny

/ bod

Konvexna
-1 \_'./’7' /_»3 4
Lokalne

min

-0.51
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(i) f(z) = arcsin(i7)
Vysledok:
e D(f)=(0,00).
e Nulovy bod: (1,0).
e Asymptoty bez smernice neexistuji. Asymptoty so smernicou: y = § pre r — +00.
e Monotonnost”: rastie na (0, o).
e Globéalne minimum v bode (0, —7/2).
e Inflexny bod nie je.

e Funkcia je konkdvna na (0, 00).

Konkavna

0.5

=051

'l Globdlne

l min
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() f(x) =z -arctg(z)
Vysledok:
o D(f) = (—00,00).
e Nulovy bod nie je.
e Asymptoty bez smernice neexistuji. Asymptoty so smernicou: y = 5z — 1,
y=—5r— 1
e Monotonnost” rastie na (0, 00), klesa na (—oo, 0).
e Lokalne minimum v bode (0, 0).
e Inflexny bod nie je.

e Funkcia je konvexna na (—oo, 00).

\ Konvexna

" Lokilne
y=(m/2)x- 1 nein y =—(r/2)x-1




Kapitola 6

Diferencial funkcie

Nech funkcia f méa derivaciu na otvorenom intervale I a nech zy € I. V dostato¢ne malom
okoli bodu zp mozno hodnoty na grafe funkcie y = f(x) nahradit’ hodnotami na doty¢nici
y = f(zo) + f (x0)(x — ) ku grafu funkcie f (vid Obr.6.1).

20

y=fix)) + f (x0) (x — xp) y=f(x)

(;fo:)

L L L
02 0.4 0.6 0.8 1.0

Obr. 6.1: Diferencial funkcie.

V dostato¢ne malom okoli bodu zy teda mézme napisat’ pribliznd rovnost’

f(@) & f(wo) + f (w0)(w — o) (6.1)
alebo
F(@) = f(xo) = f (x0) (2 — o) - (6.2)

Vyraz f'(z9)(z — 7o) na pravej strane (6.2) sa nazyva diferencial funkcie f v bode x
a oznacuje sa symbolom df (z, zo).

167
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Vyznam vzt'ahu (6.2) je ten, Ze pre x dostato¢ne blizke ku xy mozno diferenciu f(x) —
f(z0) nahradit’ diferencidlom df (z, zo) = f (x0)(x — ).

Pouzivanim vzt'ahov (6.1) alebo (6.2) sa doptst’ame nepresnosti. V tejto chvili nemame
matematické prostriedky na odhad tejto nepresnosti, dozviete sa ich neskor v kurzoch vyssej
matematiky. Napriek tomu mozno vzt'ahy (6.1), (6.2) uspesne pouzivat’ pri vypoctoch
pribliznych hodnét funkcii.

Ak totiz pozname hodnotu funkcie f v bode x( a ziskanie hodnét f v bodoch x blizkych
xo by viedlo k t'azkostiam, moézme hodnoty f(x) priblizne po¢itat’ pomocou vzt'ahu (6.1),
pretoZze na pravej strane (6.1) je len linearna funkcia premennej x.

Priklad ¢&. 1. Vypocitajte pribliznt hodnotu vyrazu 232

RieSenie: Vychadzame z faktu, Ze hodnotu vyrazu 22 vieme trividlne vypocitat. Preto
polozime xy = 3 a x = 3,2. To nas zaroven navidza na to, Ze naSa funkcia f, na ktoru
pouzijeme vztah f(x) ~ f(zo) + f (z0)(x — o), ma mat’ tvar f(z) = 2°.

Vypocitame derivaciu funkcie f(z) = 2% v bode z¢ = 3:

/

f(x)=2%-1n2,
f(zo)=f(3)=8-n2.

Dosadenim do f(z) ~ f(20) + f (x0)(z — x0) dostavame pre x blizke z:
2" = 2% +8In2.(r —3) .

Po dosadeni x = 3,2 napokon méame

23?2 ~ 84+ 8In2-(3,2—3),

232291 .

Zaver: Priblizna hodnota vyrazu 232 je 9, 1.

Pre zaujimavost’, hodnota vyrazu 232 zaokrihlena na dve desatinné miesta je 9, 19.

Priklad ¢&. 2. Vypoditajte pribliznt hodnotu vyrazu 2, 05%.

RieSenie: Najblizsiu hodnotu, ktorii vieme vypod&itat’, je 2%, Preto polozime xy = 2 a
x = 2,05. Naga funkcia f bude mat’ tvar f(z) = x*. Na priblizny vypocet hodnoty vyrazu
2,05 pouzijeme vztah f(z) ~ f(xzo) + f (x0)(x — x0).



169
Vypocitame derivéiciu funkcie f(x) = 2* v bode zy = 2:

fz)=4a*,

fz)=f(2)=4-2°=32.
Dosadenim do f(z) ~ f(xo) 4+ f (20)(x — o) dostavame pre z blizke xy:
et =2t 432 (2 - 2),

po dosadeni x = 2,05 napokon mame

2,05% ~ 2 + 32 (2,05 — 2)

2,05 ~ 17,6 .
Zaver: Priblizna hodnota vyrazu 2,05% je 17,6.

Hodnota vyrazu 2,05 zaokriihlena na dve desatinné miesta je 17, 66.

Priklad ¢&. 3. Vypocitajte priblizni hodnotu vyrazu arcsin(0,49).

RieSenie: Najblizsiu hodnotu, ktort vieme vypocitat’, je arcsin(0, 5). Postupujeme rov-
nako, ako v predchadzajicich prikladoch, teda polozime xq = 0,5 a x = 0, 49. Naga funkcia
f bude mat’ tvar f(z) = arcsin(z). Na priblizny vypocet hodnoty vyrazu arcsin(0,49) po-
wiijeme vztah f(x) = f(x¢) + f (z0)(z — 20).

Vypocitame derivaciu funkcie f(x) = arcsin(z) v bode z¢ = 0, 5:
/ 1

f(fl?):im,

/

Fe) = F(05) = ——— =2

1
1- (0,52 V3

Dosadenim do f(z) ~ f(x0) + f (x0)(z — x0) dostavame pre z blizke z:

2
arcsin(z) ~ arcsin(0,5) + —= - (z — 0,5) ,

V3

po dosadeni x = 0,49 napokon méame

2
arcsin(0,49) ~ /6 + — - (0,49 — 0,5
(0.49) % /6 +— )

arcsin(0,49) = 0,5 .
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Zéaver: Priblizna hodnota vyrazu arcsin(0,49) je 0, 5.

Hodnota vyrazu arcsin(0,49) zaokrthlena na dve desatinné miesta je 0, 51.

Priklad ¢&. 4. Vypocitajte pribliznt hodnotu vyrazu sin(31°).

RieSenie: Najblizsiu hodnotu, ktoru pozname, je sin(30°). Uhly zamenime na radiany,

potom zy = 32 rad a x = 3% rad. Naga funkcia f bude mat’ tvar f(z) = sin(z). Na

priblizny vypocet hodnoty vyrazu sin(31°) pouzijeme vztah f(z) ~ f(zo)+ f (20)(z — 20).

Vypotitame derivaciu funkcie f(x) = sin(z) v bode z = 337

/

f(x) = cos(z) ,

Dosadenim do f(z) ~ f(x0) + f (70)(z — x0) dostavame pre x blizke z(:

307r>+\/§ ( 317r> |

sin(z) ~ sin (180 -5 10
po dosadeni x = % rad napokon mame
_ <317r> 1 V3 <317r 307r>
sin({— | ~=4+ — | — — —
180 2 2 180 180

Hodnota vyrazu sin(31°) zaokrihlena na dve desatinné miesta je 0, 52.
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6.1 Taylorov rozvoj

Aproximéaciu vo vztiahu (6.1) je mozné d’alekosiahlo zov§eobecnit’. Majme funkciu f, ktora
mé na otvorenom intervale I n-ti derivaciu pre nejaké n > 1. Potom pre kazdé x € I,
ktoré je dostatoc¢ne blizke k bodu xy € I, plati aproximécia

f (xo) [ (o)
1! 21

[ (o)

n!

f(x) =~ f(xo) + (z — o) + (z —x0)® 4+ (x —z0)" . (6.3)

Na odhad chyby tejto aproximacie existuji matematické prostriedky, ktoré prevysuju
ramec tohoto skripta. Pre vi¢sinu funkcii, s ktorymi sa stretnete, vSak plati, ze ¢im vicsie
je n, tym je aproximéacia (6.3) presnejsia.

Polynom na pravej strane (6.3) sa nazyva Taylorov polynom n-tého stupna funkcie f
v bode zy a oznac¢ujeme ho T,,(f, x, o). Aproximaciu (6.3) mo7no potom napisat’ v tvare
f(z) = T, (f,z, x0) pre z dostatocne blizke x.

Taylorove polynémy (a ich analogie a zovSeobecnenia) su zékladom pre priblizny vypo-

¢et hodnot mnohych funkeii (exponencidlnych, logaritmyckych, goniometrickych, cyklomet-
rickych a d’alsich) v elektronickych kalkulackach a matematickych programovych balikoch.

Pri vypocte Taylorovho polynému n-tého stupiia postupujeme nasledovne:

1. Vypoéitame si postupne derivacie f'(z), f (2), ... , [ (z).

2. Do ziskanych vzt’ahov dosadime hodnotu xy, ¢im ziskame ¢isla

F@o), £ (o), £ (w), o, U (o) -

3. Zostavime polyném T, (f, x, zo) premennej x a zapiSeme aproximaciu (6.3).

!

Priklad &. 1. Vypo&itame Taylorov polyném stupiia n = 5 pre funkciu y = sin?(x) v bode
xo = /2.

RieSenie:

Krok ¢. 1: Na zaciatok vypocitame derivacie funkcie az do 5.radu:
1. derivacia: 3 = 2-sin(z) - cos(z) = sin(2z).
2. derivacia: 4" = 2 cos(2z).

3. derivacia:  y = —2-sin(2zx) - 2 = —4sin(2x).

4. derivacia:  y'V = —4 - cos(2z) - 2 = —8 - cos(2x).
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5. derivacia: ¥ = 16 - cos(2z) - 2 = 32 cos(2x).
Krok ¢&. 2: Do jednotlivych derivacii dosadime x¢g = 7/2 a vy¢islime ich hodnotu.
0. derivacia v bode xg = 7/2:  y(n/2) = sin®(7/2) = 1.
1. derivéacia v bode zy = 7/2: 4y (7/2) = 2sin(n/2) - cos(n/2) =2-1-0 = 0.
2. derivacia v bode 2 = 7/2: ¢ (7/2) = cos(2-7/2)-2=2-(=1) = =2,
3. derivacia v bode 2g = 7/2: ¢y (7/2) = —4-sin(2-7/2) = —4-0 = 0.
4. derivacia v bode 7 = 7/2:  y!V(7/2) = =8 -cos(2-7/2) = =8 - (—1) = 8.
5. derivacia v bode g = /2. yV(7/2) =32 cos(2-7/2) =32 (1) = —32.

Krok ¢. 3: Na zostavenie Taylorovho polynému pouzijeme vzt’ah:

T.(f, x,x0) = fxo) + / (13!50) (x —x0) + / ;170) (x—20)® + -+ f"y(;’o) (z — z)"
a dosadime jednotlivé hodnoty
Ty(sin?(x), o, 7/2) = 1+f!(a:—7r/2)—22!(a:—7r/2)2—|—§!(a:—7r/2)3+i(a:—7r/2)4—?;j(a:—7r/2)5 |

Po zjednoduseni dostavame

Ts(sin®(z),z,7/2) =1 — (z — 7/2)* + ;(x —7/2)* — 145(:U —7/2)° .

Priklad &. 2. Vypocitame Taylorov polyném stupiia n = 4 pre funkciu y = (223 —1)-In(z)
v bode zq = 1.

RieSenie:
Krok ¢&. 1: Vypocitame derivacie funkcie az do 4.radu:

1. derivacia:

/ 1
y =62° In(x) + (22° — 1) - = .
T

2. derivacia:
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(223 — 1)

3 .

" 1 1
y =12z -In(z) + 62% - — +62° - — + (22° — 1) - (—) =12z - In(x) + 122 —
T T T

3. derivécia:

62% - 2% — (223 — 1) -

y" =12In(z) + 12 — <

4. derivacia:

x a8 x  at
Krok ¢. 2: Do jednotlivych derivacii dosadime xy = 1 a vycislime ich hodnotu.
0. derivacia v bode zp = 1:  y(1) = (2-1* = 1) -In(1) = 0.
1. derivicia v bode zg = 1: ¢ (1) =6-1%-In(1)+ (2-1*—1)- 1 = 1.

2. derivicia v bode 79 = 1: ¢ (1) =12-1-In(1) +12-1 — (2'1132—1) — 11

3. derivacia v bode o = 1: ¢ (1) = 12In(1) — 3 + 10 = 8.

4. derivacia v bode zg = 1: y'V (1) =2 + & =18

(z x "(x
Tf,2,00) = fla) + T gy ¢ LU0 e T e
a dosadime jednotlivé hodnoty
. 1 11 |
Ty((22* — ) In(z),2,1) =0 + F(x —-1)+ 5(3: — 1)+ ;(x — 1)+ j(m —1)*.

Po zjednoduseni dostavame

Ty((22° — 1) In(z),z,1) =2 — 1 + 121(x — 1)+ i(m — 1)+ i(x —1)*.
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Priklady na cvicenia:
1. Pomocou diferencialu vypocitajte nasledujice priblizné hodnoty:
(a) V83
Vysledok: V83 ~ 9,111.
(b) V350
Vysledok: v/350 ~ 7,047619.
(¢) In0.89
Vysledok: 1In0.89 ~ —0, 11.
(d) 3,022
Vysledok: 3,022 ~ 9,12,
(e) 4205
Vysledok: 42% ~17,1009.
(f) cos(28°)

Vysledok: cos(28°%) ~ 0, 88346.

2. Vypoditajte Taylorov polynom stupha n pre funkciu y = f(z) v bode xz( pre:
(a) y=a>—4x+8, n=3, xy=3
Vysledok: Pre x blizke xq = 3 plati aproximacia

7% —dx + 8 &~ —46 + 37 + 9(x — 3)* + (v — 3)* .

<b> y e xi;?l‘7 n = 3, Ty = 1

Vysledok: Pre x blizke xq = 1 plati aproximacia

2 — 2r 3 1 1 3
~ - bt o= 12— 2 (p— 1)
T+ 1 gttt —pl=1)
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(c) y=In(l/z), n=4, zy=1
Vysledok: Pre x blizke xy = 1 plati aproximaécia
1 1 1 1
In (z) z—x+1+§(x—1)2—§(x—1)3+1(x—1)4 :
(d) y=-cos(2x), n=4, x5=0
Vysledok: Pre x blizke xy = 0 plati aproximaécia
2 24
cos(2x) ~ 1 — 2z° — 3%
(e) y=cotg(3x), n=4, xy=m/2
Vysledok: Pre x blizke zq = 7/2 plati aproximacia
3 3
cotg(3z) =~ —3x + 57~ 9-(x—m/2)°.
(f) y=e*+32* n=4, zo=1
Vysledok: Pre x blizke xy = 1 plati aproximaécia
4 2e2 4+ 9
e +3x" ~ 62+3+2(62+6)(x—1)+2(62+6)(gc—1)2+3(@2+9)(ac—1)3+(eJr)(95—1)4 .

(g) y=(>-2)-sin(z), n=3, zg=m

Vysledok: Pre x blizke xq = 7 plati aproximacia

(h) y:10g10(x)7 n=4, x9=1

Vysledok: Pre x blizke o = 1 plati aproximécia
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1
1 ~——(r—1)— —1)? —1)* - — 1)
ogu(@) ~ g =) = gp g T gy — U e
(i) y=(+3)(e"+4), n=5 29=0
Vysledok: Pre x blizke xy = 0 plati aproximaécia
13 3 11 1
(2* +3)(e" +4) ~ 15+ 3z + 5:6‘2 + §x3 + ﬁx‘l + §x5 .

G) y=m*2z), n=3, x=1/2
Vysledok: Pre x blizke zq = 1/2 plati aproximacia

In?(27) ~ 4(x — 1/2)% — 8(x — 1/2)* .



Kapitola 7

Parametrické vyjadrenie kriviek

Grafy funkcii, s ktorymi sme sa doteraz stretavali, boli vel'mi $pecialne krivky v tom zmysle,
ze T'ubovol'na rovnobezka s osou y ich pretina v najviac jednom bode. Komplikovanejsie
krivky (napr. kruznice, elipsy, rozne $pirdly a pod.) nie je moZné reprezentovat’ ako graf
jednej funkcie. Pre pracu s takymito krivkami v matematike pouzivame tzv. parametrické
vyjadrenie.

Nech ¢ a v st spojité funkcie na intervale I, ktoré maji v kazdom vnitornom hode
intervalu I derivaciu. Rovnicami

=), y=v@), tel, (7.1)
je v stradnicovej ststave (z,y) ur¢ena krivka. Vyjadrenie (7.1) nazyvame parametrickym
vyjadrenim tejto krivky. Premenntu ¢ nazyvame parameter.

Nech ¢y je vnutorny bod intervalu I a nech z¢ = (to), yo = ¥(to), Cize (zo,yo) je bod
na nasej krivke prislichajici parametru t,. Smernica kg doty¢nice ku tejto krivke v bode
T = (z9,Y0) je uréena vzt'ahom

k’o _ Zﬂ/(t0> (7.2)

za predpokladu, 7e ¢ (t5) # 0.
Rovnica doty¢nice k takejto krivke v bode (zg,yo) potom je

y—yozko(fﬁ—%%

alebo

Y = Yo+ ko(z — o) ,
kde smernica ky je dana vzt'ahom (7.2).

Ak ko # 0, tak rovnica normaly v bode (xg,yo) ma tvar

177
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1
y—yo—kfo(x—lﬂo) :
Priklad €. 1. Vypocitajme rovnice doty¢nice a normaly krivky

21
ot
t

v bode prislichajicemu parametru ¢y = 1.

RieSenie: Vypocitame pravouhlé siradnice dotykového bodu T = (x¢,yo) tak, 7e to = 1
dosadime do vyrazov pre x a y, ¢im dostaneme

2t—1 2-1—1
To = = =1

t 1 ’

t 1 1

W= T ISl 3

Smernicu doty¢nice k v I'ubovolnom bode vypocitame podl'a vzorca (7.2)

/ / 1.(A—t)—t.(—1)
LY G e
o @/(t) - (M)/ To2t=1.(2t—1)

$2

¢o po uprave da

4
(4—-1)?
Smernica doty¢nice ky v bode prislichajicemu parametru ¢y = 1 bude:
4.12 4
ko =Fk(ty) =k(l) = —5 = - .
0 ( 0) ( ) (4 _ 1)2 9

Rovnica dotyénice mé tvar y = ko(z — 20) + yo. Po dosadeni T = (z0,y0) = (1, 3),
ko = % dostavame rovnicu dotycnice v tvare

4( 1+ 1

= —(z— —.

Y7 3

Rovnica normdaly ma tvar y = —%(w — xo) + Yo a lisi sa od rovnice doty¢nice len

1

smernicou. Po dosadeni T' = (1, §) a ko = 5 dostavame

9 1
= —Zr—1)4~ .
Yy Jx )+3
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Priklad €. 2. Vypocitajme rovnice dotycnice a normély krivky

x = @(t) = cos?(t) — 2t

y = 1(t) = 2t° + sin(t)

v bode prislichajicemu parametru ¢ty = 0.

Riesenie: Postup je rovnaky ako v predoslom priklade, ¢ize vypocitame pravouhlé sirad-
nice dotykového bodu T' = (zg, yp) dosadenim to = 0 do z = cos?(t) — 2t a y = 2t3 + sin(¢)
a dostaneme

Ty =cos’(0) —2-0=1,

Yo =2-0>+sin(0) =0 .
Smernicu doty¢nice k v l'ubovolnom bode vypo¢itame opét’ podla vzt'ahu (7.2)

() (2t +sin(t)) 612 4 cos(t)

b= () (cos2(t) —2t)  —2cos(t) -sin(t) —2

Smernica doty¢nice kg v bode prislichajicemu parametru ¢y = 0 po dosadeni bude

ko = k(to) = k(0) = —2060.5(()0)4T sCi(zls((OO))— 2 _; '

Rovnica doty¢nice ma tvar y = ko(z — o) + yo. Po dosadeni T" = (z¢,y0) = (1,0),
ko = —% dostavame rovnicu dotycnice

1
=—(x—-1).
y=—5l-1)
Rovnica normaly ma tvar y = —k—lo(x — Zo) + Yo, zmeni sa len smernica ky. Po dosadeni
T = (1,0) a kg = —3 dostavame
y=2x—1).



180 KAPITOLA 7. PARAMETRICKE VYJADRENIE KRIVIEK

Priklad €. 3. Vypocitajme rovnice dotyc¢nice a normély krivky

t* —2t3
r=p(t) = —
2t
pu— t =
y=v{t) =5
v bode prislichajicemu parametru ¢, = 2.
RieSenie: Dosadime ty = 2 do x = @, y = t2221 a dostavame pravouhlé suradnice

dotykového bodu T = (z9, yo)

22 -2.2%
=

2.2 4
=417 3"

Smernicu doty¢nice k v I'ubovolnom bode pocitame ako podiel derivacii ¥’ (t) a o' (t).

o =

_67

2(t2—1)—2t.2t

O GEE t*(=2t%)

TS T B T (1t 1 )

Hodnota smernice doty¢nice ky v bode prislichajicemu parametru to = 2 bude

B B B 22(—2-22) B 1
by =klto) =k2) = s i s ~ o

Rovnica doty¢nice mé tvar y = ko(z—xo)+yo. Po dosadeni T = (=6, 3) a ko = § dostavame
rovnicu dotyc¢nice

L W~

1
y—*:§($+6)7

po tprave mame

4
Y73

1
§(:(:—|-6) :

+
)+4o. Dosadime T' = (—6, 2), kg = & a dostévame

Rovnica normély mé tvar y = —k—lo(x —x 3 5

(=]

4
y:§—9(x+6).
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Priklad €. 4. Vypocitajme rovnice doty¢nice a normély krivky

r = @(t) =2t — cos(t — )

v bode prisluchajicemu parametru ¢y = 7.

RieSenie: Dosadime ¢ty = § do x = 2t —cos(t —7) a y = sirfj(t) a dostavame pravouhlé

saradnice dotykového bodu T = (xg, yo)

T s
x0:2-2—cos<2—7r):77,

2

(/2> _ =

o= sin®(r/2) 4

Smernicu doty¢nice k v I'ubovolnom bode vypocitame podla vztahu (7.2)

-sin?(t)—t2-2-sin(t)-cos
L) R o (sin(e) — ¢ cos(1))
S Y(t) 2+4sin(t—7)  (2+4sin(t — 7)) -sind(t)

Smernica dotyc¢nice ky v bode prislichajicemu parametru ¢, = 5 po vycisleni bude

) _ w(1-0)

(3 (2-0-1

to =k () = e
(2+sin(5 —m)) - s
Rovnica doty¢nice ma tvar y = ko(xr — x¢) + yo. Po dosadeni T" = (m, ;) aky=m

dostavame rovnicu dotyc¢nice

2
Y — =n(zx—m),

N

po uprave

)

7r
y=—7% m(x—m).
Rovnica normaly ma tvar y = —%(:L‘ — 29) + yo. Dosadime T = (, T> ko = m a

dostavame
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Priklad €. 5. Vypocitajme rovnice doty¢nic a normal v pravouhlom stiradnicovom systéme
ku grafu funkcie danej pomocou polarnych stiradnic

p =3¢’
v bode ¢y = 7/4.

Riesenie: Transformacia pravouhlych siradnic do poldrnych mé tvar

T =pcoso ,

y = psing .
KedZe krivka je v polarnych siradniciach dana rovnicou p = 3¢?, dosadenim tohoto
vyrazu do predchadzajicich dvoch rovnic dostavame

= 3¢%cos ¢ ,

y = 3¢*sin ¢.
Aby sme pouzivali symboly ako pri parametrickom vyjadreni, pouzijeme substiticiu
¢ =t a dostavame

r = ¢(t) = 3t* - cos(t) ,

y = (t) = 3t* - sin(t) .
Vypocitame stradnice dotykového bodu v pravouhlych siradniciach tak, zZe dosadime
to = m/4 do x = 3t* - cos(t) a y = 3t* - sin(t)

=3 (W)Q CoS (W> = —3\/5 2
=21y 1) 327"

S () -3
Yo=o\y) M\y) " 32 "

Suradnice dotykového bodu v pravouhlom siradnicovom systéme si teda

3v2 , 3v2
T = (70, 40) = <32 7T2,732 7T2> .

Smernicu doty¢nice v 'ubovol'nom bode vypocditame pomocou vzt’ahu

40
50
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Po derivacii dostavame

W'(t)  6t-sin(t) +3t2-cos(t)  2t-tg(t) +12  2-tg(t) +t
@' (1)  6t-cos(t) —3t2-sin(t) 2t —t2-tg(t) 2—t-tg(t) "

k:

Smernica doty¢nice ko v bode to = 7/4 je

_2-tg(F)+ 5

l{fo DT U
2—71-tg(})
a po zjednoduseni dostavame
8
o=
88—

Rovnica doty¢nice ma tvar y — yo = ko(z — xo). Po dosadeni suradnic dotykového bodu

T= (%W, %W) a smernice dotytnice kg = $¥= dostavame rovnicu

troy— = i
Yy m 327'('

3v/2 8+ 3v/2
— T — .
32 8—7

Rovnica normaly ma tvar y —yy = —k—lo(:t —x¢). Po dosadeni suradnic dotykového bodu

T = (227, 327) a smernice dotycnice ko = ST dostavame rovnicu

32 )32
3v2 8 — 3V2
n: y— —-—m=— x— .
Y= 3277 T84 x 32 "

O

Priklad €. 6. Vypocitajme rovnice doty¢nic a normal v pravouhlom stiradnicovom systéme
ku grafu funkcie danej pomocou polarnych sturadnic.

p = 2tg(2¢)
v bode ¢y = 7/3.
Riesenie: Transformacia pravouhlych siradnic do poldrnych mé tvar
r = pcoso ,

Yy = psing .

Krivka je v polarnych stradniciach dané rovnicou p = 2tg(2¢), dosadenim dostéavame

x = 2tg(2¢) - cos ¢ ,
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y = 2tg(2¢) - sing .

Aby sme pouzivali symboly ako pri parametrickom vyjadreni, pouzijeme substitiicu
¢ =t a dostavame

xr = 2tg(2t) - cos(t) ,
y = 2tg(2t) - sin(t) .

Vypocitame sturadnice dotykového bodu T' = (zg, yo) v pravouhlych stradniciach dosa-
denim ty = 7/3 do & = 2tg(2t) - cos(t) a y = 2tg(2t) - sin(t)

Ty = 2tg (27;) - COS (g) =—V3 )

Yo = 2tg (27;) - sin (g) —_—

Stradnice dotykového bodu v praouhlych stiradniciach si T' = (xg, y9) = (—v/3, —3).

Smernicu dotycnice v 'ubovol'nom bode vypocitame pomocou vzt'ahu

po derivacii dostavame

I — 60324(21}) -sin(t) + 2tg(2t) - cos(t)
ot cos(t) — 2tg(2t) - sin(t)

Smernica dotyc¢nice ko v bode tg = 3

27
k(]: 3)
—r =

po zjednodusSeni dostavame smernicu dotycnice kg

b — 8V3-V3 _TV3
8+ 3 11
Rovnica doty¢nice mé tvar y — yo = ko(z — o). Po dosadeni suradnic dotykového bodu
T = (—/3,—3) a smernice doty¢nice ko = 71—‘{5 dostavame rovnicu

V3
t y+3:1\/1_(:v+\/§),
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po uprave dostdvame vysledok

7\/_
t: y= ( +v3)-3.
Rovnica normaly ma tvar y —yy = —k—lo(:zc — ). Po dosadeni suradnic dotykového bodu
T = (—+/3,—3) a smernice dotycnice ko = 71—‘{?: dostavame rovnicu normaly

(a:+\/_)—3

n:y=—

7\/_
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Priklady na cvicenia:

1. Vypocditajte rovnice doty¢énic a norméal nasledujicich funkcii danych parametricky v
danych bodoch:

(a) z= %, y = &, v bode prislichajicemu parametru t, = 2.

Vysledok: try=-2@+32)-2, n:y=a(@+) -2
(b) x=4t-cos(2t), y=2—sin(t), v bode prislichajucemu parametru t, = 0.
Vysledok: t:y=—3x+2, n:y=4r+2

(¢) x=tI(t+1), y=(2—1t)-e*, v bode prislichajicemu parametru ¢, = 1.

2

e ( 2In2+1/2
2In2+1/2

Vysledok: t: y= r—1In2)+e* n:y=—""5"(r—In2)+e%

(d) z=e" tg(t), y=e"-cos’(t), v bode prislichajicemu parametru ¢, = 0.
Vysledok: t:y=1—2, n: y=x+1.

(e) x = arctg(t* —2t), y = tg(2t) —4t, v bode prislachajicemu parametru ¢, = 0.
Vysledok: t: y= %x, n:y= —%x.

(f) z=t2—-2t2+1, y=t>+t—2, v bode prislichajicemu parametru t, = 2.
Vysledok: try—4=2x-1), n:y—4=—-3(x-1).

(g) x=1t%cos®(t), y=1t>—sin(t), v bode prislichajicemu parametru t, = /4.

2 2 2

. P 8.(m—2 s w2 T—T s
Vysledok: try— =2 = 47(r_ﬂ2) (x—5), n:y—T2 = —;(W_Q) (r— %)
(h) z=1t>—¢', y=t+e? v bode prislichajicemu parametru ¢, = 1.

. e? —e
Vysledok: try—(1+e?) =2 (z—(1—¢)), n:y—(1+¢?) :—13_262(1'—(1—6)).

(i) ==t -n*2t), y=e' —1In(2t), v bode prislichajicemu parametru t, = 1.
, e— n2 n
Vysledok: ¢ : y—(e—In2) = m&:—lﬁ 2), n:y—(e—In2) = —=2E2n2(5_1n?9),

2. Vypocitajte rovnice doty¢nic a normal v pravouhlom siradnicovom systéme ku grafom
funkcii danych pomocou polarnych suradnic:

(a) p=2p, vbodepy=m/2

Vysledok: t: y:%x—kﬂ, n:y=-—5r+m.
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(b) p=sin(p —7), v bode py=7/3
Vysledok: t:y=B@+¥) -3 p:y=-2(+B)-3

(¢) p=e2  vbode py=7/6

Vysledok: t: y= 22\2{51 (x— BBy p LenB n. y= —?{%(m — ey 4 Lem/3,

(d) p=3%+sin(p), vbodeyp;=0

Vysledok: t:y=1s@—1), n:y=—(1+m3)(z-1).
(e) p=(e¥+3%), vbodegy=0

Vysledok: t:y=125(—-2), n:y=-28(z-2).
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