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Úvod

Tieto skriptá sú u£ebnou pomôckou pri ²túdiu predmetu Matematika 1 v bakalárskom
²túdiu na Stavebnej fakulte Slovenskej technickej univerzity v Bratislave. Hoci sú svojou
nápl¬ou prispôsobené predná²kam na ²tudijných odboroch STOP a VSVH (Stavby na
tvorbu a ochranu prostredia a Vodné hospodárstvo a vodné stavby), aj ²tudenti iných
odborov môºu v nich nájst' uºito£ného pomocníka.

Nápl¬ predmetu Matematika 1 pre odbory STOP a VSVH sa skladá z dvoch relatívne
samostatných celkov, ktoré tvoria Lineárna algebra a analytická geometria a Základy dife-
renciálneho po£tu funkcie jednej premennej. Skriptá, ktoré máte pred sebou, sú zamerané
na druhý celok. Sú rozdelené na 7 kapitol. Kaºdá kapitola obsahuje rie²enia vzorových
príkladov, po ktorých nasledujú cvi£enia (s výsledkami) na samostatnú prácu ²tudentov.

Skriptá v ºiadnom prípade nemôºu a ani nechcú nahradit' predná²ky. Hoci v jednotli-
vých kapitolách pripomíname základné pojmy, ²tudent tu nenájde príslu²nú matematickú
teóriu. Naopak, skriptá sú ur£ené na ul'ah£enie získania praktických zru£ností pri rie²ení
príkladov a sú koncipované ako doplnok ku cvi£eniam v predmete Matematika 1.

Veríme, ºe skriptá budú vhodnou pomôckou pre samostatnú prípravu ²tudentov na
semestrálne testy a na skú²ku.

Na záver si dovol'ujeme pod'akovat' prof. RNDr. Jozefovi �irá¬ovi, DrSc. za odborné
rady a doc. RNDr. Róbertovi Jajcayovi, PhD. a Mgr. �tefanovi Gyürkimu, PhD. za sta-
rostlivé pre£ítanie materiálu a za pripomienky, ktoré prispeli k zlep²eniu tohoto textu.
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Kapitola 1

Funkcie

1.1 Kon²tantná funkcia

Kon²tantná funkcia má tvar y = c, kde c ∈ R. Grafom funkcie je priamka, ktorá je
rovnobeºná s osou Ox a prechádza bodom (0, c).

y = c

-1.0 -0.5 0.5 1.0

1

2

3

4

Obr. 1.1: Kon²tantná funkcia y = c pre c = 2.

1.2 Lineárna funkcia

Lineárna funkcia má tvar y = ax + b, kde a je smernica priamky a |b| udáva vzdialenost'
priese£níka priamky s osou Oy od po£iatku. Grafom funkcie je priamka.

(a) Ak a > 0, funkcia je rastúca na (−∞,∞).

(b) Ak a < 0, funkcia je klesajúca na (−∞,∞).
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10 KAPITOLA 1. FUNKCIE

Obr. 1.2: y = ax+ b, y = −ax+ b.

Na Obr.1.2 vl'avo vidíme príklad rastúcej lineárnej funkcie y = 2x + 3, kde smernica
priamky a = 2 a b = 3 je vzdialenost' priese£níka s osou Oy od po£iatku.

Na pravej strane Obr.1.2 máme príklad klesajúcej lineárnej funkcie y = −2x+ 3, kde
smernica priamky a = −2 a b = 3 je vzdialenost' priese£níka s osou Oy od po£iatku.

Pri zmene kon²tanty b a zachovaní smernice a sa posúva graf lineárnej funkcie v smere
osi Oy, pri£om nová priamka je rovnobeºná s pôvodnou. Tento posun je znázornený na
Obr.1.3.

 y = 2x + 3

 y = 2x + 10
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10

15

20

Obr. 1.3: Grafy funkcií y = 2x+ 10 a y = 2x+ 3.

Pri zmene smernice a, ale zárove¬ pri zachovaní kon²tanty b, sa graf lineárnej funkcie
(priamka) y = ax + b otá£a okolo priese£níka s osou Oy. Táto situácia je znázornená na
Obr.1.4.
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y = 4x + 10

y = 2x + 10
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-10
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Obr. 1.4: Grafy funkcií y = 4x+ 10 a y = 2x+ 10.

1.3 Kvadratická funkcia

Kvadratická funkcia má tvar y = ax2+bx+c, kde a, b, c sú kon²tanty, a 6= 0 a a, b, c, x ∈ R.
Grafom kvadratickej funkcie je parabola, ktorej os je rovnobeºná s osouOy. Vrchol paraboly
má súradnice

V =

(
− b

2a
,−b

2 − 4ac

4a

)
.

(a) Ak a > 0, funkcia je klesajúca na intervale (−∞,− b
2a
) a rastúca na intervale (− b

2a
,∞).

V = (2, -2)

y = ax2
+ bx + c

-1 1 2 3 4 5

-2

2

4

6

Obr. 1.5: y = ax2 + bx+ c, a > 0.

(b) Ak a < 0, funkcia je rastúca na intervale (−∞,− b
2a
) a klesajúca na intervale (− b

2a
,∞).

V prípade, ak kon²tanty b a c sú nulové, vrchol paraboly sa nachádza v po£iatku sú-
radnicovej sústavy, £iºe V = (0, 0).
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V = (2, 2)

y = ax2+ bx + c

-1 1 2 3 4 5

-6

-4

-2

2

Obr. 1.6: y = ax2 + bx+ c, a < 0.

1.4 Nepriama úmernost'

Nepriama úmernost' je daná rovnicou y = k
x
, pri£om k 6= 0. De�ni£ný obor tejto funkcie je

(−∞, 0) ∪ (0,∞). Grafom nepriamej úmernosti je hyperbola.

(a) Ak k > 0, funkcia je nepárna a klesajúca na intervale (−∞, 0) aj na intervale (0,∞).

y =  1 / x

-3 -2 -1 1 2 3
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Obr. 1.7: y = k
x
, k > 0, graf pre k = 1.

(b) Ak k < 0, funkcia je párna a rastie na intervale (−∞, 0) a aj na intervale (0,∞).
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y = - 1 / x
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Obr. 1.8: y = k
x
, k < 0, graf pre k = −1.

1.5 Mocninová funkcia

Mocninová funkcia je daná rovnicou y = xn, kde n je l'ubovol'né reálne £íslo.

(a) Ak n je prirodzené nepárne £íslo, napríklad v prípade funkcií y = x3, y = x5,
y = x7, vtedy D(f) = H(f) = (−∞,∞). Takáto funkcia je nepárna, rastúca na celom
de�ni£nom obore. Nie je ohrani£ená a nemá ani extrémy. Príklady grafov takýchto funkcií
sú zobrazené na Obr.1.9.

y = x3

y = x5

y = x7

y = x9

-4 -2 2 4

-400

-200

200

400

Obr. 1.9: y = xn, n prirodzené a nepárne.
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Graf mocninovej funkcie pre prirodzené nepárne n je symetrický podl'a po£iatku súrad-
nicovej sústavy. Ak k takejto funkcii pripo£ítame akúkol'vek kon²tantu c (y = xn + c), jej
graf sa posúva v smere osi Oy o hodnotu c. Takéto posuny sú znázornené na Obr.1.10.

y = x5
+ 3

y = x3
+ 5
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Obr. 1.10: Grafy funkcií y = x3 + 5 a y = x5 + 3.

V prípade, ak násobíme takúto mocninovú funkciu nejakou kon²tantou c, teda y = cxn,
so zvä£²ujúcim sa £íslom c sa graf funkcie �zuºuje�, ako je to na Obr.1.11.

y = 3 x3

y = x3

y = 6 x3

-2 -1 1 2

-40

-20

20

40

Obr. 1.11: Grafy funkcií y = 6x3, y = 3x3 a y = x3.
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(b) Ak n je prirodzené párne £íslo, napríklad v prípade funkcií y = x2, y = x4,
y = x6, vtedy D(f) = (−∞,∞) a H(f) = 〈0,∞). Funkcia klesá na intervale (−∞, 0) a
rastie na intervale (0,∞). Je párna (jej graf je symetrický podl'a osi Oy), zdola ohrani£ená,
v bode 0 má minimum, ale maximum neexistuje.

y = x6

y = x4

y = x2

-1.0 -0.5 0.5 1.0

0.5

1.0

1.5

Obr. 1.12: y = xn, n prirodzené a párne.

�ím vä£sie je n, tým viac sa graf roz²iruje v intervale (−1, 1) a zuºuje vo zvy²ných
intervaloch, £o zobrazuje Obr. 1.12. Na Obr.1.13 je znázornený posun pozd¨º osi Oy. To
znamená, ºe ak pripo£ítame alebo odpo£ítame nejakú kon²tantu c, teda y = xn+ c, vrchol
paraboly sa posunie po osi Oy o vel'kost' c.

y = x2
- 1

y = x4
- 3

-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

-3

-2

-1

1

2

3

Obr. 1.13: Grafy funkcií y = x2 − 1 a y = x4 − 3.

V prípade c násobku na²ej funkcie, teda y = cxn sa graf �zúºi�, £o môºeme vidiet' na
Obr.1.14. Na Obr.1.13 máme funkciu bez násobku kon²tanty a vidíme, ºe jej graf pretína
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os Ox pri funkcii y = x2 − 1 v bodoch x1 = 1 a x2 = −1. Ale pri funkcii y = 3x2 − 1 sa jej
graf zúºi, £o vidíme na Obr.1.14, a pretína os Ox v bodoch x1 = 0, 6 a x2 = −0, 6.

y = 3 x2
- 1

y = 5 x4
- 3

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-2

2

4

6

Obr. 1.14: Grafy funkcií y = 3x2 − 1 a y = 5x4 − 3.

(c) Ak n je nepárne záporné celé £íslo, ako napríklad pri funkciách y = x−3,
y = x−5, y = x−7, vtedy D(f) = H(f) = (−∞, 0) ∪ (0,∞). Funkcie sú klesajúce na
intervale (−∞, 0) a (0,∞), nie sú ohrani£ené a sú nepárne. Nemajú ºiadne extrémy.

y = x-3

y = x-5

y = x-7

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

Obr. 1.15: y = xn, n nepárne záporné celé £íslo.

(d) Ak n je párne záporné celé £íslo, napríklad pri funkciách y = x−2, y = x−4,
y = x−6, vtedy D(f) = (−∞, 0) ∪ (0,∞), H(f) = (0,∞). Funkcie sú rastúce na intervale
(−∞, 0) a klesajúce na intervale (0,∞), sú zdola ohrani£ené a sú párne. Nemajú ºiadne
extrémy.
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y = x-2

y = x-4

y = x-6
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Obr. 1.16: y = xn, n párne záporné celé £íslo.

(e) Ak y = x1/n pre nejaké prirodzené £íslo n, napríklad pre funkcie y = x1/2,
y = x1/3, y = x1/5, vtedy D(f) = H(f) = 〈0,∞). Funkcie sú rastúce na intervale 〈0,∞),
zdola ohrani£ené, minimum majú v bode x = 0, maximum nemajú.

y = x
1

2

y = x
1

3

y = x
1

8

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

0.5

1.0

1.5

Obr. 1.17: y = x1/n, n prirodzené £íslo.
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1.6 Exponenciálna funkcia

Exponenciálna funkcia je daná rovnicou y = ax, kde a je kon²tanta, pri£om a > 0 a taktieº
a 6= 1. Grafom funkcie je exponenciálna krivka. Pre akékol'vek a > 0, a 6= 1, prechádza
bodom so súradnicami (0, 1). De�ni£ným oborom funkcie je (−∞,∞) a oborom hodnôt je
interval (0,∞).

(a) Ak je základ a > 1, funkcia je rastúca na (−∞,∞).

(b) Ak je základ 0 < a < 1, funkcia je klesajúca na (−∞,∞).

Exponenciálna funkcia je zdola ohrani£ená a nemá ºiadne extrémy.

y = 2x

y = 3x

y = 8x

(0, 1)

-2 -1 1 2

2

4

6

8

Obr. 1.18: y = ax, a > 1.

(0, 1)

y = I 1

2
Mx

y = I 1

3
Mx

y = I 1

7
Mx
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Obr. 1.19: y = ax, a ∈ (0, 1).

Na Obr.1.20 vidíme, ºe zmena funkcie y = 2x na y = 2x+1 znamená posun v horizon-
tálnom smere dol'ava. V prípade funkcie y = 2x−1 sa graf funkcie posunie v horizontálnom
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smere doprava. Zárove¬, ked'ºe 2x+1 = 2 · 2x, môºeme rovnako dobre povedat', ºe v²etky
hodnoty na grafe funkcie y = 2x+1 sú dvojnásobné oproti hodnotám na grafe funkcie y = 2x.

y = 2x

y = 2x+ 1

-3 -2 -1 1 2 3

5

10

15

Obr. 1.20: Grafy funkcií y = 2x a y = 2x+1.

Obr.1.21 znázor¬uje zmenu funkcie y = 2x na y = 2x + 3. V tomto prípade sa posunie
graf funkcie vo vertikálnom smere do bodu 3 na osi Oy. Keby sme mali funkciu v tvare
y = 2x − 3, graf funkcie by sa posunul vo vertikálnom smere o 3 jednotky smerom nadol.

y = 2x

y = 2x
+ 3

-3 -2 -1 1 2 3

2

4

6

8

10

Obr. 1.21: Grafy funkcií y = 2x a y = 2x + 3.

Prirodzená exponenciálna funkcia má tvar y = ex, kde e je základ prirodzeného loga-
ritmu.



20 KAPITOLA 1. FUNKCIE

y = ex
y = e-x

(0, 1)
-2 -1 1 2
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4

5

6

7

Obr. 1.22: Grafy funkcií y = ex a y = e−x.

y = e2 x

y = ex2

(0, 1)
-1.0 -0.5 0.5 1.0

2

4
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8

Obr. 1.23: Grafy funkcií y = e2x a y = ex
2
.

1.7 Logaritmická funkcia

Logaritmická funkcia je funkcia daná vzt'ahom y = loga(x), kde a je základ logaritmu a
nadobúda hodnoty v intervale (0, 1) ∪ (1,∞). Grafom funkcie je logaritmická krivka a
prechádza bodom (1, 0). De�ni£ným oborom funkcie je interval (0,∞) a oborom hodnôt
(−∞,∞).

(a) Ak základ logaritmu a > 1, funkcia je na (0,∞) rastúca.

(b) Ak základ logaritmu 0 < a < 1, funkcia je na (0,∞) klesajúca.

Funkcia y = loga(x) nie je ohrani£ená, nemá maximum ani minimum.

V prípade, ak základ logaritmickej funkcie tvorí Eulerovo £íslo e, teda a = e, hovoríme
o prirodzenej logaritmickej funkcii loge(x) = ln(x).
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Logaritmická funkcia y = loga(x) je inverznou funkciou k exponenciálnej funkcii y = ax.
�peciálne, prirodzená logaritmická funckia y = ln(x) je inverzná k prirodzenej exponen-
ciálnej funkcii y = ex.

Príklady grafov niektorých logaritmických funkcii sú uvedené na Obr.1.24, 1.25, 1.26,
1.27, 1.28.

y = log2HxL

y = log4HxL

(1, 0)

y = log7HxL

-1 1 2 3 4 5 6

-2

-1

1

2

Obr. 1.24: Grafy funkcií y = log2(x), y = log4(x) a y = log7(x).

y = log1�2HxL

y = log1�4HxL

y = log1�7HxL
(1, 0)

-1 1 2 3 4 5 6
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-1

1

2

Obr. 1.25: Grafy funkcií y = log1/2(x), y = log1/4(x) a y = log1/7(x).
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y = log2HxL 

y = log2HxL + 2

y = log2 - 1

-1 1 2 3 4 5 6
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4

Obr. 1.26: Grafy funkcií y = log2(x), y = log2(x) + 2 a y = log2(x)− 1.

y = 5log2HxL

y = 2log2HxL

y = log2HxL
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Obr. 1.27: Grafy funkcií y = 5 log2(x), y = 2 log2(x) a y = log2(x).
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Obr. 1.28: Grafy funkcií y = log2(x), y = log2(2x) a y = log2(4x).
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1.8 Goniometrické funkcie

1.8.1 y = sin(x)

Jedna perióda grafu funkcie y = sin(x) je znázornená na Obr.1.29. Jej de�ni£ný obor je
(−∞,∞) a obor hodnôt je uzavretý interval 〈−1, 1〉. Funkcia je periodická s periódou 2π.
Z grafu funkcie vidíme, ºe funkcia je rastúca na kaºdom intervale tvaru 〈−π

2
+2kπ, π

2
+2kπ〉

a klesajúca na kaºdom intervale tvaru 〈π
2
+2kπ, 3

2
π+2kπ〉, kde k je l'ubovol'né celé £íslo.

Funkcia y = sin(x) je nepárna, £iºe sin(−x) = − sin(x), pre kaºdé x. Je zhora ohra-
ni£ená hodnotou 1 a zdola ohrani£ená hodnotou −1. Maximum nadobúda v bodoch
x = π

2
+ 2kπ a minimum v bodoch 3

2
π + 2kπ, kde k je l'ubovol'né celé £íslo.

Inverznou funkciou ku goniometrickej funkcii y = sin(x) na intervale 〈−π
2
, π
2
〉 je cyklo-

metrická funkcia y = arcsin(x).

y = sin(x)
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Obr. 1.29: Graf funkcie y = sin(x).

Na Obr.1.30 vidíme, ºe ak k funkcii pripo£ítame alebo od nej od£ítame akúkol'vek
kon²tantu, teda y = sin(x)+c, graf funkcie sa nám posunie z po£iatku súradnicovej sústavy
v kladnom alebo zápornom smere osi Oy. Zmení sa obor hodnôt na²ej funkcie, ale perióda
zostáva rovnaká.
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Obr. 1.30: Grafy funkcií y = sin(x) a y = sin(x) + 1.
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Ak zvä£²íme funkciu o c-násobok, teda y = c·sin(x), kde c > 0, graf funkcie sa �natiahne�
v smere osi Oy o c-násobok. Zmení sa obor hodnôt funkcie, ale perióda ostáva rovnaká.
Tento posun je znázornený na Obr.1.31.

y = sin(x)

y = 2sin(x)
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Obr. 1.31: Grafy funkcií y = sin(x) a y = 2 sin(x).

Pre funkciu v tvare y = sin(cx), kde c > 0, sa zmení perióda funkcie o (1/c) - násobok.
Obor hodnôt funkcie zostáva nezmenený. Príklady pre c = 2 a c = 1/2 sú znázornené na
Obr.1.32, 1.33.
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Obr. 1.32: Grafy funkcií y = sin(x) a y = sin(2x).

y = sin(x)y = sin(x/2)
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Obr. 1.33: Grafy funkcií y = sin(x) a y = sin(x/2).

Na Obr.1.34 máme znázornený graf funkcie v tvare y = sin(x + c). Vidíme, ºe graf
na²ej funkcie sa posúva v smere osi Ox o hodnotu c dol'ava, pri£om perióda ani obor
hodnôt funkcie sa nemení.
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y = sin(x)

y = sin(x - Π � 2L
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Obr. 1.34: Grafy funkcií y = sin(x) a y = sin(x− π/2).

Na Obr.1.35 máme znázornený graf funkcie v tvare y = 3 sin(2x + π/2) a sú na ¬om
zachytené v²etky doteraz popísané posuny základnej funkcie y = sin(x).

y = sin(x)

y = 3sin(2x + Π/2)
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Obr. 1.35: Grafy funkcií y = sin(x) a y = 3 sin(2x+ π/2).

1.8.2 y = cos(x)

Funkcia y = cos(x) má graf rovnaký ako y = sin(x), len je posunutý o π/2 dol'ava, £o
znázor¬uje Obr.1.36. De�ni£ný obor funkcie je (−∞,∞) a obor hodnôt je uzavretý interval
〈−1, 1〉. Funkcia je periodická s periódou 2π, je rastúca na kaºdom intervale tvaru 〈π +
2kπ, 2π + 2kπ〉 a klesajúca na kaºdom intervale tvaru 〈2kπ, π + 2kπ〉, kde k je l'ubovol'né
celé £íslo.

Funkcia y = cos(x) je párna funkcia, to znamená, ºe cos(−x) = cos(x). Taktieº je zhora
ohrani£ená hodnotou 1 a zdola ohrani£ená hodnotou −1. Maximum nadobúda v bodoch
x = 2kπ a minimum dosahuje v bodoch x = π + 2kπ, kde k je l'ubovol'né celé £íslo.

Inverznou funkciou ku goniometrickej funkcii y = cos(x) pre x ∈ 〈0, π〉 je cyklometrická
funkcia y = arccos(x).
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y = cos(x)
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Obr. 1.36: Graf funkcie y = cos(x).

Pri posune grafu funkcie y = cos(x) postupujeme rovnako, ako pri posúvaní grafu
funkcie y = sin(x), preto nebudeme tieto skuto£nosti opät' popisovat'.

1.8.3 y = tg(x)

Tvar funkcie y = tg(x) je znázornený na Obr.1.37. De�ni£ný obor tejto funkcie je zjed-
notenie intervalov tvaru (−π

2
+ kπ, π

2
+ kπ), kde k je l'ubovol'né celé £íslo. Obor hodnôt

funkcie je interval (−∞,∞). Funkcia je periodická s periódou π a je rastúca na kaºdom
z intervalov (−π

2
+ kπ, π

2
+ kπ).

Funkcia y = tg(x) je nepárna funkcia, £iºe tg(−x) = −tg(x), nie je ohrani£ená, nemá
maximum ani minimum. Inverznou funkciou ku goniometrickej funkcii y = tg(x) pre x ∈
(−π

2
, π
2
) je cyklometrická funkcia y = arctg(x).

Na Obr1.38 vidíme, ako sa postupne mení graf funkcie y = tg(x) pri násobkoch y =
tg(n ·x), kde n je prirodzené £íslo. �ím vä£²ie je n, tým je graf funkcie uº²í, £iºe aj perióda
funkcie sa zmen²uje a bude π

n
.

Na Obr.1.39 je znázornená funkcia y = tg(x/n). So zvä£²ujúcim sa n sa graf na²ej
funkcie stále viac �roz²iruje� a tým sa zvä£²uje aj jej perióda a bude nπ.

Na Obr.1.40 je znázornená funkcia y = tg(x) v tvare y = n · tg(x). Vidíme, ºe so
zvä£²ujúcim sa n sa graf funkcie stále viac �roz²iruje�, ale jej perióda sa nemení.
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Obr. 1.37: Graf funkcie y = tg(x).
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Obr. 1.38: Grafy funkcií y = tg(x), y = tg(2x) a y = tg(3x).

Obr.1.41 nám znázor¬uje funkciu y = tg(x) + c, kde sa graf funkcie y = tg(x) posúva
po kladnej alebo zápornej £asti osi Oy, pri£om perióda a tvar funkcie ostávajú nezmenené.
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y = tg(x) y = tg(x/2) y = tg(x/3)
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Obr. 1.39: Grafy funkcií y = tg(x), y = tg(x/2) a y = tg(x/3).
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Obr. 1.40: Grafy funkcií y = tg(x), y = 2tg(x) a y = 5tg(x).

Na Obr.1.42 vidíme posun funkcie y = tg(x) v tvare y = tg(x + c). Funkcia sa posúva
po osi Ox bez zmeny tvaru a periódy.
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y = tg(x) + 2

y = tg(x)
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Obr. 1.41: Grafy funkcií y = tg(x) a y = tg(x) + 2.
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Obr. 1.42: Grafy funkcií y = tg(x) a y = tg(x+ 2).

1.8.4 y = cotg(x)

Funkcia y = cotg(x) je znázornená na Obr.1.43. De�ni£ným oborom je mnoºina v²etkých
x 6= kπ a obor hodnôt je mnoºina (−∞,∞). Funkcia je klesajúca na kaºdom intervale
tvaru (kπ, π + kπ). Funkcia y = cotg(x) je nepárna funkcia, teda cotg(−x) = −cotg(x),
pre kaºdé x ∈ D(f). Nie je ohrani£ená zdola ani zhora a taktieº nemá ºiadne extrémy.

Inverznou funkciou ku goniometrickej funkcii y = cotg(x) pre x ∈ (0, π) je cyklometrická
funkcia y = arccotg(x). Posun grafu funkcie y = cotg(x) tu nebudeme ²tudovat', ke¤ºe sa
správa podobne ako funkcia y = tg(x).
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y = cotg(x)
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Obr. 1.43: Graf funkcie y = cotg(x).

1.9 Cyklometrické funkcie

1.9.1 y = arcsin(x)

Funkcia y = arcsin(x) je inverzná k funkcii y = sin(x) na intervale x ∈ 〈−π
2
, π
2
〉. To

znamená, ºe de�ni£ný obor funkcie y = arcsin(x) bude obor hodnôt funkcie y = sin(x).
De�ni£ný obor funkcie y = arcsin(x) je teda 〈−1, 1〉 a obor hodnôt je interval 〈−π/2, π/2〉.
Graf funkcie y = arcsin(x) je znázornený na Obr.1.44.

y = arcsin(x)
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Obr. 1.44: Graf funkcie y = arcsin(x).
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Na Obr.1.45 je znázornený graf funkcie y = arcsin(cx), kde c > 0 je kon²tanta. Ked'ºe
argument cx musí byt' v intervale 〈−1, 1〉, máme |cx| ≤ 1, a teda pre c > 0 je |x| ≤ 1

c
. To

znamená, ºe de�ni£ný obor funkcie arcsin(cx) je interval 〈−1
c
, 1
c
〉. Vidíme, ºe so zvä£²ujúcim

sa c, sa graf funkcie y = arcsin(cx) �zúºi� (1/c)-krát, ak c > 1, a �roz²íri� (1/c)-krát, ak
0 < c < 1. Teda zvä£²ujúce sa c mení aj tvar na²ej funkcie.

y = arcsin(x)

y = arcsin(3x)

y = arcsin(5x)
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Obr. 1.45: Grafy funkcií y = arcsin(x), y = arcsin(3x) a y = arcsin(5x).

Na Obr.1.46 vidíme posun funkcie v tvare y = arcsin(x + c) po osi Ox. Tvar na²ej
funkcie sa pritom nemení. Pre de�ni£ný obor dostávame podmienku |x + c| ≤ 1, £iºe
x ∈ 〈−1− c, 1− c〉.

y = arcsin(x)

y = arcsin(x + 1)

y = arcsin(x - 2)

-3 -2 -1 1 2 3

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

1.5

Obr. 1.46: Grafy funkcií y = arcsin(x), y = arcsin(x+ 1) a y = arcsin(x− 2).
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Obr.1.47 znázor¬uje graf funkcie v tvare y = c · arcsin(x). So zvä£²ujúcim sa c sa mení
aj obor hodnôt funkcie, t. j. interval 〈−c, c〉.

y = arcsin(x)

y = 2arcsin(x)

y = 3arcsin(x)
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Obr. 1.47: Grafy funkcií y = arcsin(x), y = 2arcsin(x) a y = 3arcsin(x).

Na Obr.1.48 je vidiet' posun grafu funkcie v tvare y = arcsin(x) + c, kde so zmenou
kon²tanty c sa graf na²ej funkcie posúva pozd¨º osi Oy. Tvar funkcie sa pritom nemení.

y = arcsin(x) - 2
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Obr. 1.48: Grafy funkcií y = arcsin(x), y = arcsin(x) + 1 a y = arcsin(x)− 2.
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1.9.2 y = arccos(x)

Funkcia y = arccos(x) je inverzná ku goniometrickej funkcii y = cos(x) na intervale 〈0, π〉,
teda obor hodnôt funkcie y = cos(x) bude de�ni£ným oborom funkcie y = arccos(x).
De�ni£ným oborom na²ej funkcie je 〈−1, 1〉 a obor hodnôt je 〈0, π〉.

Graf funkcie y = arccos(x) je znázornený na Obr.1.49.
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Obr. 1.49: Graf funkcie y = arccos(x).

Na Obr.1.50 je znázornený graf funkcie y = arccos(cx), kde c ∈ R. Zmenou kon²tanty
c sa mení aj na²a funkcia rovnako ako to bolo v prípade y = arcsin(cx), £iºe funkcia sa
zníºi o 1/c.
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Obr. 1.50: Grafy funkcií y = arccos(x), y = arccos(3x) a y = arccos(5x).
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Obr.1.51 znázor¬uje graf funkcie v tvare y = arccos(x + c). Vidíme, ºe graf sa posúva
pozd¨º osi Ox v kladom aj zápornom smere, pri£om jeho tvar ostáva zachovaný.

y = arccos(x - 2)
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Obr. 1.51: Grafy funkcií y = arccos(x), y = arccos(x+ 1) a y = arccos(x− 2).

Na Obr.1.52 vidíme posun grafu funkcie v tvare y = arccos(x) + c. Graf funkcie sa
posúva po osi Oy v kladnom aj zápornom smere bezo zmeny tvaru.
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Obr. 1.52: Grafy funkcií y = arccos(x), y = arccos(x) + 1 a y = arccos(x)− 2.
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Obr.1.53 znázor¬uje funkciu v tvare y = c · arccos(x). S narastajúcim c sa roz²iruje aj
obor hodnôt funkcie podobne ako v prípade funkcie arcsin(x).

y = arccos(x)
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y = 2arccos(x)
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Obr. 1.53: Grafy funkcií y = arccos(x), y = 2arccos(x) a y = 3arccos(x).

1.9.3 y = arctg(x)

Funkcia y = arctg(x) je inverzná ku goniometrickej funkcii y = tg(x) na intervale (−π
2
, π
2
).

De�ni£ným oborom na²ej funkcie y = arctg(x) je interval (−∞,∞) a obor hodnôt je
(−π

2
, π
2
). Graf funkcie y = arctg(x) je zobrazený na Obr.1.54.
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Obr. 1.54: Graf funkcie y = arctg(x).
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Obr.1.55 znázor¬uje graf funkcie v tvare y = arctg(cx), kde pri zvä£²ujúcom sa c sa
graf �roz²iruje�, pri£om obor hodnôt sa nezmení. Tieto zmeny sú rovnaké ako pri funkcii
y = tg(x).
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Obr. 1.55: Grafy funkcií y = arctg(x), y = arctg(2x) a y = arctg(7x).

Na Obr.1.56 vidíme posun grafu funkcie v tvare y = arctg(x+ c) po osi Ox v kladnom
alebo zápornom smere. Tvar funkcie a obor hodnôt sa nemenia.
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Obr. 1.56: Grafy funkcií y = arctg(x), y = arctg(x+ 1) a y = arctg(x− 1).
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Na Obr.1.57 je znázornený graf funkcie v tvare y = c · arctg(x). So zvä£²ujúcim sa c sa
funkcia �roz²iruje�, £ím sa mení jej obor hodnôt.
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Obr. 1.57: Grafy funkcií y = arctg(x), y = 3arctg(x) a y = 6arctg(x).

Na Obr.1.58 vidíme posun grafu funkcie v tvare y = arctg(x) + c po osi Oy v kladnom
alebo zápornom smere. Tvar funkcie sa nemení, mení sa len obor hodnôt.
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Obr. 1.58: Grafy funkcií y = arctg(x), y = arctg(x) + 1 a y = arctg(x)− 2.
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1.9.4 y = arccotg(x)

Funkcia y = arccotg(x) je inverznou funkciou ku goniometrickej funkcii y = cotg(x) pre
x ∈ (0, π). De�ni£ným oborom y = arccotg(x) je interval (−∞,∞) a oborom hodnôt je
mnoºina (0, π), £o môºeme vidiet' na Obr.1.59.

Graf funkcie y = arccotg(x) sa správa pri akejkol'vek c-násobnej zmene podobne, ako
funkcia y = arctg(x), preto detaily nebudeme uvádzat'.
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Obr. 1.59: Graf funkcie y = arccotg(x).

1.10 De�ni£né obory funkcií

De�ni£ný obor funkcie f je mnoºina v²etkých reálnych £ísel x, pre ktoré je hodnota f(x)
de�novaná.

Príklad £. 1. Vypo£ítajme de�ni£ný obor funkcie

f(x) = arccotg

√
x2 − 3x+ 2

x2 + 2x+ 3
.

Rie²enie: Zlomok pod odmocninou x2−3x+2
x2+2x+3

musí byt' nezáporný, £o je práve vtedy, ked'
menovatel' je kladný a £itatel' nezáporný alebo ked'menovatel' je záporný a £itatel' nekladný.
Ked'ºe menovatel' je kladný pre kaºdé reálne x (pretoºe daný kvadratický troj£len má
záporný diskriminant), sta£í ur£it', kedy je £itatel' nezáporný. Výsledok bude zárove¬
de�ni£ným oborom na²ej funkcie, pretoºe oborom de�nície funkcie arccotg(x) sú v²etky
reálne £ísla. Máme teda jedinú podmienku
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x2 − 3x+ 2 ≥ 0,

£o je ekvivalentné nerovnosti

(x− 1)(x− 2) ≥ 0 .

Tento sú£in je nezáporný práve vtedy, ked' x ∈ (−∞, 1〉 ∪ 〈2,∞).

Záver: De�ni£ný obor funkcie je zjednotenie intervalov (−∞, 1〉⋃〈2,∞). 2

Príklad £. 2. Vypo£ítajme de�ni£ný obor funkcie

f(x) =
x− 2√

x2 − 5x+ 6
.

Rie²enie: Výraz x2 − 5x + 6 menovateli pod odmocninou musí byt' kladný. Na ur£enie
de�ni£ného oboru teda sta£í, ak zistíme, pre ktoré x platí nerovnost'

x2 − 5x+ 6 > 0 ,

alebo v tvare sú£inu

(x− 3)(x− 2) > 0 .

Tento sú£in je kladný práve vtedy, ked' x ∈ (−∞, 2) ∪ (3,∞).

Záver: De�ni£ný obor funkcie je zjednotený interval (−∞, 2)⋃ (3,∞). 2

Príklad £. 3. Vypo£ítajme de�ni£ný obor funkcie

f(x) =
x+ 2

x2 − x− 12
.

Rie²enie: Uvedený výraz bude de�novaný práve vtedy, ked'menovatel' bude rôzny od nuly.
Pre ur£enie de�ni£ného oboru teda sta£í vylú£it' tie body x, pre ktoré x2 − x− 12 = 0.

Kvadratický troj£len prepí²eme do tvaru sú£inu (korene kvadratickej rovnice môºeme
vypo£ítat' aj pomocou diskriminantu), £ím dostávame nerovnost'

(x+ 3)(x− 4) 6= 0 ,
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ktorá je splnená práve vtedy, ked' x+3 6= 0 a sú£asne x−4 6= 0, £iºe ked' x1 6= −3 a taktieº
x2 6= 4.

Záver: De�ni£ný obor funkcie je zjednotenie intervalov (−∞,−3) ∪ (−3, 4) ∪ (4,∞). 2

Príklad £. 4. Vypo£ítajme de�ni£ný obor funkcie

f(x) = arcsin
(
3x− 2

4

)
.

Rie²enie: Vychádzame zo skuto£nosti, ºe de�ni£ným oborom funkcie arcsin(x) je uzavretý
interval 〈−1, 1〉. Preto hodnota v zátvorke musí leºat' v tomto intervale, t. j.

−1 ≤ 3x− 2

4
≤ 1 .

Dostávame dve nerovnice:

−1 ≤ 3x− 2

4

a zárove¬
3x− 2

4
≤ 1 .

Z prvej nerovnice máme nerovnost'

−4 ≤ 3x− 2 .

Rie²ením prvej nerovnice je teda interval 〈−2
3
,∞).

Z druhej nerovnice máme
4 ≥ 3x− 2 .

Rie²ením druhej nerovnice je interval (−∞, 2〉.

Záver: De�ni£ný obor funkcie je prienik intervalov 〈−2
3
,∞) ∩ (−∞, 2〉, teda 〈−2

3
, 2〉 . 2

Príklad £. 5. Vypo£ítajme de�ni£ný obor funkcie

f(x) = log3(x+ 1) + 2 .

Rie²enie: Jedinou podmienkou na ur£enie de�ni£ného oboru funkcie je, aby výraz pod
logaritmom bol kladný, teda

x+ 1 > 0 .

Záver: De�ni£ný obor funkcie je interval (−1,∞). 2
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Príklad £. 6. Vypo£ítajme de�ni£ný obor funkcie

f(x) =
√
2 sin(3x)−

√
2 .

Rie²enie: Podmienka na ur£enie de�ni£ného oboru funkcie je, aby výraz 2 sin(3x)−
√
2

pod odmocninou bol nezáporný.

2 sin(3x)−
√
2 ≥ 0 .

Po jednoduchých úpravách dostávame

sin(3x) ≥
√
2

2
.

Pre prehl'adnost' pouºijeme substitúciu z = 3x. Z grafu funkcie �sínus� vy£ítame, ºe
nerovnost'

sin(z) ≥
√
2

2

je splnená práve vtedy, ked'

z ∈ 〈π
4
+ 2kπ,

3

4
π + 2kπ〉 ,

kde k je l'ubovol'né celé £íslo.

Ked'ºe z = 3x, máme

3x ∈ 〈π
4
+ 2kπ,

3

4
π + 2kπ〉 ,

a teda

x ∈ 〈 π
12

+
2

3
kπ,

π

4
+

2

3
kπ〉 .

Záver: De�ni£ným oborom funkcie je zjednotenie intervalov tvaru 〈 π
12
+ 2

3
kπ, π

4
+ 2

3
kπ〉, kde

k je l'ubovol'né celé £íslo. Ked'ºe f(x) má evidentne minimálnu hodnotu 0 a maximálnu√
2−
√
2 (vtedy, ked' sin(3x) = 1), obor hodnôt na²ej funkcie je interval 〈0,

√
2−
√
2〉. 2
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Príklad £. 7. Vypo£ítajme de�ni£ný obor funkcie

f(x) =
√
log3(x+ 1) + 2 .

Rie²enie: V tomto prípade máme dve obmedzenia:

(1) Výraz pod odmocninou musí byt' nezáporný.

(2) Výraz pod logaritmom musí byt' kladný.

Dostávame tak nasledovné nerovnosti:

(1) log3(x+ 1) + 2 ≥ 0,

(2) x+ 1 > 0.

Pre tieto dve podmienky opät' ur£íme intervaly, na ktorých budú splnené, a výsledným
de�ni£ným oborom na²ej funkcie bude prienik intervalov.

(1) Z nerovnice log3(x+ 1) ≥ −2 vyjadríme neznámu x. Uº vieme, ºe inverznou
funkciou k logaritmickej funkcii je exponenciálna funkcia so základom 3. Ked'ºe obe funkcie
sú rastúce, nerovnost' sa pri odlogaritmovaní zachová a dostaneme:

(x+ 1) ≥ 3−2 .

Rie²ením tejto nerovnice je interval 〈−8
9
,∞).

(2) Z nerovnice x+ 1 > 0 dostávame druhú podmienku, ºe x ∈ (−1,∞).

Rie²ením druhej podmienky je inteval (−1,∞).

Záver: De�ni£ným oborom na²ej funkcie je prienik intervalov 〈−8
9
,∞) a (−1,∞), teda

〈−8
9
,∞). 2

Príklad £. 8. Vypo£ítajme de�ni£ný obor funkcie

f(x) =

√
x2 − x− 12

ln(4 + 3x)
.

Rie²enie: V tomto prípade máme aº tri obmedzenia:

(1) Výraz pod odmocninou nesmie nadobúdat' záporné hodnoty.

(2) Výraz pod logaritmom musí byt' kladný.

(3) Výraz v menovateli nesmie byt' rovný nule.



1.10. DEFINI�NÉ OBORY FUNKCIÍ 43

Preloºené do re£i matematiky, tieto podmienky dávajú nasledujúce nerovnosti:

(1) x2 − x− 12 ≥ 0,

(2) 4 + 3x > 0,

(3) ln(4 + 3x) 6= 0.

Pre kaºdé z týchto podmienok stanovíme mnoºiny, kde sú splnené a de�ni£ný obor
na²ej funkcie bude prienikom týchto troch mnoºín.

(1) Kvadratický troj£len prepí²eme do tvaru sú£inu

(x+ 3)(x− 4) ≥ 0 .

Môºu nastat' dva prípady. V prvom prípade môºe byt' (x+3) a sú£asne (x−4) nezáporné

x+ 3 ≥ 0 ∧ x− 4 ≥ 0 ,

£o je splnené práve vtedy, ked' x ∈ 〈4,∞).

V druhom prípade môºu (x+ 3) a sú£asne (x− 4) byt' nekladné:

x+ 3 ≤ 0 ∧ x− 4 ≤ 0 ,

£o je splnené práve vtedy, ked' x ∈ (−∞,−3〉.

Výsledok (1): Kvadratický troj£len je nezáporný práve vtedy, ked' x ∈ (−∞,−3〉 ∪
〈4,∞).

(2) Z nerovnice 4 + 3x > 0 si vyjadríme neznámu x a dostávame

x > −4/3 .

Z tejto podmienky dostávame interval x ∈ (−4/3,∞).

(3) Nerovnost' ln(4 + 3x) 6= 0 prepí²eme v tvare

ln(4 + 3x) 6= ln 1 ,

a máme

4 + 3x 6= 1 .

Z tejto nerovnice dostávame poledné obmedzenie x 6= −1.

Záver: Prienikom mnoºín získaných v (1), (2), (3) je interval 〈4,∞), £o je de�ni£ný obor
na²ej funkcie. 2
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1.11 Inverzné funkcie

Pripome¬me si teraz pojem inverznej funkcie. Predpokladajme, ºe y = f(x) je rastúca
funkcia de�novaná na intervale I a zobrazuje tento interval na osi Ox na interval J na osi
Oy tak, ako na Obr.1.60, pri£om �smer� zobrazovania je nazna£ený ²ípkami.

y = f(x)

x1

y1 = f Hx1L

x2

y2 = f Hx2L

I

J

0.5 1.0 1.5 2.0

5

10

15

20

Obr. 1.60: y = f(x).

V tejto situácii moºno uvaºovat' o funkcii, ktorá vznikne obrátením ²ípiek, ozna£íme ju
f−1.

y = f(x)

y2

y1

y2 = f Hx2Ly1 = f Hx1L I

J

0.5 1.0 1.5 2.0

5

10

15

20

Obr. 1.61: x = f−1(y).

Funkciu f−1 nazveme inverznou funkciou k funkcii f . V²imnime si, ºe ak f zobrazuje
interval I na interval J , tak f−1 zobrazuje J na I.

Inverzná funkcia k na²ej (rastúcej) funkcii f je de�novaná predpisom:

f−1(y) = x ⇐⇒ y = f(x). (1.1)
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Ak dosadíme x z rovnosti vl'avo do rovnosti vpravo, máme

y = f(f−1(y)) .

Naopak, ak dosadíme y sprava dol'ava, dostávame:

f−1(f(x)) = x .

To znamená, ºe ak na x ∈ I, aplikujeme najprv funkciu f a potom k nej inverznú
funkciu f−1, ich ú£inok sa �ru²í� a dostaneme naspät' pôvodnú hodnotu. Podobne, ak na
y ∈ J aplikujeme najprv f−1 a potom f , ich ú£inok sa opät' �ru²í�.

Ak funkcia f zobrazujúca interval I na interval J je rastúca na I, tak k nej inverzná
funkcia f−1 zobrazujúca J na I existuje a je jednozna£ne ur£ená a je tieº rastúca. Analo-
gické de�nície a tvrdenia sa vzt'ahujú aj na inverzné funkcie k funkciám f z intervalu I na
interval J , ktoré sú na I klesajúce.

Ak y = f(x) je navy²e de�novaná �jednoduchým predpisom�, tak inverznú funkciu
moºno z rovnice y = f(x) vypo£ítat' elimináciou x, £ím rovno dostaneme výraz pre f−1,
£iºe výraz tvaru x = f−1(y). Aby sme dodrºali konvenciu, ºe x je nezávislá premenná a
y je závislá premenná, jednoducho vymeníme role x a y, t. j. urobíme zámenu x ↔ y.
Túto zámenu obvykle robíme ako prvý krok výpo£tu inverznej funkcie, ako uvidíme na
príkladoch.

Vo viacerých dôleºitých prípadoch v²ak takto nemoºno x eliminovat' a napriek tomu
inverzné funkcie existujú, ako napr. ex → ln(x), sin(x)→ arcsin(x).

Pri zist'ovaní existencie inverznej funkcie k funkcii f na I je potrebné presved£it' sa, £i
f je na I monotónna, t. j. len rastúca alebo len klesajúca. Ak f je zloºená z dvoch funkcií,
£iºe f(x) = f1(f2(x)), tak táto funkcia je v príslu²nom intervale

(a) rastúca, ak obe f1, f2 sú rastúce alebo obe sú klesajúce (na príslu²ných intervaloch),

(b) klesajúca, ak jedna z f1, f2 je rastúca a druhá klesajúca (na príslu²ných interva-
loch).
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Príklad £. 1. Ur£íme inverznú funkciu k funkcii

y = 2x+ 4 .

Rie²enie:

(1) De�ni£ným oborom na²ej funkcie je interval (−∞,∞) a ten istý interval je aj
oborom hodnôt.

(2) Z predchádzajúcej kapitoly vieme, ºe lineárna funkcia v tvare y = ax+ b rastie, ak
a > 0. Na²a funkcia túto podmienku sp¨¬a, teda je rastúca na celom svojom de�ni£nom
obore. To znamená, ºe k funkcii y = 2x+ 4 existuje inverzná funkcia na (−∞,∞).

(3) Ur£íme inverznú funkciu k funkcii y = 2x+4 tak, ºe zameníme premenné x←→ y
a eliminujeme y:

x = 2y + 4 .

Po vyjadrení y dostávame inverznú funkciu, ktorej de�ni£ným oborom aj oborom hod-
nôt je taktieº interval (−∞,∞).

f−1 : y =
x− 4

2
.

2

Príklad £. 2. Ur£íme inverznú funkciu k funkcii

y =
√
log3(x+ 1) + 2 .

Rie²enie:

(1) Z príkladu £.7 vieme, ºe de�ni£ným oborom na²ej funkcie je interval 〈−8
9
,∞) a

obor hodnôt je 〈0,∞).

(2) Ide o zloºenú funkciu z dvoch rastúcich funkcií z = log3(x+ 1) + 2 a y =
√
z, teda

na²a funkcia je rastúca na celom de�ni£nom obore a existuje k nej inverzná funkcia.

(3) Na ur£enie inverznej funkcie zameníme premenné x←→ y a eliminujeme y:

x =
√
log3(y + 1) + 2 .

Rovnicu umocníme, aby sme odstránili odmocninu na pravej strane

x2 = log3(y + 1) + 2 .

Po vyjadrení y dostávame
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x2 − 2 = log3(y + 1) .

Inverzná funkcia k logaritmickej funkcii y = loga(x) je exponenciálna funkcia y = ax,
preto

3x
2−2 = y + 1 .

Od£ítame kon²tantu 1 od oboch strán rovnice, vyjadríme y a dostávame inverznú fun-
kciu

f−1 : y = 3x
2−2 − 1 ,

ktorej de�ni£ným oborom je interval 〈0,∞) a oborom hodnôt je 〈−8
9
,∞).

V²imnime si, ºe de�ni£ný obor funkcie z = 3x
2−2 − 1 je interval (−∞,∞). Pre£o sme

teda povedali, ºe de�ni£ný obor na²ej funkcie f−1 je len 〈0,∞)? Preto, lebo ide o inverznú

funkciu k y =
√
log3(x+ 1) + 2. Táto inverzná funkcia je naozaj de�novaná len na 〈0,∞),

hoci formálne do výrazu 3x
2−2 − 1 moºno dosadit' akékol'vek reálne £íslo. 2

Príklad £. 3. Ur£íme inverznú funkciu k funkcii

y = arcsin
(
3x− 2

4

)
.

Rie²enie:

(1) Z príkladu £. 4 vieme, ºe de�ni£ným oborom funkcie je uzavretý interval 〈−2
3
, 2〉,

obor hodnôt je 〈−π
2
, π
2
〉.

(2) Funkcia rastie na celom svojom de�ni£nom obore.

(3) V d'al²om kroku zameníme premenné x←→ y a eliminujeme y:

x = arcsin
(
3y − 2

4

)
.

Inverzná funkcia k cyklometrickej funkcii y = arcsin(x) je goniometrická funkcia y =
sin(x), preto

sin(x) =
3y − 2

4
.

Po krátkej úprave vyjadríme y a výsledná inverzná funkcia je

f−1 : y =
4 · sin(x) + 2

3
,

ktorej de�ni£ným oborom je mnoºina 〈−π
2
, π
2
〉 a oborom hodnôt je 〈−2

3
, 2〉.
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Poznámka: Tu sa opät' stretávame so situáciou, kedy do výsledku môºme dosadit' aké-
kol'vek reálne £íslo, ale na²a funkcia je inverzná k y = arcsin

(
3x−2
4

)
len na 〈−π

2
, π
2
〉.

2

Príklad £. 4. Ur£íme inverznú funkciu k funkcii

y = 105−x + 4 .

Rie²enie:

(1) De�ni£ným oborom funkcie je interval (−∞,∞) a oborom hodnôt je (4,∞).

(2) Funkcia klesá na celom svojom de�ni£nom obore, preto k nej existuje inverzná
funkcia k na²ej funkcii.

(3) Zameníme premenné x←→ y a eliminujeme y:

x = 105−y + 4 .

Od£ítame od oboch strán rovnice hodnotu 4

x− 4 = 105−y .

Z predchádzajúceho textu vieme, ºe k exponenciálnej funkcii y = ax je inverzná loga-
ritmická funkcia y = loga(x):

log10(x− 4) = 5− y .

Vyjadríme z rovnice y a dostávame inverznú funkciu k na²ej funkcii

f−1 : y = 5− log10(x− 4) .

De�ni£ným oborom inverznej funkcie je interval (4,∞) a oborom hodnôt je (−∞,∞).
2

Príklad £. 5. Ur£íme inverznú funkciu k funkcii

y = 4 + ln
(
x− 1

2

)
.

Rie²enie:

(1) De�ni£ným oborom funkcie je interval (1,∞) a obor hodnôt je (−∞,∞).

(2) Funkcia rastie na celom svojom de�ni£nom obore.

(3) Na ur£enie inverznej funkcie zameníme premenné x←→ y a eliminujeme y:
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x = 4 + ln
(
y − 1

2

)
.

Od£ítame od oboch strán rovnice kon²tantu 4

x− 4 = ln
(
y − 1

2

)
.

Inverzná funkcia k y = ln(x) je exponenciálna funkcia y = ex, teda

ex−4 = eln(
y−1
2

)

po úprave dostávame

ex−4 =
y − 1

2
.

Z rovnice jednoduchými úpravami vyjadríme y a dostávame inverznú funkciu

f−1 : y = 2ex−4 + 1 ,

ktorej de�ni£ným oborom je mnoºina (−∞,∞) a oborom hodnôt je (1,∞). 2

Príklad £. 6. Ur£íme inverznú funkciu k funkcii

y =
√
2 sin(3x)−

√
2 .

Rie²enie:

(1) Z príkladu £. 6 vieme, ºe de�ni£ným oborom na²ej funkcie je zjednotenie intervalov

〈 π
12

+ 2
3
kπ, π

4
+ 2

3
kπ〉, kde k je celé £íslo, a obor hodnôt je interval 〈0,

√
2−
√
2〉.

(2) Z tvaru grafu funkcie sin vidíme, ºe na²a funkcia rastie na kaºdom z intervalov 〈 π
12
+

2
3
kπ, π

6
+ 2

3
kπ〉. Pre výpo£et inverznej funkcie musíme vziat' len jeden z týchto intervalov,

napr. 〈 π
12
, π
6
〉, ktorý dostaneme pre k = 0. Ked'ºe ide o jediný interval a na²a funkcia je na

¬om rastúca, môºme po£ítat' príslu²nú inverznú funkciu.

(3) E²te pred zámenou x←→ y najprv z ná²ho výrazu pre y eliminujeme sin(3x):

sin(3x) =
y2 +

√
2

2
. (1.2)

Presve£te sa sami, ºe ak x ∈ 〈 π
12
, π
6
〉, tak rastúca funkcia y =

√
2 sin(3x)−

√
2 má

maximálnu hodnotu
√
2−
√
2, a teda hodnota výrazu na pravej strane (1.2) je men²ia

alebo rovná 1.
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Zámenou premenných x←→ y dostaneme:

sin(3y) =
x2 +

√
2

2
.

Na elimináciu y pouºijeme inverznú funkciu ku goniometrickej funkcii sin, ktorou je
cyklometrická funkcia arcsin:

arcsin

(
x2 +

√
2

2

)
= arcsin(sin(3y)) .

Aplikovaním funkcie arcsin máme

arcsin

(
x2 +

√
2

2

)
= 3y .

Z rovnice vyjadríme y a dostávame inverznú funkciu

f−1 : y =
arcsin(x

2+
√
2

2
)

3
.

De�ni£ným oborom na²ej inverznej funkcie je interval 〈0,
√
2−
√
2〉, s oborom hodnôt

〈 π
12
, π
6
〉, £o bol ná² zvolený interval, na ktorom sme sa inverznú funkciu rozhodli po£ítat'. 2
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Príklady na cvi£enia:

1. Zostrojte grafy nasledujúcich funkcií:

(a) y = 3x− 2

y = 3x - 2

-2 -1 1 2

-8

-6

-4

-2

2

4

(b) y = −3x+ 1

y = - 3x + 1

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-2

-1

1

2

3

4

(c) y = −x− 2

y = - x - 2

-2 -1 1 2

-4

-3

-2

-1
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(d) y = 3
2
x+ 4

y = 
3

2
x + 4

-3 -2 -1 1 2 3
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(e) y = 2x2 + 3

y = 2 x2
+ 3
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(f) y = −3x2 + 2

y = -3 x2+2
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(g) y = x2 − 1
2

y = x2
-

1

2
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(h) y = −4x2 − 2
3

y = - 4 x2
-
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2. Pomocou grafu funkcie y = x3 zostrojte grafy funkcií:

(a) y = 2x3 − 1

y = 2 x3
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(b) y = (x+ 1)3 − 3

y = Hx + 1L3 - 3
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(c) y = −2(x− 1)3

y = -2Hx - 1L3
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(d) y = x3 + 3

y = x3
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3. Zostrojte grafy nasledujúcich funkcií:

(a) y = 3x

y = 3x

(0, 1)
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(b) y = 3x+1

y = 3x+1
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(c) y = 3x + 2

y = 3x
+ 2
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(d) y = 3x+1 + 3−x

y = 3x+1+3-x
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4. Pomocou grafu funkcie y = ex zostrojte grafy funkcií:

(a) y = e−x+2

y = e-x+2
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(b) y = 2− e−x

y = 2 - e-x
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(c) y = e−x
2

y = e-x2
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5. V príkladoch (a) - (f) na£rtnite grafy dvoch funkcií f(x) a g(x) v jednom obrázku:

(a) f(x) = 2sin(x) + 2, g(x) = log2(x+ 2)

f(x) = 2sin(x) + 2

g(x) = log2(x + 2)

-2 2 4 6
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(b) f(x) = cos(2x), g(x) = log10(3− x)

f(x) = cos(2x)

g(x) = log10H3 - xL
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(c) f(x) = 3tg(x), g(x) = ex/2

f(x) = 3tg(x)

g(x) = ex�2
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(d) f(x) = tg(2x) + 1, g(x) = −1
2
x+ 1

f(x) = tg(2x) + 1

g(x) = 1

2
x + 1
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(e) f(x) = 4− 2x, g(x) = 2 + log10(2− x)

f(x) = 4 - 2x

g(x) = log10H2 - xL
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(f) f(x) = 2sin(x
2
), g(x) = 2 + cos(x)

f(x) = 2 sinI x

2
M

g(x) = 2 + cos(x)
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6. Na£rtnite grafy nasledujúcich funkcií:

(a) y = arcsin(2x)

y = arcsin(2x)
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(b) y = arccos(x2 − 1)

y = arccos(x2
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(c) y = arctg(2x− 1)

y = arctg(2x - 1)
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-0.5
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7. Ur£te de�ni£ný obor nasledujúcich funkcií:

V nasledujúcich príkladoch symbolom D(f) ozna£íme de�ni£ný obor funkcie f .

(a) y =
√
2x+1

cos(3x)

Výsledok: D(f) = 〈−1/2,∞) \ {π
6
+ π

3
k, k ≥ 0}.

(b) y =
√
log1/2(x+ 2)− 1

Výsledok: D(f) = (−2,−3/2〉.

(c) y =
√
x2+5x−6
x+1

Výsledok: D(f) = (−∞,−6〉 ∪ 〈1,∞).

(d) y = sin(x)√
3−2cos(x)

Výsledok:D(f) je zjednotenie intervalov (−π/6+2kπ,+π/6+2kπ)∪(π/6+2kπ, (11/6)π+
2kπ), kde k je l'ubovol'né celé £íslo.

(e) y = arccos(2x− 5)

Výsledok: D(f) = 〈2, 3〉.

(f) y = 1√
ex−4

Výsledok: D(f) = (ln 4,∞).

(g) y = ln(2 sin(x)− 1)

Výsledok: D(f) je interval (π/6 + 2kπ, (5/6)π + 2kπ), kde k je l'ubovol'né celé £íslo.
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(h) y = 1
(2x+3).(x−2)

Výsledok:D(f) = (−∞,−3/2)∪(−3/2, 2)∪(2,∞).

8. Nájdite inverznú funkciu k nasledujúcim funkciám:

(a) y =
√
log1/2(x+ 2)− 1, D(f) = (−2,−3

2
〉

Výsledok: f−1 : y = 1
2

(x2+1) − 2, D(f−1) = 〈0,∞).

(b) y = 2arccos(2x− 5)− 5, D(f) = 〈2, 3〉

Výsledok: f−1 : y =
cos(x+5

2
)+5

2
, D(f−1) = 〈−5, 2π − 5〉.

(c) y = 1√
e2x−4 , D(f) = (ln 2,∞)

Výsledok: f−1 : y = ln(1/x2+4)
2

, D(f−1) = (0,∞).

(d) y = 1− 2arctg(x− 5), D(f) = (−∞,∞)

Výsledok: f−1 : y = tg(1−x
2
) + 5, D(f−1) = (−π + 1, π + 1).

(e) y = 42x−3 + 5, D(f) = (−∞,∞)

Výsledok: f−1 : y = log4(x−5)+3
2

, D(f−1) = (5,∞).

(f) y = 2x+9
3x+2

, D(f−1) = (−∞,−2
3
) ∪ (−2

3
,∞)

Výsledok: f−1 : y = 9−2x
3x−2 , D(f−1) = (−∞, 2

3
) ∪ (2

3
,∞).

(g) y =
√
e5x+4 − 2, D(f) = 〈 ln 2−4

5
,∞)

Výsledok: f−1 : y = ln(x2+2)−4
5

, D(f−1) = 〈0,∞).

(h) y = 2− 6x−4, D(f) = (−∞,∞)

Výsledok: f−1 : y = log6(2− x) + 4, D(f−1) = (−∞, 2).
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Kapitola 2

Derivácie

Nech funkcia y = f(x), t. j. priradenie x 7→ f(x), je de�novaná na nejakom otvorenom
intervale I. Ak v nejakom bode x ∈ I existuje limita

lim
z→x

f(z)− f(x)
z − x

, (2.1)

tak hodnotu tejto limity nazývame deriváciou funkcie f v bode x a ozna£ujeme ju symbolom
f
′
(x) alebo y

′
. Ak limita (2.1) existuje v kaºdom bode x ∈ I, tak priradenie x 7→ f

′
(x)

de�nuje funkciu, ktorú nazývame deriváciou funkcie f na intervale I. Ozna£enie tejto novej
funkcie je f

′
, alebo y

′
.

Pre derivovanie je v matematike odvodených viacero pravidiel a vzor£ekov. Uvedieme
najprv niekol'ko základných pravidiel, platných pre l'ubovol'né dve funkcie f , g, ktoré na
intervale I majú derivácie f

′
, g
′
a pre l'ubovol'né kon²tanty c, d.

• Derivovanie kon²tantného násobku funkcie:

(cf)
′
= cf

′
.

• Derivovanie lineárnej kombinácie:

(cf + dg)
′
= cf

′
+ dg

′
.

• V ²peciálnom prípade, pre deriváciu sú£tu a rozdielu dvoch funkcií máme:

(f + g)
′
= f

′
+ g

′
,

(f − g)′ = f
′ − g′ .

• Derivovanie sú£inu funkcií:

(f · g)′ = f
′ · g + f · g′ .

63
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• Derivovanie podielu funkcií za predpokladu, ºe g je rôzna od nuly pre kaºdé x ∈ I:
(
f

g

)′
=
f
′ · g − f · g′

g2
.

O nie£o zloºitej²ie je na²e posledné pravidlo o derivovaní zloºenej funkcie. Nech funkcia
f zobrazuje otvorený interval I na otvorený interval J a nech funkcia g je de�novaná na
intervale J . Ak obe funkcie majú na uvedených intervaloch derivácie, tak pre deriváciu
zloºenej funkcie x 7→ g(f(x)) platí

(g(f(x))
′
= g

′
(f(x)) · f ′(x) .

Pre základné funkcie ako mocninové, trigonometrické, exponenciálne atd'., sú hodnoty
limity (2.1) známe vo forme vzor£ekov, z ktorých uvádzame nasledujúce:

(c)
′
= 0 c ∈ R

(xn)
′
= n · xn−1 (n = 1, 2, ...) x ∈ R

(ax)
′
= ax · ln a (a > 0) x ∈ R

(ex)
′
= ex x ∈ R

(sin(x))
′
= cos(x) x ∈ R

(cos(x))
′
= − sin(x) x ∈ R

(tg(x))
′
= 1

cos2(x)
x ∈ R, cos(x) 6= 0

(cotg(x))
′
= − 1

sin2(x)
x ∈ R, sin(x) 6= 0

(loga(x))
′
= 1

x. ln a
(a > 0, a 6= 1) x > 0

(ln(x))
′
= 1

x
x > 0

(arcsin(x))
′
= 1√

1−x2 x ∈ (−1, 1)

(arccos(x))
′
= − 1√

1−x2 x ∈ (−1, 1)

(arctg(x))
′
= 1

1+x2
x ∈ R

(arccotg(x))
′
= − 1

1+x2
x ∈ R

Pomocou uvedených pravidiel a vzor£ekov by ste mali vediet' vypo£ítat' deriváciu l'ubo-
vol'nej funkcie nielen z týchto skrípt, ale aj derivácie takých funkcií, s ktorými sa stretnete
v odborných predmetoch.
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Príklad £. 1. Vypo£ítame derivácie nasledujúcich funkcií:

(a) y = x5 · (2x+ 3)

Rie²enie: Daná funkcia je sú£inom f(x) · g(x), kde f(x) = x5 a g(x) = 2x+3. Aplikujeme
preto vzorec (f · g)′ = f

′ · g + f · g′ pre deriváciu sú£inu dvoch funkcií, teda

y
′
= (x5)

′ · (2x+ 3) + x5 · (2x+ 3)
′
.

Pouºitím základných vzorcov (c)
′
= 0, (xn)

′
= n · xn−1 a postupným výpo£tom dostá-

vame:

y
′
= 5x4 · (2x+ 3) + 2x5 .

Po úprave máme výsledok:

y
′
= 12x5 + 15x4 = 3x4 · (4x+ 5) .

2

(b) y = ln(2x) · cos(5x)

Rie²enie: Táto funkcia je sú£inom dvoch zloºených funkcií f(x) = ln(2x) a g(x) = cos(5x).
Opät' pouºijeme vzt'ah na deriváciu sú£inu dvoch funkcií (f · g)′ = f

′ · g + f · g′

y
′
= (ln(2x))

′ · cos(5x) + ln(2x) · (cos(5x))′ .
Funkcie f(x) = ln(2x) a g(x) = cos(5x) sú zloºené funkcie, preto derivujeme podl'a

vzt'ahu (g(f(x))
′
= g

′
(f(x)) · f ′(x). Pouºijeme základné vzor£eky (ln(x))

′
= 1

x
a (xn)

′
=

n · xn−1, presne v tomto poradí, na funkciu f(x) a na funkciu g(x) pouºijeme vzorce
(cos(x))

′
= − sin(x) a (xn)

′
= n · xn−1. Dostávame tak

y
′
=

1

2x
· 2 · cos(5x) + ln(2x) · (− sin(5x)) · 5 ,

a po úprave dostávame výsledok

y
′
=

cos(5x)

x
− 5 · ln(2x) · sin(5x) .

2

(c) y = x4−x2+2x
sin2(x)

Rie²enie: Vidíme, ºe funkcia je podiel dvoch funkcií f
g
, kde f(x) = x4 − x2 + 2x a g(x) =

sin2(x). Na výpo£et pouºijeme vzt'ah na deriváciu podielu funkcií
(
f
g

)′
= f

′ ·g−f ·g′

g2
:

y
′
=

(x4 − x2 + 2x)
′ · sin2(x)− (x4 − x2 + 2x) · (sin2(x))

′

(sin2(x))2
.
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Na zderivovanie funkcie f(x) pouºijeme vzt'ah (xn)
′
= n ·xn−1. Funkcia g(x) je zloºená,

preto pouºijeme vzt'ah (g(f(x))
′
= g

′
(f(x)) ·f ′(x), presnej²ie dva vzor£eky (xn)

′
= n ·xn−1

a (sin(x))
′
= cos(x). Dostávame tak

y
′
=

(4x3 − 2x+ 2) · sin2(x)− (x4 − x2 + 2x) · 2 · sin(x) · cos(x)
sin4(x)

,

a po krátkej úprave máme

y
′
=

(4x3 − 2x+ 2) · sin(x)− 2 · (x4 − x2 + 2x) · cos(x)
sin3(x)

.

2

(d) y = arcsin(x)
1−tg(x)

Rie²enie: Na deriváciu tejto funkcie pouºijeme opät' vzor£ek na deriváciu podielu dvoch

funkcií
(
f
g

)′
= f

′ ·g−f ·g′

g2
. Funkcia f(x) = arcsin(x) a funkcia g(x) = 1− tg(x), teda

y
′
=

(arcsin(x))
′ · (1− tg(x))− arcsin(x) · (1− tg(x))

′

(1− tg(x))2
.

Na deriváciu funkcie f(x) pouºijeme vzor£ek (arcsin(x))
′
= 1√

1−x2 . Funkcia g(x) sa
skladá z kon²tanty a zo základnej funkcie tg(x), preto jej deriváciu vypo£ítame pomocou
vzt'ahu (c)

′
= 0 a (tg(x))

′
= 1

cos2(x)
:

y
′
=

1√
1−x2 · (1− tg(x))− arcsin(x) ·

(
− 1

cos2(x)

)
(1− tg(x))2

,

po malej úprave dostávame výsledok

y
′
=

1−tg(x)√
1−x2 + arcsin(x)

cos2(x)

(1− tg(x))2
.

2

(e) y = log2(4x) · arctg(ex)

Rie²enie: Funkcia je sú£inom dvoch funkcií f(x) · g(x), kde f(x) = log2(4x) a g(x) =
arctg(ex). Pouºijeme preto vzor£ek na deriváciu sú£inu dvoch funkcií (f ·g)′ = f

′ ·g+f ·g′ .

y
′
= (log2(4x))

′ · arctg(ex) + log2(4x) · (arctg(ex))
′
.

Funkcie f(x) a g(x) sú zloºené funkcie, preto derivujeme podla vzt'ahu (g(f(x))
′
=

g
′
(f(x)) · f ′(x). Pri derivácii zloºenej funkcie f(x) pouºijeme vzt'ahy (xn)

′
= n · xn−1

a (loga(x))
′
= 1

x. ln a
. Na deriváciu zloºenej funkcie g(x) pouºijeme deriva£né vzor£eky

(arctg(x))
′
= 1

1+x2
a (ex)

′
= ex:
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y
′
=

1

4x · ln 2
· 4 · arctg(ex) + log2(4x) ·

1

1 + (ex)2
· ex .

Po úprave máme výsledok

y
′
=

arctg(ex)

x · ln 2
+
ex · log2(4x)
1 + (ex)2

.

2

(f) y = tg3(ln4(5x+ 3))

Rie²enie: Máme danú zloºenú funkciu, teda pouºijeme vzt'ah pre výpo£et zloºenej funkcie
(f ◦g)′ = g

′
(f(x)) ·f ′(x). Pri derivácii postupne zloºenú funkciu �rozoberieme� nasledovne:

y
′
= (( )3)

′ · (tg( ))
′ · (( )4)

′ · (ln( ))
′ · (5x+ 3)

′

a pouºijeme pritom niekol'ko základných deriva£ných vzt'ahov (xn)
′
= n · xn−1, (tg(x))′ =

1
cos2(x)

, (ln(x))
′
= 1

x
a (c)

′
= 0:

y
′
= 3 · tg2(ln4(5x+ 3)) · 1

cos2(ln4(5x+ 3))
· 4 · ln3(5x+ 3) · 1

5x+ 3
· 5 .

Po úprave dostaneme

y
′
=

60 · tg2(ln4(5x+ 3)) · ln3(5x+ 3)

(5x+ 3) · cos2(ln4(5x+ 3))
.

2

(g) y = log22(x) · arcsin5(2x)

Rie²enie: Funkcia je sú£inom dvoch zloºených funkcií f(x) = log22(x) a g(x) = arcsin5(2x).
Na deriváciu funkcie pouºijeme uº známy vzt'ah (f · g)′ = f

′ · g + f · g′ :

y
′
= (log22(x))

′ · arcsin5(2x) + log22(x) · (arcsin5(2x))
′
.

Na deriváciu zloºenej funkcie f(x) = log22(x) pouºijeme vzt'ah (xn)
′
= n · xn−1 a

(loga(x))
′
= 1

x. ln a
. Na deriváciu zloºenej funkcie g(x) = arcsin5(2x) pouºijeme vzt'ahy

(xn)
′
= n · xn−1, (arcsin(x))′ = 1√

1−x2 a (ax)
′
= ax · ln a. Dostávame:

y
′
= 2 · log2(x) ·

1

x · ln 2
· arcsin5(2x) + log22(x) · 5 · arcsin4(2x) · 1√

1− (2x)2
· 2x · ln 2 ,

a po krátkej úprave máme výsledok

y
′
= log2(x) · arcsin4(2x) ·

2 arcsin(2x)

x · ln 2
+

5 log2(x) · 2x ln 2√
1− (2x)2

 .
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2

(h) y = e−3x + 4arctg(ln(2x))

Rie²enie: Zadaná funkcia je sú£tom dvoch zloºených funkcií (f + g)
′
= f

′
+ g

′
, kde

f(x) = e−3x a g(x) = 4arctg(ln(2x)), preto

y
′
= (e−3x)

′
+ (4arctg(ln(2x)))

′
.

Ked'ºe obe funkcie f(x) a g(x) sú zloºené funkcie, rozpí²eme ich podrobnej²ie

y
′
= (e( ))

′ · (−3x)′ + (4arctg( ))
′ · (ln( ))

′ · (2x)′ .

Na deriváciu jednotlivých £astí pouºijeme vzt'ahy (xn)
′
= n ·xn−1, (ex)′ = ex, (arctg(x))

′
=

1
1+x2

, (ln(x))
′
= 1

x
. Po zderivovaní dostávame:

y
′
= −3 · e−3x + 4 · 1

1 + (ln(2x))2
· 1

2x
· 2 ,

a po úprave máme výsledok

y
′
= −3e−3x + 4

x(1 + (ln(2x))2)
.

2

(i) y = sin(2x)·cos(2x)
ln2(x)

Rie²enie: Zadaná funkcia má v £itateli sú£in dvoch zloºených funkcií f(x) = sin(2x) ·
cos(2x) a v menovateli zloºenú funkciu g(x) = ln2(x). Ked'ºe ide o deriváciu podielu,

pouºijeme vzt'ah
(
f
g

)′
= f

′ ·g−f ·g′

g2
:

y
′
=

(sin(2x) · cos(2x))′ · ln2(x)− sin(2x) · cos(2x) · (ln2(x))
′

(ln2(x))2
.

Funkcia f(x) = sin(2x) · cos(2x) je sú£inom dvoch funkcií sin(2x) a cos(2x), preto
musíme deriváciu £itatela poupravit'. Derivácia sú£inu sa riadi vzt'ahom (f ·g)′ = f

′ ·g+f ·g′ .
Po upresnení dostávame:

y
′
=

((sin(2x))
′ · cos(2x) + sin(2x) · (cos(2x))′) · ln2(x)− (sin(2x) · cos(2x)) · (ln2(x))

′

(ln2(x))2
.

Na deriváciu jednotlivých £astí funkcie pouºijeme základné vzorce (xn)
′
= n · xn−1,

(sin(x))
′
= cos(x), (cos(x))

′
= − sin(x) a (arcsin(x))

′
= 1√

1−x2 :
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y
′
=

(2 cos(2x) · cos(2x) + sin(2x) · (−2 sin(2x))) · ln2(x)− (sin(2x) · cos(2x)) · 2 ln(x) 1
x

(ln2(x))2
,

a po úprave dostávame výsledok

y
′
=

(2 cos2(2x)− 2 sin2(2x)) · ln(x)− 2 sin(2x) · cos(2x)
ln3(x)

.

2

(j) y = ln(cotg2(3x))

Rie²enie: Na výpo£et derivácie danej funkcie pouºijeme vzt'ah pre výpo£et zloºenej funkcie
(f ◦g)′ = g

′
(f(x)) ·f ′(x). Pri derivácii postupne zloºenú funkciu �rozoberieme� nasledovne:

y
′
= (ln( ))

′ · ( )2 · (cotg( ))
′ · (3x)′ .

Jednotlivé £asti zderivujeme pomocou základných vzt'ahov (ln(x))
′
= 1

x
, (xn)

′
= n·xn−1,

(cotg(x))
′
= − 1

sin2(x)
a (ax)

′
= ax · ln a.

y
′
=

1

cotg2(3x)
· 2cotg(3x) ·

(
− 1

sin2(3x)

)
· 3x · ln 3 ,

po úprave dostávame

y
′
=

−2 · 3x · ln 3
cotg(3x) · sin2(3x)

.

2

(k) y = 2x5 · arctg4(e2x) + log23(x)

Rie²enie: Derivácia tejto funkcie je tro²ku komplikovanej²ia, ked'ºe sa tu vyskytuje kom-
binácia sú£inu £astí funkcie f(x) = 2x5 ·arctg4(e2x) a sú£et s funkciou g(x) = log23(x). Deri-
váciu funkcie vypo£ítame podl'a známych vzt'ahov na deriváciu sú£inu (f ·g)′ = f

′ ·g+f ·g′

a deriváciu sú£tu (f + g)
′
= f

′
+ g

′
funkcií:

y
′
= (2x5)

′ · arctg4(e2x) + 2x5 · (arctg4(e2x))′ + (log23(x))
′
.

Na deriváciu jednotlivých £astí funkcie pouºijeme základné vzorce (xn)
′
= n · xn−1,

(arctg(x))
′
= 1

1+x2
, (ex)

′
= ex a (loga(x))

′
= 1

x. ln a
a dostávame

y
′
= 10x4 · arctg4(e2x) + 2x5 · 4arctg3(e2x) · 1

1 + (e2x)2
· 2e2x + 2 log3(x) ·

1

x · ln 3
.
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Po jednoduchej úprave máme

y
′
= 2x4 · arctg3(e2x) ·

(
5arctg(e2x) +

8xe2x

1 + (e2x)2

)
+

2 log3(x)

x · ln 3
.

2

(l) y = 5arccos5(tg4(x6))

Rie²enie: Na výpo£et derivácie zloºenej funkcie pouºijeme vzt'ah pre výpo£et zloºenej
funkcie (f ◦ g)′ = g

′
(f(x)) · f ′(x). Pri derivácii postupne zloºenú funkciu �rozoberieme�

nasledovne:

y
′
= (5 arccos5( ))

′ · (arccos( ))
′ · (tg4( ))

′ · (tg( ))
′ · (x6)′ .

Jednotlivé £asti zloºenej funkcie zderivujeme podl'a vzt'ahov (xn)
′
= n·xn−1, (arccos(x))′ =

− 1√
1−x2 a (tg(x))

′
= 1

cos2(x)
:

y
′
= 25 arccos4(tg4(x6)) · ( −1√

1− (tg4(x6))2
) · 4tg3(x6) · 1

cos2(x6)
· 6x5 ,

a po malej úprave dostávame výsledné rie²enie

y
′
=
−25 arccos4(tg4(x6))√

1− (tg4(x6))2
· 4tg

3(x6) · 6x5

cos2(x6)
.

2

Príklad £. 2. Vypo£ítame druhé derivácie nasledujúcich funkcií:

(a) y = arctg(2x)

Rie²enie: Máme zadanú l'ahkú zloºenú funkciu, ktorej prvú deriváciu vypo£ítame podl'a
vzt'ahu (arctg(x))

′
= 1

1+x2
a (xn)

′
= n · xn−1. Rozloºíme funkciu na £asti a zderivujeme:

y
′
=

1

1 + (2x)2
· 2 .

Druhú deriváciu funkcie dostaneme, ak uº zderivovanú funkciu y
′
opät' zderivujeme.

Derivujeme teda podiel dvoch funkcií f(x) = 2 a g(x) = 1 + (2x)2 podl'a vzt'ahu pre

deriváciu podielu funkcií
(
f
g

)′
= f

′ ·g−f ·g′

g2
, teda

y
′′
=

(2)
′ · (1 + (2x)2)− 2 · (1 + (2x)2)

′

(1 + (2x)2)2
.

Na deriváciu jednotlivých £astí pouºijeme jednoduché vzor£eky (c)
′
= 0 a (xn)

′
=

n · xn−1
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y
′′
=

0 · (1 + (2x)2)− 2 · 8x
(1 + 4x2)2

.

Druhá derivácia funkcie po krátkej úprave bude

y
′′
= − 16x

(1 + 4x2)2
.

2

(b) y = 2x3 · e−x3/2

Rie²enie: Funkciu tvorí sú£in dvoch funkcií f(x) = 2x3 a g(x) = e−x
3/2. Na výpo£et

pouºijeme vzt'ah pre deriváciu sú£inu (f · g)′ = f
′ · g + f · g′ :

y
′
= (2x3)

′ · e−x3/2 + (2x3) · (e−x3/2)′ .

Na výpo£et prvej derivácie pouºijeme základné vzt'ahy (xn)
′
= n · xn−1 a (ex)

′
= ex

y
′
= 6x2 · e−x3/2 + 2x3 · e−x3/2 ·

(
−3x2

2

)
,

a po úprave dostávame prvú deriváciu funkcie

y
′
= 3x2 · e−x3/2 .

Druhú deriváciu funkcie vypo£ítame, ak zderivujeme uº raz derivovanú funkciu y
′
=

3x2 · e−x3/2. Opät' ide o sú£in dvoch funkcií f(x) = 3x2 a g(x) = e−x
3/2, preto pouºijeme

vzt'ah pre deriváciu sú£inu (f · g)′ = f
′ · g + f · g′

y
′′
= (3x2)

′ · e−x3/2 + (3x2) · (e−x3/2)′ .

Pouºijeme rovnaké základné vzt'ahy ako pri prvej derivácii, £iºe (xn)
′
= n · xn−1 a

(ex)
′
= ex a dostaneme druhú deriváciu funkcie

y
′′
= 6x · e−x3/2 + 3x2 · e−x3/2 ·

(
−3x2

2

)
,

po jednoduchej úprave dostaneme druhú deriváciu v tvare

y
′′
= e−x

3/2 ·
(
6x− 9

2
· x4

)
.

2
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Príklady na cvi£enia:

1. Vypo£ítajte derivácie nasledujúcich funkcií:

(a) y = sin(5x) + 5 log3(x)

Výsledok:

y
′
= 5 cos(5x) + 5 · 1

x · ln 3
.

(b) y = arcsin(x) · 3x

Výsledok:

y
′
=

1√
1− x2

· 3x + arcsin(x) · 3x · ln 3 .

(c) y = x3+tg(x)
cos(x)+sin(x)

Výsledok:

y
′
=

(
3x2 + 1

cos2(x)

)
· (cos(x) + sin(x))− (x3 + tg(x)) · (cos(x)− sin(x))

(cos(x) + sin(x))2
.

(d) y = ex·cotg(x)
arccos(x)

Výsledok:

y
′
=

(
ex · cotg(x) + ex(− 1

sin2(x)
)
)
· arccos(x)− ex · cotg(x) ·

(
− 1√

1−x2

)
arccos2(x)

.

(e) y = 4 · 5x + cos(3x)

Výsledok:

y
′
= 4 · 5x · ln 5− 3 sin(3x) .

(f) y = log2(x) · cotg(x)

Výsledok:

y
′
=

1

x · ln 2
· cotg(x)− log2(x) ·

1

sin2(x)
.

(g) y = x2+cos(x)
4x+sin(x)
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Výsledok:

y
′
=

(2x− sin(x)) · (4x+ sin(x))− (x2 + cos(x)) · (4 + cos(x))

(4x+ sin(x))2
.

(h) y = arctg(x)·4x5
log5(x)

Výsledok:

y
′
=

(
1

1+x2
· 4x5 + arctg(x) · 20x4

)
· log5(x)− arctg(x) · 4x5 · 1

x·ln 5

log25(x)
.

(i) y = arcsin(ln2(x) · e2x)

Výsledok:

y
′
=

1√
1− (ln2(x) · e2x)2

·
(
2 ln(x) · 1

x
· e2x + ln2(x) · 2e2x

)
.

(j) y = arcsin(x)
log3(x)·

√
x

Výsledok:

y
′
=

1√
1−x2 · (log3(x).

√
x)− arcsin(x) ·

(
1

x·ln 3
·
√
x+ log3(x) · 12 · x

−1/2
)

(log3(x) ·
√
x)2

.

(k) y = 5x · arctg(ln(5x4))

Výsledok:

y
′
= 5x · ln 5 · arctg(ln(5x4)) + 4 · 5x

x · (1 + ln2(5x4))
.

(l) y = arccos2(ln(e4x))

Výsledok:

y
′
=
−8 · arccos(ln(e4x))√

1− (ln(e4x))2
.

(m) y = 4tg(4x + ln5(x))

Výsledok:

y
′
=

4

cos2(4x + ln5(x))
·
(
4x · ln 4 + 5 ln4(x) · 1

x

)
.

(n) y =
√
3x + 3x · (sin(ex + 4)2)
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Výsledok:

y
′
=

1

2
√
3x + 3x

(3x ln 3 + 3)(sin(ex + 4)2) +
√
3x + 3x · (cos(ex + 4)2 · 2(ex + 4)ex) .

(o) y = sin(arcsin2(2x))

Výsledok:

y
′
= cos(arcsin2(2x)) · 2 arcsin(2x) · 1√

1− (2x)2
· 2 .

(p) y =
√

cos(x2)
e4x ln(x)

Výsledok:

y
′
=

1

2

(
cos(x2)

e4x · ln(x)

)−1/2
·
(− sin(x2)2x) · e4x · ln(x)− cos(x2) ·

(
4e4x · ln(x) + e4x 1

x

)
(e4x · ln(x))2

.

(r) y = 4x · ln(
√
ex + 2)

Výsledok:

y
′
= 4x · ln 4 · ln

√
ex + 2 +

4x · ex

2(ex + 2)
.

(s) y = arctg2
√
tg(x) + 4x

Výsledok:

y
′
= 2arctg

√
tg(x) + 4x · 1

1 + (tg(x) + 4x)2
· 1
2
(tg(x) + 4x)−1/2 ·

(
1

cos2(x)
+ 4x ln 4

)
.

(t) y = sin2(x)
cos(x2)

Výsledok:

y
′
=

2 sin(x) · cos(x) · cos(x2) + sin2(x) · sin(x2) · 2x
cos2(x2)

.

(u) y = arcsin(x)
x
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Výsledok:

y
′
=
x−
√
1− x2 · arcsin(x)
x2 ·
√
1− x2

.

(v) y = 3
2x

3−x2

Výsledok:

y
′
= 3

2x
3−x2 · ln 3 · 2x2 + 6

(3− x2)2
.

(x) y = 23x · ln2(sin(5x))

Výsledok:

y
′
= 23x · ln(sin(5x)) · (3 ln 2 · ln(sin(5x)) + 10 · cotg(5x)) .

(y) y =

√
sin(x)

cos2(x)

Výsledok:

y
′
=

1

2
√
sin(x)

· cos2(x)− sin(2x) ·
√
sin(x) .

(z) y = ln(3x
2
+ tg(4x))

Výsledok:

y
′
=

1

3x2 + tg(4x)
·
(
3x

2 · ln 3 · 2x+ 1

cos2(4x)
· 4
)
.

2. Vypo£ítajte druhé derivácie nasledujúcich funkcií:

(a) y = sin(2x) ·
√
x

Výsledok:

y
′
= 2
√
x · cos(2x) + sin(2x)

2
√
x

,

y
′′
=

cos(2x)√
x
− 4
√
x · (sin(2x)) +

4 ·
√
x · cos(2x)− sin(2x)√

x

4x
.
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(b) y = 2x+3
5−4x

Výsledok:

y
′
=

22

(5− 4x)2
,

y
′′
=

176

(5− 4x)3
.

(c) y = (
√
x2 − 3) · ln(1/x)

Výsledok:

y
′
=
x · ln(1/x)√

x2 − 3
−
√
x2 − 3

x
,

y
′′
=

ln(1/x) · (
√
x2 − 3)− x2 · ln(1/x)

(x2 − 3) ·
√
x2 − 3

.

(d) y = (x4 − 3x3 + 2x) · ln(x)

Výsledok:

y
′
= (4x3 − 9x2 + 2)ln(x) + (x4 − 3x2 + 2x) · 1

x
,

y
′′
= (12x2 − 18x)ln(x) + (4x3 − 9x2 + 2)

1

x
+ (4x3 − 9x2 + 2)

1

x
+ (x4 − 3x3 + 2x)

(
− 1

x2

)
.

(e) y = tg(2x+ 3)

Výsledok:

y
′
=

2

cos2(2x+ 3)
,

y
′′
=

8 sin(2x+ 3)

cos3(2x+ 3)
.

(f) y = ex
3+4x

Výsledok:

y
′
= ex

3+4x · (3x2 + 4) ,

y
′′
= ex

3+4x · (3x2 + 4) · (3x2 + 4) + ex
3+4x · 6x .
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(g) y = arctg(2x)

Výsledok:

y
′
=

2

1 + 4x2
,

y
′′
= − 16x

(1 + 4x2)2
.

(h) y = cos3(x)

Výsledok:

y
′
= −3 cos2(x) sin(x) ,

y
′′
= 6 cos(x) · sin2(x)− 3 cos3(x) .

(i) y = cotg(3x)

Výsledok:

y
′
= − 3

sin2(3x)
,

y
′′
=

18 sin(3x) · cos(3x)
sin4(3x)

.

(j) y = sin(5x) · cos(5x)

Výsledok:

y
′
= 5 cos2(5x)− 5 sin2(5x) ,

y
′′
= −100 sin(5x) · cos(5x) .
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Kapitola 3

Geometrické aplikácie derivácií

Ak f má deriváciu na otvorenom intervale I, tak v l'ubovol'nom bode x0 ∈ I rovnica
doty£nice ku grafu funkcie f v bode x0 je

y = y0 + f
′
(x0)(x− x0) = y0 + y

′
(x0)(x− x0) .

Ak f
′
(x0) 6= 0, rovnica normály má tvar

y = y0 −
1

f ′(x0)
(x− x0) = y0 −

1

y′(x0)
(x− x0) .

Ak f
′
(x0) = 0, rovnica normály je

x = x0.

Rovnicu doty£nice si moºno pamätat' aj v ekvivalentnom tvare

y − y0 = k(x− x0),

kde k = f
′
(x0) = y

′
(x0).

Podobne, ak k 6= 0, rovnicu normály je vhodné zapamätat' si aj v ekvivalentnom tvare

y − y0 = −
1

k
(x− x0).

79
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tn

T = (x0 , y0L

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

Príklad £. 1. Vypo£ítajme deriváciu funkcie y = ln(x) + 2 a napí²eme rovnice doty£nice
a normály v bode x0 = e.

Rie²enie:

Krok £. 1: Z predchádzajúceho textu vieme, ºe k tomu, aby sme vedeli napísat' rov-
nicu doty£nice, resp. normály, musíme poznat' súradnice dotykového bodu T so súradni-
cami (x0, y0). x-ovú súradnicu bodu T poznáme (x0), preto dopo£ítame y-ovú súradnicu
dosadením x0 do na²ej funkcie.

Dotykový bod T = (x0, y0) = (e, 3).

y0 = ln(e) + 2 ,

y0 = 1 + 2 = 3 .

Krok £. 2: Doty£nica je priamka, ktorá má tvar y = y0+ k(x−x0). Smernica priamky
k je de�novaná ako derivácia funkcie y = ln(x) + 2 v bode x0. Preto funkciu zderivujeme:

y
′
=

1

x
.

Krok £. 3: Smernicu doty£nice k = y
′
(x0) získame dosadením x0 = e do derivácie

funkcie.

y
′
(e) =

1

e
.

Krok £. 4: Teraz uº máme v²etky potrebné údaje a vieme napísat' rovnicu doty£nice
a rovnicu normály.



81

Rovnica doty£nice má tvar t : y − y0 = k(x − x0). Po dosadení T = (e, 3) a k = 1
e

dostávame:

t : y − 3 =
1

e
(x− e) ,

po úprave

t : y =
1

e
(x− e) + 3 .

Rovnica normály má tvar n : y−y0 = − 1
k
(x−x0). Od rovnice doty£nice sa lí²i len smernicou,

£o je obrátená hodnota derivácie funkcie v bode x0, len so záporným znamienkom. To
znamená, ºe normála je kolmá na doty£nicu a prechádza dotykovým bodom T . Po dosadení
T = (e, 3) a k = 1

e
dostávame:

n : y = −e(x− e) + 3 .

T = (e, 3)
t

n

1 2 3 4

-1

1

2

3

Obr. 3.1: y = ln(x) + 2.

Príklad £. 2. Vypo£ítajme deriváciu nasledujúcej funkcie y = 1
x
sin(x) a napí²eme rovnice

doty£nice a normály v danom bode x0 = π/2.

Rie²enie:

Krok £. 1: Máme zadanú x-ovú súradnicu dotykového bodu T , teda sta£í dopo£ítat'
y-ovú súradnicu. Dosadíme preto súradnicu x0 do zadanej funkcie a vypo£ítame y0:

y0 =
1

π/2
sin

(
π

2

)
,
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y0 =
2

π
· 1 =

2

π
.

Krok £. 2: Rovnica doty£nice je de�novaná v tvare y = y0 + k(x − x0). Súradnice
dotykového bodu uº poznáme, preto ur£íme e²te smernicu doty£nice k. Smernicu k ur-
£uje derivácia funkcie v dotykovom bode T , teda k = y

′
(x0). Funkciu y = 1

x
sin(x) preto

zderivujeme.

y
′
= − 1

x2
sin(x) +

1

x
cos(x) .

Krok £. 3: Do derivácie funkcie dosadíme súradnicu x0 = π/2 bodu T .

k = y
′
(π/2) = − 1

(π/2)2
· sin(π/2) + 1

π/2
cos(π/2) ,

k = y
′
(π/2) = − 1

(π/2)2
· 1 + 2

π
· 0 = − 4

π2
.

Smernica doty£nice k je teda − 4
π2 .

Krok £. 4: Doty£nica je priamka, ktorá je ur£ená bodom T , v ktorom sa dotýka na²ej
funkcie, a smenicou doty£nice k. Smernica ur£uje �smer" na²ej doty£nice. Tieto dva údaje
sme uº získali predo²lým výpo£tom, preto môºeme napísat' rovnicu doty£nice.

Rovnica doty£nice má tvar t : y − y0 = k(x − x0). Po dosadení T = (π
2
, 2
π
) a k = − 4

π2

dostávame:

t : y − 2

π
= − 4

π2

(
x− π

2

)
,

a po úprave máme

t : y = − 4

π2

(
x− π

2

)
+

2

π
.

Rovnica normály má tvar:

n : y − y0 = −
1

k
(x− x0) .

Po dosadení T = (π
2
, 2
π
) a k = − 4

π2 dostávame:

n : y =
π2

4

(
x− π

2

)
+

2

π
.
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T = I Π
2

, 
2

Π
M

n
t

-10 -5 5 10
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0.4

0.6

0.8

1.0

Obr. 3.2: y = 1
x
sin(x).

Príklad £. 3. Vypo£ítajme deriváciu nasledujúcej funkcie y = x3 + 3x2 + 4 a napí²eme
rovnice doty£nice a normály v danom bode x0 = −1.

Rie²enie:

Krok £. 1: Opät' máme zadanú x-ovú súradnicu dotykového bodu T , dopo£ítame preto
y-ovú súradnicu y0 dosadením x0 do na²ej funkcie y = x3 + 3x2 + 4:

y0 = (−1)3 + 3(−1)2 + 4 = 6 .

Krok £. 2: Smernica doty£nice k je daná deriváciou funkcie y = x3 + 3x2 + 4 v bode
x0, preto funkciu zderivujeme:

y
′
= 3x2 + 6x .

Krok £. 3: Dosadíme súradnicu x0 dotykového bodu T a vy£íslime smernicu doty£nice
k:

k = y
′
(−1) = 3(−1)2 + 6(−1) = −3 .

Smernica doty£nice k je −3.

Krok £. 4: Dosadíme súradnice bodu T = (−1, 6) a smernicu k = −3 do rovnice
doty£nice y = y0 + k(x− x0):

t : y − 6 = −3(x− 1) .

Rovnica doty£nice má tvar



84 KAPITOLA 3. GEOMETRICKÉ APLIKÁCIE DERIVÁCIÍ

t : y = −3(x− 1) + 6 .

Rovnica normály má tvar n : y−y0 = − 1
k
(x−x0), pri£om smernica je obrátená hodnota

derivácie na²ej funkcie v bode x0 so záporným znamienkom, teda k = − 1
y′ (x0)

:

n : y =
1

3
(x− 1) + 6 .

T = (-1, 6)

t

n

-2 -1 1 2

6

8

10

12

14

16

18

Obr. 3.3: y = x3 + 3x2 + 4.

Príklad £. 4. Vypo£ítajme deriváciu nasledujúcej funkcie y = 3x + x3 a napí²eme rovnice
doty£nice a normály v danom bode x0 = 1.

Rie²enie:

Krok £. 1: Postupujeme rovnako ako v predo²lých prípadoch, teda dopo£ítame y-ovú
súradnicu y0 bodu T dosadením x0 do na²ej funkcie y = 3x + x3:

y0 = 31 + 13 = 4 .

Krok £. 2: Smernica doty£nice k je derivácia funkcie v dotykovom bode T , preto
funkciu y = 3x + x3 zderivujeme:

y
′
= 3x · ln 3 + 3x2 .

Krok £. 3: Dosadíme súradnicu x0 = 1 dotykového bodu T do derivácie na²ej funkcie
a vy£íslime smernicu doty£nice k.
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k = y
′
(1) = 31 · ln 3 + 3 · 12 ,

k = y
′
(1) = 3 ln 3 + 3 .

Krok £. 4: Dosadíme súradnice bodu T = (1, 4) a smernicu k = 3 ln 3 + 3 do rovnice
doty£nice y = y0 + k(x− x0).

t : y − 4 = (3 ln 3 + 3)(x− 1) .

Rovnica doty£nice po úprave

t : y = (3 ln 3 + 3)(x− 1) + 4 .

Rovnica normály má tvar n : y − y0 = − 1
k
(x− x0), kde smernica k = − 1

y′ (x0)
.

Rovnica normály po dosadení a úprave bude

n : y =
−1

3 ln 3 + 3
(x− 1) + 4 .

T=(1, 4)

n

t

-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

-2

2

4

6

8

Obr. 3.4: y = 3x + x3.
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Príklad £. 5. Vypo£ítame uhly, pod ktorými pretína graf danej funkcie y = sin(x) os x.

Rie²enie:

Krok £. 1: Funkcia y = sin(x) je periodická s periódou 2π a pretína os x v bodoch 0,
±π, ±2π, atd'. Vzhl'adom na periódu sta£í príklad vyrie²it' pre dva z týchto bodov, napr.
x1 = 0 a x2 = π.

Krok £. 2: V d'al²om kroku vypo£ítame smernicu doty£níc k v bodoch, v ktorých graf
funkcie y = sin(x) pretína os x

y
′
= cos(x) .

Smernica doty£nice k1 v bode x1 = 0 (k1 = y
′
(0)) má hodnotu k1 = cos(0) = 1.

Smernica doty£nice k2 v bode x2 = π (k2 = y
′
(π)) má hodnotu k2 = cos(π) = −1.

Krok £. 3: V poslednom kroku vypo£ítame uhly α, ktoré zvierajú doty£nice v bodoch
x = 0, π s osou x.

Uhol, ktorý zviera doty£nica v bode x1 = 0 vypo£ítame pomocou vzt'ahu k1 = tg(α),
teda 1 = tg(α). Uhol α je potom arctg(1) = 45◦.

Uhol, ktorý zviera doty£nica v bode x2 = π vypo£ítame pomocou vzt'ahu k2 = tg(α),
teda −1 = tg(α). Uhol α bude arctg(−1) = 135◦.

t t

135° 45°

1 2 3 4 5 6 7

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Obr. 3.5: y = sin(x).

Príklad £. 6. Vypo£ítame uhly, pod ktorými pretína graf danej funkcie y = x2 − x − 12
os x.

Rie²enie:

Krok £. 1: Aby sme vedeli zistit' body, v ktorých pretína daná funkcia os x, poloºíme
funkciu y = x2 − x− 12 rovnú nule:

x2 − x− 12 = 0 .
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Ur£íme korene kvadratickej rovnice

(x+ 3)(x− 4) = 0 ,

x1 = −3, x2 = 4 .

Na²a funkcia pretína os x v bodoch −3 a 4.

Krok £. 2: Pokra£ujeme v ur£ení smernice doty£níc k v bodoch, v ktorých graf funkcie
y = x2 − x− 12 pretína os x:

y
′
= 2x− 1 .

Smernica doty£nice k1 v bode x1 = −3 (k1 = y
′
(−3)) má hodnotu k1 = 2 · (−3)− 1 = −7.

Smernica doty£nice k2 v bode x2 = 4 (k2 = y
′
(4)) má hodnotu k2 = 2 · (4)− 1 = 7.

Krok £. 3: Vypo£ítame e²te uhly α, ktoré zvierajú doty£nice v bodoch x1 = −3, x2 = 4
s osou x.

Uhol, ktorý zviera doty£nica v bode x1 = −3 vypo£ítame uº pomocou známeho vzt'ahu
k1 = tg(α), teda −7 = tg(α). Uhol α je potom arctg(−7) = 98

◦
7‘.

Uhol, ktorý zviera doty£nica v bode x2 = 4 dostaneme zo vzt'ahu 7 = tg(α). Uhol α je
bude arctg7 = 81

◦
52‘.

tt

45° 135°

-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

-4

-3

-2

-1

1

2

Obr. 3.6: y = x2 − x− 12.
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Príklady na cvi£enia:

1. Vypo£ítajte derivácie nasledujúcich funkcií a pre kaºdú z nich napí²te rovnice doty£nice
a normály v danom bode x0:

(a) y = 3
√
x2 + 4, x0 = 2

Výsledok: t : y = 4

3· 3
√
64
(x− 2) + 2, n : y = −3· 3

√
64

4
(x− 2) + 2.

(b) y = (1 + 1/x)3, x0 = 1

Výsledok: t : y = −12(x− 1) + 8, n : y = 1
12
(x− 1) + 8.

(c) y = (x4 + 16)(x− 1), x0 = 0

Výsledok: t : y = 16x− 16, n : y = − 1
16
x− 16.

(d) y = e2x−1, x0 = 1

Výsledok: t : y = 2e(x− 1) + e, n : y = − 1
2e
(x− 1) + e.

(e) y = 5x+1, x0 = −2

Výsledok: t : y = 1
5
ln 5(x+ 2) + 1

5
, n : y = − 5

ln 5
(x+ 2) + 1

5
.

(f) y = ln(x2/4), x0 = 2

Výsledok: t : y = −1(x− 2), n : y = −x+ 2.

(g) y = 2 cos(x)− 3, x0 = π/2

Výsledok: t : y = −2(x− π/2)− 3, n : y = 1
2
(x− π/2)− 3.

(h) y = 3x · sin(x) + 4 · cos(x), x0 = π

Výsledok: t : y = −3π(x− π)− 4, n : y = 1
3π
(x− π)− 4.

(i) y = tg(2x) + 1, x0 = π/2

Výsledok: t : y = 2(x− π/2) + 1, n : y = −1
2
(x− π/2) + 1.

(j) y = cotg(x)
x

, x0 = π/4

Výsledok: t : y = −8(π+2)
π2 (x−π/4)+4/π, n : y = π2

8(π+2)
(x−π/4)+4/π.

(k) y = (x5 − 2)sin(x), x0 = 0
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Výsledok: t : y = −2x, n : y = 1
2
x.

(l) y = e−x + 2x, x0 = 1

Výsledok: t : y = (2−1/e)(x−1)+1/e+2, n : y =
(
−1

2−1/e

)
(x−1)+1/e+2.

(m) y = 2x−1
3x+2

, x0 = 1

Výsledok: t : y = 7
25
(x− 1) + 1

5
, n : y = −25

7
(x− 1) + 1

5
.

(n) y = x2 · ln(2x), x0 = 1

Výsledok: t : y = (2 ln 2 + 1)(x− 1), n : y = − 1
2 ln 2+1

(x− 1).

(o) y = ex−1
e−x+1

, x0 = 0

Výsledok: t : y = 1
2
x, n : y = −2x.

2. V nasledujúcich príkladoch vypo£ítajte uhly, pod ktorými pretínajú grafy daných funkcií
os x:

(a) y = sin(2x)

Výsledok: x1 = 0, x2 = π/2, x3 = π, α1 = arctg 2, α2 = arctg(−2), α3 = arctg 2.

(b) y = ln(x) + 2

Výsledok: x = 1/e2, α = arctg(e2).

(c) y = x3 + 2x2 − x− 2

Výsledok: x1 = −1, x2 = −2, x3 = 1, α1 = arctg(−2), α2 = arctg 2, α3 = arctg 6.

(d) y = x2 + 2x− 3

Výsledok: x1 = −3, x2 = 1, α1 = arctg(−4), α2 = arctg 2.

(e) y = e2x − e

Výsledok: x = 1/2, α = arctg(2e).

(f) y = 2arctg(2x)

Výsledok: x = 0, α = arctg 4.

(g) y = 1
2x−1 −

1
x

Výsledok: x = 1, α = arctg(−1).
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Kapitola 4

Lokálne a globálne extrémy funkcie

jednej premennej

Nech funkcia f je de�novaná na intervale I a nech má druhú deriváciu v kaºdom vnútornom
bode tohoto intervalu.

Z teórie vieme, ºe ak x0 je vnútorný bod intervalu I, tak:

(1) f má v x0 lokálne maximum, ak f
′
(x0) = 0 a f

′′
(x0) < 0,

(2) f má v x0 lokálne minimum, ak f
′
(x0) = 0 a f

′′
(x0) > 0.

Body x0, v ktorých je f
′
(x0) = 0, nazývame kritické body, pouºíva sa aj pojem

stacionárne body.

Na ur£enie globálnych extrémov funkcie f na kone£nom uzavretom intervale I, teda
na ur£enie najvä£²ej a najmen²ej hodnoty f na I (a bodov, v ktorých sa tieto hodnoty
nadobúdajú), pouºívame nasledujúcu metódu:

(a) Ur£íme v²etky stacionárne body funkcie f vnútri intervalu I a hodnoty funkcie
v týchto bodoch.

(b) Vypo£ítame hodnoty funkcie f v krajných bodoch intervalu I.

(c) Spomedzi hodnôt získaných v (a), (b), vyberieme najvä£²iu a najmen²iu hodnotu.

Ak f je de�novaná na zjednotení viacerých intervalov, spracujeme ju v jednotlivých
intervaloch a výsledky zhrnieme tak, ako je uvedené v bode (c).

Tento postup nám posta£í v príkladoch, s ktorými sa pri ²túdiu stretneme. Viac metód
na ur£enie extrémov sa dozviete na predná²kach.

91
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Príklad £. 1. Nájdime lokálne extrémy funkcie f(x) = x3 − 2x2 + 1.

Rie²enie: Lokálne extrémy funkcie hl'adáme v bodoch, kde je derivácia funkcie rovná nule,
teda f

′
(x) = 0. Preto funkciu zderivujeme

f
′
(x) = 3x2 − 4x ,

a poloºíme rovnú nule

3x2 − 4x = 0 .

Vyjadríme z rovnice neznámu x a dostávame moºných kandidátov na extrémy

x1 = 0, x2 =
4

3
.

Vypo£ítame funk£né hodnoty funkcie v týchto dvoch bodoch dosadením x1 = 0 a x2 = 4
3

do na²ej funkcie f(x) = x3 − 2x2 + 1:

f(0) = 03 − 2 · 02 + 1 = 1 ,

f(4/3) = (4/3)3 − 2(4/3)2 + 1 = −5/27 .

Vypo£ítali sme súradnice dvoch kritických bodov (0, 1) a (4
3
,− 5

27
).

Druhá derivácia funkcie nám umoºní ur£it', £i sa jedná o lokálne maximum alebo mini-
mum. Preto funkciu e²te raz zderivujeme

f
′′
(x) = 6x− 4 .

Do druhej derivácie dosadíme hodnotu kritického bodu x1 = 0:

f
′′
(0) = 6 · 0− 4 = −4 .

Podl'a pravidiel popísaných na za£iatku tejto kapitoly môºeme rozhodnút', ºe v bode
x1 = 0 bude lokálne maximum, pretoºe f

′′
(0) = −4.

Pre bod x2 = 4
3
podobne dostávame

f
′′
(
4

3

)
= 6 · 4

3
− 4 = 4 .

V tomto prípade sme dostali kladnú hodnotu, £o znamená, ºe v bode x2 = 4
3
bude

lokálne minimum.

Záver: Funkcia f(x) = x3− 2x2+1 nadobúda lokálne maximum v bode x1 = 0 s hodnotou
f(0) = 1, a lokálne minimum v bode x2 = 4

3
s hodnotou f(4/3) = −5/27.
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 Lokálne 

maximum

Lokálne

minimum
-0.5 0.5 1.0 1.5 2.0

-0.5

0.5

1.0

Obr. 4.1: f(x) = x3 − 2x2 + 1.

Príklad £. 2. Nájdime globálne extrémy funkcie f(x) =
√
x2−2x−3

x
na zjednotení intervalov

〈−6,−2〉 ∪ 〈4, 6〉.

Rie²enie: Vypo£ítame deriváciu na²ej funkcie

f
′
(x) =

(1/2)(x2 − 2x− 3)−1/2 · (2x− 2)x−
√
x2 − 2x− 3

x2
,

a po krátkej úprave dostávame

f
′
(x) =

x+ 3

x2 ·
√
x2 − 2x− 3

.

Kritické body hl'adáme tam, kde f
′
(x) = 0, preto

x+ 3

x2 ·
√
x2 − 2x− 3

= 0 .

Dostávame rovnicu x+ 3 = 0, odkial' po vyjadrení neznámej x dostávame

x = −3 .

Funk£nú hodnotu v tomto bode dostaneme dosadením za x = −3 do na²ej funkcie

f(−3) =
√
9 + 6− 3

−3
= −
√
12

3
= −2

√
3

3
.

Súradnice prvého kritického bodu sú (−3,−2
√
3

3
).

Musíme e²te ur£it' funk£né hodnoty v krajných bodoch na²ich intervalov:
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f(−6) =
√
36 + 12− 3

−6
= −
√
5

2
,

f(−2) =
√
4 + 4− 3

−2
= −
√
5

2
,

f(4) =

√
16− 8− 3

4
=

√
5

4
,

f(6) =

√
36− 12− 3

6
=

√
21

6
.

Súradnice d'al²ích kritických bodov sú (−6,−
√
5
2
), (−2,−

√
5
2
), (4,

√
5
4
) a (6,

√
21
6
).

Aby sme zachovali postup uvedený na za£iatku tejto kapitoly, vyberieme teraz najvä£²iu
a najmen²iu funk£nú hodnotu kritických bodov.

• Najmen²ia hodnota je v bode (−3,−2
√
3

3
).

• Najvä£²ia hodnota je v bode (6,
√
21
6
).

Záver: Funkcia f(x) =
√
x2−2x−3

x
má lokálne a sú£asne globálne minimum v bode x = −3

s hodnotou f(−3) = −2
√
3

3
. Lokálne a sú£asne globálne maximum nadobúda v bode x = 6

s funk£nou hodnotou f(6) =
√
21
6
.

Globálne

minimum

Globálne

maximum

-6 -4 -2 2 4 6

-1.0

-0.5

0.5

Obr. 4.2: f(x) =
√
x2−2x−3

x
.
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Príklad £. 3. Nájdime globálne extrémy funkcie f(x) = 5
2+3x

na intervale 〈0, 4〉.

Rie²enie: Na ur£enie najmen²ej a najvä£²ej hodnoty pouºijeme prvú deriváciu funkcie

f
′
(x) = − 15

(2 + 3x)2
.

Kritické body vo vnútri vy²etrovaného intervalu ur£íme z rovnice f
′
(x) = 0, teda

− 15

(2 + 3x)2
= 0 .

Z rie²enia rovnice vidíme, ºe na²a funkcia nemá ºiadne kritické body vo vnútri intervalu
〈0, 4〉.

Globálne extrémy budú teda v krajných bodoch intervalu. Vypo£ítame funk£né hodnoty
v týchto bodoch:

f(0) =
5

2 + 3 · 0
=

5

2
,

f(4) =
5

2 + 3 · 4
=

5

14
.

Dostali sme súradnice krajných bodov intervalu (0, 5
2
) a (4, 5

14
) a vidíme, ºe najvä£²ia

hodnota je 5
2
a najmen²ia hodnota je 5

14
.

Záver: Funkcia f(x) = 5
2+3x

má globálne minimum v bode x = 4 s hodnotou f(4) = 5
14
,

globálne maximum v bode x = 0 s hodnotou f(0) = 5
2
.

Globálne

minimum

Globálne 

maximum

1 2 3 4

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

Obr. 4.3: f(x) = 5
2+3x

.
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Príklad £. 4. Nájdime globálne extrémy funkcie f(x) = 2x + 8
x
na zjenotení intervalov

〈−6,−1〉 ∪ 〈1, 5〉.

Rie²enie: Derivácia na²ej funkcie bude

f
′
(x) = 2− 8

x2
.

Kritické body vo vnútri intervalu ur£íme v bodoch, kde f
′
(x) = 0, teda

2− 8

x2
= 0 .

Rovnicu vyrie²ime a dostávame dva korene x1 = 2 a x2 = −2. Tieto body leºia vo
vy²etrovaných intervaloch, takºe sú kandidátmi na extrémy. Vypo£ítame funk£né hodnoty
v týchto dvoch bodoch:

f(2) = 2 · 2 + 8

2
= 8 ,

f(−2) = 2 · (−2)− 8

2
= −8 .

Kritické body vo vnútri vy²etrovaného intervalu sú (2, 8) a (−2,−8).

Musíme e²te vypo£ítat' funk£né hodnoty v krajných bodoch intervalov:

f(−6) = 2 · (−6)− 8

6
= −40

3
,

f(−1) = 2 · (−1)− 8

1
= −10 ,

f(1) = 2 · 1 + 8

1
= 10 ,

f(5) = 2 · 5 + 8

5
=

58

5
.

Súradnice d'al²ích kritických bodov sú (−6,−40
3
), (−1,−10), (1, 10) a (5, 58

5
).

Vyberieme najvä£²iu a najmen²iu funk£nú hodnotu z vy²²ie uvedených kritických bo-
dov.

• Najmen²ia hodnota je v bode (−6,−40
3
).

• Najvä£²ia hodnota je v bode (5, 58
5
).

Záver: Funkcia f(x) = 2x+ 8
x
má na intervale 〈−6,−1〉 ∪ 〈1, 5〉 globálne minimum v bode

x = −6 s hodnotou f(−6) = −40
3
a globálne minimum v bode x = 5 s hodnotou 58

5
.
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Globálne

maximum

1 2 3 4 5

7

8

9

10

11

Obr. 4.4: f(x) = 2x+ 8
x
.

Globálne

minimum

-6 -5 -4 -3 -2 -1

-13

-12

-11

-10

-9

-8

-7

Obr. 4.5: f(x) = 2x+ 8
x
.

Príklad £. 5. Nájdime globálne extrémy funkcie f(x) = ln(x2+x+1) na intervale 〈−3, 1〉.

Rie²enie: Na ur£enie kritického bodu vo vnútri vy²etrovaného intervalu musíme funkciu
zderivovat'

f
′
(x) =

2x+ 1

x2 + x+ 1
,

a vypo£ítat' neznámu x z rovnice f
′
(x) = 0, teda

2x+ 1

x2 + x+ 1
= 0 .

Kore¬om rovnice je x = −1
2
. Dopo£ítame funk£nú hodnotu v tomto bode dosadením za

x do pôvodnej funkcie
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f
(
−1

2

)
= ln

((
−1

2

)
x2 − 1

2
+ 1

)
= ln

(
3

4

)
.

Kritický bod vo vnútri vy²etrovaného intervalu má súradnice (−1
2
, ln(3

4
)).

Ur£íme e²te funk£né hodnoty v krajných bodoch intervalu

f(−3) = ln((−3)2 − 3 + 1) = ln 5 ,

f(1) = ln(12 + 1 + 1) = ln 3 .

Súradnice kritických bodov v krajných bodoch intervalu sú (−3, ln 5), (1, ln 3).

Pokra£ujeme výberom najmen²ej a najvä£²ej hodnoty z vy²²ie uvedených kritických
bodov.

• Najmen²ia hodnota je v bode (−1
2
, ln(3

4
)).

• Najvä£²ia hodnota je v bode (−3, ln 5).

Záver: Funkcia f(x) = ln(x2+x+1) nadobúda na intervale 〈−3, 1〉 v bode x = −1
2
globálne

minimum s hodnotou f(−1
2
) = ln(3

4
) a globálne maximum v bode x = −3 s hodnotou ln 5.

Globálne 

maximum

Globálne 

minimum

-3 -2 -1 1

0.5

1.0

1.5

Obr. 4.6: f(x) = ln(x2 + x+ 1).
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4.1 Slovné úlohy na extrémy

Príklad £. 1. Uzavretý plechový valec má objem 1000 cm3. Úlohou je nájst' rozmery valca
(vý²ku valca a polomer podstáv), ktoré minimalizujú mnoºstvo plechu na jeho výrobu,
pri£om jeho polomer nemôºe byt' men²í ako 1 cm a vä£²í ako 10 cm.

h

r

Rie²enie: Plochu valca vypo£ítame ako sú£et plôch oboch podstáv a plochy plá²t'a. Pod-
stavy valca majú kruhový tvar, teda S podstavy je Spod = πr2. Plá²t' valca má tvar obd¨º-
nika, teda jeho obsah bude Spl = 2πrh.

Na²ou úlohou je nájst' globálne minimum výrazu

SV = 2 · πr2 + 2πrh

pre r ∈ 〈1, 10〉.

Výraz obsahuje dve premenné, preto je nutné jednu z nich eliminovat'. Pouºijeme na to
fakt, ºe poznáme objem valca V = 1000 cm3. Objem valca vieme vypo£ítat' podl'a vzorca
V = πr2h. Dostávame d'al²í vzt'ah pre objem

1000 = πr2h .

Vyjadríme si z rovnice pre objem valca vý²ku valca h:

h =
1000

πr2

a dosadíme do vzt'ahu pre plochu valca

SV = 2 · πr2 + 2πr · 1000
πr2

.

Po úprave dostávame funkciu jednej premennej r

S(r) = 2 · πr2 + 2000

r
.
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Tým sme dostali funkciu jednej premennej a budeme hl'adat' jej globálne minimum na
intervale r ∈ 〈1, 10〉.

Derivácia funkcie S
′
(r) bude

S
′
(r) = 4πr − 2000

r2
.

Kritické body existujú tam, kde derivácia na²ej funkcie S
′
(r) = 0. Dostávame rovnicu

o jednej neznámej r, teda

4πr − 2000

r2
= 0 .

Rovnicu si upravíme na tvar

4πr3 − 2000 = 0 ,

a vyjadríme neznámu r

r3 =
2000

4π
.

Po odmocnení dostávame

r =
(
2000

4π

)1/3

=
(
500

π

)1/3

≈ 5, 419 cm .

Vypo£ítame funk£nú hodnotu v bode r = 5, 419 dosadením r do funkcie S(r) = 2 ·πr2+
2000
r

S(5, 419) = 2 · π · 5, 4192 + 2000

5, 419
= 553, 49 .

Vypo£ítame e²te funk£né hodnoty v koncových bodoch intervalu x = 1 a x = 10:

S(1) = 2 · π · 12 + 2000

1
= 2006, 28 ,

S(10) = 2 · π · 102 + 2000

10
= 828 .

Vzt'ah pre vý²ku valca sme vyjadrili na za£iatku príkladu, preto sta£í len dopo£ítat'
jeho hodnotu

h =
1000

πr2
=

1000

π · 5, 4192
≈ 10, 839 cm .

Záver: Rozmery valca minimalizujúce jeho povrch sú: r = 5, 419 cm a h = 10, 839 cm.

Graf na²ej funkcie S(r) = 2 · πr2 + 2000
r

môºeme vidiet' na Obr.4.7. Grafom funkcie je
parabola a vidíme, ºe hodnota pre r = 5, 419 cm je naozaj globálne minimum na intervale
〈1, 10〉.
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r = 5,419

 Globálne 

minimum

2 4 6 8 10

500

1000

1500

2000

Obr. 4.7: S(r) = 2 · πr2 + 2000
r
.

Príklad £. 2. Obd¨ºnik má obe strany rovnobeºné s osami súradnicovej sústavy x a y.
Jeden jeho vrchol so súradnicami (x, y) leºí v prvom kvadrante na priamke x + 2y = 8.
Nájdime rozmery obd¨ºnika x a y, ktoré maximalizujú jeho obsah.

x 

y

(x, y)

x + 2y = 8

2 4 6 8

1

2

3

4

Rie²enie: Poznáme rovnicu priamky, na ktorej leºí jeden z vrcholov obd¨ºnika. Vyjadríme
z rovnice y a dostávame rovnicu priamky

y = 4− x

2
.

Obsah obd¨ºnika je daný vzt'ahom S = x · y, £o je rovnica s dvomi premennými.

Aby sme mohli ur£it' extrém, potrebujeme funkciu o jednej premennej, preto do vzt'ahu
pre obsah obd¨ºnika dosadíme namiesto y rovnicu priamky y = 4− x

2
:

S = x · (4− x

2
) = 4x− x2

2
.

Dostali sme funkciu o jednej premennej x
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S(x) = 4x− x2

2
,

a na²ou úlojou je nájst' jej globálne maximum na intervale 〈0, 8〉.

Funkciu zderivujeme

S
′
(x) = 4− x .

Extrémy ur£ujeme v bodoch, kde S
′
(x) = 0, preto poloºíme

4− x = 0

a vyjadríme x. Získali sme prvý rozmer obd¨ºnika x = 4.

Druhý rozmer získame dosadením za x = 4 do rovnice priamky y = 4− x
2
, teda

y = 4− 4

2
= 2 .

Obsah obd¨ºnika bude S = x · y = 4 · 2 = 8.

x = 4

Globálne

maximum

2 4 6 8

2

4

6

8

Obr. 4.8: S(x) = 4x− x2

2
.

Vidíme, ºe ide o parabolu so záporným koe�cientom pri x, z £oho je jasné, ºe vo
vrchole paraboly je globálne maximum. Túto skuto£nost' si overíme aj výpo£tom tak, ºe
vypo£ítame funk£né hodnoty v bodoch na krajoch intervalu 〈0, 8〉.

S(0) = 4 · 0− 02

2
= 0 ,
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S(8) = 4 · 8− 82

2
= 0 .

Záver: Rozmery obd¨ºnika sú x = 4 a y = 2 s maximálnym obsahom S = 8.

Príklad £. 3. Ur£te také dve prirodzené £ísla, ktorých sú£et je 15, a aby sú£et ich tretích
mocnín bol £o najmen²í.

Rie²enie: Sú£et dvoch £ísel x + y má byt' 15. Vyjadríme si y z rovnice a dostaneme
y = 15− x, pri£om vieme, ºe x ∈ 〈1, 14〉.

Úlohou je minimalizovat' sú£et tretích mocnín týchto dvoch prirodzených £ísel, teda

S = x3 + (15− x)3

na intervale 〈1, 14〉.

Po umocnení a úprave máme

S = 3375− 675x+ 45x2 .

Dostávame funkciu s jednou premennou x

S(x) = 3375− 675x+ 45x2 .

Extrémy ur£ujeme v bodoch, v ktorých S
′
(x) = 0, preto funkciu zderivujeme

S
′
(x) = −675 + 90x

a poloºíme rovnú nule
−675 + 90x = 0 .

Z rovnice vyjadríme neznámu x a dostávame extrém v bode x = 7, 5. Pretoºe x má byt'
z intervalu 〈1, 14〉, na²a vypo£ítaná hodnota patrí do toho intervalu a je teda ná² hl'adaný
extrém.

Vypo£ítame funk£nú hodnotu funkcie v bode x = 7, 5:

S(7, 5) = 3375− 675 · 7, 5 + 45 · 7, 52 = 843, 75 .

�i naozaj ide o globálne minimum, si overíme e²te v krajných bodoch ná²ho intervalu
〈1, 14〉:

S(1) = 3375− 675 · 1 + 45 · 12 = 2745 ,

S(14) = 3375− 675 · 14 + 45 · 142 = 2745 .
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x = 7,5

Globálne

minimum

2 4 6 8 10 12 14

500

1000

1500

2000

2500

Obr. 4.9: S(x) = 3375− 675x+ 45x2.

Sú£et tretích mocnín je

S = x3 + (15− x)3 = (7, 5)3 + (15− 7, 5)3 = 421, 875 + 421, 875 = 843, 75 .

Na Obr.4.9 vidíme, ºe ná² kritický bod je skuto£ne globálne minimum.

Záver: Hl'adané prirodzené £ísla sú x = 7, 5 a y = 7, 5 pri dosiahnutí minimálnej hodnoty
sú£tu ich tretích mocnín s hodnotou 843, 75 .

Príklad £. 4. Chceme oplotit' záhradu obd¨ºnikového pôdorysu. Máme k dispozícii 300 m
pletiva. Úlohou je nájst' také rozmery x a y, ktoré maximalizujú plochu záhrady.

Rie²enie: Máme zadaný obvod obd¨ºnika 300 m, £o je tieº mnoºstvo pletiva, ktoré máme
k dispozícii. Obvod obd¨ºnika vypo£ítame ako

O = 2(x+ y) ,

kde 0 ≤ x ≤ 150.

Vyjadríme si jednu stranu obd¨ºnika

300 = 2x+ 2y ,

po úprave dostávame
y = 150− x .

Dosadíme y = 150− x do rovnice pre výpo£et obsahu obd¨ºnika S = x · y:

S = x(150− x) ,

£o po úprave dáva
S = 150x− x2 .



4.1. SLOVNÉ ÚLOHY NA EXTRÉMY 105

Dostali sme funkciu o jednej premennej S(x) = 150x− x2, ktorú d'alej zderivujeme

S
′
(x) = 150− 2x .

Na ur£enie extrému poloºime S
′
(x) = 0:

150− 2x = 0

a vyjadríme neznámu x
x = 150/2 = 75 .

Dopo£ítame y-ovú súradnicu dosadením x = 75 do rovnice y = 150− x a dostaneme

y = 150− 75 = 75 .

Maximálna plocha záhrady bude teda S = x · y = 75 · 75 = 5625 m2.

Vieme, ºe grafom funkcie S = 150x − x2 je parabola so záporným koe�cientom pri x,
preto vo vrchole paraboly bude ur£ite globálne maximum funkcie.

Pre úplnost' dopo£ítame funk£nú hodnotu v bode x = 75 dosadením x do na²ej funkcie
S(x) = 150x− x2:

S(75) = 150 · 75− 752 = 5625 .

Funk£ná hodnota v krajných bodoch intervalu bude

S(0) = 150 · 0− 02 = 0 ,

S(150) = 150 · 150− 1502 = 0 .

Záver: Maximálna plocha záhrady je 5625 m2 s rozmermi x = 75 m a y = 75 m.

Globálne

maximum

x = 75

20 40 60 80 100 120 140

1000

2000

3000

4000

5000

Obr. 4.10: S(x) = 150x− x2.
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Príklad £. 5. Z kartónu tvaru obd¨ºnika s rozmermi 90 cm a 48 cm musíme vystrihnút'
v rohoch rovnaké ²tvorce tak, aby krabica po zloºení mala najvä£²í objem. Treba ur£it'
stranu ²tvorcov.

x

x

90 - 2x

48 - 2x

Rie²enie: Objem otvorenej krabice je daný v²eobecne vzt'ahom V = abh, v na²om prípade

V = (90− 2x)(48− 2x) · x .

Po roznásobení a úprave máme

V = 4320x− 276x2 + 4x3 ,

kde x ∈ 〈0, 24〉.

Dostávame funkciu o jednej premennej x, ktorú zderivujeme

V
′
= 4320− 552x+ 12x2 = 0

a po vydelení £íslom 12 poloºíme deriváciu V
′
= 0 a dostávame

x2 − 46x+ 360 = 0 .

Vypo£ítame kvadratickú rovnicu a ur£íme moºných kandidátov na extrémy. Dostávame
výsledné x

x = 23± 13 ,

teda bud' x = 36 alebo x = 10.

Pretoºe vieme, ºe x ∈ 〈0, 24〉, musíme vylú£it' hodnotu x = 36, pretoºe nevyhovuje
rie²eniu.

Rie²enie x = 10 vyhovuje, £o znamená, ºe treba odstrihnút' ²tvorce so stranou d¨ºky
x = 10 cm.

Maximálny objem krabice vypo£ítame ako V = (90−2·10)(48−2·10)·10 = 19 600 cm3.

Ur£íme e²te funk£né hodnoty v krajných bodoch intervalu, teda x = 0 a x = 24
dosadením do na²ej funkcie V = 4320x− 276x2 + 4x3:
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V (0) = 4320 · 0− 276 · 02 + 4 · 03 = 0 ,

V (24) = 4320 · 24− 276 · 242 + 4 · 243 = 0 .

Záver: Objem krabice je 19600 cm3.

x = 10

Globálne

maximum

5 10 15 20

5000

10000

15000

20000

Obr. 4.11: V = 4320x− 276x2 + 4x3.

Príklad £. 6. Do gule polomeru r je potrebné vpísat' kuºel' s vý²kou vä£²ou ako r. Akú
vý²ku má mat' taký kuºel', aby jeho objem bol najvä£²í moºný za predpokladu, ºe vý²ka
kuºel'a je vä£²ia ako polomer gule?

A

V

0

x

r

✂

x - r

S

Rie²enie: Vpísaný kuºel' má polomer podstavy ρ a vý²ku x. Potom objem rota£ného
kuºel'a bude

V =
1

3
πρ2x ,

pri£om ρ ∈ (0, r) a x ∈ (0, 2r).
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Objem kuºel'a je funkciou dvoch premenných ρ a x. Z pravouhlého trojuholníka A0S
podl'a Pytagorovej vety dostávame

ρ2 = r2 − (x− r)2 .

Po úprave máme

ρ2 = 2rx− x2 .

Dosadíme ρ2 do vzt'ahu pre objem kuºel'a

V =
1

3
π(2rx− x2)x

a po úprave dostávame

V =
1

3
π(2rx2 − x3) .

Dostali sme funkciu jednej premennej x, ktorú následne zderivujeme

V
′
(x) =

1

3
π(4rx− 3x2) .

Kritické body získame z rovnice V
′
(x) = 0, teda

1

3
π(4rx− 3x2) = 0 .

Vyjmeme neznámu x pred zátvorku

1

3
πx(4r − 3x) = 0 .

Ked'ºe x 6= 0, extrém nastane, ak 4r − 3x = 0, teda

x =
4

3
r .

Vypo£ítame funk£nú hodnotu v bode x = 4
3
r dosadením do funkcie V = 1

3
π(2rx2−x3):

V
(
4

3
r
)
=

1

3
π

(
2r
(
4

3
r
)2

−
(
4

3
r
)3
)
= 1, 24r3 .

Funk£né hodnoty v krajných bodoch intervalu r ∈ 〈0, 2r〉 pre x budú

V (0) =
1

3
π(2r · 02 − 03) = 0 ,

V (2r) =
1

3
π(2r · (2r)2 − (2r)3) = 0 .

Vidíme, ºe hodnota pre x = 4
3
r je naozaj globálne maximum na²ej funkcie.
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Vyjadríme polomer podstavy ρ2 dosadením x = 4
3
r:

ρ2 = 2r
4

3
r − (

4

3
r)2 ,

po úprave máme polomer podstavy kuºel'a

ρ2 =
8

9
r2 .

Po odmocnení dostávame výsledný polomer podstavy kuºel'a ρ:

ρ =

√
8

9
r2 =

2

3
r
√
2 .

Pre x = 4
3
r a pre ρ = 2

3
r
√
2 má vpísaný kuºel' maximálny objem

V =
1

3
π · 4

9
r2 · 2 · 4

3
r =

32

81
πr3 .

Záver: Maximálny objem kuºel'a vpísaného do gule je V = 32
81
πr3 pre vý²ku kuºel'a x = 4

3
r

a polomer podstavy kuºel'a ρ = 2
3
r
√
2.
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Príklady na cvi£enia:

1. Ur£te lokálne a globálne extrémy nasledujúcich funkcií:

(a) y = 2x2

x−2 na intervale 〈−4, 1〉

Výsledok: Lokálne maximum v bode (0, 0), globálne minimum v bode (−4,−16/3).

Globálne

minimum

Lokálne

maximum

-4 -3 -2 -1 1

-5

-4

-3

-2

-1

(b) y = 25
(3x3−7x2+5x)

na intervale 〈0.25, 3〉

Výsledok: Globálne minimim v bode (3, 25/33), globálne maximum v bode (0.25, 29.09).

Lokálne

maximum

Lokálne

minimum

Globálne

minimum

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

10

20

30

40

50

60
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(c) y =
√
3x2 − 2x+ 8 na intervale 〈−3, 3〉

Výsledok: Gobálne minimum v bode (1/3,
√
23/3), globálne maximum v bode (−3,

√
41).

Globálne

minimum

Globálne

maximum

-3 -2 -1 1 2 3

1

2

3

4

5

6

(d) y = x3

e−x

Výsledok: Lokálne minimum v bode (−3, −27
e3

).

Lokálne 

minimum

-4 -2 2 4

0

200

300

400

500
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(e) y = x2. ln(x)

Výsledok: Lokálne minimum v bode ( 1√
e
), globálne minimum v bode (0, 0).

Lokálne

minimum

-0.5 0.5 1.0 1.5

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

(f) y = ln(x2 + 3x+ 6) na intervale 〈−6, 2〉

Výsledok: Lokálne minimum v bode (−3/2, ln(15/4)), globálne minimumm v bode (2, ln(16)),
globálne maximum v bode (−6, ln(24)).

Globálne

minimum

Globálne

maximum

-6 -4 -2 2

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0
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(g) y =
√
3 sin(x)− cos(x) na intervale 〈0, 2π〉

Výsledok: Globálne maximum v bode (2
3
π, 2), globálne minimum v bode (5

3
π,−2).

Globálne

maximum

Globálne 

minimum

1 2 3 4 5 6

-2

-1

1

2

(h) y = x3 − 4x2 + 5 na intervale 〈−2, 4〉

Výsledok: Lokálne maximum v bode (0, 5), globálne maximum v bode (4, 5), globálne
minimum v bode (−2,−19).

Lokálne

maximum

Globálne 

maximum

Globálne

minimum

-2 -1 1 2 3 4

-15

-10

-5

5
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2. Rie²te nasledujúce slovné úlohy:

(a) Obd¨ºnik má strany rovnobeºné s osami súradnicovej sústavy x a y. Jeden jeho
vrchol so súradnicami (x, y) leºí v pravom kvadrante na parabole s rovnicou y = 9 − x2.
Nájdite rozmery obd¨ºnika, ktoré maximalizujú jeho obsah.

(x, y)

y = 9 - x2

x

y

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

2

4

6

8

Výsledok: Rozmery obd¨ºnika sú x =
√
3, y = 6. Maximálny obsah obd¨ºnika je S = 6

√
3.

(b) �íslo 250 napí²te v tvare sú£tu x+ y tak, aby sú£in x · y bol £o najvä£²í.

Výsledok: �íslo x = 125, y = 125. Najvä£²í sú£in x · y = 1252 = 15625.

(c) Na priamke 4x− 3y = 2 vypo£ítajte bod, ktorý je najbliº²ie k bodu (5,−1).

Výsledok: Najbliº²ie k bodu (5,−1) je bod so súradnicami (41
25
, 38
25
).

(d) Aké rozmery musí mat' valec daného povrchu S, ak má byt' jeho objem £o najvä£²í?

Výsledok: Rozmery valca sú d = v =
√

2S
3π
.

(e) �tvorcová kartónová krabica má rozmer 12 cm. V rohoch má vystrihnuté malé
rovnaké ²tvorce tak, aby sa dala zloºit' krabica. Vypo£ítajte rozmery výslednej poskladanej
krabice tak, aby jej objem bol maximálny.

x

12 cm

12 cm

x

Výsledok: Krabica je hlboká 2 cm so základ¬ou 8 cm s objemom V = 128 cm3.
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(f) Z drôtu d¨ºky 200 cm poskladajme kváder so ²tvorcovou podstavou. Vypo£ítajte
rozmery kvádra tak, aby jeho povrch bol maximálny.

Výsledok: Kváder má tvar kocky s hranou x = 50/3.

(g) Okno, ktoré má tvar rovinného obrazca pozostáva z obd¨ºnika a polkruhu nad
jednou jeho stranou, má obvod O. Nájdite rozmery obd¨ºnika, aby okno malo maximálny
plo²ný obsah.

Výsledok: Rozmery obd¨ºnika sú x = 2O
4+π

a y = O
4+π

.
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Kapitola 5

Grafy funkcií

Aj v dobe rýchlych po£íta£ov je uºito£né vediet' na£rtnút' graf danej funkcie pre orientáciu.
S doteraz získanými vedomost'ami to vieme efektívne urobit'. Vychádzame z predpokladu,
ºe vä£²ina funkcií, s ktorými sa stretnete, majú prvú a druhú deriváciu v kaºdom vnútornom
bode svojho de�ni£ného oboru. Intervaly monotónnosti a vypuklosti potom moºno zistit' zo
znamienka prvej a druhej derivácie. Ak funkcia neobmedzene rastie alebo klesá, prípadne
ak premenné môºu nadobúdat' neobmedzene vel'ké kladné (alebo záporné) hodnoty, môºe
sa tak diat' �pozd¨º� priamok (asymptot), ktoré sú pri ná£rte grafu nápomocné.

V d'al²ích £astiach sa týmto aspektom budeme venovat' podrobnej²ie.

5.1 Monotónnost' funkcie

Na identi�káciu intervalov, v ktorých je funkcia monotónna (t. j. rastúca, alebo klesajúca),
pouºívame nasledujúce tzv. Kritérium monotónnosti (KM) :

Nech funkcia f má na otvorenom intervale I deriváciu v kaºdom bode.

(a) Ak f
′
(x) > 0 pre kaºdé x ∈ I, tak f je na I rastúca.

(b) Ak f
′
(x) < 0 pre kaºdé x ∈ I, tak f je na I klesajúca.

Príklady rastúcej a klesajúcej funkcie sú zobrazené na Obr.5.1 a na Obr.5.2.

Intervaly, na ktorých funkcia rastie (klesá), £asto nazývame intervalmi monotónnosti.

117
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y = 2x

Rastúca  funkcia

I = (- ¥, ¥)

-2 -1 1 2

1

2

3

4

Obr. 5.1: y = 2x

y = - 3x + 2

Klesajúca funkcia

I = (- ¥, ¥)

-2 -1 1 2

-4

-2

2

4

6

8

Obr. 5.2: y = −3x+ 2

Príklad £. 1. Vypo£ítajme intervaly monotónnosti funkcie f(x) = x3 − 3x+ 6.

Prvý spôsob:

Rie²enie: De�ni£ným oborom na²ej funkcie je interval (−∞,∞).

Intervaly, na ktorých funkcia rastie alebo klesá, ur£íme tak, ºe zistíme, pre ktoré x je
jej prvá derivácia kladná alebo záporná.

Rie²me najprv nerovnost'
f
′
(x) = 3x2 − 3 > 0 .

Táto nerovnost' je ekvivalentná nerovnosti x2 > 1, £iºe |x| > 1, a teda f(x) > 0 pre
x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞). Z toho vyplýva, ºe f je rastúca na (−∞,−1) a aj na intervale
(1,∞).

Opa£ná nerovnost'
f
′
(x) = 3x2 − 3 < 0
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je komplementárna ku pôvodnej (aº na znamienko rovnosti) a teda jej rie²ením je doplnková
mnoºina ku x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞) (aº na koncové body), £iºe interval (−1, 1). Z toho
vyplýva, ºe funkcia je klesajúca na intervale (−1, 1).

Druhý spôsob: Na ur£enie intervalov monotónnosti budeme postupovat' nasledovnými
krokmi:

(a) zistíme rie²enia rovnice f
′
(x) = 0, t. j. kritické body funkcie f ,

(b) identi�kujeme otvorené intervaly I, ktoré vzniknú rozdelením de�ni£ného oboru
funkcie kritickými bodmi,

(c) pre kaºdý taký interval I vyberieme niektorý z vnútorných bodov, vypo£ítame
v ¬om hodnotu derivácie a zistíme £i je kladná alebo záporná. Z teórie pritom vieme, ºe
ak f

′
(x) > 0 pre nejaký bod x ∈ I, potom f

′
(x) > 0 pre v²etky x ∈ I; obdobné tvrdenie

platí aj pre záporné hodnoty f
′
(x).

Rie²enie: Kritické body, v ktorých sa mení monotónnost' funkcie ur£íme z rovnice f
′
(x) =

0, teda
3x2 − 3 = 0 .

Z tejto rovnice dostávame, ºe x = ±1. Body x1 = 1 a x2 = −1 nám rozdel'ujú interval
na tri £asti: (−∞,−1), (−1, 1), (1,∞).

Aby sme mohli ur£it', na ktorom z týchto intervalov funkcia rastie alebo klesá, vyberieme
si z kaºdého intervalu jednu hodnotu, dosadíme do derivácie a zistíme, £i výsledok bude
kladný alebo záporný.

• (−∞,−1): Vyberieme napr. bod x = −2: f ′(−2) = 3(−2)2 − 3 = 12− 3 = 9.

Vidíme, ºe f
′
(−2) > 0, teda funkcia rastie na (−∞,−1).

• (−1, 1): Vyberieme napr. bod x = 0: f
′
(0) = 3 · 02 − 3 = 0− 3 = −3.

Výsledkom je záporná hodnota, teda funkcia klesá na (−1, 1).

• (1,∞): Vyberieme napr. bod x = 2: f
′
(2) = 3 · 22 − 3 = 12− 3 = 9.

Kladná hodnota znamená, ºe funcia rastie pre kaºdé x ∈ (1,∞).

Záver: Funkcia rastie na intervale (−∞,−1) a aj na (1,∞) a klesá na intervale (−1, 1).
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rastie

rastie

klesá

-3 -2 -1 1 2 3

5

10

Obr. 5.3: f(x) = x3 − 3x+ 6.
2

Ked'ºe zist'ovanie monotónnosti prvým spôsobom môºe byt' vo v²eobecnosti t'aº²ie, v
nasledujúcich príkladoch budeme postupovat' druhým spôsobom.

Príklad £. 2. Ur£íme intervaly monotónnosti funkcie f(x) = arctg(x3 − x).

Rie²enie: De�ni£ný obor na²ej funkcie je interval (−∞,∞). Na ur£enie monotónnosti
funkciu zderivujeme

f
′
(x) =

3x2 − 1

1 + (x3 − x)2
.

Kritické body, ktoré delia de�ni£ný obor funkcie na intervaly monotónnosti, dostaneme
z rovnice f

′
(x) = 0, teda

3x2 − 1

1 + (x3 − x)2
= 0 .

Korene rovnice sú x = ± 1√
3
.

Body x = 1√
3
a x = − 1√

3
nám rozdel'ujú de�ni£ný obor funkcie na tri intervaly:

(−∞,− 1√
3
), (− 1√

3
, 1√

3
) a ( 1√

3
,∞).

Monotónnost' funkcie vy²etríme na kaºdom z týchto troch intervalov jednotlivo, výbe-
rom vhodného bodu v kaºdom intervale:

• (−∞,− 1√
3
): Vyberieme bod x = −1: f ′(−1) = 3·(−1)2−1

1+((−1)3+1)2
= 2.

Ked'ºe f
′
(−1) > 0, funkcia je na (−∞,− 1√

3
) rastúca.

• (− 1√
3
, 1√

3
): Vyberieme bod x = 0: f

′
(0) = 3·02−1

1+(03−0)2 = −1.
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Na intervale (− 1√
3
, 1√

3
) je funkcia klesajúca, pretoºe f

′
(0) < 0.

• ( 1√
3
,∞): Vyberieme bod x = 1: f

′
(1) = 3·12−1

1+(13−1)2 = 2.

Funkcia je na intervale ( 1√
3
,∞) rastúca, pretoºe f

′
(1) > 0.

Záver: Podl'a kritéria KM funkcia f(x) = arctg(x3−x) na intervaloch (−∞,− 1√
3
) a ( 1√

3
,∞)

rastie a na intervale (− 1√
3
, 1√

3
) klesá.

rastie

rastie

klesá

-3 -2 -1 1 2 3

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

1.5

Obr. 5.4: f(x) = arctg(x3 − x).
2

Ak máme identi�kované intervaly monotónnosti, je l'ahké z nich vy£ítat', v ktorých bo-
doch nadobúda funkcia lokálne extrémy. To je jasne vidiet' aj z obrázkov, ktoré sprevádzajú
predchádzajúce príklady.

5.2 Konvexnost', konkávnost', in�exný bod

Intuitívne, spojitá funkcia f je na otvorenom intervale I konvexná (konkávna), ak v neja-
kom (malom) okolí kaºdého bodu intervalu I jej graf leºí �nad� (�pod�) doty£nicou v tomto
bode. Príklad konvexnej funkcie je znázornený na Obr.5.5 a príklad konkávnej funkcie
môºeme vidiet' na Obr.5.6. Konvexnost', resp konkávnost' budeme ozna£ovat' spolo£ným
názvom vypuklost' .

Na zist'ovanie vypuklosti pouºívame nasledujúce Kritérium vypuklosti (KV).

Nech funkcia f má na otvorenom intervale I druhú deriváciu v kaºdom bode. Potom
platí:
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(a) Ak f
′′
(x) > 0 pre kaºdé x ∈ I, tak funkcia f je na I konvexná.

(b) Ak f
′′
(x) < 0 pre kaºdé x ∈ I, tak funkcia f je na I konkávna.

Konvexná funkcia

y = x2
+ 2 x

t
-4 -3 -2 -1 1 2

2

4

6

8

Obr. 5.5: y = x2 + 2x.

Konkávna funkcia

y = - 2 x2
+ 3

t

-3 -2 -1 1 2 3

-15

-10

-5

Obr. 5.6: y = −2x2 + 3.

In�exný bod je bod, v ktorom sa graf danej funkcie f �mení� z konvexnej na konkávnu
a naopak. Za predpokladu existencie druhej derivácie je v tomto bode druhá derivácia
funkcie f nulová, teda f

′′
(x) = 0.
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Konkávna
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Obr. 5.7: In�exné body.

Na Obr.5.7 vidíme dva in�exné body, ktoré rozdel'ujú graf funkcie na tri £asti. V prvej
£asti je funkcia konkávna, v in�exnom bode prechádza do konvexnej £asti a v d'al²om
in�exnom bode prechádza graf funkcie opät' do konkávnosti.

Na ur£enie konvexnosti (konkávnosti) pouºijeme nasledovný postup:

(a) zistíme rie²enia rovnice f
′′
(x) = 0,

(b) ur£íme otvorené intervaly I, ktoré vzniknú rozdelením de�ni£ného oboru funkcie
in�exnými bodmi,

(c) pre kaºdý taký interval I vyberieme jeden z vnútorných bodov, vypo£ítame v ¬om
hodnotu druhej derivácie a zistíme, £i je kladná alebo záporná. Z teórie vyplýva, ºe hodnota
f
′′
je na celom takom intervale I kladná, resp. záporná.

Príklad £. 1. Ur£íme intervaly konvexnosti a konkávnosti funkcie f(x) = 2x3 − 8x+ 2.

Rie²enie: De�ni£ným oborom tejto funkcie je interval (−∞,∞). Intervaly vypuklosti ur-
£ujeme z druhej derivácie funkcie, preto funkciu zderivujeme

f
′
(x) = 6x2 − 8 ,

a druhá derivácia bude

f
′′
(x) = 12x .

Vidíme, ºe f
′′
(x) = 0 práve vtedy, ked' x = 0.

Dostávame tak intervaly (−∞, 0) a (0,∞). Ked'ºe f
′′
(−1) < 0 a f

′′
(1) > 0, vidíme

podl'a kritéria KV, ºe f je konkávna na (−∞, 0) a konvexná na (0,∞). Ked'ºe pre x = 0
sa konkávnost' mení na konvexnost', v bode (0, 2) má funkcia in�exný bod.
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Záver: Funkcia f(x) = 2x3−8x+2 je konvexná na intervale (0,∞) a konkávna na intervale
(−∞, 0).

Konkávna

Konvexná

Inflexný

   bod

t

-2 -1 1 2

-5

5

10

Obr. 5.8: f(x) = 2x3 − 8x+ 2.
2

Príklad £. 2. Ur£íme intervaly konvexnosti a konkávnosti funkcie f(x) = x2+3
x2+6

.

Rie²enie: De�ni£ným oborom na²ej funkcie je (−∞,∞). Konvexnost' a konkávnost' ur£u-
jeme pomocou druhej derivácie. Prvá derivácia na²ej funkcie je

f
′
(x) =

2x(6 + x2)− 2x(x2 + 3)

(6 + x2)2
=

6x

(6 + x2)2
.

Jej druhá derivácia funkcie je

f
′′
(x) =

6 · (6 + x2)2 − 6x · 2 · (6 + x2) · 2x
(6 + x2)4

=
36− 18x2

(6 + x2)3
.

Ur£íme tie body, kde f
′′
(x) = 0, teda

36− 18x2

(6 + x2)3
= 0 .

Táto rovnica má dve rie²enia x = ±
√
2, £ím dostávame tri intervaly na skúmanie

vypuklosti: (−∞,−
√
2), (−

√
2,
√
2), (
√
2,∞).

Postupujúc d'alej podl'a ná²ho návodu, £iºe vy²etríme jednotlivo kaºdý interval tak, ºe
do f

′′
dosadíme l'ubovolnú hodnotu z daného intervalu:
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• Pre (−∞,−
√
2) platí

f
′′
(−3) = 36− 18(−3)2

(6 + (−3)2)3
= − 14

375
,

teda f
′′
(−3) < 0, funkcia je na intervale (−∞,−

√
2) konkávna.

• Pre (−
√
2,
√
2) platí

f
′′
(1) =

36− 18 · 12

(6 + 12)3
=

18

343
,

teda f
′′
(1) > 0, funkcia je na intervale (−

√
2,
√
2) konvexná.

• Pre (
√
2,∞) platí

f
′′
(3) =

36− 18 · 32

(6 + 32)3
= − 14

375
,

teda f
′′
(3) < 0, funkcia je na intervale (

√
2,∞) konkávna.

Funk£né hodnoty v bodoch x = ±
√
2 sú

f(
√
2) =

(
√
2)2 + 3

(
√
2)2 + 6

=
5

8
,

f(−
√
2) =

(−
√
2)2 + 3

(−
√
2)2 + 6

=
5

8
.

Ked'ºe pre x = ±
√
2 sa funkcia mení z konvexnosti na konkávnost' (alebo naopak),

preto v bodoch (
√
2, 5

8
), (−

√
2, 5

8
) má funkcia in�exné body.

Záver: Funkcia f(x) = x2+3
x2+6

je na intervale (−∞,−
√
2) konkávna, na intervale (−

√
2,
√
2)

konvexná a na intervale (
√
2,∞) opät' konkávna.
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Obr. 5.9: f(x) = x2+3
x2+6

.
2

5.3 Asymptoty ku grafu funkcie

Intuitívne, ak f je de�novaná v nejakom l'avom okolí bodu a, tak priamka x = a je
asymptota bez smernice ku grafu f , ak hodnoty f(x) neobmedzene rastú (alebo klesajú),
ak sa hodnota x blíºi k hodnote a zl'ava. Podobne de�nujeme rovnakú asypmtotu, ak f je
de�novaná v pravom okolí bodu a.

Ak f je de�novaná na intervale tvaru (b,∞), tak priamka y = kx + q je asymptotou
ku grafu funkcie f , ak sa funk£né hodnoty f(x) neobmedzene pribliºujú ku hodnotám na
priamke y = kx+q pre neobmedzene rastúce x. Podobná de�nícia sa aplikuje aj na prípad,
kedy f je de�novaná na intervale tvaru (−∞, b).

Ilustrácia ²túdia asymptot grafu funkcie f(x) = 1
2
(x− 1) + 1

x−1 + 1 je na Obr.5.10.

Na pohl'ad vidíme, ºe vertikálna priamka x = 1 je asymptota bez smernice, pretoºe
vetvy grafu sa k nej �blíºia�, ked' sa body x �blíºia� ku 1 (sprava alebo zl'ava).

Podobne priamka y = 1
2
x + 1

2
je asymptota so smernicou, pretoºe vetvy grafu sa k nej

�blíºia�, ak x neobmedzene rastie (klesá).

Presné de�nície asymptot je moºné podat' pomocou pojmu limity.

(a) Asymptoty bez smernice grafu funkcie f(x) (ABS) sú zvislé priamky dané
rovnicou x = a práve vtedy, ked' má funkcia f(x) v bode a aspo¬ jednu jednostrannú
nevlastnú limitu:

lim
x→a+

f(x) = +∞ alebo lim
x→a−

f(x) = −∞ . (5.1)
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x  = 1
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Obr. 5.10: f(x) = 1
2
(x− 1) + 1

x−1 + 1.

V príkladoch, s ktorými sa stretneme v tomto skripte, budeme zist'ovat' existenciu
asymptoty bez smernice len v bodoch a, kde funkcia nie je de�novaná, ale tento bod tvorí
okraj intervalu, ktorý patrí do de�ni£ného oboru funkcie.

(b) Asymptoty so smernicou:

Priamku y = kx+ q nazývame asymptotou so smernicou grafu funkcie f(x) ak

lim
x→+∞

(f(x)− (kx+ q)) = 0 alebo lim
x→−∞

(f(x)− (kx+ q)) = 0 . (5.2)

Pomocou týchto vzt'ahov sa dá ukázat', ºe priamka y = kx+ q je asymptotou so smer-
nicou pre x→ +∞, resp. pre x→ −∞ práve vtedy, ked' platí

k = lim
x→+∞

f(x)

x
a q = lim

x→+∞
(f(x)− kx) (5.3)

respektíve

k = lim
x→−∞

f(x)

x
a q = lim

x→−∞
(f(x)− kx) . (5.4)

Pri výpo£toch limít zvä£²a vysta£íme s intuíciou a s faktmi, ºe

lim
x→±∞

1

x
= 0 , lim

x→+∞

ln(x)

x
= 0 , lim

x→+∞

x

ex
= 0 . (5.5)

Hodnoty niektorých limít, ako napr. lim
x→0+

ln(x) = −∞ sú evidentné z grafu príslu²ných

funkcií.
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Príklad £. 1. Vypo£ítajme asymptoty grafu funkcie f(x) = x− 2
x−1 .

Rie²enie: De�ni£ným oborom funkcie je mnoºina (−∞, 1)∪ (1,∞). V bode x = 1 funkcia
nie je de�novaná a sú£asne tvorí okraj intervalu de�ni£ného oboru funkcie.

Asymptoty bez smernice vy²etríme v bode x = 1, pouºijeme pritom vzt'ahy (5.1):

lim
x→1+

(
x− 2

x− 1

)
= −∞ ,

lim
x→1−

(
x− 2

x− 1

)
= +∞ .

Na výpo£et hodnôt týchto limít posta£í intuícia. Uvedomme si, ºe hodnoty týchto fun-
kcií v zátvorkách neobmedzene klesajú (rastú), ak sa x blíºi k 1 sprava (zl'ava).

Podmienky pre existenciu asymptot bez smernice sú splnené, teda asymptotou bez
smernice je priamka x = 1.

Asymptoty so smernicou vy²etríme pomocou vzt'ahov (5.3) a (5.4).

k = lim
x→+∞

x− 2
x−1
x

= lim
x→+∞

x2 − x− 2

x2 − x
.

Pre ul'ah£enie výpo£tu vydelíme £itatel'a a menovatel'a najvä£²ou mocninou z menova-
tel'a, £o je x2

k = lim
x→+∞

x2/x2 − x/x2 − 2/x2

x2/x2 − x/x2
,

a po úprave máme

k = lim
x→+∞

1− 1/x− 2/x2

1− 1/x
.

Ked'ºe hodnoty 1
x
aj 2

x2
sa blíºia k 0 pre neobmedzene rastúce x, máme k = 1.

q = lim
x→+∞

(
x− 2

x− 1
− x

)
= lim

x→+∞

(
− 2

x− 1

)

Najvä£ia mocnina v menovateli je x1, preto vydelíme £itatel'a a menovatel'a touto hod-
notou.

q = lim
x→+∞

(
− 2/x

1− 1/x

)
.
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Je jasné, ºe menovatel' rastie nad v²etky medze, a teda q = 0. Zistili sme, ºe funkcia
má jednu asymptotu so smernicou, a to y = x.

Môºte sa presved£it', ºe limity pre x→ −∞ dávajú tie isté výsledky.

Záver: Funkcia f(x) = x − 2
x−1 má asymptotu bez smernice ku grafu v bode x = 1 a

asymptotou so smernicou ku grafu je priamka y = x, a to pre x→ −∞ aj pre x→ +∞.

x = 1

y = x
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-10

-5
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Obr. 5.11: f(x) = x− 2
x−1 .

Príklad £. 2. Vypo£ítajme asymptoty grafu funkcie f(x) = x− cos(2x).

Rie²enie: Ide o spojitú funkciu de�novanú na intervale (−∞,∞), preto asymptoty bez
smernice neexistujú.

Existenciu asymptot so smernicou testujeme pomocou známych vzt'ahov (5.3), (5.4).

k = lim
x→+∞

x− cos(2x)

x
= lim

x→+∞

(
1− cos(2x)

x

)
= 1,

q = lim
x→+∞

(x− cos(2x)− x) = lim
x→+∞

(− cos(2x)) .

Ked'ºe funkcia cos(x) osciluje so svojimi hodnotami medzi −1 a 1, znamená to, ºe druhá
limita a teda ani asymptota neexistuje. Podobne neexistuje asymptota ani pre x→ −∞.

Záver: Graf funkcie f(x) = x− cos(2x) nemá ºiadne asymptoty.
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Obr. 5.12: f(x) = x− cos(2x).

Príklad £. 3. Ur£íme asymptoty grafu funkcie f(x) =
√
3 + 2x2.

Rie²enie: De�ni£ným oborom funkcie je interval (−∞,∞). Funkcia nemá asymptoty bez
smernice.

Asymptoty so smernicou y = kx + q ur£íme pomocou vzt'ahov (5.3), (5.4). Najprv sa
sústredíme na prípad, ked' x→ +∞. Koe�cient k po£ítame zo vzt'ahu

k = lim
x→+∞

√
3 + 2x2

x
.

V tomto kroku vydelíme £itatela aj menovatel'a x a dostávame

k = lim
x→+∞

√
3/x2 + 2x2/x2

x/x
= lim

x→+∞

√
3/x2 + 2 .

Opät' pouºijeme vzt'ah lim
x→∞

1
x
= 0 a dostávame k =

√
2.

Koe�cient q po£ítame zo vzt'ahu

q = lim
x→+∞

(√
3 + 2x2 −

√
2x
)
.

Túto limitu vypo£ítame tak, ºe vynásobíme £itatel'a a menovatel'a vhodným výrazom
na odstránenie odmocnín v £itateli:

q = lim
x→+∞

(√
3 + 2x2 −

√
2x
)
·
√
3 + 2x2 +

√
2x√

3 + 2x2 +
√
2x

po úprave máme

q = lim
x→+∞

3√
3 + 2x2 +

√
2x

.
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Výsledok limity je nula, pretoºe menovatel' neobmedzene rastie, ak x rastie, teda q = 0.

Teraz vy²etríme prípad, ked' x → −∞. Ked'ºe skúmame prípad, ked' x < 0, tak |x| =
−x, a potom

k = lim
x→−∞

1
x

√
3 + 2x2

1
x
· x

=
− 1
|x|

√
3 + 2x2

1
.

Pre x→ −∞ je |x| > 0 a výraz |x| môºme �vtiahnut'� pod odmocninu:

k = lim
x→−∞

−
√
3/x2 + 2x2/x2 = lim

x→−∞
−
√
3/x2 + 2 .

Ked'ºe 3/x2 → 0 pre x→ −∞, máme k = −
√
2.

Druhá limita sa vypo£íta rovnako ako v predchádzajúcom prípade:

q = lim
x→−∞

(√
3 + 2x2 −

√
2x
)
= 0 .

Záver: Graf funkcie f(x) =
√
3 + 2x2 má asymptoty so smernicou y = ±

√
2x.

y = 2 x y = - 2 x
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Obr. 5.13: f(x) =
√
3 + 2x2.
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5.4 Analýza priebehu a ná£rt grafu funkcie

Pod analýzou priebehu funkcie rozumieme stanovenie najdôleºitej²ích charakteristík, kto-
rými sú intervaly monotónnosti a vypuklosti, extrémy, in�exné body a asymptoty. Pomocou
týchto (a prípadne d'al²ích) údajov je potom moºné pomerne presne na£rtnút' graf danej
funkcie.

Pri analýze priebehu funkcie je vhodné postupovat' podl'a nasledujúcej schémy:

1. Ur£íme de�ni£ný obor funkcie.

2. Ur£íme nulové body, t. j. body, v ktorých funkcia pretína os Ox, priese£níky s osou
Oy, prípadne d'al²ie významné body.

3. Vy²etríme monotónnost' funkcie pomocou kritéria KM a ur£íme lokálne extrémy.

4. Pomocou kritéria vypuklosti KV ur£íme intervaly, v ktorých je funkcia konvexná,
resp. konkávna a ur£íme in�exné body.

5. Vypo£ítame asymptoty ku grafu funkcie.

6. Pomocou údajov získaných v £astiach 1− 5 na£rtneme graf funkcie.

Poznámka

Niekedy je pri ná£rtoch grafu funkcie moºné vyuºit' symetrie podl'a osi Oy alebo podl'a
po£iatku súradnicovej sústavy. Funkcie, ktorých grafy sú symetrické podl'a osi y, nazývame
párne. Ide presne o funkcie sp¨¬ajúce rovnost'

f(−x) = f(x)

pre kaºdé x z de�ni£ného oboru funkcie.

Funkcie, ktorých grafy sú symetrické podl'a po£iatku súradnicovej sústavy, nazývame
nepárne a ide presne o funkcie sp¨¬ajúce rovnost'

f(−x) = −f(x)

pre kaºdé x z de�ni£ného oboru funkcie.
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Príklad £. 1. Vypo£ítajte intervaly monotónnosti, extrémy, intervaly vypuklosti, in�exné
body a asymptoty funkcie f(x) = 2x3 +4x2 +2x+10 na uzavretom intervale 〈−2, 2〉 a na
základe týchto informácií na£rtnite £o najpresnej²ie jej graf.

Rie²enie:

1. De�ni£ný obor funkcie

De�ni£ným oborom funkcie je interval (−∞,∞). My ale ur£íme priebeh funkcie len na
zadanom intervale 〈−2, 2〉.

2. Nulové body

Ur£íme priese£níky funkcie s osou x v bodoch, kde f(x) = 0:

f(x) = 2x3 + 4x2 + 2x+ 10 .

Ked'ºe rovnice tretieho stup¬a nie je jednoduché rie²it', tento krok vynechávame. Situá-
cia sa vyjasní na záver, ked' na£rtneme graf funkcie.

Priese£níky s osou y ur£íme v bode x = 0:

f(x) = 2 · 03 + 4 · 02 + 2 · 0 + 10 = 10 .

Funkcia pretína os y v bode [0, 10].

3. Intervaly monotónnosti

Kritické body ur£íme z rovnice f
′
(x) = 0, preto funkciu zderivujeme

f
′
(x) = 6x2 + 8x+ 2 ,

poloºíme rovnú nule a dostávame kvadratickú rovnicu

6x2 + 8x+ 2 = 0 .

Korene kvadratickej rovnice vypo£ítame napr. pomocou diskriminantu, a dostávame
dva body x1 = −1

3
, x2 = −1.

Kritické body (−1) a (−1/3) nám rozdel'ujú vy²etrovaný interval bez koncových bodov
na tri £asti, a to (−2,−1), (−1,−1/3), (−1/3, 2). Na týchto troch intervaloch jednotlivo
vy²etríme monotónnost' funkcie podl'a Kritéria monotónnosti (KM).

• (−2,−1): f ′(−3/2) = 6 · (−3/2)2 + 8 · (−3/2) + 2 = 7/2, teda funkcia na intervale
(−2,−1) rastie.

• (−1,−1/3): f ′(−1/2) = 6 · (−1/2)2+8 · (−1/2)+2 = −1/2, teda funkcia na intervale
(−1,−1/3) klesá.



134 KAPITOLA 5. GRAFY FUNKCIÍ

• (−1/3, 2): f ′(1) = 6 · 12 + 8 · 1 + 2 = 16, preto funkcia na intervale (−1/3, 2) rastie.

Dopo£ítame funk£né hodnoty v kritických bodoch:

f(−1) = 2 · (−1)3 + 4 · (−1)2 + 2 · (−1) + 10 = 10 ,

f(−1/3) = 2 · (−1/3)3 + 4 · (−1/3)2 + 2 · (−1/3) + 10 = 262/27 .

Na²a funkcia je ohrani£ená uzavretým intervalom 〈−2, 2〉, preto spo£ítame súradnice
koncových bodov funkcie a ur£íme kandidátov na globálne extrémy

f(−2) = 2 · (−2)3 + 4 · (−2)2 + 2 · (−2) + 10 = −16 + 16− 4 + 10 = 6 ,

f(2) = 2 · 23 + 4 · 22 + 2 · 2 + 10 = 16 + 16 + 4 + 10 = 46 .

Súradnice kritických bodov, v ktorých môºu byt' extrémy, sú [−1, 10], [−1/3, 262/27],
[−2, 6] a [2, 46].

Na základe údajov o intervaloch monotónnosti vidíme, ºe globálne minimum je v bode
[−2, 6], globálne maximum je v bode [2, 46]. Lokálne maximum funkcia nadobúda v bode
[−1, 10] a lokálne minimum v bode [−1/3, 262/27].

4. Intervaly vypuklosti

Ur£íme rie²enia rovnice f
′′
(x) = 0, ktoré nám rozdelia de�ni£ný obor na intervaly, preto

druhá derivácia funkcie bude
f
′′
(x) = 12x+ 8 .

Z rovnice 12x+ 8 = 0 dostávame jedniné rie²enie pre x = −2/3.

Bod x = −2/3 rozdel'uje de�ni£ný obor funkcie bez koncových bodov na dva intervaly
(−2,−2/3) a (−2/3, 2), v ktorých budme vy²etrovat' konvexnost', a konkávnost' funkcie
podl'a Kritéria KV.

• (−2,−2/3): f ′′(−1) = 12 · (−1) + 8 = −4, teda funkcia je na intervale (−2,−2/3)
konkávna.

• (−2/3, 2): f ′′(0) = 12 · 0 + 8 = 8, teda funkcia je na intervale (−2/3, 2) konvexná.

V bode x = −2/3 funkcia �mení� konkávnost' na konvexnost', teda v tomto bode je
in�exný bod.

5. Asymptoty ku grafu funkcie

Asymptoty bez smernice ku grafu funkcie neexistujú, pretoºe na²a funkcia je de�novaná
na uzavretom intervale a je na ¬om spojitá.
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Testovanie existencie asymptot so smernicou za£neme výpo£tom limity

k = lim
x→∞

2x3 + 4x2 + 2x+ 10

x
.

Táto limita je v²ak rovná nekone£nu, teda nemá význam po£ítat' q. Asymptoty so
smernicou ku grafu funkcie neexistujú.

6. Graf funkcie f(x) = 2x3 + 4x2 + 2x+ 10 na intervale 〈−2, 2〉:

Obr. 5.14: f(x) = 2x3 + 4x2 + 2x+ 10.
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Príklad £. 2. Vypo£ítajte intervaly monotónnosti, extrémy, intervaly vypuklosti, in�exné
body a asymptoty funkcie f(x) = x4− 2x2 + 2 a na základe týchto informácií na£rtnite £o
najpresnej²ie jej graf.

Rie²enie:

1. De�ni£ný obor funkcie

De�ni£ným oborom funkcie je interval (−∞,∞). Funkcia je spojitá na celom de�ni£nom
obore.

2. Nulové body

Priese£níky funkcie s osou x ur£íme z rovnice f(x) = 0, teda

x4 − 2x2 + 2 = 0 .

Po substitúcii z = x2 dostaneme kvadratickú rovnicu, ktorá má záporný diskriminant
a preto nemá reálne korene. Funkcia preto nemá nulové body na osi x.

Ur£íme priese£níky s osou y:

f(0) = 04 − 2 · 02 + 2 = 2 .

Funkcia pretína os y v bode [0, 2].

3. Intervaly monotónnosti

Moºných kandidátov na extrémy ur£íme z rovnice f
′
(x) = 0. Funkciu zderivujeme

f
′
(x) = 4x3 − 4x ,

a deriváciu poloºíme rovnú nule:

4x3 − 4x = 0 .

Po krátkej úprave máme

4x(x− 1)(x+ 1) = 0 .

Vyjadríme korene rovnice a dostávame kritické body

x1 = 0, x2 = 1, x3 = −1 .

Kritické body x1 = 0, x2 = 1, x3 = −1 rozdel'ujú de�ni£ný obor funkcie na ²tyri
intervaly: (−∞,−1), (−1, 0), (0, 1) a (1,∞). Na týchto intervaloch je potrebné jednotlivo
vy²etrit' monotónnost' funkcie.
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• (−∞,−1): f
′
(−2) = 4 · (−2)(−2 − 1)(−2 + 1) = −24, preto funkcia je na intervale

(−∞,−1) klesajúca.

• (−1, 0): f ′(−1/2) = 4·(−1/2)(−1/2−1)(−1/2+1) = 3/2, teda funkcia je na intervale
(−1, 0) rastúca.

• (0, 1): f ′(1/2) = 4 · (1/2)(1/2−1)(1/2+1) = −3/2, teda funkcia je na intervale (0, 1)
klesajúca.

• (1,∞) f
′
(2) = 4 · 2(2− 1)(2 + 1) = 24, t. j. funkcia je na intervale (1,∞) rastúca.

Dopo£ítame funk£né hodnoty v kritických bodoch:

f(0) = 04 − 2 · 02 + 2 = 2 ,

f(1) = 14 − 2 · 12 + 2 = 1 ,

f(−1) = (−1)4 − 2(−1)2 + 2 = 1 .

Kritické body, ktoré sú moºnými kandidátmi na extrémy, sú body [0, 2], [1, 1], [−1, 1].
Ked'ºe de�ni£ným oborom na²ej funkcie je interval (−∞,∞), zo zistených intervalov

monotónnosti vidíme, ºe funkcia nadobúda sú£asne lokálne aj globálne minimum v bo-
doch [1, 1], [−1, 1] a lokálne (ale nie globálne) maximum v bode [0, 2]. Globálne maximum
neexistuje, pretoºe pre x→ ±∞ funkcia nadobúda neobmedzene vel'ké hodnoty.

4. Intervaly vypuklosti

Na ur£enie konvexnosti, resp konkávnosti potrebujeme ur£it' rie²enia rovnice f
′′
(x) = 0.

Druhá derivácia funkcie bude
f
′′
(x) = 12x2 − 4 .

Rie²ime rovnicu f
′′
(x) = 0, teda

12x2 − 4 = 0 ,

a po úprave
12(x− 1/

√
3)(x+ 1/

√
3) = 0 .

Korene rovnice sú

x1 =
1√
3
, x2 = −

1√
3
.

Body x1 = 1√
3
a x2 = − 1√

3
rozdel'ujú de�ni£ný obor funkcie na tri intervaly (−∞,− 1√

3
),

(− 1√
3
, 1√

3
) a ( 1√

3
,∞), v ktorých jednotlivo vy²etríme konvexnost', resp. konkávnost' funkcie.
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• (−∞,− 1√
3
): f

′′
(−1) = 12 · (−1)2 − 4 = 8, teda funkcia je na intervale (−∞,− 1√

3
)

konvexná.

• (− 1√
3
, 1√

3
): f

′′
(0) = 12 ·02−4 = −4, teda funkcia je na intervale (− 1√

3
, 1√

3
) konkávna.

• ( 1√
3
,∞): f

′′
(1) = 12 · 12 − 4 = 8, t. j. funkcia je na intervale ( 1√

3
,∞) konvexná.

Tieto dva body x1 = 1√
3
a x2 = − 1√

3
sú sú£asne aj in�exnými bodmi na²ej funkcie.

V bode x1 = 1√
3
sa na²a funkcia mení z konkávnosti na konvexnú a v bode x2 = − 1√

3
sa

funkcia mení z konvexnej na konkávnu.

5. Asymptoty ku grafu funkcie

Asymptoty bez smernice grafu funkcie neexistujú, pretoºe na²a funkcia je spojitá na
(−∞,∞).

Asymptoty so smernicou ur£íme podl'a uº známych vzt'ahov

k = lim
x→±∞

x4 − 2x2 + 2

x
= lim

x→∞

(
x3 − 2x+

2

x

)
.

Výraz 2
x
má nulovú limitu pre x → ±∞, ale zvy²ok výrazu, t. j. £len x3 − 2x, neob-

medzene rastie pre x → +∞ a neobmedzene klesá pre x → −∞. Preto uvedená limita
neexistuje.

Asymptoty so smernicou grafu funkcie neexistujú.

6. Graf funkcie f(x) = x4 − 2x2 + 2
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Obr. 5.15: f(x) = x4 − 2x2 + 2.

Príklad £. 3. Vypo£ítajte intervaly monotónnosti, extrémy, intervaly vypuklosti, in�exné
body a asymptoty funkcie f(x) = x3−3x2

x−2 a na základe týchto informácií na£rtnite £o najp-
resnej²ie jej graf.

Rie²enie:

1. De�ni£ný obor funkcie

De�ni£ným oborom na²ej funkcie je mnoºina (−∞, 2)∪(2,∞). Funkia nie je de�novaná
v bode x = 2.

2. Nulové body

Hl'adáme priese£níky funkcie s osou x, teda musí platit' f(x) = 0:

x3 − 3x2

x− 2
= 0 .

Po krátkej úprave máme
x2(x− 3) = 0 .

Z rovnice dostávame, ºe na²a funkcia pretína os x v dvoch bodoch

x1 = 0, x2 = 3 .

Ur£íme priese£níky funkcie s osou y

f(0) =
03 − 3 · 02

0− 2
= 0 .
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Funkcia prechádza po£iatkom súradnicovej sústavy [0, 0].

3. Intervaly monotónnosti

Kritické body ur£íme z rovnice f
′
(x) = 0. Derivácia na²ej funkcie je

f
′
(x) =

(3x2 − 6x)(x− 2)− (x3 − 3x2) · 1
(x− 2)2

a po úprave máme

f
′
(x) =

x.(2x2 − 13x+ 12)

(x− 2)2
.

Rie²ime teda rovnicu
x.(2x2 − 13x+ 12)

(x− 2)2
= 0 ,

ktorej výsledkom je bod x = 0.

Funk£ná hodnota v bode x = 0 je f(0) = 03−3·02
0−2 = 0.

Kritický bod x = 0 a krajný bod de�ni£ného oboru x = 2 nám rozdel'ujú de�ni£ný
obor funkcie na tri intervaly: (−∞, 0), (0, 2), (2,∞). V týchto troch intervaloch jednotlivo
vy²etríme monotónnost' funkcie pomocou Kritéria monotónnosti KM.

• (−∞, 0): f ′(−1) = (−1)·(2·(−1)2−13·(−1)+12)
(−1−2)2 = −3, teda funkcia je na intervale (−∞, 0)

klesajúca.

• (0, 2): f
′
(1) = 1·(2·12−13·1+12)

(1−2)2 = 1, teda funkcia je na intervale (0, 2) rastúca.

• (2,∞): f
′
(3) = 3·(2·32−13·3+12)

(3−2)2 = 12, teda funkcia je na intervale (2,∞) rastúca.

Na²a funkcia bude mat' jediný lokálny extrém, a to lokálne minimum v bode [0, 0].

4. Intervaly vypuklosti

Na ur£enie intervalov konvexnosti a konkávnosti si na²u funkciu prepí²eme do vhodnej-
²ieho tvaru:

f(x) = x2 − x− 2− 4

x− 2
.

Druhá derivácia funkcie bude

f
′′
(x) = 2− 8

(x− 2)3
.

Rie²ime rovnicu f
′′
(x) = 0, teda
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2− 8

(x− 2)3
= 0 .

Rovnica má jediný kore¬, a to x = 2 + 3
√
4.

De�ni£ný obor funkcie nám delí na tri £asti bod, v ktorom funkcia nie je de�novaná,
teda x = 2 a bod x = 2 + 3

√
4.

• (−∞, 2): f ′′(0) = 2− 8
(0−2)3 = 3, teda funkcia je konvexná na intervale (−∞, 2).

• (2, 2+ 3
√
4): f

′′
(3) = 2− 8

(3−2)3 = −6, preto funkcia je konkávna na intervale (2, 2+ 3
√
4).

• (2+ 3
√
4,∞): f

′′
(4) = 2− 8

(4−2)3 = 1, teda funkcia je na intervale (2+ 3
√
4,∞) konvexná.

5. Asymptoty ku grafu funkcie

Asymptoty bez smernice grafu funkcie vy²etríme v krajnom bode de�ni£ného oboru
funkcie, v ktorom sú£asne funkcia nie je de�novaná. Je to bod x = 2. Na výpo£et pouºijeme
známe vzt'ahy

lim
x→2+

x3 − 3x2

x− 2
= lim

x→2+

x2 − 3x

1− 2/x
= lim

x→2+
(x2 − 3x) =∞ ,

lim
x→2−

x3 − 3x2

x− 2
= lim

x→2−
(x2 − 3x) = −∞ .

Pri obidvoch limitách vidíme, ºe ak vydelíme £itatel'a a menovatel'a najvä£²ou mocninou
z menovatel'a, teda x1, v £itateli nám ostane výraz x2−3x. Pri dosadení akejkol'vek hodnoty
z de�ni£ného oboru funkcie vidíme, ºe výsledná limita sa nám �blíºi� do∞, resp. −∞. Preto
asymptotou bez smernice bude priamka x = 2.

Testovanie existencie asymptot so smernicou za£neme výpo£tom smernice k:

k = lim
x→∞

x3−3x2
x−2
x

= lim
x→∞

x3 − 3x2

x2 − 2x
= lim

x→∞

x− 3

1− 2/x
=∞ .

Pri úprave tejto limity sme opät' pouºili rovnaký spôsob výpo£tu, teda vydelili sme
£itatel'a a menovatel'a najvä£²ou mocninou v menovateli, t. j. x2. Pretoºe v £itateli nám
ostal výraz x − 3, je jasné, ºe hodnota tejto limity je nekone£no. Z toho vyplýva, ºe na²a
funkcia nemá asymptoty so smernicou.



142 KAPITOLA 5. GRAFY FUNKCIÍ

6. Graf funkcie f(x) = x3−3x2
x−2

x = 2

Lokálne

  min

Konvexná

Konvexná

Konkávna

Inflexný

    bod

-2 2 4 6

-20

-10

10

20

30

Obr. 5.16: f(x) = x3−3x2
x−2 .

Príklad £. 4. Vypo£ítajte intervaly monotónnosti, extrémy, intervaly vypuklosti, in�exné
body a asymptoty funkcie f(x) = ln(x2 − 3x+ 2) a na základe týchto informácií na£rtnite
£o najpresnej²ie jej graf.

Rie²enie:

1. De�ni£ný obor funkcie

Výraz pod logaritmom musí byt' kladný, preto x2 − 3x + 2 > 0. De�ni£ným oborom
na²ej funkcie je zjednotenie intervalov (−∞, 1) ∪ (2,∞).

2. Nulové body

Ur£íme priese£níky s osou x v bodoch, kde f(x) = 0:

ln(x2 − 3x+ 2) = 0 ,

£o po odlogaritmovaní dáva
x2 − 3x+ 2 = 1 .

Korene rovnice a zárove¬ priese£níky funkcie s osou x, sú x1 = 3
2
+
√
13
2

a x2 = 3
2
−
√
13
2
.

Priese£ník funkcie s osou y ur£íme z hodnoty

f(0) = ln(02 − 3 · 0 + 2) = ln 2 .
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Funkcia pretína os y v bode [0, ln 2].

3. Intervaly monotónnosti

Rie²ime rovnicu f
′
(x) = 0 na ur£enie moºných kandidátov na lokálne extrémy. Derivácia

na²ej funkcie má tvar

f
′
(x) =

(2x− 3)

x2 − 3x+ 2
.

Vyrie²ením rovnice

(2x− 3)

x2 − 3x+ 2
= 0

dostávame kritický bod x = 3/2.

De�ni£ným oborom na²ej funkcie je zjednotený interval (−∞, 1)∪ (2,∞) a vypo£ítaný
kritický bod je mimo tohto intervalu, preto na²a funkcia nemá ºiadne lokálne extrémy.

Pretoºe nemáme ºiadny kritický bod, monotónnost' na²ej funkcie vy²etrujeme na dvoch
intervaloch, teda na de�ni£nom obore (−∞, 1) ∪ (2,∞).

• (−∞, 1): f ′(0) = (2·0−3)
02−3·0+2

= −3/2, teda funkcia je na intervale (−∞, 1) klesajúca.

• (2,∞): f
′
(3) = (2·3−3)

32−3·3+2
= 3/2, preto funkcia je na intervale (2,∞) rastúca.

4. Intervaly vypuklosti

Na ur£enie konvexnosti, resp. konkávnosti rie²ime rovnicu f
′′
(x) = 0. Druhá derivácia

funkcie je teda

f
′′
(x) =

2 · (x2 − 3x+ 2)− (2x− 3)(2x− 3)

x2 − 3x+ 2
.

Dostávame rovnicu

2 · (x2 − 3x+ 2)− (2x− 3)(2x− 3)

x2 − 3x+ 2
= 0 .

Výpo£tom zistíme, ºe rovnica nemá reálne korene, preto na²a funkcia nemá in�exný
bod.

Vy²etrujeme preto len dva intervaly, na ktorých je na²a funkcia de�novaná. Pouºijeme
Kritérium vypuklosti KV:

• (−∞, 1): f
′′
(0) = 2·(02−3·0+2)−(2·0−3)(2·0−3)

02−3·0+2
= −5/2, teda funkcia je na intervale

(−∞, 1) konkávna.
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• (2,∞): f
′′
(3) = 2·(32−3·3+2)−(2·3−3)(2·3−3)

32−3·3+2
= −5/2, funkcia je na intervale (2,∞) kon-

kávna.

5. Asymptoty ku grafu funkcie

Asymptoty bez smernice grafu funkcie vy²etríme v bode x = 1 a v bode x = 2 podl'a
vzt'ahov

lim
x→1−

ln(x2 − 3x+ 2) = −∞ ,

lim
x→2+

ln(x2 − 3x+ 2) = −∞ .

Asymptotou bez smernice sú priamky x = 1 a x = 2.

Na testovanie existencie asymptot so smernicou postupne po£ítame limity zo vzt'ahov
(5.3), (5.4):

k = lim
x→∞

ln(x2 − 3x+ 2)

x
= 0 ,

q = lim
x→∞

(ln(x2 − 3x+ 2)− 0 · x) .

Druhá limita neexistuje, preto funkcia nemá asymptoty so smernicou.

6. Graf funkcie f(x) = ln(x2 − 3x+ 2):

x = 2x = 1

konkávna konkávna

-6 -4 -2 2 4 6 8

-3

-2

-1

1

2

3

4

Obr. 5.17: f(x) = ln(x2 − 3x+ 2).
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Príklad £. 5. Vypo£ítajte intervaly monotónnosti, extrémy, intervaly vypuklosti, in�exné
body a asymptoty funkcie f(x) = x − 3 ln(x) a na základe týchto informácií na£rtnite £o
najpresnej²ie jej graf.

Rie²enie:

1. De�ni£ný obor funkcie

De�ni£ným oborom na²ej funkcie je interval (0,∞).

2. Nulové body

Hl'adáme body, v ktorých funkcia pretína os x, teda kde je f(x) = 0:

x− 3 ln(x) = 0 . (5.6)

Rovnice, kde sa vyskytuje x aj ln(x), sú vo v²eobecnosti nerie²itel'né exaktnými me-
tódami, preto (5.6) rie²it' nebudeme. (Zo závere£ného grafu vidíme, ºe rovnica má dve
rie²enia.)

3. Intervaly monotónnosti

Kritické body ur£íme z rovnice f
′
(x) = 0, teda prvá derivácia je

f
′
(x) = 1− 3

x
.

Z rovnice 1− 3
x
= 0 dostávame kritický bod x = 3. Funk£ná hodnota v tomto bode je

f(3) = 3− 3 ln(3) .

Kritický bod x = 3 nám delí de�ni£ný obor funkcie na dva intervaly (0, 3) a (3,∞).

• (0, 3): f
′
(1) = 1− 3

1
= −2, teda funkcia je na intervale (0, 3) klesajúca.

• (3,∞): f
′
(4) = 1− 3

4
= 1/4, preto funkcia je na intervale (3,∞) rastúca.

Kritický bod so súradnicami [3, 3− 3 ln(3)] je lokálne minimum na²ej funkcie.

4. Intervaly vypuklosti

Druhá derivácia funkcie f
′′
(x) = 3

x2
je evidentne kladná na intervale (0,∞), teda funkcia

je konvexná na celom svojom de�ni£nom obore.

5. Asymptoty ku grafu funkcie

Asymptoty bez smernice vy²etrujeme v bode x = 0, pretoºe ide o bod na hranici
de�ni£ného oboru:
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lim
x→0−

(x− 3 ln(x)) .

Ked'ºe lim
x→0−

x = 0 a lim
x→0−

ln(x) = −∞, hodnota na²ej limity je

lim
x→0−

(x− 3 ln(x)) = +∞ .

Funkcia má asymptotu bez smernice v bode x = 0.

Asymptoty so smernicou ur£íme výpo£tom kon²tánt k a q:

k = lim
x→∞

x− 3 ln(x)

x
= 1 ,

q = lim
x→∞

(x− 3 ln(x)− x) = −∞ .

Ked'ºe druhá limita neexistuje, funkcia nemá asymptoty so smernicou.

6. Graf funkcie f(x) = x− 3 ln(x):

Lokálne

  min

Konvexná

1 2 3 4 5 6 7

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

Obr. 5.18: f(x) = x− 3 ln(x).
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Príklad £. 6. Vypo£ítajte intervaly monotónnosti, extrémy, intervaly vypuklosti, in�exné
body a asymptoty funkcie f(x) = (1−x2) · e−x a na základe týchto informácií na£rtnite £o
najpresnej²ie jej graf.

Rie²enie:

1. De�ni£ný obor funkcie

De�ni£ným oborom funkcie je interval (−∞,∞). Funkcia je spojitá na celom de�ni£nom
obore.

2. Nulové body

Ur£íme priese£níky grafu funkcie s osou x tak, ºe poloºíme f(x) = 0:

(1− x2) · e−x = 0 .

Z rovnice dostávame, ºe priese£níky sú v bodoch x1 = 1 a x2 = −1.

Priese£ník s osou y bude

f(0) = (1− 02)e0 = 1 .

Graf funkcie pretína os y v bode [0, 1].

3. Intervaly monotónnosti

Kandidátov na extrémy ur£íme z rovnice f
′
(x) = 0. Derivácia na²ej funkcie je

f
′
(x) = −2xe−x − (1− x2)e−x = e−x(−x2 + 2x+ 1) .

Dostávame tak rovnicu

e−x(−x2 + 2x+ 1) = 0 .

Korene kvadratickej rovnice (−x2+2x+1) = 0, ktoré môºeme vypo£ítat' napr. pomocou
diskriminantu, sú x1 = 1−

√
2, x2 = 1 +

√
2.

Vypo£ítame funk£nú hodnotu v kritických bodoch x1 a x2:

f(1−
√
2) = (1− (1−

√
2)2) · e−(1−

√
2) = 2e

√
2−1 ,

f(1 +
√
2) = (1− (1 +

√
2)2) · e−(1+

√
2) = −2e−1−

√
2 .

Kritické body x1 = 1−
√
2 a x2 = 1 +

√
2 nám rozdel'ujú de�ni£ný obor funkcie na tri

intervaly (−∞, 1−
√
2), (1−

√
2, 1 +

√
2) a (1 +

√
2,∞).
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• (−∞, 1 −
√
2): f

′
(−1) = −2(−1)e1 − (1 − (−1)2)e1 = 2e, funkcia je na intervale

(−∞, 1−
√
2) rastúca.

• (1 −
√
2, 1 +

√
2): f

′
(0) = −2 · 0 · e0 − (1 − 02)e0 = −1, funkcia je na intervale

(1−
√
2, 1 +

√
2) klesajúca.

• (1+
√
2,∞): f

′
(3) = −2 ·3 · e3− (1−32)e3 = 2e3, funkcia je na intervale (1+

√
2,∞)

rastúca.

Zo získaných informácií o monotónnosti funkcie zatial' vidíme, ºe na²a funkcia nadobúda
v bode [1−

√
2, 2e

√
2−1] lokálne maximum a v bode [1+

√
2,−2e−1−

√
2] lokálne minimum.

4. Intervaly vypuklosti

Hl'adáme rie²enia rovnice f
′′
(x) = 0. Druhá derivácia na²ej funkcie je

f
′′
(x) = e−x(2x+ 1− x2)− e−x(−2x+ 2) .

Rovnica f
′′
(x) = 0 sa redukuje na kvadratickú rovnicu (−x2 + 4x− 1) = 0 a jej korene

vypo£ítané pomocou diskriminantu sú x1 = 2−
√
3 a x2 = 2 +

√
3.

Body x1 a x2 nám rozdel'ujú de�ni£ný obor funkcie na tri intervaly (−∞, 2 −
√
3),

(2−
√
3, 2 +

√
3) a (2 +

√
3,∞), v ktorých budeme vy²etrovat' vypuklost' funkcie.

• (−∞, 2 −
√
3): f

′′
(0) = e0(2 · 0 + 1 − 02) − e0(−2 · 0 + 2) = −1, teda funkcia je na

(−∞, 2−
√
3) konkávna.

• (2−
√
3, 2 +

√
3): f

′′
(1) = e1(2 · 1 + 1− 12)− e1(−2 · 1 + 2) = 2e, teda funkcia je na

(2−
√
3, 2 +

√
3) konvexná.

• (2 +
√
3,∞): f

′′
(4) = e4(2 · 4 + 1 − 42) − e4(−2 · 4 + 2) = −e4, teda funkcia je na

(2 +
√
3,∞) konkávna.

Z informácií o vypuklosti funkcie uº vieme, ºe body x1 = 2 −
√
3 a x2 = 2 +

√
3 sú

zárove¬ in�exnými bodmi na²ej funkcie.

5. Asymptoty ku grafu funkcie

Asymptoty bez smernice neexistujú, pretoºe de�ni£ný obor neobsahuje vhodné hrani£né
body.

Asymptoty so smernicou ur£íme výpo£tom kon²tánt k, q:

k = lim
x→∞

(1− x2) · e−x

x
= lim

x→∞

1

xex
− x

ex
= 0 ,
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q = lim
x→∞

((1− x2) · e−x) = 0 .

Vy²etríme e²te limitu, ked' x→ −∞:

k = lim
x→−∞

(1− x2) · e−x

x
=∞ .

Vidíme, ºe pre x → +∞ má funkcia asymptotu so smernicou: y = 0x + 0 = 0, £iºe
touto asymptotou je os x. Pre x→ −∞ funkcia asymptotu so smernicou nemá.

6. Graf funkcie f(x) = (1− x2) · e−x

Inflexný

  bod

Inflexný

  bod

Lokálne

  min

Lokálne

  max

Konvexná

Konkávna

-2 2 4 6 8

-1.0

-0.5

0.5
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Obr. 5.19: f(x) = (1− x2) · e−x.

Z grafu je vidiet', ºe globálne maximum existuje (a je to zárove¬ bod lokálneho maxima)
a globálne minimum neexistuje.
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Príklad £. 7. Vypo£ítajte intervaly monotónnosti, extrémy, intervaly vypuklosti, in�exné
body a asymptoty funkcie f(x) = 2x− 4arctg(x) a na základe týchto informácií na£rtnite
£o najpresnej²ie jej graf.

Rie²enie:

1. De�ni£ný obor funkcie

De�ni£ným oborom funkcie je interval (−∞,∞). Funkcia je spojitá na celom svojom
de�ni£nom obore.

2. Nulové body

Priese£níky s osou x ur£íme v bodoch, kde f(x) = 0, preto

2x− 4arctg(x) = 0 .

Takéto rovnice nevieme rie²it' exaktnými metódami. Výsledok najlep²ie uvidíme na
grafe funkcie, ktorý ukáºe jediné rie²enie.

3. Intervaly monotónnosti

Kritické body ur£íme z rovnice f
′
(x) = 0. Ked'ºe

f
′
(x) = 2− 4

1 + x2
,

dostávame rovnicu

2− 4

1 + x2
= 0 ,

ktorej rie²ením sú dva korene x1 = 1, x2 = −1.

Dopo£ítame funk£né hodnoty v týchto dvoch bodoch:

f(1) = 2 · 1− 4arctg(1) = 2− 4 · π
4
= 2− π ,

f(−1) = 2 · (−1)− 4arctg(−1) = −2 + 4 · π
4
= 2 + π .

Kritické body nám rodel'ujú de�ni£ný obor na tri intervaly: (−∞,−1), (−1, 1) a (1,∞).

• (−∞,−1): f
′
(−2) = 2− 4

1+(−2)2 = 6/5, funkcia je rastúca na (−∞,−1).

• (−1, 1): f
′
(0) = 2− 4

1+02
= −2, funkcia je klesajúca na (−1, 1).
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• (1,∞): f
′
(2) = 2− 4

1+22
= 6/5, funkcia je rastúca na (1,∞).

Na základe vy²²ie uvedených informácii zatial' vieme, ºe funkcia nadobúda lokálne mi-
nimum v bode [1, 2− π] a lokálne maximum nadobúda v bode [−1, 2 + π].

4. Intervaly vypuklosti

Na ur£enie bodov, ktoré nám rozdelia de�ni£ný obor funkcie na intervaly, vyrie²ime
rovnicu f

′′
(x) = 0. Druhá derivácia funkcie je

f
′′
(x) =

4x(1 + x2)− 2x(2x2 − 2)

(1 + x2)2
.

Po krátkej úprave máme

f
′′
(x) =

8x

(1 + x2)2
.

Rie²ením rovnice
8x

(1 + x2)2
= 0

je bod x = 0.

Bod x = 0 nám delí de�ni£ný obor funkcie na dva intervaly (−∞, 0) a (0,∞):

• (−∞, 0): f
′′
(−1) = 8(−1)

(1+(−1)2)2 = −2, teda funkcia je konkávna na (−∞, 0).

• (0,∞): f
′′
(1) = 8·1

(1+12)2
= 2, teda funkcia je konvexná na (0,∞).

5. Asymptoty ku grafu funkcie

Asymptoty bez smernice neexistujú, pretoºe funkcia je spojitá na celom de�ni£nom
obore.

Asymptoty so smernicou ur£íme podl'a vzt'ahov

k = lim
x→∞

2x− 4arctg(x)

x
= 2 ,

q = lim
x→∞

(2x− 4arctg(x)− 2x) = lim
x→∞

(−4arctg(x)) = −2π .

Ten istý výpo£et zopakujeme aj pre limitu, ked' x sa blíºi do −∞:

k = lim
x→−∞

2x− 4arctg(x)

x
= 2 ,

q = lim
x→−∞

(2x− 4arctg(x)− 2x) = lim
x→−∞

(−4arctg(x)) = 2π .

Asymptoty so smernicou sú dve priamky y = 2x− 2π pre x→ +∞ a y = 2x+ 2π pre
x→ −∞.
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6. Graf funkcie f(x) = 2x− 4arctg(x):

y = 2x + 2Π 

y = 2x - 2Π 

Konkávna

Konvexná
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Obr. 5.20: f(x) = 2x− 4arctg(x).

Z Obr.5.20 vidíme, ºe funkcia nemá globálne maximum ani minimum.
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Príklad £. 8. Vypo£ítajte intervaly monotónnosti, extrémy, intervaly vypuklosti, in�exné
body a asymptoty funkcie f(x) = x2 · sin(x) a na základe týchto informácií na£rtnite £o
najpresnej²ie jej graf.

Rie²enie:

1. De�ni£ný obor funkcie

De�ni£ným oborom funkcie je interval (−∞,∞). Funkcia je spojitá na celom svojom
de�ni£nom obore.

2. Nulové body

Ur£íme priese£ník funkcie s osou x tak, ºe f(x) = 0:

x2 · sin(x) = 0 .

Priese£níkmi funkcie s osou x sú body x = k · π, kde k l'ubovol'né celé £íslo.

3. Intervaly monotónnosti

Na ur£enie kritických bodov rie²ime rovnicu f
′
(x) = 0, preto funkciu zderivujeme:

f
′
(x) = 2x · sin(x) + x2 · cos(x) .

Rie²ime rovnicu

2x · sin(x) + x2 · cos(x) = 0 . (5.7)

Rovnice, v ktorých sa vyskytuje x aj sin(x) alebo cos(x), nevieme rie²it' exaktnými
metódami. Napriek tomu si ukáºeme postup, ktorým moºno získat' predstavu o rie²eniach.

Z rovnice (5.7) po úprave dostávame

2 sin(x) + x cos(x) = 0 ,

2tg(x) = −x ,

tg(x) = −x
2
.

Ide opät' o rovnicu, ktorú nevieme exaktne vyrie²it'. Z grafov funkcií y = tg(x) a y = −x
2

v²ak vieme, ºe táto rovnica má nekone£ne vel'a rie²ení, ktoré moºno ozna£it' symbolmi
... , x(−2), x(−1), x0, x1, x2, ... , vid' Obr.5.21.
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Obr. 5.21: Graf y = tg(x) je vyzna£ený modrou fabou a graf y = −x
2
je vyna£ený �alovou

farbou.

4. Intervaly vypuklosti

Na ur£enie intervalov vypuklosti rie²ime rovnicu f
′′
(x) = 0. Druhá derivácia funkcie

bude
f
′′
(x) = 2 sin(x) + 2x cos(x) + 2x cos(x)− x2 sin(x) .

Po krátkej úprave dostávame

f
′′
(x) = 2 sin(x)− x2 sin(x) + 4x cos(x) .

Rie²ime rovnicu
2 sin(x)− x2 sin(x) + 4x cos(x) = 0 ,

odkial' po úprave dostávame

2

x
− x+ 4cotg(x) = 0 .

Túto rovnicu tieº nevieme exaktne vyrie²it'. Z grafov funkcií y = 4cotg(x) a y = x− 2
x

je v²ak opät' vidiet', ºe táto rovnica má nekone£ne vel'a rie²ení ... , z(−2), z(−1), z0, z1, z2, ... ,
£o môºeme vidiet' na Obr.5.22.



5.4. ANALÝZA PRIEBEHU A NÁ�RT GRAFU FUNKCIE 155
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Obr. 5.22: Graf y = x − 2
x
je vyzna£ený �alovou farbou a graf y = 4cotg(x) je vyzna£ený

modrou farbou.

5. Asymptoty ku grafu funkcie

Asymptoty bez smernice neexistujú, pretoºe funkcia je de�novaná na (−∞,∞).

Ak y = kx+ q je asymptota so smernicou, tak

k = lim
x→∞

x2 · sin(x)
x

= lim
x→∞

x · sin(x) =∞ .

Z tohoto výsledku vidíme, ºe daná funkcia nemá asymptoty so smernicou.
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6. Graf funkcie f(x) = x2 · sin(x)
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-400
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Obr. 5.23: f(x) = x2 · sin(x).
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Príklady na cvi£enia:

Vypo£ítajte intervaly monotónnosti, extrémy, intervaly konvexnosti, resp. konkávnosti,
in�exné body a asymptoty nasledujúcich funkcií a na základe týchto informácií na£rtnite
£o najpresnej²ie ich graf.

(a) f(x) = x3 − 4x2 + 5x− 4 na intervale 〈−1, 4〉

Výsledok:

• Nulový bod: f(0) = −4.

• Asymptoty bez smernice neexistujú. Asymptoty so smernicou neexistujú.

• Monotónnost': Funkcia rastie na (−1, 1) a (5
3
, 4) , klesá na (1, 1/3).

• Globálne minimum v bode [−1,−14], Globálne maximum v bode [4, 16].

• In�exný bod: x = 4
3
.

• Funkcia je konkávna (−1, 4
3
), a konvexná (4

3
, 4).

Inflexný

   bod Konvexná

Konkávna

Globálne

   max

Globálne

   min

-1 1 2 3 4

-10

-5

5

10

15
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(b) f(x) = x3

2x2−1

Výsledok:

• D(f) = (−∞,− 1√
2
) ∪ ( 1√

2
,∞).

• Nulový bod: x = 0.

• Asymptoty bez smernice: x = ± 1√
2
, Asymptoty so smernicou: y = 1

2
x.

• Monotónnost':

Funkcia rastie na (−∞,−
√

3
2
) a (

√
3
2
,∞) , klesá na (−

√
3
2
,− 1√

2
), (− 1√

2
, 1√

2
) a ( 1√

2
,
√

3
2
).

• Lokálne minimum v bode x =
√

3
2
, Lokálne maximum v bode x = −

√
3
2
.

• In�exný bod nie je.

• Funkcia je konkávna (−∞,−
√

3
2
), a konvexná (

√
3
2
,∞).

Lokálne

  min

Lokálne

  max

x = - 1/ 2 x =  1/ 2

y = 
1

2
x

Konkávna

Konvexná

-2 -1 1 2

-4

-2

2

4
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(c) f(x) = x(x− 2)3

Výsledok:

• D(f) = (−∞,∞).

• Nulový bod: x1 = 0, x2 = 2.

• Asymptoty bez smernice neexistujú. Asymptoty so smernicou neexistujú.

• Monotónnost': Funkcia rastie na (1/2,∞), klesá na (−∞, 1/2).

• Globálne minimum v bode [1/2,−27/16].

• In�exný bod: [2, 0].

• Funkcia je konvexná na (−∞, 2), konkávna na (2,∞).

Globálne

   min

Inflexný

   bod

Konvexná

1 2 3

5

10
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(d) f(x) = ln(x)
x

Výsledok:

• D(f) = (0,∞).

• Nulový bod: x = 1.

• Asymptoty bez smernice: x = 0, Asymptoty so smernicou: y = 0.

• Monotónnost': Funkcia rastie na (0, e), klesá na (e,∞).

• Lokálne maximum v bode [e, 1/e].

• In�exný bod: [e3/2, 3
2
e−3/2].

• Funkcia je konkávna na (0, e3/2), konvexná na (e3/2,∞).

Konkávna

Konvexná

Inflexný

  bod

Lokálne

  max

10 20 30 40

-0.1

0.1

0.2

0.3
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(e) f(x) = ln(1 + cos(x)) na intervale 〈0, 2π〉

Výsledok:

• Sta£í nám uvaºovat' D(f) = 〈0, π) ∪ (π, 2π〉.

• Nulové body: [π/2, 0], [(3/2)π, 0].

• Asymptoty bez smernice: x = π. Asymptoty so smernicou neexistujú.

• Monotónnost': Funkcia rastie na (π, 2π), klesá na (0, π).

• Lokálne a globálne maximum v bodoch x = 0, x = 2π.

• In�exný bod nemá.

• Funkcia je konkávna na (0, π) a aj na (π, 2π).

x = Π

Globálne

   max

Konkávna Konkávna

1 2 3 4 5 6

-6

-5

-4

-3

-2

-1
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(f) f(x) = x2 · e−x

Výsledok:

• D(f) = (−∞,∞).

• Nulový bod: [0, 0].

• Asymptoty bez smernice neexistujú. Asymptoty so smernicou: y = 0.

• Monotónnost': Funkcia rastie na (0, 2), klesá na (−∞, 0) a (2,∞).

• Lokálne minimum v bode [0, 0], lokálne maximum v bode [2, 4e−2].

• In�exné body x1 = 2 +
√
2, x2 = 2−

√
2.

• Funkcia je konkávna (2−
√
2, 2 +

√
2), konvexná (−∞, 2−

√
2) a (2 +

√
2,∞).

Lokálne

  max

Lokálne

  min Konkávna

Konvexná

Konvexná

Inflexný

   bod
Inflexný

   bod

-2 2 4 6 8 10

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2
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(g) f(x) = x+ 2 sin(x)

Výsledok:

• D(f) = (−∞,∞).

• Nulový bod: [0, 0].

• Asymptoty bez smernice neexistujú. Asymptoty so smernicou neexistujú.

•Monotónnost': Funkcia rastie na (−2
3
π+2kπ, 2

3
π+2kπ), klesá na (2

3
π+2kπ, 4

3
π+2kπ).

• Lokálne minimá v bodoch x = (−2
3
π+2kπ), lokálne maximá v bodoch x = (2

3
π+2kπ).

• In�exné body sú tie, kde sin(x) = 0, £iºe budú to (náhodou) priese£níky grafu na²ej
funkcie s priamkou y = x.

• Funkcia je konkávna na (0 + 2kπ, π + kπ), konvexná na (−π + 2kπ, 0 + 2kπ).

Lokálne

   max

Lokálne

   min

Inflexný

   bod

Konvexná

Konkávna

-6 -4 -2 2 4 6

-4

-2

2

4
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(h) f(x) = e−2x · cos(2x)

Výsledok:

• D(f) = (−∞,∞).

• Nulové body: x = −π
4
+ k π

2
.

• Asymptoty bez smernice neexistujú. Asymptota so smernicou je y = 0 pre x→ +∞.

• Monotónnost': Funkcia klesá na (−π
8
+ k π

2
, 3
8
π + k π

2
), rastie na (3

8
π + k π

2
, 7
8
π + k π

2
).

• Lokálne maximá v bode x = 3
8
π + k π

2
, Lokálne minimá v bode x = −π

8
+ k π

2
.

• In�exné body: k.π
2
.

• Funkcia je konvexná na (kπ, π
2
+ kπ), konkávna na (π

2
+ kπ, π + kπ).

Lokálne

  min

Lokálne

  max

Inflexný

   bod

Konkávna Konvexná
-1 1 2 3 4

-0.5

0.5

1.0

1.5
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(i) f(x) = arcsin(x−1
x+1

)

Výsledok:

• D(f) = 〈0,∞).

• Nulový bod: (1, 0).

• Asymptoty bez smernice neexistujú. Asymptoty so smernicou: y = π
2
pre x→ +∞.

• Monotónnost': rastie na (0,∞).

• Globálne minimum v bode (0,−π/2).

• In�exný bod nie je.

• Funkcia je konkávna na 〈0,∞).

y = Π/2

Globálne

   min

Konkávna

2 4 6 8 10

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

1.5
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(j) f(x) = x · arctg(x)

Výsledok:

• D(f) = (−∞,∞).

• Nulový bod nie je.

• Asymptoty bez smernice neexistujú. Asymptoty so smernicou: y = π
2
x− 1,

y = −π
2
x− 1.

• Monotónnost': rastie na (0,∞), klesá na (−∞, 0).

• Lokálne minimum v bode (0, 0).

• In�exný bod nie je.

• Funkcia je konvexná na (−∞,∞).

Konvexná

y = - HΠ � 2Lx - 1y = HΠ � 2Lx - 1

Lokálne

   min

-6 -4 -2 2 4 6

-10

-5

5



Kapitola 6

Diferenciál funkcie

Nech funkcia f má deriváciu na otvorenom intervale I a nech x0 ∈ I. V dostato£ne malom
okolí bodu x0 moºno hodnoty na grafe funkcie y = f(x) nahradit' hodnotami na doty£nici
y = f(x0) + f

′
(x0)(x− x0) ku grafu funkcie f (vid' Obr.6.1).

y = f(x0L + f 'Hx0L Hx - x0L
y = f(x)

(  x0 L

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.5

1.0

1.5

2.0

Obr. 6.1: Diferenciál funkcie.

V dostato£ne malom okolí bodu x0 teda môºme napísat' pribliºnú rovnost'

f(x) ≈ f(x0) + f
′
(x0)(x− x0) (6.1)

alebo

f(x)− f(x0) ≈ f
′
(x0)(x− x0) . (6.2)

Výraz f
′
(x0)(x− x0) na pravej strane (6.2) sa nazýva diferenciál funkcie f v bode x

a ozna£uje sa symbolom df(x, x0).

167
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Význam vzt'ahu (6.2) je ten, ºe pre x dostato£ne blízke ku x0 moºno diferenciu f(x)−
f(x0) nahradit' diferenciálom df(x, x0) = f

′
(x0)(x− x0).

Pouºívaním vzt'ahov (6.1) alebo (6.2) sa dopú²t'ame nepresnosti. V tejto chvíli nemáme
matematické prostriedky na odhad tejto nepresnosti, dozviete sa ich neskôr v kurzoch vy²²ej
matematiky. Napriek tomu moºno vzt'ahy (6.1), (6.2) úspe²ne pouºívat' pri výpo£toch
pribliºných hodnôt funkcií.

Ak totiº poznáme hodnotu funkcie f v bode x0 a získanie hodnôt f v bodoch x blízkych
x0 by viedlo k t'aºkostiam, môºme hodnoty f(x) pribliºne po£ítat' pomocou vzt'ahu (6.1),
pretoºe na pravej strane (6.1) je len lineárna funkcia premennej x.

Príklad £. 1. Vypo£ítajte pribliºnú hodnotu výrazu 23,2.

Rie²enie: Vychádzame z faktu, ºe hodnotu výrazu 23 vieme triviálne vypo£ítat'. Preto
poloºíme x0 = 3 a x = 3, 2. To nás zárove¬ navádza na to, ºe na²a funkcia f , na ktorú
pouºijeme vzt'ah f(x) ≈ f(x0) + f

′
(x0)(x− x0), má mat' tvar f(x) = 2x.

Vypo£ítame deriváciu funkcie f(x) = 2x v bode x0 = 3:

f
′
(x) = 2x · ln 2 ,

f
′
(x0) = f

′
(3) = 8 · ln 2 .

Dosadením do f(x) ≈ f(x0) + f
′
(x0)(x− x0) dostávame pre x blízke x0:

2x ≈ 23 + 8 ln 2.(x− 3) .

Po dosadení x = 3, 2 napokon máme

23,2 ≈ 8 + 8 ln 2 · (3, 2− 3) ,

23,2 ≈ 9, 1 .

Záver: Pribliºná hodnota výrazu 23,2 je 9, 1.

Pre zaujímavost', hodnota výrazu 23,2 zaokrúhlená na dve desatinné miesta je 9, 19.

Príklad £. 2. Vypo£ítajte pribliºnú hodnotu výrazu 2, 054.

Rie²enie: Najbliº²iu hodnotu, ktorú vieme vypo£ítat', je 24. Preto poloºíme x0 = 2 a
x = 2, 05. Na²a funkcia f bude mat' tvar f(x) = x4. Na pribliºný výpo£et hodnoty výrazu
2, 054 pouºijeme vzt'ah f(x) ≈ f(x0) + f

′
(x0)(x− x0).
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Vypo£ítame deriváciu funkcie f(x) = x4 v bode x0 = 2:

f
′
(x) = 4x3 ,

f
′
(x0) = f

′
(2) = 4 · 23 = 32 .

Dosadením do f(x) ≈ f(x0) + f
′
(x0)(x− x0) dostávame pre x blízke x0:

x4 ≈ 24 + 32 · (x− 2) ,

po dosadení x = 2, 05 napokon máme

2, 054 ≈ 24 + 32 · (2, 05− 2)

2, 054 ≈ 17, 6 .

Záver: Pribliºná hodnota výrazu 2, 054 je 17, 6.

Hodnota výrazu 2, 054 zaokrúhlená na dve desatinné miesta je 17, 66.

Príklad £. 3. Vypo£ítajte pribliºnú hodnotu výrazu arcsin(0, 49).

Rie²enie: Najbliº²iu hodnotu, ktorú vieme vypo£ítat', je arcsin(0, 5). Postupujeme rov-
nako, ako v predchádzajúcich príkladoch, teda poloºíme x0 = 0, 5 a x = 0, 49. Na²a funkcia
f bude mat' tvar f(x) = arcsin(x). Na pribliºný výpo£et hodnoty výrazu arcsin(0, 49) po-
uºijeme vzt'ah f(x) ≈ f(x0) + f

′
(x0)(x− x0).

Vypo£ítame deriváciu funkcie f(x) = arcsin(x) v bode x0 = 0, 5:

f
′
(x) =

1√
1− x2

,

f
′
(x0) = f

′
(0, 5) =

1√
1− (0, 5)2

=
2√
3
.

Dosadením do f(x) ≈ f(x0) + f
′
(x0)(x− x0) dostávame pre x blízke x0:

arcsin(x) ≈ arcsin(0, 5) +
2√
3
· (x− 0, 5) ,

po dosadení x = 0, 49 napokon máme

arcsin(0, 49) ≈ π/6 +
2√
3
· (0, 49− 0, 5)

arcsin(0, 49) ≈ 0, 5 .
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Záver: Pribliºná hodnota výrazu arcsin(0, 49) je 0, 5.

Hodnota výrazu arcsin(0, 49) zaokrúhlená na dve desatinné miesta je 0, 51.

Príklad £. 4. Vypo£ítajte pribliºnú hodnotu výrazu sin(31◦).

Rie²enie: Najbliº²iu hodnotu, ktorú poznáme, je sin(30◦). Uhly zameníme na radiány,
potom x0 = 30π

180
rad a x = 31π

180
rad. Na²a funkcia f bude mat' tvar f(x) = sin(x). Na

pribliºný výpo£et hodnoty výrazu sin(31◦) pouºijeme vzt'ah f(x) ≈ f(x0)+f
′
(x0)(x−x0).

Vypo£ítame deriváciu funkcie f(x) = sin(x) v bode x0 = 30π
180

:

f
′
(x) = cos(x) ,

f
′
(x0) = f

′
(
30π

180

)
= cos

(
30π

180

)
=

√
3

2
.

Dosadením do f(x) ≈ f(x0) + f
′
(x0)(x− x0) dostávame pre x blízke x0:

sin(x) ≈ sin
(
30π

180

)
+

√
3

2
·
(
x− 31π

180

)
,

po dosadení x = 31π
180

rad napokon máme

sin
(
31π

180

)
≈ 1

2
+

√
3

2
·
(
31π

180
− 30π

180

)

sin
(
31π

180

)
≈ 1

2
+

√
3

2
· π
180

sin
(
31π

180

)
≈ 1

2
+

√
3π

360
.

Záver: Pribliºná hodnota výrazu sin(31◦) je 1
2
+
√
3π

360
.

Hodnota výrazu sin(31◦) zaokrúhlená na dve desatinné miesta je 0, 52.
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6.1 Taylorov rozvoj

Aproximáciu vo vzt'ahu (6.1) je moºné d'alekosiahlo zov²eobecnit'. Majme funkciu f , ktorá
má na otvorenom intervale I n-tú deriváciu pre nejaké n ≥ 1. Potom pre kaºdé x ∈ I,
ktoré je dostato£ne blízke k bodu x0 ∈ I, platí aproximácia

f(x) ≈ f(x0) +
f
′
(x0)

1!
(x− x0) +

f
′′
(x0)

2!
(x− x0)2 + · · ·+

fn(x0)

n!
(x− x0)n . (6.3)

Na odhad chyby tejto aproximácie existujú matematické prostriedky, ktoré prevy²ujú
rámec tohoto skripta. Pre vä£²inu funkcií, s ktorými sa stretnete, v²ak platí, ºe £ím vä£²ie
je n, tým je aproximácia (6.3) presnej²ia.

Polynóm na pravej strane (6.3) sa nazýva Taylorov polynóm n-tého stup¬a funkcie f
v bode x0 a ozna£ujeme ho Tn(f, x, x0). Aproximáciu (6.3) moºno potom napísat' v tvare
f(x) ≈ Tn(f, x, x0) pre x dostato£ne blízke x0.

Taylorove polynómy (a ich analógie a zov²eobecnenia) sú základom pre pribliºný výpo-
£et hodnôt mnohých funkcií (exponenciálnych, logaritmyckých, goniometrických, cyklomet-
rických a d'al²ích) v elektronických kalkula£kách a matematických programových balíkoch.

Pri výpo£te Taylorovho polynómu n-tého stup¬a postupujeme nasledovne:

1. Vypo£ítame si postupne derivácie f
′
(x), f

′′
(x), ... , f (n)(x).

2. Do získaných vzt'ahov dosadíme hodnotu x0, £ím získame £ísla

f(x0), f
′
(x0), f

′′
(x0), ... , f

(n)(x0) .

3. Zostavíme polynóm Tn(f, x, x0) premennej x a zapí²eme aproximáciu (6.3).

Príklad £. 1. Vypo£ítame Taylorov polynóm stup¬a n = 5 pre funkciu y = sin2(x) v bode
x0 = π/2.

Rie²enie:

Krok £. 1: Na za£iatok vypo£ítame derivácie funkcie aº do 5.rádu:

1. derivácia: y
′
= 2 · sin(x) · cos(x) = sin(2x).

2. derivácia: y
′′
= 2 · cos(2x).

3. derivácia: y
′′′
= −2 · sin(2x) · 2 = −4 sin(2x).

4. derivácia: yIV = −4 · cos(2x) · 2 = −8 · cos(2x).
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5. derivácia: yV = 16 · cos(2x) · 2 = 32 cos(2x).

Krok £. 2: Do jednotlivých derivácií dosadíme x0 = π/2 a vy£íslime ich hodnotu.

0. derivácia v bode x0 = π/2: y(π/2) = sin2(π/2) = 1.

1. derivácia v bode x0 = π/2: y
′
(π/2) = 2 sin(π/2) · cos(π/2) = 2 · 1 · 0 = 0.

2. derivácia v bode x0 = π/2: y
′′
(π/2) = cos(2 · π/2) · 2 = 2 · (−1) = −2.

3. derivácia v bode x0 = π/2: y
′′′
(π/2) = −4 · sin(2 · π/2) = −4 · 0 = 0.

4. derivácia v bode x0 = π/2: yIV (π/2) = −8 · cos(2 · π/2) = −8 · (−1) = 8.

5. derivácia v bode x0 = π/2: yV (π/2) = 32 · cos(2 · π/2) = 32 · (−1) = −32.

Krok £. 3: Na zostavenie Taylorovho polynómu pouºijeme vzt'ah:

Tn(f, x, x0) = f(x0) +
f
′
(x0)

1!
(x− x0) +

f
′′
(x0)

2!
(x− x0)2 + · · ·+

fn(x0)

n!
(x− x0)n

a dosadíme jednotlivé hodnoty

T5(sin
2(x), x, π/2) = 1+

0

1!
(x−π/2)− 2

2!
(x−π/2)2+ 0

3!
(x−π/2)3+ 8

4!
(x−π/2)4−32

5!
(x−π/2)5 .

Po zjednodu²ení dostávame

T5(sin
2(x), x, π/2) = 1− (x− π/2)2 + 1

3
(x− π/2)4 − 4

15
(x− π/2)5 .

Príklad £. 2. Vypo£ítame Taylorov polynóm stup¬a n = 4 pre funkciu y = (2x3−1) · ln(x)
v bode x0 = 1.

Rie²enie:

Krok £. 1: Vypo£ítame derivácie funkcie aº do 4.rádu:

1. derivácia:

y
′
= 6x2 · ln(x) + (2x3 − 1) · 1

x
.

2. derivácia:
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y
′′
= 12x · ln(x) + 6x2 · 1

x
+ 6x2 · 1

x
+ (2x3 − 1) ·

(
− 1

x2

)
= 12x · ln(x) + 12x− (2x3 − 1)

x2
.

3. derivácia:

y
′′′
= 12 ln(x) + 12−

(
6x2 · x2 − (2x3 − 1) · 2x

x4

)
= 12 ln(x)− 2

x3
+ 10 .

4. derivácia:

yIV =
12

x
+

2 · 3x2

x6
=

12

x
+

6

x4
.

Krok £. 2: Do jednotlivých derivácií dosadíme x0 = 1 a vy£íslime ich hodnotu.

0. derivácia v bode x0 = 1: y(1) = (2 · 13 − 1) · ln(1) = 0.

1. derivácia v bode x0 = 1: y
′
(1) = 6 · 12 · ln(1) + (2 · 13 − 1) · 1

1
= 1.

2. derivácia v bode x0 = 1: y
′′
(1) = 12 · 1 · ln(1) + 12 · 1− (2·13−1)

12
= 11.

3. derivácia v bode x0 = 1: y
′′′
(1) = 12 ln(1)− 2

13
+ 10 = 8.

4. derivácia v bode x0 = 1: yIV (1) = 12
1
+ 6

14
= 18.

Krok £. 3: Na zostavenie Taylorovho polynómu pouºijeme vzt'ah:

Tn(f, x, x0) = f(x0) +
f
′
(x0)

1!
(x− x0) +

f
′′
(x0)

2!
(x− x0)2 + · · ·+

fn(x0)

n!
(x− x0)n ,

a dosadíme jednotlivé hodnoty

T4((2x
3 − 1) ln(x), x, 1) = 0 +

1

1!
(x− 1) +

11

2!
(x− 1)2 +

8

3!
(x− 1)3 +

18

4!
(x− 1)4 .

Po zjednodu²ení dostávame

T4((2x
3 − 1) ln(x), x, 1) = x− 1 +

11

2
(x− 1)2 +

4

3
(x− 1)3 +

3

4
(x− 1)4 .
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Príklady na cvi£enia:

1. Pomocou diferenciálu vypo£ítajte nasledujúce pribliºné hodnoty:

(a)
√
83

Výsledok:
√
83 ≈ 9, 111.

(b) 3
√
350

Výsledok: 3
√
350 ≈ 7, 047619.

(c) ln 0.89

Výsledok: ln 0.89 ≈ −0, 11.

(d) 3, 022

Výsledok: 3, 022 ≈ 9, 12.

(e) 42,05

Výsledok: 42,05 ≈ 17, 109.

(f) cos(28o)

Výsledok: cos(28o) ≈ 0, 88346.

2. Vypo£ítajte Taylorov polynóm stup¬a n pre funkciu y = f(x) v bode x0 pre:

(a) y = x3 − 4x+ 8, n = 3, x0 = 3

Výsledok: Pre x blízke x0 = 3 platí aproximácia

x3 − 4x+ 8 ≈ −46 + 3x+ 9(x− 3)2 + (x− 3)3 .

(b) y = x2−2x
x+1

, n = 3, x0 = 1

Výsledok: Pre x blízke x0 = 1 platí aproximácia

x2 − 2x

x+ 1
≈ −3

4
+

1

4
x+

1

2
(x− 1)2 − 3

16
(x− 1)3 .
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(c) y = ln(1/x), n = 4, x0 = 1

Výsledok: Pre x blízke x0 = 1 platí aproximácia

ln
(
1

x

)
≈ −x+ 1 +

1

2
(x− 1)2 − 1

3
(x− 1)3 +

1

4
(x− 1)4 .

(d) y = cos(2x), n = 4, x0 = 0

Výsledok: Pre x blízke x0 = 0 platí aproximácia

cos(2x) ≈ 1− 2x2 − 2

3
x4 .

(e) y = cotg(3x), n = 4, x0 = π/2

Výsledok: Pre x blízke x0 = π/2 platí aproximácia

cotg(3x) ≈ −3x+ 3

2
π − 9 · (x− π/2)3 .

(f) y = e2x + 3x4, n = 4, x0 = 1

Výsledok: Pre x blízke x0 = 1 platí aproximácia

e2x+3x4 ≈ e2+3+2(e2+6)(x−1)+2(e2+6)(x−1)2+4

3
(e2+9)(x−1)3+ (2e2 + 9)

3
(x−1)4 .

(g) y = (x3 − 2) · sin(x), n = 3, x0 = π

Výsledok: Pre x blízke x0 = π platí aproximácia

(x3 − 2) · sin(x) ≈ (2− π3)(x− π)− 3π2(x− π)2 + π3 − 18π − 2

6
(x− π)3 .

(h) y = log10(x), n = 4, x0 = 1

Výsledok: Pre x blízke x0 = 1 platí aproximácia
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log10(x) ≈
1

ln 10
(x− 1)− 1

2 ln 10
(x− 1)2 +

1

3 ln 10
(x− 1)3 − 1

4 ln 10
(x− 1)4 .

(i) y = (x2 + 3)(ex + 4), n = 5, x0 = 0

Výsledok: Pre x blízke x0 = 0 platí aproximácia

(x2 + 3)(ex + 4) ≈ 15 + 3x+
13

2
x2 +

3

2
x3 +

11

24
x4 +

1

8
x5 .

(j) y = ln2(2x), n = 3, x0 = 1/2

Výsledok: Pre x blízke x0 = 1/2 platí aproximácia

ln2(2x) ≈ 4(x− 1/2)2 − 8(x− 1/2)3 .



Kapitola 7

Parametrické vyjadrenie kriviek

Grafy funkcií, s ktorými sme sa doteraz stretávali, boli vel'mi ²peciálne krivky v tom zmysle,
ºe l'ubovol'ná rovnobeºka s osou y ich pretína v najviac jednom bode. Komplikovanej²ie
krivky (napr. kruºnice, elipsy, rôzne ²pirály a pod.) nie je moºné reprezentovat' ako graf
jednej funkcie. Pre prácu s takýmito krivkami v matematike pouºívame tzv. parametrické
vyjadrenie.

Nech ϕ a ψ sú spojité funkcie na intervale I, ktoré majú v kaºdom vnútornom bode
intervalu I deriváciu. Rovnicami

x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ I, (7.1)

je v súradnicovej sústave (x, y) ur£ená krivka. Vyjadrenie (7.1) nazývame parametrickým
vyjadrením tejto krivky. Premennú t nazývame parameter.

Nech t0 je vnútorný bod intervalu I a nech x0 = ϕ(t0), y0 = ψ(t0), £iºe (x0, y0) je bod
na na²ej krivke prislúchajúci parametru t0. Smernica k0 doty£nice ku tejto krivke v bode
T = (x0, y0) je ur£ená vzt'ahom

k0 =
ψ
′
(t0)

ϕ′(t0)
(7.2)

za predpokladu, ºe ϕ
′
(t0) 6= 0.

Rovnica doty£nice k takejto krivke v bode (x0, y0) potom je

y − y0 = k0(x− x0) ,

alebo

y = y0 + k0(x− x0) ,

kde smernica k0 je daná vzt'ahom (7.2).

Ak k0 6= 0, tak rovnica normály v bode (x0, y0) má tvar

177
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y = y0 −
1

k0
(x− x0) .

Príklad £. 1. Vypo£ítajme rovnice doty£nice a normály krivky

x = ϕ(t) =
2t− 1

t

y = ψ(t) =
t

4− t
v bode prislúchajúcemu parametru t0 = 1.

Rie²enie: Vypo£ítame pravouhlé súradnice dotykového bodu T = (x0, y0) tak, ºe t0 = 1
dosadíme do výrazov pre x a y, £ím dostaneme

x0 =
2t− 1

t
=

2 · 1− 1

1
= 1 ,

y0 =
t

4− t
=

1

4− 1
=

1

3
.

Smernicu doty£nice k v l'ubovol'nom bode vypo£ítame podl'a vzorca (7.2)

k =
ψ
′
(t)

ϕ′(t)
=

( t
4−t)

′

(2t−1
t
)′

=

1.(4−t)−t.(−1)
(4−t)2

2t−1.(2t−1)
t2

,

£o po úprave dá

k =
4t2

(4− t)2
.

Smernica doty£nice k0 v bode prislúchajúcemu parametru t0 = 1 bude:

k0 = k(t0) = k(1) =
4 · 12

(4− 1)2
=

4

9
.

Rovnica doty£nice má tvar y = k0(x − x0) + y0. Po dosadení T = (x0, y0) = (1, 1
3
),

k0 =
4
9
dostávame rovnicu doty£nice v tvare

y =
4

9
(x− 1) +

1

3
.

Rovnica normály má tvar y = − 1
k
(x − x0) + y0 a lí²i sa od rovnice doty£nice len

smernicou. Po dosadení T = (1, 1
3
) a k0 = 4

9
dostávame

y = −9

4
(x− 1) +

1

3
.

2
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Príklad £. 2. Vypo£ítajme rovnice doty£nice a normály krivky

x = ϕ(t) = cos2(t)− 2t

y = ψ(t) = 2t3 + sin(t)

v bode prislúchajúcemu parametru t0 = 0.

Rie²enie: Postup je rovnaký ako v predo²lom príklade, £iºe vypo£ítame pravouhlé súrad-
nice dotykového bodu T = (x0, y0) dosadením t0 = 0 do x = cos2(t)− 2t a y = 2t3 + sin(t)
a dostaneme

x0 = cos2(0)− 2 · 0 = 1 ,

y0 = 2 · 03 + sin(0) = 0 .

Smernicu doty£nice k v l'ubovol'nom bode vypo£ítame opät' podl'a vzt'ahu (7.2)

k =
ψ
′
(t)

ϕ′(t)
=

(2t3 + sin(t))
′

(cos2(t)− 2t)′
=

6t2 + cos(t)

−2 cos(t) · sin(t)− 2
.

Smernica doty£nice k0 v bode prislúchajúcemu parametru t0 = 0 po dosadení bude

k0 = k(t0) = k(0) =
6 · 02 + cos(0)

−2 cos(0) · sin(0)− 2
= −1

2
.

Rovnica doty£nice má tvar y = k0(x − x0) + y0. Po dosadení T = (x0, y0) = (1, 0),
k0 = −1

2
dostávame rovnicu doty£nice

y = −1

2
(x− 1) .

Rovnica normály má tvar y = − 1
k0
(x− x0) + y0, zmení sa len smernica k0. Po dosadení

T = (1, 0) a k0 = −1
2
dostávame

y = 2(x− 1) .

2
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Príklad £. 3. Vypo£ítajme rovnice doty£nice a normály krivky

x = ϕ(t) =
t2 − 2t3

t

y = ψ(t) =
2t

t2 − 1

v bode prislúchajúcemu parametru t0 = 2.

Rie²enie: Dosadíme t0 = 2 do x = t2−2t3
t

, y = 2t
t2−1 a dostávame pravouhlé súradnice

dotykového bodu T = (x0, y0)

x0 =
22 − 2 · 23

2
= −6 ,

y0 =
2 · 2
4− 1

=
4

3
.

Smernicu doty£nice k v l'ubovol'nom bode po£ítame ako podiel derivácií ψ
′
(t) a ϕ

′
(t).

k =
ψ
′
(t)

ϕ′(t)
=

2(t2−1)−2t.2t
(t2−1)2

(2t−6t2)t−(t2−2t3)
t2

=
t2(−2t2)

(t2 − 1)2(−4t3 + t2)
.

Hodnota smernice doty£nice k0 v bode prislúchajúcemu parametru t0 = 2 bude

k0 = k(t0) = k(2) =
22(−2 · 22)

(22 − 1)2(−4 · 23 + 22)
=

1

9
.

Rovnica doty£nice má tvar y = k0(x−x0)+y0. Po dosadení T = (−6, 4
3
) a k0 = 1

9
dostávame

rovnicu doty£nice

y − 4

3
=

1

9
(x+ 6) ,

po úprave máme

y =
4

3
+

1

9
(x+ 6) .

Rovnica normály má tvar y = − 1
k0
(x−x0)+y0. Dosadíme T = (−6, 4

3
), k0 = 1

9
a dostávame

y =
4

3
− 9(x+ 6) .

2
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Príklad £. 4. Vypo£ítajme rovnice doty£nice a normály krivky

x = ϕ(t) = 2t− cos(t− π)

y = ψ(t) =
t2

sin2(t)

v bode prislúchajúcemu parametru t0 = π
2
.

Rie²enie: Dosadíme t0 = π
2
do x = 2t − cos(t − π) a y = t2

sin2(t)
a dostávame pravouhlé

súradnice dotykového bodu T = (x0, y0)

x0 = 2 · π
2
− cos

(
π

2
− π

)
= π ,

y0 =
(π/2)2

sin2(π/2)
=
π2

4
.

Smernicu doty£nice k v l'ubovol'nom bode vypo£ítame podl'a vzt'ahu (7.2)

k =
ψ
′
(t)

ϕ′(t)
=

2t·sin2(t)−t2·2·sin(t)·cos(t)
sin4(t)

2 + sin(t− π)
=

2t · (sin(t)− t · cos(t))
(2 + sin(t− π)) · sin3(t)

.

Smernica doty£nice k0 v bode prislúchajúcemu parametru t0 = π
2
po vy£íslení bude

k0 = k
(
π

2

)
=

2(π
2
)(sin(π

2
)− π

2
· cos(π

2
))

(2 + sin(π
2
− π)) · sin3(π

2
)
=

π(1− 0)

(2− 1) · 1
= π .

Rovnica doty£nice má tvar y = k0(x − x0) + y0. Po dosadení T = (π, π
2

4
) a k0 = π

dostávame rovnicu doty£nice

y − π2

4
= π(x− π) ,

po úprave

y =
π2

4
+ π(x− π) .

Rovnica normály má tvar y = − 1
k0
(x − x0) + y0. Dosadíme T = (π, π

2

4
), k0 = π a

dostávame

n =
π2

4
− 1

π
(x− π) .

2
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Príklad £. 5. Vypo£ítajme rovnice doty£níc a normál v pravouhlom súradnicovom systéme
ku grafu funkcie danej pomocou polárnych súradníc

ρ = 3φ2

v bode φ0 = π/4.

Rie²enie: Transformácia pravouhlých súradníc do polárnych má tvar

x = ρ cosφ ,

y = ρ sinφ .

Ked'ºe krivka je v polárnych súradniciach daná rovnicou ρ = 3φ2, dosadením tohoto
výrazu do predchádzajúcich dvoch rovníc dostávame

x = 3φ2 cosφ ,

y = 3φ2 sinφ.

Aby sme pouºívali symboly ako pri parametrickom vyjadrení, pouºijeme substitúciu
φ = t a dostávame

x = φ(t) = 3t2 · cos(t) ,

y = ψ(t) = 3t2 · sin(t) .

Vypo£ítame súradnice dotykového bodu v pravouhlých súradniciach tak, ºe dosadíme
t0 = π/4 do x = 3t2 · cos(t) a y = 3t2 · sin(t)

x0 = 3
(
π

4

)2

· cos
(
π

4

)
=

3
√
2

32
π2

y0 = 3
(
π

4

)2

· sin
(
π

4

)
=

3
√
2

32
π2 .

Súradnice dotykového bodu v pravouhlom súradnicovom systéme sú teda

T = (x0, y0) =

(
3
√
2

32
π2,

3
√
2

32
π2

)
.

Smernicu doty£nice v l'ubovol'nom bode vypo£ítame pomocou vzt'ahu

k =
ψ
′
(t)

φ′(t)
.
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Po derivácii dostávame

k =
ψ
′
(t)

φ′(t)
=

6t · sin(t) + 3t2 · cos(t)
6t · cos(t)− 3t2 · sin(t)

=
2t · tg(t) + t2

2t− t2 · tg(t)
=

2 · tg(t) + t

2− t · tg(t)
.

Smernica doty£nice k0 v bode t0 = π/4 je

k0 =
2 · tg(π

4
) + π

4

2− π
4
· tg(π

4
)
,

a po zjednodu²ení dostávame

k0 =
8 + π

8− π
.

Rovnica doty£nice má tvar y− y0 = k0(x−x0). Po dosadení súradníc dotykového bodu
T = (3

√
2

32
π, 3

√
2

32
π) a smernice doty£nice k0 = 8+π

8−π dostávame rovnicu

t : y − 3
√
2

32
π =

8 + π

8− π

(
x− 3

√
2

32
π

)
.

Rovnica normály má tvar y−y0 = − 1
k0
(x−x0). Po dosadení súradníc dotykového bodu

T = (3
√
2

32
π, 3

√
2

32
π) a smernice doty£nice k0 = 8+π

8−π dostávame rovnicu

n : y − 3
√
2

32
π = −8− π

8 + π

(
x− 3

√
2

32
π

)
.

2

Príklad £. 6. Vypo£ítajme rovnice doty£níc a normál v pravouhlom súradnicovom systéme
ku grafu funkcie danej pomocou polárnych súradníc.

ρ = 2tg(2φ)

v bode φ0 = π/3.

Rie²enie: Transformácia pravouhlých súradníc do polárnych má tvar

x = ρ cosφ ,

y = ρ sinφ .

Krivka je v polárnych súradniciach daná rovnicou ρ = 2tg(2φ), dosadením dostávame

x = 2tg(2φ) · cosφ ,
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y = 2tg(2φ) · sinφ .

Aby sme pouºívali symboly ako pri parametrickom vyjadrení, pouºijeme substitúcu
φ = t a dostávame

x = 2tg(2t) · cos(t) ,

y = 2tg(2t) · sin(t) .

Vypo£ítame súradnice dotykového bodu T = (x0, y0) v pravouhlých súradniciach dosa-
dením t0 = π/3 do x = 2tg(2t) · cos(t) a y = 2tg(2t) · sin(t)

x0 = 2tg
(
2
π

3

)
· cos

(
π

3

)
= −
√
3 ,

y0 = 2tg
(
2
π

3

)
· sin

(
π

3

)
= −3 .

Súradnice dotykového bodu v praouhlých súradniciach sú T = (x0, y0) = (−
√
3,−3).

Smernicu doty£nice v l'ubovol'nom bode vypo£ítame pomocou vzt'ahu

k =
ψ
′
(t)

φ′(t)
,

po derivácii dostávame

k =

4
cos2(2t)

· sin(t) + 2tg(2t) · cos(t)
4

cos2(2t)
· cos(t)− 2tg(2t) · sin(t)

.

Smernica doty£nice k0 v bode t0 = π
3

k0 =

4
cos2( 2

3
π)
· sin(π

3
) + 2tg(2

3
π) · cos(π

3
)

4
cos2( 2

3
π)
· cos(π

3
)− 2tg(2

3
π) · sin(π

3
)
,

po zjednodu²ení dostávame smernicu doty£nice k0

k0 =
8
√
3−
√
3

8 + 3
=

7
√
3

11
.

Rovnica doty£nice má tvar y− y0 = k0(x−x0). Po dosadení súradníc dotykového bodu
T = (−

√
3,−3) a smernice doty£nice k0 = 7

√
3

11
dostávame rovnicu

t : y + 3 =
7
√
3

11
(x+

√
3) ,
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po úprave dostávame výsledok

t : y =
7
√
3

11
(x+

√
3)− 3 .

Rovnica normály má tvar y−y0 = − 1
k0
(x−x0). Po dosadení súradníc dotykového bodu

T = (−
√
3,−3) a smernice doty£nice k0 = 7

√
3

11
dostávame rovnicu normály

n : y = − 11

7
√
3
(x+

√
3)− 3 .

2
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Príklady na cvi£enia:

1. Vypo£ítajte rovnice doty£níc a normál nasledujúcich funkcií daných parametricky v
daných bodoch:

(a) x = 1−2t
1+2t

, y = t
1−t , v bode prislúchajúcemu parametru t0 = 2.

Výsledok: t : y = −25
4
(x+ 3

5
)− 2, n : y = 4

25
(x+ 3

5
)− 2.

(b) x = 4t · cos(2t), y = 2− sin(t), v bode prislúchajúcemu parametru t0 = 0.

Výsledok: t : y = −1
4
x+ 2, n : y = 4x+ 2.

(c) x = t2 ln(t+ 1), y = (2− t) · e2t, v bode prislúchajúcemu parametru t0 = 1.

Výsledok: t : y = e2

2 ln 2+1/2
(x− ln 2) + e2, n : y = −2 ln 2+1/2

e2
(x− ln 2) + e2.

(d) x = e−t · tg(t), y = e−t · cos2(t), v bode prislúchajúcemu parametru t0 = 0.

Výsledok: t : y = 1− x, n : y = x+ 1.

(e) x = arctg(t2 − 2t), y = tg(2t)− 4t, v bode prislúchajúcemu parametru t0 = 0.

Výsledok: t : y = 3
2
x, n : y = −2

3
x.

(f) x = t3 − 2t2 + 1, y = t2 + t− 2, v bode prislúchajúcemu parametru t0 = 2.

Výsledok: t : y − 4 = 5
4
(x− 1), n : y − 4 = −4

5
(x− 1).

(g) x = t2. cos2(t), y = t2 − sin2(t), v bode prislúchajúcemu parametru t0 = π/4.

Výsledok: t : y − π2−8
16

= 8.(π−2)
4π−π2 (x− π2

32
), n : y − π2−8

16
= − 4π−π2

8.(π−2)(x−
π2

32
).

(h) x = t2 − et, y = t+ e2t, v bode prislúchajúcemu parametru t0 = 1.

Výsledok: t : y−(1+e2) = 1+2e2

2−e (x−(1−e)), n : y−(1+e2) = − 2−e
1+2e2

(x−(1−e)).

(i) x = t · ln2(2t), y = et − ln(2t), v bode prislúchajúcemu parametru t0 = 1.

Výsledok: t : y−(e−ln 2) = e−1
ln2 2+2 ln 2

(x−ln2 2), n : y−(e−ln 2) = − ln2 2+2 ln 2
e−1 (x−ln2 2).

2. Vypo£ítajte rovnice doty£níc a normál v pravouhlom súradnicovom systéme ku grafom
funkcií daných pomocou polárnych súradníc:

(a) ρ = 2ϕ, v bode ϕ0 = π/2

Výsledok: t : y = 2
π
x+ π, n : y = −π

2
x+ π.
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(b) ρ = sin(ϕ− π), v bode ϕ0 = π/3

Výsledok: t : y =
√
3
2
(x+

√
3
4
)− 3

4
, n : y = − 2√

3
(x+

√
3
4
)− 3

4
.

(c) ρ = e(2ϕ), v bode ϕ0 = π/6

Výsledok: t : y = 2+
√
3

2
√
3−1(x−

√
3
2
eπ/3) + 1

2
eπ/3, n : y = −2

√
3−1

2+
√
3
(x−

√
3
2
eπ/3) + 1

2
eπ/3.

(d) ρ = 3ϕ + sin(ϕ), v bode ϕ0 = 0

Výsledok: t : y = 1
1+ln 3

(x− 1), n : y = −(1 + ln 3)(x− 1).

(e) ρ = (e−ϕ + 3ϕ), v bode ϕ0 = 0

Výsledok: t : y = 2
ln 3−1(x− 2), n : y = − ln 3−1

2
(x− 2).
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