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Kinematika v jednorozmernom pripade

Kinematika je matematicky opis pohybu, ktory neberie do tivahy jeho pric¢inu.
1 Kinematika v jednorozmernom pripade

Predmetom kinematiky v jednorozmernom pripade je priamoéiary pohyb pozdlZz osi
2. Poloha objektu, ktorého pohyb skimame, je dand x-ovou stradnicou. Ked budeme
skimat pohyb telesa, tak budeme skiimat ako sa meni jeho z-ové stradnica (poloha)
v Case t. Zmena polohy v ¢ase je dand posunutim Ax = xz(t + At) — x(¢), teda
rozdielom konecnej polohy x(t + At) v ¢ase t + At a pociatoénej polohy x(t) v case
t. At je celkovy ¢asovy interval pohybu objektu.

:E(t—l—At) x(t)
\x(i)\ o(t+At) \‘ \
0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
Obr. 1.0.1. Na lavom obrazku je posunutie Az = 1,5 — 0,5 = +1 m a na pravom obrizku je posunutie

Az = 0,5 — 1,5 = —1 m.

Kym At je vzdy kladné, pretoze ¢as plynie iba jednym smerom tak, ze stale pribuda,
Az moze nadobudat kladné hodnoty v pripade, Ze sa objekt pohybuje zlava doprava,
ale aj zaporné hodnoty v pripade, Ze sa objekt pohybuje v opacnom smere.

1.1 OkamzZita a priemerna rychlost

Budeme rozoberat pohyb auta. Auto najskor stalo, potom sa rozbiehalo, potom islo
isty ¢as rovnomernou rychlostou a napokon brzdilo, az zastavilo. Cely tento proces je
znazorneny na Obr. 1.1.1.

v(km/hod) x(km)
8.6 km
100 - i
80 81
60 - 51.6 Km/hod 6r
407 4r
20F 20
P I S I R R tmin ,‘\“\“‘\“‘\tmin
2 4 6 8 10 ( ) 2 4 6 8 10 ( )

Obr. 1.1.1. Obrazok vlavo znazortiuje zavislost rychlosti od ¢asu a obrazok vpravo znézornuje zavislost drahy
od casu.

V kazdom casovom okamihu mala rychlost nejakit hodnotu. Tato hodnotu budeme
nazyvat okamzita rychlost. Tato okamzit4 rychlost sa pri rozbiehani a brzdeni auta
menila a isty ¢as medzi tym bola konstantnéd. Napriklad uréime okamziti rychlost auta
v Case t po Starte. Tieto rychlosti odmeriame. Meriame tak, Ze stlacime stopky v Case t
v mieste z(t). Potom stlac¢ime stopky trochu neskor v ¢ase t + At v mieste z(t + At).
Rychlost vypocitame ako zmenu polohy (stradnice) auta Az za ¢as At
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o Axr x(t + At) — z(t)
v L= B (1.1.1)

Predpokladajme, Zze meriame drdhu v priebehu jednej minuty, teda At = 1 min.
Kedy dostaneme presnej$iu hodnotu rychlosti v 2. alebo v 5. mintate? Ak zaéneme merat
rychlost v piatej mintte, dostaneme spravnu hodnotu okamzitej rychlosti v = 100
km /hod. Je to preto, lebo v tomto ¢asovom intervale sa auto pohybovalo rovnomernou
rychlostou, teda rychlost sa od 5. do 6. mintity nemenila. (Na Obr. 1.1.1 vlavo je grafom
pre tento tsek vodorovnd ciara, lebo rychlost sa nemeni, a vpravo $ikmé rovna ¢iara,
lebo ak sa nemeni rychlost, draha s ¢asom rovnomerne (linedrne) narasta.)

Ak za¢neme meraf rychlost v druhej mintte, dostaneme nespravnu hodnotu okamzi-
tej rychlosti. Je to preto, lebo v tomto ¢asovom intervale sa auto rozbiehalo. Pohybovalo
sa nerovnomernou rychlostou. Rychlost na tomto ¢asovom intervale stile narastala, a

teda v kazdom okamihu tohto intervalu bola vicsia ako v druhej mintte. (Pozri Obr.
1.1.1.)

dt ! ' '
t=2 t+dt t AL

v

Obr. 1.1.2. Zavislost drahy od casu

Ak chceme ziskat presnejsiu rychlost, musime merat drahu na kratSom ¢asovom in-
tervale. Cim kratsi je ¢as, kedy meriame drédhu, tym menej sa stihne zmenit rychlost
auta, a tym presnejSie zmeriame okamziti rychlost. Aby sme boli pri merani rych-
losti dostatocne presni, musime merat v priebehu velmi kratkeho ¢asu blizkeho nule (v
okamihu), ¢o matematicky zapiSeme takto:

Az z(t +dt) — x(t)  dx

lim —— i
Ao At dt dt

v = (1.1.2)

e A — zmena veli¢iny
e d — nekonec¢ne mala zmena veli¢iny
Okamzita rychlost auta je dana derivaciou vzdialenosti podla ¢asu.

Poznamka 1 Cim kratsi je casovy interval At, kedy meriame drdhu, tym lepsie apro-
zimuge cierna usecka na tomto intervale funkciu zdvislosti drahy od ¢asu. (Pozri Obr.
1.1.2)

Priklad 1 Zdvislost drihy od casu je dand funkciou x(t) = t* treba ndjst rijchlosti v
caset = 1,2, 3...

de(t)  z(t 4+ dt) — z(t) (¢t + dt)® — ¢

t pu— pu—
olt) = = dt dt
2 4 2tdt + (dt)® —
= = 2 + dt 1.1.3
7 + (1.1.3)




Vzdialenost

Rychlosti v ¢ase t = 1,2,3... st v = 2 + dt, 4 + dt, 6 + dt.... Kedze dt je velmi
kratky casovy interval blizky nule, moZeme ho zanedbat a rychlosti s potom dané
funkciou v(t) = 2t, ¢o je derivacia drahy podla ¢asu.

Vratime sa opif k pohybu auta a uréime priemernt rychlost ako aritmeticky
priemer vsetkych rychlosti, ktoré auto nadobudlo pocas rovnakych ¢asovych intervalov

7 — Z?:o Vi

n

Jednotlivé rychlosti v; vyjadrime ako podiel n velmi malych vzdialenosti Ax; velmi
kratkymi rovnako dlhymi ¢asovymi intervalmi At¢. Pre priemernt rychlost potom
dostaneme:

7 = Z?:O AA:? _ Z?:o A, _ 7z

n nAt t’

kde Y " , Az; = x predstavuje celkovi drédhu a nAt = ¢ celkovy ¢as. Toto je defi-
nicia priemernej rychlosti.

Poznamka 2 Auto preslo celkovi vzdialenost x = 8, 6 km za celkovy ¢as t = 10 min,
teda priemernd rychlost akou islo auto je:

x 8, 6 km 8,6 km km
U= YT W0mm 0660 00 g (1.1.4)

Keby islo auto 10 min rychlostou 51, 6 km.-h™" preslo by 8, 6 km.

Poznamka 3 Celkovd priemernd ryjchlost predmetu moZe byt nulovd, aj napriek tomu,
Ze sa dany predmet pohyboval. Staci ak sa vrdti na to isté miesto odkial vystartoval.

Priklad 2 Cyklista sa pohybuje smerom do kopca rijchlostou v; = 10 km.h™'. Ked
dosiahne vrchol kopca, obrdti sa a absolvuje ti isti trasu z kopca dolu rijchlostou vy =
40 km.h™*. Akd bola priemernd rijchlost cyklistu?

Priemernt rychlost cyklistu vypoc¢itame ako celkovi drahu za celkovy cas:
x
7 o= - (1.1.5)

KedZe sa cyklista vratil naspif na to isté miesto, jeho celkova draha je x = 0 a teda
aj priemerné rychlost je nulova. Na to, aby sme posudili vykonnost cyklistu, je lepSie
urcit priemernt velkost rychlosti

- 2 2 2 2
o = =2 = =2 = 2 SR 46 km/hod (1.1.6)
t tl + tg v + s V1 + Vg
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x(km) V(kmy/hod)

8.6 km
100

80

60
Aw; ~ v; At
40 +

20

2 s 6 10 t(min) 0 t(min)

Obr. 1.2.1. Jednotlivé tseky vzdialenosti Az; na diagrame vlavo predstavuju éiselntt hodnotu plochy obdlz-
nikov v; At na diagrame vpravo.

1.2 Vzdialenost

Predpokladajme, Ze pozname zavislost rychlosti na ¢ase (Obr.1.2.1 vpravo), teda ako sa
menila rychlost auta v priebehu celej jazdy, ktora trvala ¢ = 10 min. Budeme pocitat
celkovil vzdialenost x, ktort auto preslo. Vzdialenost budeme podcitat tak, Ze sé¢itame
(integrujeme pospajame) vzdialenosti Az;, ktoré auto preslo v priebehu kazdej mintty:

r = Ax; + Axg + - -+ + Azqo

Tieto tiseky nepozname, preto si ich priblizne urc¢ime tak, ze znamu hodnotu rych-
losti na zaciatku kazdého c¢asového intervalu nasobime Casovym intervalom: Az; =
v; At. Teda pozrieme sa, akd je rychlost na zaciatku pohybu a budeme predpokladat,
7e takouto rychlostou sa bude auto pohybovat v priebehu celej minity a vypocitame
dréhu Az, ~ v At. Potom sa pozrieme aké je rychlost v prvej mintte a budeme pred-
pokladaf, Ze takouto rychlostou sa bude auto pohybovat v priebehu celej dalSej mintty,
vypocitame drahu Axy ~ v, At a oba tseky spocitame. Ak takto budeme postupovat
dalej, celkova vzdialenost bude:

T~ VAL + 0 At -+ vgAE = (v F vy + -+ Vi) At

teda

10
T R~ Zlet (1.2.1)
i=1

Pri takomto pribliZzeni sme sa dopustili chyby. Najskor sa auto rozbiehalo, teda rychlost
v priebehu kazdého tiseku stipala, a my sme predpokladali, ze pocas kazdého tseku sa
auto pohybuje rovhomernou pociatoc¢nou rychlostou, ¢o méa za ndasledok, ze nami vy-
pocitand dréha je kratsia ako skutoéna. Na Obr. 1.2.1 vlavo vidime, ako sa nasa krivka
odklaria od skuto¢nej krivky (v modrej farbe) smerom nadol a na obrazku vpravo vi-
dime, Ze plocha obdlznikov z vyskou v; a podstavou At je mensia ako plocha pod
krivkou zavislosti rychlosti od ¢asu. Naopak, v druhej polovici jazdy auto spomalovalo
a nami vypocitané tseky boli dlhsie ako skuto¢né. Nasa krivka sa priklana ku skutoc¢nej
a plocha obdlZnikov je zas viicsia ako plocha pod krivkou. KedZe rychlost sa v priebehu
¢asového intervalu meni, takyto vypocet je nepresny. Ak chceme ziskat presnejsi vypo-
¢et, musime Casové intervaly skratif, a teda celkovi vzdialenost poskladat z viacerych
tsekov. Presni drahu ziskame, ak mame nekonecne vela usekov:
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r = lim v; At (1.2.2)
At—0 Py

Vztah (1.2.2) je urcity integrél z funkcie v(t) podla diferencidlu dt a hranice st t; = 0
a ty = 10, teda:

r = /t2 v(t)dt (1.2.3)

Teraz si ukazeme vypocet vzdialenosti na konkrétnom priklade:

Priklad 3 Auto sa rozbieha z pokoja a zdvislost rychlosti od casu je dand linedrnou
funkciou v(t) = at. Treba zistil, aki drdahu prejde za cas t.

Celkovt drahu uréime tak, Ze ju pospajame a zintegrujeme z vela malych tisekov

alAt
a2
At -
Obr. 1.2.2.
n n
r = le = ZUZAIS
i=1 i=1

Za jednotlivé rychlosti dosadime funkéné hodnoty funkcie v(t) = at. (Funkéné hod-
noty uvazujeme vzdy na zaciatku ¢asového intervalu).

r = (0 + aAt + a2At + - - - + a(n — 1)At) At (1.2.4)
=a(0+14+2+ -+ (n—1)A~
-1
_ a0+ (Z D1 A (1.2.5)
a (n? — n) At?
N 2
Ak uvazime 7ze t = nAt dostaneme:
at? naAt?
- = _ 1.2.6
x 5 5 (1.2.6)
kde
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naAt?
2

Err = —

(1.2.7)

je chyba vypoctu (pozri Obr. 1.2.2 ). Aby sme sa chyby zbavili, musime zvolit n — oo
potom sa Casovy interval blizi nule At — 0 a dostaneme

at®>  naAt? at? at At at? t
= [ _— = = i _— = = — = 1.2.
o= gm T - s TS = o [ az29

1.3 Zrychlenie

Pocas jazdy auto zrychlovalo a spomalovalo, teda jeho rychlost sa s ¢asom menila.
Miera toho, ako velmi sa menila jeho rychlost, je zrychlenie a. Ak chceme zrychlenie
presne urcit, musime sa pytat, ako velmi sa menila rychlost v v priebehu velmi kratkeho
¢asového intervalu At, teda:

Av v(t + dt) — v(t) dv

o= Jim 7 = it - @ (13.1)

Ak uvézime, ze rychlost je derivaciou drahy podla ¢asu, tak zrychlenie mozeme vyjadrit
ako druht derivaciu dréhy podla ¢asu:

dv de d*x
o« = — = % = — = (1.3.2)

dt dt dt?
Pokus 1 Meranie reakéného casu pomocou pravitka: jeden Student pusti 30 cm pra-
vitko na zem a druhy sa ho snaZi ¢o najrychlejsie chytit. Pravitko medzi pustenim a

chytenim prejde drahu s, z ktorej vypocitame reakcny cas:

2
= ]2 (1.3.3)
g

Pokus 2 Zelezné matice pripevnime na spagdt. Postavime sa na stél a $pagdt nechdme
visiet. Ak€ maji byt vzdialenosti medzi maticami, aby po wvolnend $pagdtu dopadli na
zem v rovnakych casovych intervaloch?

Matice sa budt pohybovat rovnomernym zrychlenim a. Prva bude padaf z vysky h a
dopadne na zem za Cas t. Aby matice dopadli na zem v rovnakych ¢asovych intervaloch,
pad druhej matice bude trvat 2¢ a n-tej matice nt. Kedze vztah medzi vyskou a dobou
padu je

at?

h = — 1.3.4
=~ (13.4)

tak druh4 matica musi padat z vysky 4h a n-t4 matica z vysky n2h.

Priklad 4 Dopravnd lod bola undsand riekou do vzdialenosti xy od mesta A. Ricka
md rychlost vy. V éase t = 0 sa zacala pohybovat s rovnomernym zrychlenim a po
pride. Ako sa menila s casom jej rijchlost? Ako daleko od mesta A sa dostala v case
t?

10



Vztaznd sustava

) T
at?
ngg »— at @_7
o Ugt
S =1 W ng ’Uot o )
! R — |w -
A 0 t A 0 t g
Obr. 1.3.1.

Predstavme si, ze lod unasal prad rychlostou vy a vo vzdialenosti z zacala zrychlovat
smerom po prude. Jej vysledna rychlost teda bude rychlost rieky plus rychlost vzhladom
na rieku:

v = v + at (1.3.5)

Vyslednd vzdialenost v ¢ase t bude xy plus vzdialenost, ktor presla lod ” meniacou
sa” rychlostou v vzhladom na breh, teda:

t t t2
T = 19 + / vdt = x9 + / (vo + at) dt = g + vot + % (1.3.6)
0 0

Poznamka 4 Priklad moZeme vyriesit aj pouZitim neurcitého integrdalu, kde o je in-
tegracna konstanta:

t2
r = /Udt = /(’UQ + (Zt) dt = "Uot + % + Zo, (137)

alebo graficky z Obr. 1.5.1 vlavo ako siucet integracnych ploch: xg = Sy + So + S3

1.4 Vztazna ststava

Vztazna sustava je prostredie, v ktorom pozorujeme pohyb (Zem, vlak, lietadlo, rieka,
vesmir). V dalSom texte sa budeme zaoberat vztaznou ststavou, ktora je v pokoji, alebo
v rovnomernom priamociarom pohybe. Takéato sustava sa nazyva inercidlna vztazna
stustava. V inercidlnych sistavach plati princip relativity:

Zvnutra takejto sustavy nevieme nijakym spésobom uréif, ¢i sa sustava
pohybuje, alebo je v pokoji. Teda rovnomerny priamociary pohyb je relativny a
vsetky fyzikalne deje v pohybujicej sa suistave prebiehaju tak isto ako v stojatej. Napri-
klad rovnako ndm padne gulocka kolmo na podlahu vlaku bez ohladu na to, akou rych-
lostou sa vlak pohybuje. Samozrejme pokial nemeni svoju rychlost. Vztazna ststava
byva matematicky reprezentované stradnicovou sustavou [z, y, z|, ktord je spojena s
danym prostredim, napriklad s riekou z predchadzajiceho prikladu, ktora sa pohy-
buje rovnomernou rychlostou. Medzi dvomi navzajom sa pohybujicimi inercidlnymi
stustavami rychlostou v platia Galileiho transformacie:

r = x vt v =1y 2 =z (1.4.1)

11
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Ak sa udeje nejaka udalost vo vztaznej ststave spojenej s riekou pohybujticou sa rych-
lostou v, ktord je reprezentovana stradnicovou sustavou [z, y, z|, napriklad lod sa
zacne rozbiehat so zrychlenim a, poloha je dand stradnicami:

t2
v = y =0 z = 0. (1.4.2)

Pozorovatel na brehu, ktory sa nachddza v stustave [z, v, 2’| spojenej s brehom, vidi
tiez zrychlujicu lod, ktorej poloha je dané stradnicami:
at?
r = vt + - v o=y 2 =z (1.4.3)
Samozrejme takéto transformécie st spravne iba pri malych (rddovo 0 m.s™' — 1073
m.s~!) rychlostiach.

Priklad 5 Dvaja rovnako rychli vesldri idi sutazit. Pojdu 1 km wvzhladom na breh
proti pridu a naspdt. Jeden ide tesne pri brehu, kde rijchlost rieky je 0 m.s™!. Druhgy
v pride, kde rijchlost rieky je 1 m.s~1. Ryjchlost oboch vesldrov 10 m.s~! vzhladom na
rieku. Ktory bude rychlejsi a preco? Aké budi mat casy v cieli?

Prvy nemad prud, takze prejde dvakrat t isti vzdialenost rovnakou rychlostou, a teda
celkovy cas jeho pohybu je

2
t = = = 200s (1.4.4)
v
Druhy ide proti pradu pomalSou rychlostou v; = v — v, ako po prade: v; = v + v,

takze prud ho dlhsi ¢as brzdi, ako mu pomaha, a teda celkovy c¢as jeho pohybu je

t= 1 4T 90s (1.4.5)
v— U U+ Y

*Priklad 1 Odliepam lepiacu pdsku zo stola rychlostou vy, akou ryjchlostou sa pohy-
buje:

v="7 o

> =

1. td cast pasky, ktord sa prdve odliepa?
2. stred odlepenej pasky?

Na zaciatku odliepania je koniec pasky, ktory drzim v ruke na tom istom mieste, kde je
miesto odliepania. Na konci sa paska preklopi. Moja ruka prejde dva krat takt drahu,
ako je dlzka pasky. Kedze predpokladam, Ze som odliepal rovnomernou rjchlostou vy,
bola rychlost pohybu miesta odliepania poloviénd ako wvg. Stred odlepenej Casti sa

3 , o . . 7 g Y 3v
posunul do § drahy mojej ruky, teda stred odlepenej pasky pohyboval rychlostou <.

*Priklad 2 Raketa vypustend kolmo nahor sa pohybovala so zrychlenim 2 g po dobu
t1 = 10 s, kym boli zapnuté motory. Do akej vysky nad Zemou raketa vystupi? (Odpor
vzduchu zanedbdame.)
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Kinematika v dvojrozmernom pripade

Raketa preleti po dobu #; s rovhomernym zrychlenim 2 g prvia ¢ast svojej drahy

293
Na konci prvej drdhy dosiahne svoju maximéalnu rychlost v,,,, = 2 gt;. Od tejto
doby sa bude pohybovaf s rovhomernym spomalenim —g az kym nezastavi. Vtedy
nadobudne nulovi rychlost 0 = v,,,, — gta, odkial mozeme zistif dobu brzdenia t, =

Umaz/g- Za tento Cas prejde raketa druhi cast svojej dréhy

t2 2 2 2 4 2t2
hy = Upmasts — 9% _ Umer _ Umar _ Umex _ 290 _ 2gt2 (1.4.7)
2 g 29 29 29

Celkové dréha ktort preleti raketa, bude h = hy + hy = 3gt? = 3000 m.

*Priklad 3 Viak sa moéZe rozbichat s maximdlnym zryjchlenim 0,5 m.s™2 a brzdit s
mazimdlnym spomalenim 1 m.s™2. Za aky najkratsi éas prejde vlak 600 m? (Predpo-
kladdme, Ze vlak sa rozbieha z kludového stavu a po 600 m zastavi.)

Aby presiel vlak drahu z za najkrat$i ¢as, tak najskor sa bude rozbiehat s maximéalnym

zrychlenim a; za ¢as t; dosiahne maximélnu rychlost v,,.. = ait; a prejde prva
¢ast drahy z; = a;t2/2. Potom bude vlak spomalovat s maximalnym spomalenim ay
za Cas ty, az dosiahne nulova rychlost 0 = v,,4, — aots a prejde druht cast drahy
Ty = Upagle — aot3/2 = asts — astl/2 = ast3/2. Pre celkovii drahu teda plati:
a,t? ast?
T =3 4+ 1y = —L 4 22 (1.4.8)
2 2

Kedze velkost zrychlenia bola polovi¢na ako velkost spomalenia, tak t; = 2ty (pomer
¢asov dostaneme zo vztahov pre maximalnu rychlost v,,.. = ait; = aste). Celkovi

drahu mozme teraz vyjadrif takto:

aity  ast? 3t2
= -2 4 =2 _ 2 1.4.
x 5 + 5 5 (1.4.9)
Po dosadeni za x = 600 m zistime, ze vlak brzdil 20 s a rozbiehal sa 40 s. Najkratsi

cas, za ktory prejde vlak 600 m, je mintta.

2 Kinematika v dvojrozmernom pripade

Doteraz sme sa zaoberali priamoc¢iarym pohybom, teda pohybom v smere osi x. Teraz
budeme skimaft pohyb krivoiary (pohyb v rovine), teda pohyb v smere osi = aj y.
Poloha objektu ktorého pohyb skiimame je dand polohovym vektorom 7 = [z, y].
Polohovy vektor je sipka, ktora ukazuje z bodu [0, 0] na bod [z, y] v rovine. Ked
budeme sktimat pohyb telesa, tak budeme sktimat, ako sa meni jeho polohovy vektor
(poloha) v ¢ase. Inymi slovami budeme sktimat, ako sa menia jeho stradnice.

2.1 Rychlost a zrychlenie v dvojrozmernom pripade

Okamzita rychlost je dana zmenou polohového vektora v ¢ase, teda zmenou (derivaciou)
jeho oboch stradnic:
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Kinematika v dvojrozmernom pripade

Obr. 2.1.1. Pohyb po krivke - obrazok vlavo predstavuje polohovy vektor a obrazok vpravo predstavuje
rychlost ako zmenu polohového vektora v Case.

o) = O _ oy, T AD 27

dt dt—0 dt
a(t + dt) — x(t) y(t + dt) — y(’f)] _ {d—x @] = [vz, vy]
dt’ dt o

’
T dt ’ dt

Poznamka 5 Zmenu polohového vektora dr samozrejme wvazujeme na velmi krdtkom
casovom intervale dt — 0, a teda ma vidy smer dotycénice ku krivke (drdhe pohybu
telesa), potom aj rijchlost v = % md rovnaky smer. Ak by tak nebolo, teleso by vybocilo

dt
z krivky.

KedZe dr je malé, dobre kopiruje drahu. Potom vzdialenost ds, ktoru prejde teleso za
¢as dt, mozno vyjadrit ako velkost zmeny polohového vektora |dr] = +/dz? + dy?.
Teda pre velkost okamzitej rychlosti plati:

d d Jdz? + di? de\ 2 dy\?
_ ds _ ld x+y:\/<x)+<y>: vi +vp = [0t

T odt dt dt dt

Analogicky pre zrychlenie plati:

dv(t)  [dv, dv,]
a {dt’ dt} = 0 0,

a pre velkost zrychlenia

dv  |do]  \/dvZ + dv] dv, \? dv,\* e
= — = — — — — — t
“T dt dt i) T\ & Vi +ay = la)

Poznamka 6 Zrychlenie @ = % nemusi mat vo vieobecnosti rovnaky smer ako do-

dt
tycnica ku drahe.

—

Zmena vektora rychlosti v ¢ase dv = 9(t + dt) — 9(t) ma rovnaky smer ako do-
ty¢nica ku drahe iba vtedy, ak sa teleso pohybuje po priamke. (Pozri Obr. 2.1.2 vlavo.)
Vtedy sa meni iba velkost rychlosti (dva vektory 9(t) a ¥(t + dt), ktoré treba na vypo-
et zrychlenia odpodcitat maji rovnaky smer) a teleso nezataca. V pripade, Ze sa teleso
pohybuje po zakrivenej drdhe, meni sa nielen velkost rychlosti, ale aj smer vektora ¥(t)
(Pozri Obr. 2.1.2 vpravo.)
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Riyjchlost a zrychlenie v dvojrozmernom pripade

Obr. 2.1.2.

Ukéazka 1 Na okraj stola poloZzime dve gulocky vedla seba a obe naraz postréime knihou
tak, aby mali rovnaké riychlosti a sicasne zacali padat zo stola. V okamihu, ked obe
gulocky opustia stol, postavime jednej z nich do cesty prekdzku (napr. druhi knihu) tak,
aby sme zabrzdili jej vodorovni zlozku pohybu. Nezabrzdend gulocka sa bude pohybovat
po krivke a zabrzdend bude padatf priamo k zems, pricom bude reprezentovat vertikdlnu
zloZku nezabrzdenej gulocky. Obe gulocky budeme pocut sucasne padnit na zem. Cely
proces mozeme nafilmovat a spustit v spomalenom zdzname.

Priklad 6 Po akej krivke sa bude pohybovat nezabrzdend guldocka?

Nezabrzdend gulocka sa bude pohybovat v horizontalnom smere osi z konStantnou
rychlostou v a vo vertikdlnom smere osi y konstantnym zrychlenim a. Potom z-ové a
y-ovéa stradnica sa bude menit v ¢ase podla

t2
x = vt y =h— %, (2.1.1)
kde h je vyska stola. Ak dosadime jednu rovnicu do druhej tak, Ze eliminujeme cas t,
dostaneme rovnicu paraboly y = h — 2%2952 s vrcholom na okraji stola, odkial gulocka

zacala padaf.

Ukazka 2 Parabolu dostaneme, ak rozbehneme gulocku po naklonenom stole vodorov-
nym smerom.

Priklad 7 Potrebujeme sa ¢o najrychlejsie preplavit od brehu do stredu Dunaja. Ryjch-
lost lodky vzhladom na vodu je 10 m.s™t. Vypocitame maximdlnu rijchlost lodky vzhla-
dom na breh (Dunaj je Siroky 100 m ). Urcite polohu vesldra vzhladom na breh.

1. Predpokladdme, Ze rijchlost Dunaja je 5 m.s™! a je viade rovnakd.

2. Predpokladdme, Ze rjchlost Dunaja je v strede 10 m.s~! pri kraji 0 m.s™*

a linedrne

sa mend.

y y

"““‘v Vy ‘_/"
— ""‘
VYt Vz > Vx
W m
"“ ! ._‘_’»
“"“ X izt — X
Obr. 2.1.3.
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Kinematika v dvojrozmernom pripade

Pohyb lodky budeme sledovat z brehu, teda vztazni ststavu spojenii s brehom bu-
deme reprezentovaf stiradnicovym systémom nakreslenym na obrazku 2.1.3. Startovat
budeme z bodu [0, 0]. K tomu, aby sa veslar ¢o najrychlejsie preplavil do stredu, musi

plavat tak, aby bola z-ova zlozka pohybu maximélna, teda v, = 10 m.s~!. Y-ovi
zlozku pohybu bude tvorit prud rieky. V prvom pripade je veslar undsany pradom s
kongtantnou rychlostou v, = 5 m.s™'. Jeho vysledna rychlost je vektor.

7 = [vgv,] = [10,5] m.s™* (2.1.2)

Velkost rychlosti je velkost tohoto vektora:

v = o] = /v + 02~ 11, 2ms! (2.1.3)

Velkost rychlosti v, je nezavisla od rychlosti pradu v,. Veslar plava do stredu rieky
rychlostou v, v smere x, ¢im sa jeho r—ova suradnica sa meni s ¢asom: © = wv,t.
Sucasne je unasany pradom rychlostou v, v smere y a jeho y—ova stradnica sa meni
s Casom: y = wv,t. Polohu veslara teda urcuje polohovy vektor:

m(t) = [z, y] = [vit, vyt] (2.1.4)

V druhom pripade sa zase veslar pohybuje vzhladom na vodu rychlostou v, =
10 m.s~!. Sti¢asne je undSany pradom rjchlostou, ktora sa rovnomerne rastie od brehu

postredz v, = 0m.s™' na v, = 10m.s™*. Najskor musime urcit ako sa meni rychlost

v, v dase. Cas za ktory sa veslar prepravi do stredu, je t = %52 = _S0m_ — 5 g
y , L , , , Vg 10 m.s—

Pocas prvych piatich sekind bude rychlost rovhomerne narastat so zrychlenim a, =

% = 10/5 = 2 m.s™?. Jeho vyslednd maximalna rychlost je:

7 = [v,,v,] = [10, a,t] = [10,10] m.s" (2.1.5)

Velkost maximalnej rychlosti je:

v o= U] = 4 Jv2 + 2 =~ 10v2 m.s™ (2.1.6)

Za Cas t sa veslar vzdaluje od brehu rychlostou v, teda jeho x—ovéa stiradnica sa meni
s Casom: z = v,t. Prid ho stcasne odnéasa popri brehu s rychlostou v, a teda jeho
y—ova suradnica sa meni s ¢asom: y = %ath. Pozname ako sa menia obe sturadnice,
teda jeho poloha je dané polohovym vektorom:

m(t) = [r,y] = [, %ath] (2.1.7)

2.2 Vzdialenost a dradha v dvojrozmernom pripade

Predpokladajme, Ze pozname zavislost rychlosti telesa 0(t) = [v,, vy] od ¢asu. Polohu
telesa 7(t) v Case t uréime tak, ze ku pociatocnej polohe 7, = 7(0), teda polohe, kde
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Vzdialenost a drdha v dvojrozmernom pripade

sa teleso nachadzalo v ¢ase t = 0, pripocitame vektor posunutia d (displacement —
zmenu polohy telesa v Case t, pozri Obr. 2.2.1). Zmenu polohy d ur¢ime ako ¢asovy
integral vektora rychlosti ¥(t), teda jeho zloziek [v,, v,]:

t
mt) = [z,y] = 70 +d = [20, Yo] + [ds, d}] [0, yo] + / vz, v,] dt
0
Poznamka 7 V predchddzajicom priklade sme urcili polohu veslira 7(t) = [z, y] =
[v.t, vyt] pre pripad, Ze rychlost Dunaja je vsade rovnakd a polohu 7(t) = [z,y] =

[v.t, %ayt2] pre pripad, Ze rychlost Dunaja sa od kraja po stred rieky linedrne mend.

Vzdialenost d, ktora teleso preslo v priebehu ¢asu ¢, je velkost posunutia a je to
najkrat$ia mozna draha, ako sa dostat z polohy 7 do polohy 7(t).

| = &+ e

Teleso v8ak mohlo zmenit svoju polohu aj inym sposobom. Nemuselo nutne ist naj-

A
y /\y
K
- *
i~
““
1
"L —
()
Ty
x> x>
Obr. 2.2.1.

kratSou drahou. Ak pozname zavislost rychlosti telesa U(¢) od ¢asu, moZzeme urcit aj
celkovit drahu, ktort preslo, ako stcet malych dlzok ds = +/dx? + dy? pozdlZ krivky.
Teda pre celkova dréhu plati:

¢ t t dz\? dz\?
= / ds = / Vdr? + dy? = / <—) + (—) dt
t t
= / \/ V2 + vidt = / |T(¢)| dt (2.2.1)
0 0

Dostali sme velkost drédhy, ako drahovy integral.

Poznamka 8

e Priemernd rychlost wurcime ako celkovi zmenu polohy (posunutie) telesa za
dany casovy interval.

e Priemerni velkost rjchlosti ur¢ime ako celkovi drdhu, ktoru preslo teleso za
dany casovy interval.
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Kinematika v dvojrozmernom pripade

2.3 Pohyb po kruznici

Na popisanie pohybu po kruznici je rozumné vyjadrif polohovy vektor pomocou dizky
ro a uhla ¢ od osi z. Predstavme si teleso zavesené na spagate dlhom rg, ktoré sa toci
okolo pevného bodu. Uhol je dany ako podiel dizky obltika [ a polomeru ry, teda ¢ =
% [rad]. Pri rovhomernom pohybe po kruznici uhol linearne rastie s ¢asom: ¢ = wt,

1o sin(wt)

ull
/
=

ro cos(wt)

Obr. 2.3.1.

kde w je uhlova rychlost. Poloha telesa na kruznici je dand polohovym vektorom takto:

. [x] _ {ro 008(90)} _ [To COSW)} (2.3.1)

Yy 1o sin(y) 1o sin(wt)

Ak chceme ziskat rychlost v Tubovolnom ¢ase, musime vztah (2.3.1) zderivovat podla
casu:

= 8] = [T i) 232

Dostali sme zlozky vektora rychlosti. Teraz vypocitame velkost rychlosti ako absolttnu
hodnotu vektora rychlosti:

U] = \Jvi+ 02 = Tow\/(— sin(wt))? + cos?(wt) = row (2.3.3)

Pretoze |U| nezavisi od Casu, velkost rychlosti sa nemeni. Meni sa iba smer pohybu.
Zrychlenie vypocitame ako derivaciu vektora rychlosti podla casu:

Y o —row? sin(wt)

Zo vzorca (2.3.4) vidno, Ze zrychlenie ma opa¢ny smer ako polohovy vektor, teda sme-
ruje do stredu kruznice, preto ho volame dostredivé. Pre velkost dostredivého zrychlenia

plati:
@ = \Ja2 + a2 = row?yfeos?(wt) + sin’(wt) = row? (2.3.5)
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Pohyb po kruznici

Dalej budeme uvazovat, Ze velkost rychlosti sa s asom meni. Potom uhlové rych-
lost je funkciou ¢asu a jej derivaciou dostaneme uhlové zrychlenie:

dw 1 dv a
€= — = —— = (2.3.6)
dt To dt To
Zrychlenie a; vyjadruje, ako velmi sa meni velkost rychlosti v pozdlz kruznice a ma
tangencialny smer. Preto sa nazyva tangencialne.

*Priklad 4 Rebrikom pohybujeme takym sposobom, Ze jeden jeho koniec sa stdle opiera
o stenu a druhy o podlahu.

1. Po akej drdhe sa pohybuje stred rebrika?
2. Akymi rychlostami sa musia pohybovat jeho konce, aby velkost rychlosti stredu reb-
rika bola konstantna?

stred rebrika. dihého 21

= 1lcosQ

Obr. 2.3.2.

Z podobnosti trojuholnikov na obrazku vyplyva, ze stradnice stredu rebrika su:
x =1lcosp y = Ilsingy (2.3.7)

To znamend, Ze stred rebrika sa nachadza na kruznici s polomerom [. Aby sa stred
rebrika pohyboval rovhomernou rychlostou, musi byt uhol ¢ linedrne zavisly od ¢asu,
teda ¢ = wt. Poloha lavého konca rebrika, ktory sa pohybuje po osi y sa bude menit
s ¢asom ako y = 2[ sin(wt) a analogicky poloha pravého konca rebrika sa bude menit
ako x = 2l cos(wt). Rychlosti oboch koncov dostaneme ako ¢asové derivacie poloh
oboch koncov

v, = —2lwsinwt v, = 2lw cos wt (2.3.8)

Priklad 8 Urcite velkost obvodovej rychlosti Zeme na rovniku.

*Priklad 5 Na koleso od bicykla sa nalepila Zuvacka. Urcite a nakreslite, ako sa Zu-
vacka pohybuje vzhladom na povrch Zeme. Zistite, ako sa meni rychlost Zuvacky v case.
(Overte pokusom s kolesom.)

Poloha zuvacky vzhladom na stred kolesa v ¢ase t = 0, teda vtedy, ked sa zuvacka
nalepila, je dand polohovym vektorom:

o[- 18] [eg) e

2

W 1w
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Kinematika v dvojrozmernom pripade

kde r je polomer kolesa. Kedze sa stred kolesa pohybuje v smere osi = rychlostou v,

a teda koleso sa otaca uhlovou rychlostou w = %, tak poloha zuvacky v case t bude
dana polohovym vektorom:
. t oy
R Rl I Qf(f(g ) (2.3.10)
y 7 sin( 5 1)
In[20] :=
11 tarcos[SX - L sin[2X - Yy
v=1r=1, x=vt +rCs|[—-—t]; y=rSin[— - —1t];
2 r Y 2 r

ParametricPlot [{x, y}, {t, 0, 10}, AspectRatio -» Automatic];

1
O.SE

‘ | | 2 | | | 4 | | | | | | 8 | | | 10
-O,SV \/
-1

Obr. 2.3.3.

(znamienko minus je preto, lebo ak je rychlost kladnd, bicykel sa pohybuje zlava
doprava, a teda koleso sa musi tocit v smere hodinovijch ruciciek) a pre rychlost zuvacky
plati:

il 1 et ] a1

Dostali sme zlozky vektora rychlosti. Teraz vypocitame velkost rychlosti ako absolitnu
hodnotu vektora rychlosti:

3 2 3
U] = (Jv2 + 02 = \/(U + v Sim(77T — ;t)) + (—v)? COSQ(?7T 4 gt)

- v\/2 +2 sm(%7T — Z1)(2.3.12)
r

t
t

3|3
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Simuldcie v systéeme MATHEMATICA

2.4 Simulacie v systéme MATHEMATICA

Obr. 2.4.1. Vodorovny vrh

v=2a=2;, h=1; Do[plocha =ParanetricPlot [{u, 0.5}, {u, 0, 2}]; gulkaf[t] =

Graphics [{PointSi ze [0.01], Point [{vxt, h-0.5%xaxt *t}]}];, {t, 0, 1, 0.01}]
Do[ b[t] = Show[{pl ocha, gul ka[t]}, | mageSi ze » {1000, 1000}71; , {t, O, 1, 0.01}]
Mani pul ate [b[t], {t, 0, 1, 0.01}]

Obr. 2.4.2. Pohyb po kruznici
Do[dd = ParanetricPl ot [{Cos[u], Sin[u]}, {u, 0, 2Pi}];
b[t] = Gaphics [{PointSize[0.025], Point [{ Cos[2t], Sin[2t]1}]}1;
, {t, 0, 10, 0.01}] Do[db[t] = Show[{dd, b[t]1}, I nageSize » {500, 500}1; ,
{t, 0, 10, 0.01}] Mani pulate [db[t], {t, O, 10, 0.01}]

Obr. 2.4.3. Spiréla
Do[dd = ParanetricPl ot [{Cos[u], Sin[u]}, {u, 0, 2Pi }1;
b[t] = Graphi cs [{PointSize [0.025], Point [{0.1t Cos[2t], 0.1t Sin[2t]1}]1}1;
, {t, 0, 10, 0.01}]
Do[db[t] = Show[{dd, b[t]}, | mageSize -» {500, 500}]; , {t, O, 10, 0.01}]
Mani pul ate [db[t], {t, O, 10, 0.01}]
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Newtonove pohybové zdakony

3 Newtonove pohybové zakony

Dynamika je matematicky opis pohybu, ktory zahriuje jeho pric¢inu. Pri¢inou pohybu,
alebo presnejsie zmeny pohybového stavu, je pdsobenie sily. Silu oznacujeme pisme-
nom f od slova force. Sila je vektorova veli¢ina, teda ma svoj smer a velkost. Velkost
sily je mierou toho, ako na seba navzajom posobia rézne objekty. Jednotka sily je Ne-
wton - N = kg.m.s>. O tom, ako stvisi pohyb s pdsobenim sil, hovoria Newtonove
pohybové zakony:

1. Zakon zotrvacnosti,
2. Zakon sily,
3. Zékon akcie a reakcie.

Newtonove pohybové zakony budeme podrobne rozoberat v nasledujicich sekciach.

3.1 Zakon zotrvacénosti

Pokial visledna sila posobiaca na objekt je nulova, tak sa jeho pohybovy
stav nement. (Objekt zostava v pokoji, alebo v rovnomernom priamociarom pohybe.)

Ukazka 3 Na stol polozime teleso a postrcime. Teleso sa bude pohybovat aZ kym ne-
zastavi.

Pokial teleso stoji, vSetky sily, ktoré na neho posobia, st v rovnovéhe, t. j. vysledna sila
(tiazova + reakcia podlozky) je nulové a zdkon zotrvacnosti je splneny. Pokial sa teleso
smyka, pdsobi na neho odpor vzduchu a sila trenia, ktora meni jeho pohybovy stav az
kym nezastavi. V idedlnom pripade bez odporu vzduchu a trenia by sa Smykalo teleso
do nekonecna. Situacia bez odporu vzduchu a bez trenia moze nastat napriklad v pohy-
bujticom sa aute rovhomernou rychlostou. Teleso, napr. gulocka, je na podlahe. Odpor
vzduchu eliminuje karoséria a trenie je nulové, lebo vzhladom na podlahu teleso stoji.
Vysledna sila, ktora pdsobi na gulku v aute, je nulova a gulka zotrvava v rovhomernom
pohybe. Gulka nemeni svoj pohybovy stav, a teda zédkon zotrvacnosti je splneny. Keby
bola gulka napr. vo vesmire v beztiaZovom stave a bez odporu prostredia, nepdsobila
by na nu ziadna sila, a teda by nemenila svoj pohybovy stav.

Poznamka 9 Bez existencie trecich sil by sa automobil rozbehnit nemohol.

3.2 Hybnost a hmotnost

Pohybovy stav telesa v dynamike vyjadruje vektorova veli¢ina (m4 svoj smer aj vel-
kost), ktora sa nazjva hybnost. Oznacujeme ju pismenom p a je dand st¢inom hmot-
nosti m (hmotnost je skalar, lebo nemé smer iba velkost) a rychlosti ¥ telesa:

7= mi (3.2.1)

Pohybovy stav telesa neurcuje iba jeho rychlost, ale aj schopnost si svoju rychlost
udrzat, ¢ize hmotnost. Hmotnost mozno nazvaf aj zotrvaénostou, lebo vyjadruje
schopnost telesa zotrvat v svojom pohybovom stave. Jednotka hmotnosti je kilogram
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Zakon sily

— kg. Hmotnost je teda miera toho, ako faZko teleso rozbehneme, alebo zabrzdime,
¢ize akou velkou silou musime na teleso posobit, aby sme zmenili jeho rychlost. To,
ako vplyva posobenie sily na zmenu hybnosti (pohybového stavu) telesa, je obsahom
druhého Newtonovho zakonu, zakonu sily.

3.3 Zakon sily

Sila, ktora posobi na objekt, je rovna casovej zmene jeho hybnosti:

dp

F== (3.3.1)

V pripade, ak hmotnost objektu je pocas posobenia sily konstantné, mozeme vztah
(3.3.1) upravit nasledovne:
p dp d(mv) dv

f = = g = My = ma (3.3.2)

To znamena, Ze sila pésobiaca na objekt, je rovna suc¢inu jeho hmotnosti a zrychlenia.
Ukazka 4

1. Plechovy vozik rozbiehame pomocou natiahnutej gumy. Najprv vozik samotny, po-
tom pri rovnakom natiahnuti gumy rozbiehame dva voziky, druhy poloZime na prvy.
V druhom pripade bude zrychlenie mensie.

2. Plechovy vozik rozbiehame pomocou natiahnutej gumy podobne ako v predchadzaji-
com pokuse. Potom pri rovnakom natiahnuti dvoch gum rozbiehame ten isty vozik.
V druhom pripade bude zrychlenie vdicsie.

Prva ukazka demonstruje, ze zrychlenie telesa je priamo timerné sile, ktora na teleso
posobi. Druhé ukézka demonstruje, ze hmotnost vystupuje ako konStanta timernosti
medzi zrychlenim telesa a silou, ktora na teleso posobi.

Hybnost telesa mozeme menit aj inym sposobom.

Ukazka 5 Z hadice, napriklad napojenej k umyvadlu, nechame vodorovne vytekat kon-
Stantnou rychlostou vodu, ktorej do cesty postavime prekdzku. Voda, ktord dopadd na
prekazku ment, (konkrétne straca) svoju hybnost, a preto na riu pdosobi silou

dp dm M
[ = P UE = UT, (3.3.3)

kde M je hmotnost vytecenej vody za cas T .

Poznamka 10 Ak chceme overit experiment, tak pouZijeme ako prekdzku kuchynski
vdhu, kde mozeme zmerat velkost sily f. Velicinu prietok %, teda kolko vody vytecie
hadicou za jednotku casu, urcime tak, Ze zmeriame cas, za kolko sa naplni litrovd flasa
1 (kg). Rychlost vody v zistime tak, Ze objemovy prietok vydelime prierezom hadice.

Vo v8eobecnosti sa moze v priebehu poésobenia sily menif hmotnost aj rychlost telesa
sucasne. Napriklad roztlacame deravy vozik naplneny pieskom. Ak pdsobime na vozik
konstantnou silou, zrychlenie vozika bude postupne narastat, pretoZe piesok sa cez
dieru sype von a hmotnost vozika ubuda.

23



Newtonove pohybové zdakony

3.4 Impulz sily

Casovy ucinok sily na teleso je impulz sily
Ukazka 6

e Na hrdlo flase upevnime nit. Flasu poloZime na roh stola a pomaly ju tahdme za
nit. Flasa sa preklapa. Ked trhneme prudko, flasa sa nepreklopi a nit sa pretrhne.

e Impulz sily pomocou rovnoramennych vah: ak na misku rovnoramennej vahy polo-
Zime pingpongovi lopticku, misky sa zacni pohybovat. Ak lopticku hodime a ona sa
odrazi, misky sa nepohni.

Ak fahdme pomaly, udelujeme telesu len malé zrychlenie. V tomto pripade posobime
malou silou na to, aby sa nit pretrhla. Posobime ale dlho a teleso sa pomaly rozbieha.
Ak trhneme posobime velkou silou a udelujeme telesu velké zrychlenie, ale len kratku
chvilu. Sila je tak velka, Ze sa nif pretrhne skér ako sa teleso stihne rozbehnit. U¢inok
sily na teleso (impulz sily), ktory vyvold zmenu pohybového stavu teda zéavisi nielen
od velkosti posobiacej sily, ale aj od toho ako dlho sila posobi.

Priklad 9 Za aky cas odtlacime 800 tonovi riecnu lod 10 centimetrov od pontonu, ak
budeme tlacit silou 400 N ? Aki bude mat lod rijchlost?

Zo zakona sily plati, Ze lod sa bude pohybovat s konstantnym zrychlenim

f 400 N »
_ L AN 005 m 3.4.1
= T 800000 kg s (34.1)

teda drahu s =10 centimetrov prejde za

2s 2-0,1m
PV T Vo005 ms 2 28 (342)

za tento ¢as nadobudne lod rychlost v = at = 0,01 m.s™!, ¢o je velmi malé rych-
lost, pri ktorej je odpor vody zanedbatelny. Posobime sice malou silou ale dostatoc¢ne
dlho, aby sme zmenili pohybovy stav lode a lod nadobudla hybnost p = mv =
0,01 800000 = 8000 kg.m.s~*. Teda ¢asovy t¢inok (impulz) sily je rovny nadobud-
nutej hybnosti:

ft = mat = mv (3.4.3)

Poznamka 11 Pre predstavu hybnost lode je rovnkd hybnost auta o hmotnosti m =
1 t, ktoré sa pohybuje rjchlostou v = 8 m.s™! ~ 30 km.h™!.

Sila, ktorou poésobime na teleso, nemusi byt konstantna. Preto impulz sily mozno
vSeobecne vyjadrit ako ¢asovy integral zo sily:

¢ ¢ Lo
/ fdt = / madt = / m—dt = muo(t) — mu(to) (3.4.4)
to to to dt

Prava strana rovnice vyjadruje zmenu hybnosti, teda zmenu pohybového stavu telesa.
Lavéa strana rovnice je ¢asovy uc¢inok sily na teleso (impulz) a vyjadruje, ako sa menila
hybnost (pohybovy stav telesa) v priebehu ¢asu.
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2,

Vo

v

Obr. 3.4.1.

Priklad 10 Konstantnd sila f posobi na teleso s hmotnostou m. Za aky cas sa zdvoj-
ndsobi jeho riyjchlost?

Teleso zmeni rychlost o Av = 2vy — vy = g, a tym aj svoj pohybovy stav o Ap =
2p0 — po = po = muy ako dosledok posobenia konstantnej sily f po dobu At. Sila
f teda udelila telesu impulz fAt = mu,. Cas, potrebny na zdvojnasobenie rychlosti,
je

muvg

At = - (3.4.5)

V takomto pripade sa teleso pohybuje so zrychlenim a = f/m = wvg/At.

Ukazka 7 Kde sa nit pretrhne? Zavesime hranol na nit napriklad na tabulu,
zospodu vist viac rovnakych niti, napriklad 3. Ak spodnymi prudko trhneme, pretrhni
sa. Ak zacneme opatrne tahat, pretrhne sa hornd nit.

”Pri prudkom trhnuti posobime na teleso velmi kratky ¢as. Telesu preto udelime velmi
maly impulz sily a dané teleso nestihne vdaka svojej hmotnosti (zotrva¢nosti) zarea-
govat. ”

3.5 Zakon akcie a reakcie

Ku kazdej sile (akcii) existuje rovnako velkd sila (reakcia), ktord posobi v
opacénom smere. Na demonstraciu tohoto zadkona uvedieme niekolko prikladov:

e Pri strielani z pusky akcia rozbieha naboj a reakcia pusku. Ak néboj narazi napr.
do vozika, tak akcia rozbieha vozik a reakcia brzdi naboj.

e Pri sprchovani akcia vytlaca vodu zo sprchy a reakcia tlac¢i sprchu opaé¢nym smerom.

e Dvaja Studenti napinaju Spagat. Ak jeden fahd silou 100 N za jeden koniec, tak
druhy rovnako velkou silou, ale opa¢ného smeru. Aj ked mé Spagat nosnost iba 150
N nepretrhne sa.

Ukazka 8 Princip raketového motora.

e Raketa: Flasu naplnime do 1/3 vodou a uzavrieme korkovym Stupelom, ktory je
prepichnuty ihlou na nafukanie lopty. Pomocou bicyklovej pumpy fikame vzduch
do flase, kym Stupel nevystreli. Pozor na bezpecnost, raketa moZe zranit je schopnd
vyletiet aj viac ako 100 m.

e Balon: Balon nafikneme a pustime.
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Obr. 3.5.1. f je vyslednd hnacia sila, ktora je na lavom obrazku kompenzovand silou poésobiacou na Stupel.
Na pravom obrazku uz kompenzacna sila neposobi na stupel, ale rozbieha vzduch v opa¢nom smere, ako sila
f rozbieha balon.

V uzatvorenom baléne posobi vzduch na jeho steny tlakom tak, ze vysledna sila je
nulova a balén sa sdm od seba nehybe. Ked vznikne v baléne otvor, tak tam, kde bol
povodne Stupel, tlak uz neposobi (tam fu¢i vzduch z baléna von), a teda sila, ktord
povodne posobila na Stupel, ktory bol sticastou balénu uz naiitho nepdsobi, ale rozbieha
vzduch. Preto sila, ktora posobi na balén v opa¢nom smere, je vicSia a rozbieha balon.
Akcia rozbieha balén a reakcia zasa vzduch v opac¢nom smere. Raketa je pohanana
podobne. Palivo, ktoré je jej sucastou, postupne vybuchuje a vybuchnuté splodiny po-
sobia tlakom na spodok rakety, ¢o ju rozbieha. V pokuse s flagou je situdcia analogicka,
akurat z fTase unikd voda.

Priklad 11 Preco dosiahne flasa vicsiu rijchlost, ked je v nej voda, ako keby tam bol
iba vzduch?

Dovod je taky, ze voda je tazsia ako vzduch a tlakovej sile vo flasi dlhsie trva, kym
dostane vodu z fTase. Akcia udeli vicsi impulz vode ako vzduchu, a preto reakcia moze
dlhsie urychlovat flagu. Dalsiu odpoved najdeme v zédkone zachovania hybnosti, ktory
mozno povazovat za jeden z dosledkov Newtonovych zakonov.

3.6 Zachovanie hybnosti

Medzi dvomi telesami s hmotnostami m; a msy je vybusné naloz. Ak naloz vybuchne,
na obe telesa za¢ne posobit rovnaka sila, ale opacného smeru (zdkon akcie reakcie), a
obe telesa sa za¢nu rozbiehat v dosledku pdsobenia tychto sil so zrychleniami

a; = — y — —— (361)
mi mo

Najskor budeme predpokladat, ze sily f a —f budi konStantné a budi rozbiehat telesa
po dobu At. Na konci ich pésobenia nadobudnu telesa rychlosti

v = Ojlﬂt = iAt Vg = CLQAt = —iAt (362)
mq ma
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& f

m1a1+m2a2=0

= <

Ak obe rovnice vynasobime hmotnostami dostaneme ich hybnosti:

Obr. 3.6.1.

vimy, = fAt VMo = —fAt (363)
Ak rovnice (3.6.3) s¢itame, dostaneme
miv1 + Moy = 0 (364)

Rovnica (3.6.4) predstavuje zakon zachovania hybnosti.

Zakon zachovania hybnosti hovori, Ze celkovd hybnost izolovanej sustavy
sa nemeni: pred vybuchom bola celkovd hybnost sustavy nulové, lebo telesa sa
nepohybovali. Po vybuchu je tiez celkova hybnost nulova aj ked sa telesé pohybuja,
pretoze sucet ich hybnosti je nula.

V skutocnosti sa sila v priebehu vybuchu menila a vysledné hybnosti dostaneme
takto:

miv; = /fdt Moy = /—fdt (365)

Po sé¢itani rovnic dostaneme opift zékon zachovania hybnosti (3.6.4).

Teraz si predstavme, Ze vybuch prebehol v lietadle alebo vo vlaku. Cestujuci vo
vlaku, ktory sa pohybuje rovnomernou rychlostou, budi pozorovat vybuch rovnako,
ako keby vlak stél, lebo vzhladom na nich sa telesd pred vybuchom nepohybovali, teda
mali nulovii hybnost. My, ¢o sedime na stanici, budeme vidiet, Ze obe telesi sa budu
spolu s vlakom pohybovaft rychlostou v, a teda sistava telies bude mat pred vybuchom
hybnost p = (m; + mg)v. Aby sme zistili, aki hybnost budi mat telesd po vybuchu
vo vlaku, musime zistit rychlosti oboch telies po vybuchu rovnakou tvahou ako v
predchadzajicom pripade, akurat namiesto nulovej pociatoc¢nej rychlosti zahrnieme do
vypoctu rychlost vlaku:

1
v = v+ a At = v + —/fdt (3.6.6)
my

1
v——/fdt
mg

Vg = U + ag At

ak eliminujeme z rovnic [ fdt dostaneme
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mivy + movy = (my + ma)v (3.6.7)

¢o znamend, ze hybnost po vybuchu sa nezmenila. Hybnost po vybuchu sa rovna hyb-
nosti pred vybuchom.

Priklad 12 Akou rychlostou sa dd do pohybu strelec s puskou stojaci na lade? Strelec
s puskou vazi M = 70 kg, strela m = 10 g a rijchlost strely je v = 700 m.s~!.

Zo zakona zachovania hybnosti (3.6.4) dostaneme pre rychlost strelca

vV = % - w — 0,1 ms? (3.6.8)
Pokus 3 Meranie rijchlosti diabolky: na vodorovni lavicu umiestnime vozicek, na ktory
pripevnime valcek z plasteliny. Urcime hmotnosti diabolky a vozika s plastelinou. Do
plasteliny strelime diabolku zo vzduchovky. Vozicek sa pohne vdaka malému odporu tak-
mer rovnomernym pohybom. Z drdhy a casu urcime rychlost vozika. Pomocou zdkona
zachovania hybnosti urcime rijchlost diabolky, ktori mala pred vniknutim do plasteliny
(maozme strielat aj z praku,).

Ak rychlost vozika s hmotnostou m, s ndbojom s hmotnostou my po zrazke je v, tak
pre rychlost diabolky pred zrazkou plati:

Vg = w (3.6.9)
mq

3.7 Nepruzna a pruzna zrazka

Budeme uvazovat dve telesé s hmotnostami m; a ms, ktoré letia oproti sebe rych-
lostami v; a vy . Co sa stane, ak narazia? Na obe telesd za¢nii posobit rovnaké sily,
ale opacného smeru, ktoré vznikni dosledkom ich deformacie a buda ich brzdit, az
kym sa prestant deformovat, a teda vzdjomne priblizovat. V tomto okamihu sa budu
pohybovat vyslednou rychlostou

p = T+ Moty (3.7.1)

my + mo

ktorti dostaneme zo zakona zachovania hybnosti. Ak po zrazke zostanu telesa spojené,
hovorime, Ze ide o mepruzna zrazku. Ak sa od tohto okamihu telesa vracaju do
pdvodnej podoby prave obratenym sposobom, ide o pruznu zrazku.

Aby sme zistili, aké rychlosti budi mat telesa po zrazke, je rozumné spytat sa, ako
vyzera zrazka v sustave, ktora sa pohybuje rychlostou v, ktora je dana vztahom (3.7.1),
teda rychlostou akou sa pohybuju telesa v okamihu ich maximaéalnej deformacie, ked sa
vzdjomne nepriblizuju ani nevzdaluji (v takejto sustave je celkova hybnost nulova). V
pohybujicej sa ststave vidime, Ze sa telesa k sebe priblizuju rychlostami:

Visg =— U1 — 0

Vg = Uy — U (3.7.2)

Pri zrazke v ststave telesd zastani, a potom sa rozbehnt rovnakymi rychlostami ako
mali pred zrazkou, akurat opa¢nymi smermi, ¢o ma za nasledok zmenu znamienok:
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taziskova sustava realna sustava
', 5 ¢ ‘» 4—‘}

e @E-—¢ €

Obr. 3.7.1. V taziskovej ststave je celkova hybnost nulovéa

Vi, = —Us = —U; + 0
Vh, = —Ups = —Uy + U (3.7.3)

Teraz sa pozrieme, ako vyzeraju rychlosti po zrazke namerané zo zeme. Musime k
rychlostiam nameranym v pohybujtcej ststave zasa pripocitat rychlost ststavy:

V] = v, v = —v + 20
v = vy, + v = —uy + 20 (3.7.4)

Ukazka 9 Do radu za sebou na rovni kolajnicu postavime pruzné, rovnaké gulky tak,
aby sa dotykali.

o Ak do mich narazi jedna gulka z jednej strany, tak sa zastavi. Vietky ostatné gulky
ostani tieZ stdt, okrem poslednej, ktord sa dd do pohybu rovnakou rijchlostou, aki
mala prvd gulka pred tym ako narazila.

e Ak do mich narazi n gulick z jednej strany, tak sa zastavia. Vsetky ostatné gulky
ostant tieZ stdat, okrem poslednijch n, ktoré sa daji do pohybu rovnakou rijchlostou,
aki mali gulky pred tym ako narazili.

¢E— € )
¢6— C€CC( 22

C6&— € 22

Obr. 3.7.2.

H

Ide o retazovi pruzna zrazku. Ked gulocka narazi, zabrzdi sa a odovzda svoju hyb-
nost susednej atd... Vysvetlenie, preco zastavi a odovzda cel svoju hybnost susednej,
najdeme, ak sa na proces budeme pozerat zo stustavy, ktord sa pohybuje polovi¢nou
rychlostou. V tejto sustave sa gulocky navzajom priblizuja rovnakymi rychlostami v
okamihu ndrazu stoja a potom sa zasa vzdaluji rovnakymi rychlostami.

Priklad 13 O kolko sa na vode posunie lodka, ak sa na nej pohnem o 1 meter a
hmotnost lodky my, je dvojndsobnd ako moja hmotnost m ?



Gravitacné pole

Na zaciatku bola hybnost ststavy nulovd. Tym, Ze sa rozbieham vzhladom na lodku,
posobim na nu silou a davam ju do pohybu az kym nezastanem a lodka sa nezabrzdi.
Po cely tento ¢as musi byt splneny zakon akcie a reakcie. Teda sila f, ktora dava do
pohybu lodku, musi byt v kazdom okamihu rovnako velka ako sila —f, ktora dava do
pohybu ma. To znamené, Ze pre rychlosti v Tubovolnom case plati:

1 -1
UL:—/fdt v:—/fdt
mry, m

a vzdialenosti dostaneme ako ¢asovy integral rychlosti:

1
xrr, = /ULdt = —/ fdt2 (375)
mrp,

m:/udt:%//fdﬁ

Zo sustavy eliminujeme [ [ fdt* a dostaneme

mpx, + mx = 0 (3.7.6)

T
Z,

Im

Obr. 3.7.3.

Kedze lodka sa pohla na opa¢ni stranu ako ja, z, mé opa¢né znamienko (zaporné)
ako z. Pre velkost posunutia potom plati

my |xp| = m|z| (3.7.7)
kedZe hmotnost lode je dvojnasobnd ako moja, tak lod sa posunie o
lzr| = 0,5 |z] (3.7.8)
Stucet nasho posunutia a posunutia lode je vzdialenost, ktort som presiel po lodi:

1 = oz + |z| = |xn| + 2 |2L] = 3 |og] (3.7.9)

4 Gravitac¢né pole

Gravitacné pole (v klasickej mechanike) je priestor, kde pdsobi na hmotné objekty
gravitacna sila. Toto pole je generované samotnymi hmotnymi objektmi.
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Gravitacna sila

4.1 Gravitacna sila

Gravitacna sila je pritazliva sila, ktorou na seba navzajom posobia hmotné telesa.

Poznamka 12 Doposial bolo navrhnutijch mnoho mechanizmou, ktoré by vysvetlili po-
sobenie gravitacnej sily, ale zatial vSetky zlyhali. Spomeniem jeden mechanizmus, ktory
wvddza R. Feynmann vo svojom zdkladnom kurze fyziky: Predstavme si, Ze vesmirom
leti obrovské mnoZstvo castic roznymi smermi. Tym, Ze castice dopadaji na Zem, po-
sobia na 1w zo vsetkych stran rovnakym tlakom. Ak sa k Zemi priblizi mesiac, zamedzi
Casticiam dopadat na Zem zo strany Mesiaca a Zem zamedzi casticiam dopadat na
Mesiac zo strany Zeme. Preto tlak na privratené strany je mensi ako na odvrdatené a
planéty su pritahované.

Experimentéalne sa zistilo, Ze velkost sily, ktorou na seba navzijom posobia dve hmotné
telesa je imerna ich hmotnostiam m;, my a klesd so $tvorcom ich vzdialenosti 72.
Pokial rozmery oboch telies st zanedbatelné vzhladom na ich vzdialenost, plati

mime
f= g, (4.1.1)
kde kK = 6,67 x 107'* Nm?kg 2 je konstanta timernosti.

Poznamka 13 Dwve kilové telesd vzdialené od seba jeden meter sa pritahuju silou vel-
kosti tejto konstanty (f = 6,67 x 1071 N ).

Sila, ktorou pdsobi teleso s hmotnostou m; na teleso s hmotnostou my, sa d4 vyjadrit
ako vektor mam
> 1ma
= —K T, 4.1.2
i = (412
kde 7 smeruje od prvého telesa k druhému. Rovnica (4.1.2) predstavuje Newtonov
gravitacny zakon.

Priklad 14 Predstavme si, Ze letime zo Zeme priamo na Mesiac rovnomernou rychlos-
tou. V ktorom mieste od Zeme uz musite zacat brzdit, aby ste si svoju rychlost udrZali?
(Hmotnost Zeme je 81-krdt vicsia ako hmotnost Mesiaca).

Brzdit treba zacat tam, kde mé gravitacna sila Mesiaca rovnaki velkost ako gravitacna
sila Zeme. Ak hmotnost Mesiaca je M a hmotnost rakety m, vzdialenost Zeme od
mesiaca je d, pre miesto beztiazového stavu vzdialeného zo Zeme o x plati:

81mM mM
=K

x? (d — x)?

K

odkial z = 0, 9d.

4.2 Intenzita gravitacného pola
Intenzita gravitacného pola je vektorova veli¢ina (presnejSie vektorové pole), ktora

vyjadruje schopnost pola posobit na hmotné objekty. Intenzita je veli¢ina, ktora cha-
rakterizuje iba vlastnosti pola nezavisle od toho, na ktoré objekty posobi. Preto je
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Gravitacné pole

fi= N/Si

fQ:N/S2 > ) >

Obr. 4.2.1.

definovana ako podiel gravitacnej sily f a hmotnosti telesa m, na ktoré v danom bode
pole posobi:
Bl (4.2.1)
m

Napriklad velkost intenzity pola hmotného bodu s hmotnostou M vo vzdialenosti r je

M
E=rs (4.2.2)

Ak rovnicu (4.2.2) prepiSeme nasledujicim sposobom

5 M k4m M N
= K— = e —
72 472 S

(4.2.3)

dostaneme podiel &sla N = xdnM a gulovej plochy S = 4mr?. Teda velkost intenzity
moZeme interpretovat ako plo$ni hustotu nie¢oho, ¢o zéavisi iba od hmotnosti. Vhodnou
reprezentaciou pre intenzitu st teda myslené Giary (silociary), kde hustota silo¢iar N/S
reprezentuje velkost posobenia pola. Silo¢iary dalej ukazuji smer, akym pole na hmotné
objekty pdsobi. Pokial je hmotnost rovnomerne rozlozena vo vnutri ststrednej gule
s polomerom 7, tak silo¢iary pretinaji povrch gule symetricky, a teda intenzita na
povrchu tejto gule musi byt rovnaké, ako keby bola cela hmotnost sistredend v jej
strede.

Ukazka 10 Na papier nasypeme Zelezné piliny a zospodu papiera prikladdme rozne
magnety. Piliny vytvoria silociary v okoli magnetov.

Priklad 15 Predstavme si, Ze nasa Zem sa pod obrovskym tlakom zmrsti do gulocky
(mini ciernej diery) s polomerom Im. Akd sila by na mria posobila na jej povrchu podla
Newtonovho zdkona?

Hmotnost Zeme je M = 6 - 10** kg Ak dosadime do Newtonovho zakona moju hmot-
nost 100 kg hmotnost Zeme a polomer Zeme dostaneme, Ze na miia by pdsobila sila

mime 6 - 1026

f==r = 6,67 - 10—“T ~ 4-10"°N (4.2.4)

r2
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Gravitacné zrychlenie

Poznamka 14 Cierne diery mozu vznikat samovolne (gravitacnym kolapsom) hviezd,
ktoré siu miekolko krdt taZsie ako Slnko. Gravitaénd sila v jej blizkosti je takd velkd,
Ze zabranuje uniku akiyjchkolvek castic, teda ani svetla. To znamend, Ze ju nemoZeme
nijako pozorovat. V okoli ciernej diery v dosledku obrovskej gravitdcie uz neplatia ani
rovnice klasickej fyziky.

Obr. 4.2.2. Cierna diera (poéitacova simulacia zdroj Wikipédia)

Zaujimavé je eSte otazka, aka sila posobi medzi dvomi telesami, pokial sa jedno naché-
dza v druhom (napr. v hlbokej bani). Je samozrejmé, Ze v strede Zeme je gravitacna sila
nulova. Je to preto, lebo tam sme zo vsetkych stran obklopeni rovnakym mnozstvom
hmoty, ktord nas rovnako pritahuje do vSetkych stran. Ak sa Splhdme zo stredu Zeme
na jej povrch, gravitaéné sila rastie, lebo pod sebou budeme mat stéle viac hmoty ako
nad sebou.

Priklad 16 Skuste vysvetlit, Ze pri ceste zo stredu Zeme na jej povrch bude gravitacnad
sila stupat linedrne so vzdialenostou od stredu.

4.3 Gravitacéné zrychlenie

Predstavme si, Ze sme vo vesmire, v kozmickej lodi, kde je beztiazovy stav a lod za-
¢ne zrychlovat. My pocitujeme, Ze sme pritlacani k podlahe silou, ktord je timerna
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Gravitacné pole

zrychleniu a a naSej hmotnosti m;. Teda plati: f = mya. Teraz kozmické lod pri-
stala na povrchu Zeme a je v pokoji. My sme pritlacani k podlahe gravitacnou silou
danou (4.2.4). Vzdialenost nas od stredu Zeme sa rovna polomeru Zeme r = 638000
m, hmotnost Zeme je my = 6 x 10**. Ak tieto hodnoty dosadime do (4.2.4) zistime,
ze sme pritlacani ku podlahe silou

f =09 8m. (4.3.1)

Akym zrygchlenim by sa mala pohybovat kozmickd lod vo vesmire, aby sme z vnitra lode
nezistili, ¢i sme vo vesmire alebo v pokoji na povrchu Zeme? Zrychlenim 9, 8 m.s™2.
Nazveme ho gravita¢né zrychlenie a budeme ho oznacovat ¢ = 9, 8 m.s~2.

Otéazka tzko suvisi s principom ekvivalencie, ktory je znamy zo vSeobecnej teorie
relativity: Zvnitra kozmickej lode nie je mozné urcit, ¢i je lod v pokoji a pdsobi na fu
gravitacna sila so zrychlenim ¢, alebo sa pohybuje s gravitaénym zrychlenim.

Poznamka 15 Na teleso na povrchu Zeme posobia aj iné sily, ktoré budeme zatial
zanedbdvat. Napriklad odstredivd sila Zeme. Preto vyslednd pritazlivd sila, ktori na
Zemi namerdme, sa mdlo lisi od gravitacnej a md aj ini velkost na rovniku ako na
poloch.

Pokus 4 Postavim sa na vdhu vo vijtahu. Ked je vytah v pokoji, vdha ukazuje vasu
hmotnost m kg. Aki hmotnost bude vdha ukazovat, ked sa bude vytah pohybovat sme-
rom nahor zrychlenim a, potom konstantnou rychlostou v, a nakoniec spomalenim a?
Akt hmotnost bude vaha ukazovat, ked sa bude vytah s rovnakymi zrychleniami vracat?
Skuste urcit zrijchlenie viyjtahu. Ako sa md vytah pohybovat, aby bol vo vitahu beztiaZovy
stav?

Pri zrychlovani smerom nahor bude na vés posobif sila f = mg + ma a vaha bude
ukazovat mm = % = m + mg. Pri konstantnej rychlosti bude m = m a pri brzdeni
bude m = 5 = m—mg.

Pri zrychlovani smerom nadol bude na vés posobit sila f = mg — ma a vdha bude
ukazovat 1 = § = m + m%. Pri konstantnej rychlosti bude mm = m a pri brzdeni
bude 17 = £ = m 4+ m2.

Stav bez tiaze vznikne vo vytahu, ked brzdi smerom nahor spomalenim
g = 9,8 m.s? alebo zrjchluje smerom nadol zrjchlenim ¢ = 9, 8 m.s~2.

Ukéazka 11 V lietadle sa dd vytvorit beztiaZovy stav tak, Ze brzdi smerom nahor spo-
malenim g = 9.8ms~2 a potom zrjchluje nadol zrjchlenim g = 9,8 m.s~2. Tento
experiment bol redlne urobeny pre studentov letectva na Harvarde na Boeingu 707 a
mozno ho vidiet na youtube.

4.4 Volny pad

Pod volnym padom rozumieme pohyb telesa, ktoré sa pohybuje ako dosledok pdsobenia
gravitacnej sily Zeme. Rozoberieme dva pripady volného padu pre "malé” a pre ”velké”
vzdialenosti. Pod malymi vzdialenostami rozumieme tak malé vzdialenosti, Ze tiazov
silu ¢ mozeme povazovat za konStantni, teda

fo = myg (4.4.1)
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Volny pad

a teleso sa bude rozbiehat rovnomerne zrychlenym pohybom so zrychlenim ¢. Tento
fakt vyplyva z druhého Newtonovho zakona: Sila, ktord posobi na teleso, je tiazova sila
fg = mg a tato sila sa rovna sicinu jeho hmotnosti m a zrychlenia a. Teda a = g.
To znamend, Ze Zeleznd gula bude padaf na Zem s rovnakym zrychlenim ako kusok
polystyrénu. A keby nebolo odporu vzduchu, bola by to pravda. V redlnej situacii vSak
na teleso posobi sila od odporu vzduchu proti smeru tiazovej sily:

wS pv?
2 )

f = mg — (4.4.2)
kde p je koeficient odporu vzduchu, ktory zavisi od tvaru telesa, p je hustota vzduchu,
S je maximéalny prierez telesa kolmy na smer pohybu a v je rychlost telesa. V pripade
gule je u ~ 0, 2. Sila odporu vzduchu narasté so zvicSujicou sa rychlostou. Rychlost
telesa sa bude zvicdSovat, ale zrychlenie sa bude zmensovat dovtedy, kym sa obe sily
nevyrovnaju.

V pripade velkych vzdialenosti treba do tivahy zahrniat aj fakt, Ze tiaZova sila sa so
vzdialenostou meni, a teda teleso je rozbiehané v dosledku posobenia sily

mM,
fg = k—5 (4.4.3)
r
ak zahrnieme odpor vzduchu, tak plati:
mM,  uSpv?
= — 4.4.4
f =Rl (1.4.4)

Priklad 17 Akou rychlostou dopadne na zem ladovec s polomerom 0,01 m? (Pred-
pokladdme, Ze ladovec sa nad povrchom zeme uZ pohybuje rovnomernou rychlostou.
Hustota ladu je p; = 900 kg.m®. Hustota vzduchu pri teplote 20° je p, = 1,2 kg.m?)

Pri rovnomernej rychlosti je vysledna sila posobiaca na Tadovec nulové a teda plati:

S pyv?
mg = £200 (4.4.5)
2
vyjadrime si hmotnost a prierez pomocou hustoty ladu
4 4 2 v 2
gplm’?’g _ AT Pl 7T7‘2p Y (4.4.6)

Zo vztahu (4.4.6) si vyjadrime rychlost

2 2900 0, 01 10
v o= 4/ Py _ ’ = 25ms ' = 90 km.h™! (4.4.7)
Ry 31,20,2

Priklad 18 Do studne hodim kamerni a pocujem ho dopadnit za 2 s. Akd je hibokd
studnia? (Odpor vzduchu zanedbdme.)
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Gravitacné pole

4.5 Pohyb planét a odstrediva sila

Priklad 19 Z lietadla, ktoré sa pohybuje rijchlostou v, vo konstantnej vyske h nad
zemskym povrchom spustime bombu. Ako sa bude menit polohovy vektor bomby v case,
ak odpor vzduchu zanedbame?

V smere osi x pdjde bomba rychlostou lietadla v, a stcasne bude padat volnym pa-
dom v smere osi y rychlostou v, = gt. Stradnice bomby v ¢ase ¢ buda teda dané
polohovym vektorom

o T Vgt

po [ =[] wo
Toto rieSenie je spravne iba za predpokladu, Ze neuvazujeme zakrivenie Zeme. Ak
by bola rychlost lietadla velmi velkda, mohlo by sa stat, Ze bomba na Zem nestihne
dopadnit a poleti dalej do vesmiru a zemska pritazlivost iba zmeni rychlost jej pohybu.
Poktsime sa zistit, akd najmensia rychlost staci nato, aby bomba na zem nedopadla. V
okamihu, ked bombu vypustime, za¢ne menit rychlost bomby gravitacné sila. Bomba
sa bude priblizovat k Zemi prave vtedy, ked sa jej rychlost bude zvicSovat. Naopak, ked
sa bude vzdalovat, gravita¢na sila bude bombu brzdif a jej rychlost bude zmengovat.
Hrani¢né rychlost, ked sa bomba nebude priblizovat, je taka, ked sa jej velkost nemeni.
Vtedy gravitac¢na sila meni iba smer pohybu a je kolmé na rychlost a bomba sa bude
pohybovat po kruhovej dréahe. Je to vtedy, ked dostredivé zrychlenie je sposobené prave
zemskou pritazlivostou, teda dostredivé zrychlenie je rovné tiazovému:

v? M, (452)
— = kK 5.
r r2
Inymi slovami, ak dostrediva sila je rovna tiazovej
2
v mM,
i 4.5.3
m- A ( )

Prave toto je princip pohybu Mesiaca okolo Zeme., alebo planét okolo Slnka. Planéty
sa v8ak vSeobecne pohybuji po elipsach a kruznica je len jeden Specidlny pripad, ked
pociatocnéa rychlost je rovnobezné s povrchom Zeme. Ak by bola bomba vrhnuté Sikmo
k Zemi dostato¢ne velkou rychlostou aby na Zem nedopadla, rychlost by narastala, lebo
Zem by ju pritahovala. V mieste, kde je k Zemi najbliZsie, bude rychlost maximaélna,
tam sa otoc¢i a ked sa bude vzdalovat, prifazlivost ju bude brzdit az do chvile, ked sa
znova oto¢i. O tomto hovoria Kepplerove zakony, ktoré tu blizsie rozoberat nebudeme.

Ukazka 12 Teleso priviazané na $pagdte roztocime a pustime. Ktorym smerom poleti
v okamihu, ked ho pustime?

Pokial sa teleso to¢i na §pagéte, menime jeho pohybovy stav dostredivou silou (reakciou
na odstredivii) tym, Ze tahame Spagat. V okamihu, ked teleso pustime, prestaneme nan
posobif silou, a teda prestaneme menif jeho pohybovy stav. Teleso teda dalej poleti
tym smerom a tou rychlostou, akti malo v okamihu pretrhnutia.

Priklad 20 Ako dlho by trval jeden den keby bol na rovniku beztiaZovy stav?
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Inercidlna a neinercidlna vztaind sistava

Zem by sa musela tocit okolo svojej osi takou rychlostou, aby odstrediva sila f, =

mrw? na rovniku kompenzovala gravitaént silu f, = Iimr—]\gz = myg. Teda
mrw? = mg. (4.5.4)
Ak vyjadrime uhlovt frekvenciu
g
= =, 4.5.5
w =/ (155)
dostaneme vztah pre periédu rotacie Zeme
T = 27r\/f — 4800s = 80 min. (4.5.6)
g

Priklad 21 Urcite velkost odstredivej sily Zeme na rovniku.
Priklad 22 Preco sa na bicykli lahsie udrZi rovnovdha, ked je v pohybe, ako v pokoji?

Ked je cyklista v pohybe, tak méa roztoc¢ené kolesa. Po obvode kolesa pdsobi odstrediva
sila, ktora cez Spajdle posobi symetricky na osku, ¢im ju fixuje.

Ukazka 13 Koleso z bicykla postavime na osku a roztocime rovnobezne so stolom a
koleso sa toci a nepadne. Ked sa snaZime vychylit osku, citit odpor. Ked koleso zastavi,
tak padne.

Ukazka 14 Bicykel postavime na cyklistické valce a zacneme bicyklovat bez toho, aby
sme sa hybali dopredu. Ked sa tocia kolesd, nie je problém s rovnovahou. Ked zastani,
padneme.

Ukazka 15 Na hojdacku postavim pohdr vody a rozhojdam skoro do vodorovnej polohy.
Voda sa nevyleje a hladina vody zostane rovnobeznd s dnom pohdra.

Aby sa voda vyliala, musela by pri hojdani vzniknit tangencidlna zlozka sily. Odstre-
diva sila vzdy posobi v smere normaly a gravitacna sila, ktora spdsobuje tangencialne
spomalenie (zrychlenie) hojdacky, je kompenzované zotrvacnou silou. (Je to podobné,
ako ked sme simulovali v lietadle beztiazovy stav.)

4.6 Inercialna a neinercialna vztfazna sustava

V kinematike sme definovali vztazna ststavu ako prostredie reprezentované sturadnico-
vou ststavou odkial pozorujeme pohyb. (Zem, vlak, lietadlo, rieka, vesmir.) Vzfazna
stustava moze byt:

e inercialna
e neinercialna

Inercidlna vzfaznéd sustava je takd, ktord sa z kinematického hladiska pohybuje rov-
nomernym priamoc¢iarym pohybom, alebo je v pokoji a z dynamického hladiska v nej
platia Newtonove pohybové zdkony. V rozbehnutom lietadle prebieha vsetko tak ako
v stojacom. Ak sedime v lietadle alebo vo vlaku a méme zastreté oknd, tak nevieme
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Mechanicka prdaca

rozoznat, ¢i lietadlo alebo vlak stoji, alebo sa pohybuje rovnomernym priamociarym
pohybom.

Neinercialna vzfaznd ststava je takd, ze z kinematického hladiska sa pohybuje zrych-
lenym pohybom, alebo rotuje a z dynamického hladiska v nej neplatia Newtonove pohy-
bove zakony (v brzdiacom lietadle predmety zrychluji bez toho, aby sme na ne posobili
silou).

Priklad 23 Akd velkd sila posobi na predmet (1 kg) vo vlaku, ktory brzdi so spomale-
nim a = —2 m.s"2 a s akym zryjchlenim sa bude tento predmet vo vlaku pohybovat?

Pokial sa vlak pohyboval rovnomernou rychlostou, bol inercidlnou vztaznou sustavou.
Akonéhle za¢ina vlak brzdit, stdva sa neinercidlnou vztaznou sistavou a pdsobi v nom
na predmet okrem tiaze aj zotrvacna sila

f = —ma = 20 N, (4.6.1)

ktora ma opacny smer ako zrychlenie vlaku a rozbieha predmet v smere pohybu vlaku

so zrychlenim ¢ = m.s™2.

Ukazka 16 Na stred rotujicej velmi smyklavej platne (trenie je takmer nulové), ktord
sa pohybuje konstantnou uhlovou rijchlostou poloZime predmet namoceny do atramentu
a postréime smerom od stredu. Aku drahu nakresli predmet na platni?

Obr. 4.6.1.

Predmet sa dosledkom trenia zacne roztacat, pricom vzniké odstredivé sila. T4 ho
zafne posuvat v radidlnom smere. Dosledkom radidlneho pohybu sa zvicSuje tangen-
cidlna rychlost platne, ¢im vznikd tangencidlna sila, ktora posobi proti smeru pohybu
platne.

Poznamka 16 Tangencidalnu silu odvodime neskor.

5 Mechanicka praca

Mechanickti pracu vo fyzike definujeme ako 4céinok sily, ktory sposobuje
zmenu polohy telesa v prostredi. Ak posobime na teleso silou f po dréhe Az,
koname pracu

W = fAz (5.0.2)

Teda ¢im vacsou silou pésobim po ¢im dlhsej drahe, tym vacsiu pracu vykonam. Jednot-
kou prace je Joule — J = N - m. V nasledujicom texte budeme postupne rozoberat
mechanickl pracu na jednotlivych prikladoch.
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Kladnd a zapornd prdaca

5.1 Kladna a zaporna praca

Budeme rozoberat pohyb telesa zlava doprava tak, ako je to graficky zndzornené na
obrazku 5.1.1. Na vozik najskér posobime konstantnou silou f > 0 (zlava doprava),
po drahe Az = x5 — 27 > 0. Teleso sa rozbieha a my koname pracu

W = fAx (5.1.1)

Zo zdkona akcie a reakcie vyplyva, ze vozik na nas posobi zotrvacnou silou — f
f -f
> > ~—
W=0

o) W =0 40) T3 W <0 Ty

Obr. 5.1.1. Ked sa teleso rozbieha, posobi sila v smere pohybu a praca je kladna. Ked ide teleso rovnomernou
rychlostou, sila neposobi a préaca je nulova. Ked vozik brzdim, posobi sila v protismere pohybu a praca je
ZApOorna.

samozrejme po tej istej drahe, len proti smeru pohybu. Teleso koné zapornt pracu
W = —fAx. (5.1.2)

Na drahe Ax = x3 — x5 silou nepdsobime, teleso sa pohybuje rovnomernym priamo-
¢iarym pohybom a pracu nikto nekona:

W =0 Az =0 (5.1.3)

Nakoniec po drahe Ar = x4 — x3 brzdime teleso silou —f a koname pracu W =
— fAz. Kondme zapornt pracu, lebo pdsobime proti smeru pohybu (sila aj draha maja
opa¢né znamienka). Zotrvacnd sila telesa je f a teleso koné kladnt pracu W = fAz.

Poznamka 17 Keby sme teleso rozbiehali v opacnom smere (sprava dolava) pdsobili
by sme silou —f po drahe —Ax a konali by sme kladni prdacu, naopak teleso by konalo
zotrvacnou silou zdporni pracu.

Kladni pracu kona ten, kto posobi silou v smere pohybu a zaporni zase
ten, kto posobi v protismere. Ak teleso rozbieham premenlivou silou pracu vypo-
¢itame ako integral zo sily po drahe Ax = x5 — x4.

= /x fda (5.1.4)

5.2 Praca v silovom poli

Najskor budeme spustat teleso z vysky h kolmo nadol. Pracu W = mgh kona tiazova

sila f, = mg po drahe h. Potom spustime teleso z vysky h bez trenia po naklonenej

rovine, ktora zviera so Zemou uhol . Pracu na telese nekoné cela tiazova sila, ale iba jej

zlozka rovnobeznd s podlozkou f = mg sin(p). Je to preto, ze podlozka kompenzuje

t Cast tiazovej sily fi = mg cos(y), ktord posobi kolmo na podlozku. Sila f posobi
h

po drdhe s = —— ¢m koné pracu
sin(¢p)
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J
S I h
Obr. 5.2.1.
W = mg sin(gp)% = fh (5.2.1)

Vidime, Ze vyslednd praca nezavisi od toho, ako je doska strmé. Teda praca v tiaZo-
vom poli nezdvisi od drdhy, po akej teleso spistame, ale iba od viskového
rozdielu.

Hocijakt drahu mozeme poskladat z viacerych rozne strmych doStic¢iek rovnakej

dizky As; = sif(—’;ii), na kazdej z nich sila f; = mg sin(y;) vykona pracu

Ah;
Wi = fiAs; = mg sin(soi)sm(@') = mgAh;. (5.2.2)

Vysledna praca potom bude stic¢tom vsetkych prac
W = ZfiAsi = ngAhi = mgh. (5.2.3)
i=1 i=1

Pokial sa draha meni spojite, inak povedané n — oo, dostaneme:
52
W = / fds = mgh. (5.2.4)
51

Priklad 24 Teleso spustime po drahe tak, ako je to nakreslené na obrdzku. Aki prdcu
pritom vykond tiaZovd sila?

h
h
) o ‘/O
Q
h

Obr. 5.2.2.

Kym bude teleso klesat, zlozka tiazovej sily rovnobeznéd s podlozkou a pdsobiaca v
smere pohybu bude konat kladnt pracu W7 = mg(h — hy). Pri stipani bude zlozka
tiazovej sily rovnobezné s podlozkou a posobiaca proti smeru pohybu konat zapornt
pracu Wy = mg(hy — hy) Pri poslednom tseku z hy na nulovi hladinu sa vykona
praca Wy = mghsy. Celkova praca bude

W =W, + Wy + W3 = mg(h — hy + hy — hy + hz) = mgh (525)
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Praca ako skaldrny siucin

5.3 Praca ako skalarny sucin

Znovu budeme spustat gulocku po naklonenej rovine, ale teraz okrem tiazovej sily f,
posobi na vozik aj ina sila, napr. magneticka sila f, kolmo na tiazovi. Teda vysledni
silu moézeme zapisat ako vektor f = [f,, f,] Drahu vyjadrime tiez ako vektor § =

(52, Sy] .

Obr. 5.3.1.

Pracu na telese kona iba ta zlozka vyslednej sily, ktora je rovnobezna s podlozkou
‘ﬂ cos(p) po drahe |3]:

W ::‘jﬂ|§1cos@¢) (5.3.1)
¢o je skalarny sucin vektorov
W= f.3 (5.3.2)

Teraz vykoname pracu tak, Ze najskor budeme spustat teleso kolmo nadol po zvislej
stene hranola s,, a pretoze tiazova sila f, je na drédhu s, kolmé&, pohyb telesa neo-
vplyviiuje, tak pracu bude konat iba tiazova sila f, po drahe s, teda W; = f;s,.
Potom bude prifahovaf teleso iba magneticka sila f, po dréhe s, a praca bude W, =
feSe. Vysledna praca bude

W = W1 + W2 = fmSm + fysy (533)

5.4 Praca sily, lubovolného smeru a velkosti

Predstavme si, Ze pohyb telesa je viazany na urcita krivku (napriklad pohyb vlaku je
viazany na kolajnice). My kondme pracu tak, ze postivame teleso po kolajnici silou f,
ktora v priebehu konania prace meni svoju velkost aj smer tak, Ze zviera s kolajnicou
uhol ¢, ktory sa tieZ meni. Situdcia je nakreslend na Obr. 5.4.1 Rozdelme si drdhu na
malé tseky ds. Na kazdom useku kona pracu dW iba ta zlozka sily f , ktora posobi
v smere pohybu, teda

ﬂVzMW%m¢:fwﬁ:ﬁm+@@ (5.4.1)
Celkova praca vykonana premenlivou silou po krivke potom bude
re x2 Y2
W = / f-ds = / fodx +/ fydy, (5.4.2)
T1 1 Y1
kde 7 = [z1, y1] je pociatocna poloha telesa a ro = [x9, ys] koneéna poloha.
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A\ y 7
/ ds ; :7,2
° f f

Obr. 5.4.1.

5.5 Vykon

Vikon je fyzikdlna velic¢ina, ktord vyjadruje rijchlost konanej prace. Na-
priklad pri premiestneni skrine je moj priemerny vykon dany podielom vykonane;j
prace a casu:

P =

? (5.5.1)

.....

notkou vykonu je Watt —W = Js! = N.m.s~!. Ak by som na skrifiu podsobil
premenlivou silou, menila by sa rychlost konanej prace a mdj okamzity vykon by bol

aw

P=—" 5.5.2
o (5.5.2)

Priklad 25 Vypocitajte okamZzity vykon motora osobného auta o hmotnosti

m = 1000 kg, ktoré sa pohybuje so zriychlenim a = 1 m.s™2.

1. V okamihu, ked sa zacalo rozbichat
2. 'V okamihu, ked islo rjchlostou v = 2 m.s~
3. V okamihu, ked islo rijchlostou v = 10 m.s~

1
1

1. V okamihu, ked sa auto zacalo rozbiehat, eSte sa nepohybovalo, teda praca bola
nulova a vykon motora bol nulovy napriek tomu, Ze motor uz posobil na auto silou.
2. V okamihu, ked iglo rychlostou = 2 m.s~! posobil na auto motor silou f = ma =
1000 N po malej drahe ds = v dt Motor vykonal pracu dW = fds = fuv dt a pre
okamzity vykon dostaneme

AW d
— 2~ fy = 2000 W. (5.5.3)

P = —
dt dt

6 Energia

Energia je schopnost konat pracu a ma rovnaku fyzikalnu jednotku ako praca.
Pri mechanickom deji v izolovanej ststave vyjadruje praca predavanie energie medzi
telesami.

W = AE, (6.0.4)

kde AFE je zmena energie pri konani prace. Objekt, ktory kona pracu, straca
energiu a naopak, objekt, na ktorom je praca vykonavana energiu ziskava.
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Napriklad pri tlaceni skrine konam pracu na suistave skrina — koberec a stracam energiu
chemickymi reakciami vo svaloch. Naopak ststava skrina — koberec energiu ziskava vo
forme tepla, ktoré sa vytvara v dosledku trenia.

V redlnej situdcii sa spravame energeticky neefektivne. Nie vSetka energia, ktora
strdcam pri konani prace sa na pracu premeni. Pri tlaceni skrine sa velkd cast energie
premeni na zvysenie tepla organizmu, rozprudenie krvi, a dalSie iné formy. Pomer medzi
vykonanou pracou a dodanou energiou sa nazyva u¢innost:

w

To ale neznamené, Ze energia sa niekde straca, iba sa premiena na iné formy. Celkova
energia v izolovanej sustave sa nemeni. Poslednd veta je zakon zachovania
energie.

6.1 Kineticka energia

Budeme rozoberat pohyb telesa z obrazku 6.1.1. Na teleso s hmotnostou m najskor po-
sobime konstantnou silou f > 0, po drahe Arz = 25 — x; > 0, ¢im koname kladn
pracu W = fAx.V dosledku pdsobenia sily sa teleso rozbieha s rovnomernym zrych-
lenim a. Ako nahle prestaneme posobit silou, teleso nadobudne rychlost v = at. Kedze
pre drahu rovnomerne zrychleného pohybu plati Ar = at?/2 = %, mozeme vyjadrif
pracu nasledujicim spdsobom:

1

W = fArx = maldx = §mvz (6.1.1)

Vyraz na pravej strane rovnosti sa nazyva kineticka (pohybova) energia telesa

1
E, = §mv2 (6.1.2)
ktoru pri konani prace teleso ziskalo. Fakt, Ze sa teleso pohybuje, umoziuje zotrvacnej
sile konat pracu. Na to, aby sme teleso zabrzdili, musime pdsobit silou proti smeru
pohybu, a teda kondme zapornu pracu. Reakciou na nasu silu je zotrvacna sila telesa,
ktora posobi v smere pohybu a prostrednictvom nej kona teleso kladnti pracu.

Ak brzdime teleso napr. n-nasobnou silou opa¢ného smeru fo = —nf = —nam,
zastavime ho na drdhe Az, = %nozt2 = %, ktora je n-krat kratsia ako Az. To
f > o
> —
Ax Az
Obr. 6.1.1.

znamena, ze sme vykonali zaporna pracu
Lo s
W = foldxy = —nf§nat = —nam— = —m—. (6.1.3)
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a zotrvacna sila telesa vykonala pracu kladnt W = m%, ktora je rovna strate kine-
tickej energie telesa.

Vo v8eobecnosti budeme predpokladat, Ze sila f, ktord na vozik pdsobi nemusi
byt konstantna. Ak mal vozik v bode x; rychlost vy, tak posobenim sily po dréhe
Az sa zvysila jeho rychlost a v bode x5 nadobudol rychlost vy. Vozik sa pohyboval s
nerovnomernym zrychlenim a = % a pracu dant vzfahom (5.1.4) vyjadrime pomocou
tohoto zrychlenia:

) To To d Vg d
W = / fdx = / madr = m/ Lir = m/ v (6.1.4)
. o s dt o At

KedZze pre okamzitt rychlost plati v = % mozeme pracu vyjadrit takto:
" I Loy 1,
W =m vdv = oM = 5wy — omup = B — Ejq (6.1.5)
v1 V1

Rovnica (6.1.5) vyjadruje fakt, ze préaca, ktort vykonala sila posobenim na teleso po
drahe Azx, je rovna zmene kinetickej energie:

W = Ew — En (6.1.6)

Poznamka 18 Ejs > Ej, teda prica bola vykonand na voziku (vozik konal zaporni
pracu) a vozik ziskal energiu. Naopak, ja som konal pricu a energiu som stratil.

Ako néahle prestanem posobit silou, vozik sa pohybuje rovnomernou rychlostou,
pracu nekonam a kineticka energia sa nemeni.

Ked zatnem vozik brzdit takze vozik opif spomali na povodnt rychlost v; (obrazok
5.1.1 v pravo), pdsobim silou —f proti smeru pohybu a kondm zaporna pracu:

3 vt 1 1
W = / —fdr = m/ vdv = §mv% - §mv§ (6.1.7)
T4 v2
Priklad 26 Vozik konal kladni prdacu a stratil energiu. Naopak, ja som konal zdporni
prdacu a mal by som energiu ziskat. Pravda je takd, Ze ked vozik brzdim, namdham sa,
a tym energiu stracam. Ako je to mozné?

To, ze sa pri brzdeni vozika namaham, znamend, Ze sa spravam energeticky neefek-
tivne a miriam zbyto¢ne energiou. Rovnako mozem zbytocne energiu stracat aj ked sa
nehybem a zatinam svaly. Ak by som sa mal spréavat energeticky efektivne, postavil by
som voziku do cesty pruzny naraznik, napr. velkd pruzinu. Vozik by pruZinu stlacal,
a sila, ktorou pdsobi pruzina na vozik by vozik brzdila. Vysledok je, ze kladni pracu
kona vozik, svojou zotrvacnou silou stlaca pruzinu a straca kineticka energiu. Naopak
na pruzine je konana praca, alebo inak povedané pruzina kond zapornu pracu a ziskava
elasticki potencidlnu energiu. Takto ziskand energiu moze stlaCend pruzina vyuzit a
opif rozbehnut vozik opaénym smerom.

Priklad 27 Aku prdacu vykond zotrvacna sila letiacej gule, ktord marazi na pruzinu a
pritom ju stlaci o Ax ? Akd prdacu vykond zotrvacnd sila pri rozpinani pruziny Az ?
Plati, Ze sila f = kx, ktorou stlacame pruzinu, je umernd stlaceniu x .
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Pri stld¢ani pruziny kond zotrvacéna sila kladni précu (sila ma rovnaky smer ako po-
sunutie)

W = fdx = / krdr = |=ka? = —kA2? (6.1.8)
0 0 2 0 2

teleso strati svoju kinetickti energiu a zastavi. Naopak pruzina posobi silou —f, méa

opacny smer ako posunutie a kona zaporni pracu. Pruzina ziskava elastickil potencialnu

energiu. Je schopné konat pracu napriklad vystrelif zavazie. Pri rozpinani pruziny, kona

zotrvacna sila zapornu pracu

0
1
W = fdx = —§kAx2 (6.1.9)

(posunutie mé opa¢ny smer ako sila) a teleso opét nadobudne svoju povodnu kineticki
energiu. Pruzina kona kladnt pracu a straca svoju elastickti potencialnu energiu.

6.2 Potencialna energia telesa v tiazovom poli Zeme

Posobenim konstantnej sily f = mg (ktora je reakciou na tiazova silu f, = —mg)
zdvihame zo zeme néklad do vysky h. Praca, ktord sme vykonali je:

W = fs = mgh (6.2.1)

KedZe konadm pracu, stracam energiu. Naopak, teleso v tiazovom poli, alebo presnejsie
sustava teleso - tiazové pole energiu ziskava. (Sustava teleso - tiazové pole je schopna
konat pracu tak, ze ho pri volnom pade rozbieha.) Vykonana praca je rovné ziskanej
energii. Teda vysledna energia sa zvysi o

AE, = mgh (6.2.2)

Téato zmena energie je zmena potencialnej energie telesa v tiazovom poli Zeme.

Poznamka 19 Pokial drZim ndklad vo vyske, pracu nekondm aj napriek tomu, Ze po-
sobim silou a stracam pritom energiu. Ni¢ sa za ten cas nedeje, teleso sa nehybe, drdha
je nulovd, teda aj praca je nulovd. (Rovnaky efekt dosiahnem, ak teleso za ten cas o
ho drzim, niecim podopriem.)

Poznamka 20 V redlnej situdcii nie je mozné uskutocnit experiment tak, aby sme
posobili konstantnou silou. Na zaciatku pohybu sme teleso museli rozbehnit, a teda
sme posobili vicsou silou fi po drdhe hy a na konci zase muselo teleso zastavit, takZe
ndm stacilo posobit mensou silou fs3 po drdhe hy. Celkovd prdca potom bude sucet
tychto prac:

W = fihy + f(h — hy — h3) + fshs = fh (6.2.3)

Ak vysledok porovndame s predchadzajicim, tak zistime, Ze su rovnaké. Je to preto, Ze
na rozbehnutie telesa potrebujeme vykonat rovnako velki prdacu ako na jeho zastavenie.
Pri rozbiehant ju pripocitame a pri brzdeni zasa odpocitame.
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Dalej uvazujme, Ze pri zdvihani telesa z vysky h; do vysky hs silu spojite menime,
teda teleso bude pocas stipania spomalovat a zrychlovat zrychlenim a. Sila, ktorou
teleso dvihame, bude f = mg + ma a praca, ktort vykoname, je

ha ha
W = fdh = / (mg + ma) dh (6.2.4)

h1 h1

h2 h2

= / (mg) dh +/ (ma) dh = Wy + Ws
h1 hl

Dostali sme sticet dvoch integralov Wy + W,. Prvy integral je praca, ktort kona reakcia

na tiazovu silu:

ho

W, = / (mg)dh = [mgh]Zi = (mghy — mghy) = AE, (6.2.5)
h1

a je rovna prirastku potencidlnej energie. Druhy integral je praca, ktort kona sila, ktora

rozbieha a brzdi teleso.

ho ho d V2 dh v2
Wy = [ madh = dedh m— dv /mvdv = [ va} (6.2.6)
hy

v1

a je rovna prirastku kinetickej energie. KedZe na zaciatku aj na konci pohybu malo
teleso nulova kineticktl energiu tak aj AFE, = 0 a vysledna praca, ktori vykoname
je rovnéa prirastku iba potencialnej energie, teda potencialna energia telesa v tiazovom
poli zeme nezavisi od toho, akym sposobom sa sila v priebehu prace menila, ale iba od
vyskového rozdielu.

Nakoniec vo vSeobecnom pripade budeme teleso dvihat velmi komplikovanym spo-
sobom z polohy 7; do polohy ry, pricom budeme predpokladat, Ze teleso mé v polohe
r1 nulova rychlost a v polohe 7y rychlost v. Pri dvihani telesa budeme menit nielen
velkost, ale aj smer sily nahor, nadol, dolava, doprava. Sila teda bude funkciou poloho-
vého vektora 7 = [z, y]. Celkova praca potom bude integréal z polohy danej vektorom

ry = [z1, y1] do polohy 1y = [, ys):

T2 T2 Yax
W = / F.ds = / fodz +/ f,dy (6.2.7)
1 r1 0

Prvy integral bude

w2 2 “Ldh 1 v
/ fzdx = / mazdr = [m—dv = {—mvg} (6.2.8)
. o dt 2 0
Druhy integral bude
Y2 Y2 1 Y2 1 Vy
fudy = / (mg + ma,)dy = {—mgy} -+ {—mvi} (6.2.9)
Y1 Y1 2 Y1 2 0
vysledné praca potom bude ich stc¢tom
W = : ! 2%+[ }y2+1 2| (6.2.10)
5Ma ) mgyl,. 5y i 2.
1
mg(y2 — yl) + QW(U +0)) = mg(ys — 1) + §m02
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To znamend, ze vysledna praca je prirastok kinetickej a potenciadlnej energie telesa.
Keby sa teleso dalej nepohybovalo, vysledna praca by bola rovné len zmene potencidlne;
energie.

Priklad 28 Urcte potencidlnu energiu telesa vo velkej vzdialenosti od Zeme.

Ak uvazujeme, ze potencidlna energia na povrchu Zeme je nulova, tak potencialna
energia telesa vo velkej vzdialenosti od povrchu Zeme AE, je rovna praci, ktora je
potrebné vykonaf na premiestnenie telesa z povrchu Zeme do vzdialenosti r. Pracu
vypocitame ako integral z gravitacnej sily od povrchu Zeme s polomerom R, po 7:

"M, M,m]" 1 1
E, =W = K 2mdr = |:—/€ m] = kM,m (— - —) (6.2.11)
R, T " g, R, r

Poznamka 21 V redlnej situdcii vSak potencidlna energia telesa v roznych miestach,
ale rovnako vzdialenych od stredu Zeme, nemd rovnakd hodnotu. Je to sposobené tym,
Ze jednak Zem mnie je tuplnd gula, ale zdeformovand v dosledku dlhodobo pdsobiacich
odstredivych sil vyvolangch jej rotdciou a nehomogénnym rozloZenim hmotnosti.

6.3 Zakon zachovania energie

Teleso nachadzajtce sa v polohe r; v tiaZovom poli Zeme ma potencidlnu energiu E,,
a kinetickt energiu Fj; . Celkova energia v mechanickej stistave teleso v tiazovom poli
je

E = By + B, (6.3.1)

pri prechode do nizsej polohy ry kona tiazové pole Zeme kladnt pracu Wi, , teda strati
Cast svojej potencidlnej energie. Potencialna energia v bode ry bude Epy = E,; — Wi
Naopak teleso kona zapornt pracu — Wi, svojou zotrvacnou silou, ktora je reakciou
na tiazovi, ¢im sa zvysi jeho kineticka energia Fpo = Ejp; + Wis. Celkova energia v
mechanickej ststave v polohe 73 je

E = E + Epg = Epl — Wis + Ejq + Wia = Epq + Ep1 (632)

a je rovnaka ako v polohe r;. Pri pohybe z polohy r5 do vyssej polohy r3 kona tiazové

N
Yy
m
ﬁ
= 3
B
>
s

Obr. 6.3.1.

pole Zeme zaporni pracu — Whs teda ziska cast potencidlnej energie. Potencidlna

47



Energia

energia v bode r3 bude FE,3 = E, + Wy Naopak teleso kond kladnt pracu Was
svojou zotrvac¢nou silou a strati ¢ast svojej kinetickej energie. Kineticka energia v bode
rs bude E,3 = E, — Was. Po sc¢itani kinetickej a potencidlnej energie je celkova
energia v mechanickej stistave v polohe r3 rovnaka ako v polohe 75 a r;. Inymi slovami,
v kazdom bode je splneny zakon zachovania energie, ktory hovori, Ze celkova
energia v izolovanej ststave sa nemeni. Izolovand siustava je takd, Ze medzi 1ou
a jej okolim nedochddza k vymene energie.

Poznamka 22 Oloveni gulu spustime na zem. Tesne pred dopadom md gula kineticki
energiu a nulovi potencidlnu. V okamihu dopadu md kineticki aj potencidlnu nulovi.
V okamihu dopadu sa kinetickd energia gule prement na prirastok kinetickej energie jej
molekul, cim sa zvysi jej teplota.

Ukazka 17 Pokus prof. Lewina s kyvadlom: Na jeden koniec lana zavesime zdvaZie a
druhy upevnime na plafon. Zdvazie na napnutom lane si oprieme o bradu a pustime.
MozZeme porozmyslat nad tym, co sa stane, ak sa zdvaZie pretrhne.

Priklad 29 Akou silou som pritlacany do sedacky, ak skacem z mosta Lafranconi na
lane do kyvadla?

Sila, akou som pritlacany do sedacky, je odstrediva + tiazova:

U2

F:m7+mg,

kde [ je dlzka lana. Potencialna energia sa premeni na kineticki:

E, = mgl = %mv2
odkial
mv® = 2mgl
Vysledna sila potom bude:
F = 3mg

Priklad 30 Akt minimdinu rychlost musime udelit telesu zavesenému na lane diZky
[, aby preslo po kruznici s polomerom r = [ vo zvislej rovine?

Dostrediva sila na vrchole musi byt rovné tiazovej.

Zo zakonu zachovania energie plati:

2
1
mg2l + % = 5mv§

minimalna rychlost, ktorta telesu udelime, bude
vg = +/Hgl
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Priklad 31 Akou rychlostou by dopadol na Zem meteorit, keby nebolo atmosféry?

Potencialna energia v nekonecnej vzdialenosti sa premeni na kineticka: (pozri vztah
(6.2.11))

1 1 1 mu?
E, = 1 = kM, — — =) = kM,m— = —
p T L T T (Rz r) e 2
po uprave dostaneme

1 M.,m mu?
e

Odkial pre rychlost dopadu dostaneme:

v = /2gR., ~ 11000 m.s™*
7 Mechanika tuhého telesa

Doteraz sme sa zaoberali pohybom telesa, pricom sme zanedbavali jeho rozmery, alebo
sme neuvazovali o jeho rotécii. Teleso vSak pri svojom pohybe mdZe aj rotovat. Preto
ak budeme skiimaf pohyb tuhého telesa, budeme sa zaoberat aj jeho rotaciou.

7.1 Tazisko telesa

Predstavme si molekulu plynu, ktoré sa skladd z dvoch atémov s hmotnostami m; >
ms. Pokial na molekulu neposobi Ziadna sila zvonka, bude sa pohybovat rovnomernym
priamociarym pohybom, pripadne méze rotovat konstantnou uhlovou rychlostou. Pre
bod okolo ktorého moze rotovat plati, Ze odstrediva sila atému 1 musi byt rovnako
velké ako odstredivé sila atému 2:

miw?xr; = mow?as (7.1.1)

Obr. 7.1.1.

.....

lTovala v smere viicésej sily. Ked z rovnice (7.1.1) odstranime uhlovi rychlost, dostaneme
tito rovnicu:

M1y = Mol2 (712)

Za predpokladu, ze atémy st vzdialené od seba o x, mdZeme vyjadrit vzdialenost
atomu 1 od bodu, okolo ktorého molekula rotuje
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Obr. 7.1.2.

PTp— (7.1.3)

1+ =2
Tento bod sa nazyva tazisko. Rovnicu (7.1.2) mdZeme vyjadrit aj pomocou vektorov
Fl: 77‘2

m1w27?1 + m2w2772 = 0. (714)

Dalej budeme predpokladat, ze poloha atémov je dana polohovymi vektormi 7/, 7*%.
7/ je hladany polohovy vektor taziska. Vektory, ktoré vedu z faziska k jednotlivym
atémom, mozeme vyjadrit nasledovne 7, = 7} — 7/ a1y = 74, — 7/ a dosadit do
rovnice ( 7.1.4):

mw? (7! — 7h) + maw?(Fl, — 7h) = 0. (7.1.5)
Rovnicu vydelime stvorcom uhlovej rychlosti a dostaneme
my(Fh — Fh) 4+ ma(Fh — 7h) = 0. (7.1.6)
odtial ziskame polohu taziska:

m1F’1 + mQF'Q

o= 7.1.7
T mi + Ms ( )
Analogicky dostaneme rovnovahu odstredivych sil pre n bodov v priestore
> mw(Fp - ) =0 (7.1.8)
i=0

po vydeleni Stvorcom uhlovej rychlosti mézeme vyjadrit polohu taziska n bodov

P = 7.1.9
rr Z?:o m; ( )
Pokial je bodov velmi vela, hovorime o tuhom telese a suma prejde na integral:
_, [ 7'dm
= 4 7.1.10
r T M ? ( )

kde M je celkova hmotnost telesa.

Priklad 32 Ndjdite taZisko homogénnej kruhovej dosky o polomere r, v ktorej je vy-
rezany otvor o polomere 1/2, takZe okraj vyrezaného kruhu prechddza stredom dosky.

Priklad 33 Do akej vysky treba naliat vodu do pohdra, aby bol najstabilnejsi?
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7.2 Energia rotujuaceho telesa

Budeme rozoberat pohyb hmotného bodu po kruzZnici tak, ako je to na Obr. 7.2.1.
Napriklad malé tazsie teleso s hmotnostou m upevnené na nehmotnej ty¢i dizky I,
ktoré sa to¢i vo vodorovnej rovine okolo zvislej osi tak, Ze velkost jeho rychlosti sa
nemeni. Kineticka energia takéhoto telesa bude

E, = —mv*. (7.2.1)

Velkost rychlosti mézeme vyjadrit pomocou uhlovej rychlosti a kineticki energiu mo-

N
.

Obr. 7.2.1.

zeme vyjadrit takto
1 2 L oo o 1.5
Er = —mv® = —m(wl)® = —ml*w® = -Iw?, (7.2.2)
2 2 2
kde
I = mil? (7.2.3)

sa nazyva moment zotrvacnosti. Moment zotrvacnosti je mierou toho, ako
tazko teleso roztocime. MA4 rovnakt tlohu ako hmotnost pri posuvnom pohybe.
To, ako tazko teleso roztoc¢ime, nezavisi iba od toho, ako je teleso tazké, ale aj od toho,
ako daleko sa teleso nachédza od osi otac¢ania. (Vo vSeobecnom pripade od rozloZenia
hmoty vzhladom na os ota¢ania.) Cim je teleso dalej od osi, tym vii¢siu nAmahu musime
vynaloZit na to, aby sme ho roztodili.

Predstavme si tenkt ty¢ rovnakej dizky [ ako v predchadzajucom priklade a rovnakej
hmotnosti m, ktora je rovnhomerne rozmiestnena po celej dizke. Nech ty¢ rotuje okolo
jedného konca a chceme vypocitat jej kinetick energiu. Pretoze kazda cast tyce je v

dm = pdr

)

Obr. 7.2.2.

inej vzdialenosti od osi otaCania, mali by sme vypoditat kinetickd energiu pre kazdu
¢ast s hmotnostou dm osobitne. Ich stdet bude vysledna kinetick4 energia rotujtce;
tyce.
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Mechanika tuhého telesa

E, = Xj;E,m = z:: %dmvf (7.2.4)

Ak teraz velkost rychlosti v; kazdého elementu dm vzdialeného o r; vyjadrime pomo-
cou uhlovej rychlosti w, ktora je pre kazdy element rovnaké, tak pre kinetickti energiu
dostaneme

E, = Z Edmvf = Z idmr?uﬂ = §w2dm2rf (7.2.5)
=1 =1 =1
Pre presny vypocet nahradime sumu integralom a dostaneme

1 !
B, = -uW? / r2dm (7.2.6)

2 0
KedZze hmotnost elementu dm moézeme vypocitat pomocou hustoty p = m/V', kde
V = SI. (S je prierez ty¢e a dr je dlzka elementu), tak integral mozeme nasledovne

I
vyriesit:

1 : 1 : 1 :
E, = —w2/ r?dm = —wz/ r2pSdr = —pSw2/ r2dr (7.2.7)
2 J, 2 J, 2 ;

I? 1mi* 1

L Sw? dl L Sw? L Slw? Tw?
= — w e = — W —_— = - w — = —W = —1W
2 3], T 2™y T 23 T a3 2
V tomto pripade je moment zotrvacnosti
12
I = mT (7.2.8)

mensi, ako v pripade telesa na nehmotnej tyci. Je to preto, lebo v pripade telesa na
Spagate je vSetka hmotnost ststredend vo vzdialenosti | od osi otdCania. V pripade
homogénnej tyce je hmotnost rovnhomerne rozloZend po celej dlzke, teda hmotnost je
sustredend blizsie k tyc¢i. Vidime tiez, Ze ak je hmotnost m rovnomerne rozlozena po
celej dlzke tyce, takato ty¢ méa mensiu kinetick energiu, ako ked je vSetka jej hmotnost
sustredend ¢o najdalej od osi otac¢ania. Teda homogénnu ty¢ lahSie roztocime.

Kazdé teleso méa svoj moment zotrvac¢nosti vzhladom na os, okolo ktorej rotuje a
vSeobecne ho mozno vyjadrit takto:

I = kml?, (7.2.9)

kde [ je rozmer (vicSinou vzdialenost okraju telesa od osi otdcania) a k je konstanta,
ktorad vyjadruje, ako je ststredend hmotnost vzhladom na os otdc¢ania. Napriklad pre
gulu je £ = 2/5, ak [ je polomer gule a os otac¢ania prechddza stredom. Pre valec je
k = 1/2, ak [ je polomer valca a os ota¢ania je totozna s osou valca. Pre kruhovy
prstenec je moment zotrvacnosti vzhladom na os, ktord prechadza jeho stredom, rov-
naky ako pre teleso na nehmotnej tyc¢i. Je to preto, lebo vSetka jeho hmotnost je tiez
rozmiestnena vo vzdialenosti [ od osi otacania.

Priklad 34 Po naklonenej rovine dlzky s, ktord zviera s vodorovnou rovinou uhol o
spustime sucasne homogénny valec a kus ladu. Zistime, ktoré z telies bude rijchlejsie
a aky bude medzi nimi casovy rozdiel. Trenie medzi ladom a podloZkou povaZujeme za
nulove.
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Energia rotujiceho telesa

V oboch pripadoch kona pracu tiazové pole silou f = mg sin a. Teda potencidlna
energia telesa v tiazovom poli £, = mgs sin o sa premeni na kinetickt. V pripade
fadu bude
2
mu
E, = mgssina = 5 (7.2.10)

odkial rychlost na konci drahy s je

v = 4/2¢ssin « (7.2.11)

Vzhladom na to, Ze uvazujeme nulové trenie, zrychlenie telesa a = ¢ sin « a Cas, za
ktory sa zoSmykne Tad, bude

2s

t = -
g sin «

(7.2.12)

Zatial ¢o Tad staci iba roztlacit, valec treba aj roztocit. To znamena, Ze vyslednd kine-
ticka energia valca bude sti¢tom rotacnej a posuvnej, teda

2 2
mu ITw
E, = — 4+ —
k 92 + 9 )
kde I = mT’"z je moment zotrvacnosti valca a w = v/r je uhlova rychlost valca. Rov-
nica pre valec teda bude:
2 mr2 2
mu W
mgs sin @ = 5t 22 (7.2.13)

Vzhladom na fakt, Ze obvodova rychlost valca pri kotulani je rovnako velké ako rychlost
taziska, mozeme uhlova rychlost vyjadrit pomocou obvodovej a dostaneme:

3 2
gssina = % (7.2.14)

odkial rychlost na konci dréhy s je

s
v o= ,/w (7.2.15)

a je mensia ako rychlost Tadu. Zo vztahu (7.2.15) vyplyva, Ze drdha je imerna Stvorcu
rychlosti
3v? 3 P v?

= = — = — 7.2.16
s 4g sin «v 2g sin v 2 2a ( )

ide teda o rovnomerne zrychleny pohyb so zrychlenim

o<
@ = % (7.2.17)

Odtial méZzeme urcit celkovy ¢as pohybu valca po dréhe s

2
Y RN L (7.2.18)
a g sin «
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Ukazka 18 SitaZ plechoviek s plastelinou: Do prdzdnych plechoviek od diaboliek ddme
rovnaké mnoZstvo plasteliny, do jednej umiestnime plastelinu do stredu, do druhej po
obvode. Obe naraz pustime z tej istej naklonenej roviny. Jedna z nich sa bude rozbiehat
pomalsie.

Priklad 35 Na papier poloZime qulocku s hmotnostou m. Papier tahdme po zemi
so zrychlenim a,. S akym zrychlenim sa bude pohyboval gulocka? Preco gulocka po
zastavent papiera zastane?

Vztazna ststava spojend s papierom je neinercialna, kde na gul6¢ku posobi sila may,.
Riesenie prikladu je analogické ako v priklade (34).

Priklad 36 Na homogénnom valci s hmotnostou m, ktory sa moZe otdcat okolo svojej
osi bez trenia je namotané lano dizky | s nulovou hmotnostou. Na volny koniec lana
upevnime zdvazie rovnakej hmotnosti m. Zavazie sa v dosledku posobenia vlastnej tiaZe
dd do pohybu. Urcite rychlost pohybu zdvaZia tesne pred odmotanim.

1 1
mgl = —mv* + =Iw? (7.2.19)
2 2
Ak do (7.2.19) dosadime za moment zotrvacnosti valca I = mr? a za uhlovi rychlost
w = ¥, tak rychlost zvazia bude
4qgl
v = % (7.2.20)

7.3 Moment zotrvac¢nosti

Predstavme si, Ze chceme roztocit dve malé tazké gule roznej hmotnosti m; a mso spo-
jené nehmotnou ty¢ou dlzky [ okolo osi, ktora je kolmé na ty¢. Situécia je nakreslena
na obrazku 7.3.1. Moznosti je vela a my hladame taka os, aby sme gule roztodili s

mj
‘ Xy — O“_ X7
K—/

najmensou namahou. Cize hlfaddme takt os, vzhladom na ktort budt mat gule naj-
mensi moment zotrvacnosti. Teda pre os hladdme taka vzdialenost z; od telesa 1, aby
moment zotrvacnosti

Obr. 7.3.1.

I = myz} + ma(l — 21)* = min (7.3.1)

bol minimalny. Moment zotrvacnosti predstavuje kvadraticka funkciu s premennou 1,
ktora ma minimum v takom bode, kde
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Moment zotrvacnosti

dI

d_(ibl = 27711%1 + 2m2(a:1 — l) =0 (732)

ak vzdialenost | — 77 od telesa 2 ozna¢ime ako x5, dostaneme rovnicu (7.1.2)
MmiT1 = Mals (7.3.3)

¢o je rovnica pre polohu taziska. Teleso ma najmensi moment zotrvacénosti okolo
osi, ktora prechidza taZiskom.

Toto plati pre lubovolné teleso, ak vyberdme spomedzi navzajom rovnobeznych osi.
Majme teda nejakt os O, ktord neprechadza taziskom a okolo nej rotuje nejaké teleso
konstantnou uhlovou rychlostou w. Teleso m4 kinetick(i energiu rovni

E =" (7.3.4)

kde I je moment zotrvacnosti vzhladom na os O. Teraz si musime uvedomit, Ze ak
chceme otocit teleso okolo O o nejaky uhol, mézeme to urobif tak, Ze najskdr ho
oto¢ime okolo taziska o ten isty uhol a potom posunieme teleso tak, aby sa tazisko
pohybovalo po kruznici s polomerom a okolo O. Najlepsie bude, ak si to vyskusame s
perom na stole. Rotacia okolo osi O sa teda skladd z dvoch pohybov: tazisko sa otaca
okolo osi O po kruznici s polomerom a v takomto pripade ma teleso kineticki energiu

mil?w?

E = ,
2

(7.3.5)

kde m je hmotnost telesa. Druhy pohyb je ¢ista rotéacia okolo taziska. Vtedy ma teleso
kineticktl energiu

ITw2
2 7

E = (7.3.6)
kde It je moment zotrvac¢nosti telesa okolo taziska. Pre celkovii energiu rotacie potom
plati

Iw? Irw? mliPW?

E: = J.
5 5 + 5 (7.3.7)

ak teraz rovnicu zjednodusime dostaneme Steinerovu vetu:
I = Ip + mil? (7.3.8)

Teda moment zotrvacnosti vzhladom na fubovolnt os O je rovny momentu zotrvacnosti
vzhladom na rovnobeznii os T' prechadzajicu taziskom, plus hmotnost telesa ndsobenéa
stvorcom vzdialenosti medzi oboma osami, ¢o predstavuje moment zotrvacnosti hmot-
ného bodu s hmotnostou telesa umiestneného v tazisku vzhladom na os O. Kedze ml?

.....

ako moment zotrvacnosti vzhladom na rovnobe’ni os T prechadzajicu taziskom.
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Obr. 7.3.2. Ak chceme otocit teleso okolo O o nejaky uhol, mdéZeme to urobit aj tak, Ze najskor ho oto¢ime
okolo faziska o ten isty uhol a potom posunieme tazisko okolo O po kruznici s polomerom a

7.4 Moment sily

Doteraz sme sa zaoberali rotaciou telesa, ale nepisali sme o pric¢ine takéhoto pohybu.
Rotéacia je uréity druh pohybu. Aby vznikol pohyb, musime posobit silou. Rotécia je
tiez dosledok posobenia sily. Pri vzniku rotécie vSak nezélezi len na velkosti a smere
sily, ale aj na mieste, v ktorom sila posobi. Ak pdsobime silou na teleso v fazisku,
tak rotacia nevznikne a teleso sa bude iba rozbiehaf podla 2. Newtonovho zékona:
f = ma. Ak posobime na teleso mimo taziska, tak sa teleso zacne aj otdcat. Cim
dalej od taziska budeme pdsobit, tym viac prispeje pdsobenie sily k rotacii a menej k
posuvnému pohybu.

Ukazka 19 Na hladky stol poloZzime ty¢ a udelujeme jej kolmo na nu krdtke impulzy v
roznych vzdialenostiach od taziska.

Na zjednodusenie ivah budeme najskor uvazovat o otac¢ani telesa okolo pevnej osi.
Predstavme si napriklad malé teleso s hmotnostou m upevnené na nehmotnej tyci

m
v

—

/

AW

Obr. 7.4.1.

dlzky r, ktoré sa moze otacat vo vodorovnej rovine okolo zvislej osi O tak, ako je to
na Obr. 7.4.1. Teleso budeme rozbiehat posobenim sily, ktord méa konstantna velkost f
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a meni iba smer tak, Ze je kolma na tyc¢. Takato sila posobi na teleso po drahe s, ¢im
ho otoéime o uhol ¢. Pretoze teleso je vo vzdialenosti 7 od osi ota¢ania, dlzka dréhy
bude s = r¢. Pri rozbiehani telesa sme vykonali pracu

W = fs = fro (7.4.1)

¢im sme telesu udelili kineticki energiu. Rovnaki energiu mozeme telesu udelif pri
otoceni o rovnaky uhol ¢ aj inak. Budeme rozbiehat teleso tak, Ze posobime silou f;
vo vzdialenosti r; blizsie ku osi O. V tomto pripade posobime silou f; po kratsej drahe

s; = r;p. Aby sme vykonali rovnaka pracu, musi byt sila f; vii¢sia ako f a plati:
W = frpo = firip = My (7.4.2)
Veli¢inu M = f;r; = fr nazyvame velkost kritiaceho momentu, alebo momentu sily.

V pripade, Ze sila zviera s ramenom uhol «, tak pre velkost momentu sily plati M =
frsin a. Ak rameno je dané polohovym vektorom vedicim z bodu O do miesta, kde
sila posobi, tak moment sily je dany vektorovym stc¢inom

M =7xf (7.4.3)

Poznamka 23 Ak polozime pravi ruku na teleso tak, Ze polohovy vektor mieri do
dlane a prsty ukazuji smer sily, tak vystrety palec ukazuje, kam smeruje moment sily.

Poznamka 24 Tak ako moment sily, aj uhlovd ryjchlost a uhlové zryjchlenie su vekto-
rové veliciny.
Priklad 37 Akou silou posobia na teleso celuste zverdka, ktory teleso deformuje tak,

Ze pri dotahovani posobime konstantnym momentom sily M ? Zdvity su vyrezané tak,
Ze ak otocime dotahovdk o uhol o, pribliZia sa celuste o .

Pri otoceni ¢ vykoname pracu W = M. Naopak deformované teleso koné zaporna
pracu W = fx. Ak neuvazujeme energetické straty spdsobené trenim, tak obe prace
sa ¢o do velkosti rovnaju. Pre silu potom plati:
Mg

s

f =

Ukazka 20 Majme dve kolesd s polomerom R spojené oskou s polomerom r < R.
Na oske je navinuty Spagdt. Ak budeme $pagdt tahat, tak pri uréitom uhle pojdu kolesd
k ndm, v smere tahu. Pri inom uhle pdjdu od nds. (Pokus méoZeme urobit zo Spulkou a
nitou.)

Posobisko sily je v mieste, kde sa Spagat odmotava od osky a smer sily je rovnobezny
z odmotanym Spagatom. Ak uvazujeme, Ze os otacania je v mieste, kde sa kolesa
dotykaji zeme (je to jediny bod, susedné body z oboch stran su vyssie), tak rameno
vedie od osi otac¢ania po posobisko. Ak je smer sily rovnobezny s ramenom (Obr. 7.4.2

v strede), tak moment sily je nulovy a kolesé sa neroztéacaju. Toto je splnené, ak
r

1 = — 7.4.4
sin « 7 ( )

.....

Spagat sa navija a kolesa idu zlava doprava. Ak je  mensie (obrazok 7.4.2 vpravo),
tak Spagat sa odvija a kolesa idi v opac¢nom smere.
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G— —

Obr. 7.4.2.

7.5 Moment hybnosti

Pri posuvnom pohybe sta¢i na urcenie pohybového stavu telesa jeho hybnost. Ak
chceme pohybovy stav pri posuvnom pohybe menif, musime na teleso posobit silou,
kde sila je rovné rychlosti, akou sa meni hybnost:

=2
dt
V nasledujicom texte budeme rozoberat pohybovy stav rotujiceho telesa. Pred-

stavme si rotujiice teleso, napriklad dosku z obrazka 7.5.1, ktora sa sklada z molekl,
kde kazdd ma hmotnost m; a je urenéd polohovym vektorom 7.

(7.5.1)

Obr. 7.5.1.

Ak chceme zmenif pohybovy stav jej rotacie, musime na teleso posobit momentom
sily

M =Y "7 x fi (7.5.2)

kde ﬁ je sila posobiaca na i-tu molekulu. Ak silu ﬁ vyjadrime ako zmenu hybnosti p;
v ¢ase, mdZeme moment sily vyjadrif takto:

; dp,  d(X, 7 X p)
M = T; X = ! 7.5.3
Sax - L 159
Veli¢ina, ktora sa v ¢ase meni v dosledku posobenia momentu sily, sa nazyva moment
hybnosti

L= i xf (7.5.4)

a urcuje pohybovy stav telesa pri rotacii. Vzhladom na fakt, ze vSetky vektorové stciny
maji rovnaky smer (st kolmé na rovinu dosky), pre velkost momentu hybnosti plati:
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L = Zripi = Zrimivi = Zr?miw = Jw (7.5.5)

Teda pohybovy stav pri rotacii je dany si¢inom momentu zotrvacnosti a uhlovej rych-
losti a pre velkost momentu sily plati:
dL d (Iw)

M = _— == . .
dt dt (7.5.6)

V pripade, Ze uvazujeme konstantny moment zotrvacnosti, teda ze teleso nemeni svoj
tvar, mozeme pisat:
dw

M=1I— =1 7.5.7
o € (7.5.7)

Poznamka 25 Vsimnime si analdgiu so zakonom sily.

Priklad 38 Po obvode kruhovej dosky, ktord sa moZe otacat okolo stredu, sa rozbieha
vozik s hmotnostou m konstantngm zrychlenim a. Urcte, aky moment hybnosti bude
mat doska po dobe T, ak pozndme polomer.

Aby sa vozik mohol rozbiehat, musi na neho posobit sila f = ma zo zékona akcie a
reakcie. Vozik sa zapiera o dosku, teda pdsobi na dosku rovnako velka sila, ale opa¢ného
smeru, ktorda vytvara moment sily

L
M = mar = T
odkial dostaneme moment hybnosti dosky:
L = —mraT
Poznamka 26 L = —mral = —mrv = —pr je moment hybnosti dosky a pr je

moment hybnosti vozika. Rovnica vyjadruje fakt, Ze celkovy moment hybnosti sa ne-
zmenil.

7.6 Zakon zachovania momentu hybnosti

Zékon zachovania momentu hybnosti mézeme vyslovit v analégii so zdkonom zacho-
vania hybnosti: ak na systém telies nepdsobia vonkajsie momenty sil, tak
moment hybnosti tohoto systému zostava konstantny.

Ukazka 21 Postavime sa na otacavi stolicku a pred sebou roztocime bicyklové koleso
vo vodorouvnej rovine.

Stolicka sa s nami za¢ne otacat na opacnu stranu. Na zac¢iatku bol moment hybnosti
stustavy nulovy. Pretoze moment sily pésobiaci na koleso nebol vonkajsi, ale bol vytvo-
reny v ramci sustavy, bude moment hybnosti ststavy nulovy aj po roztoceni kolesa a
plati:

Iw + Iyw, = 0, (761)

kde Iywy je moment hybnosti kolesa a /w je moment hybnosti zvysku stustavy.
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Ukazka 22 Postavime sa na otdcavi stolicku a mechdme sa roztocit tak, Ze mdme
rozpazen€ ruky a drZime v nich priblizne 5 kg cinky. Ked ruky pripazime, zvysi sa nasa
uhlovd frekvencia.

Na zaciatku bol moment hybnosti ststavy L; = [w;. Tym, Ze pripazime ruky, ststre-
dime hmotnost bliZsie k osi otd¢ania, ¢im zmensime moment zotrvacnosti na I, < I.
Pretoze ststava nebola ovplyviiovana vonkajsim momentom sily, moment hybnosti sa

.....

[1&)1 = ]2&)2 (762)

Poznamka 27 Pripazovanim rik prekondvame odstredivi silu, ¢im kondme na sustave
pracu, ¢o md za nasledok, Ze kinetickd energia sustavy sa zvysi.

Poznamka 28 Ak pripazujeme ruky a cinky sa priblizuji k osi otdcania, tak prechd-
dzaji z miesta, kde sa povodne pohybovali vicsou obvodovou rijchlostou do miesta,
ktoré sa otdacalo mensou obvodovou rychlostou. TakZe si brzdené a reakcie na brzdné
sily roztacaji moj trup.

Priklad 39 Predstavme si teleso s hmotnostou m, ktoré rotuje na $pagdte dizky 1 a

zanedbatelnej hmotnosti. Teleso rotuje okolo pevnej osi tangencidlnou rychlostou vy .

Ako sa zmeni tangencidlna rychlost telesa, ak Spagdt rovnomerne skracujeme aZ na
dliZku ro ?

Zo zakona zachovania momentu hybnosti plati:

Lwy = DLwy
Teleso na $pagite ma moment zotrvacnosti / = mr?, ak ho dosadime do poslednej
rovnice, dostaneme
2 2
Mmriw; = mryws
odkial ziskame vztah pre rychlost
vy
vy = ——
T2

Priklad 40 Vypocitajte velkost mechanickej prace, ktoru sme vykonali pri skracovani
spagatu v predchadzajicom priklade.

2

W:/ fdr = ﬂdr

T1 r

Zo zakona zachovania momentu hybnosti a z predchadzajiceho prikladu plati, ze

vir] = Ur = vyry. VyuZitim tejto rovnosti mozeme pracu vyjadrit nasledovne:
ra 2.2 r2 2 2
viT -1 mu mu
W—m/ 1—31dr—mvf7‘f[—2} dr = — — —2
1 r r - 2 2
Poznamka 29 Velkost prace moZeme zistit aj so zdkona zachovania energie:
1 1 mv?:  mo?
“ho? — SLw? = —2L2 - 2
2 2 2 2
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7.7 Coriolisova sila

Predpokladajme, Ze sa nachadzame v strede rotujicej platne a nevidime okolie. Teda
sme v neinercidlnej vztaznej ststave spojenej s platiiou. Zaéneme sa pohanat rovno-
mernou rychlostou v, smerom k jej okraju po rovnej ¢iare nakreslenej na platni od
stredu po jej okraj. PretoZe platiia rotuje konstantnou rychlostou w, s rastticim polo-
merom 7(t) sa zvicSuje aj nasa tangencidlna rychlost v;, a teda aj moment hybnosti

L = muvsr = mwr?. To znamend, Ze na nas pdosobi moment sily
dL dmwr? dr? dr
M= — = = — = 2r— = 2 n 7.7.1
o 7 mw = mw2r—, Mwrv ( )

Velkost sily, ktora na nas posobi v danom okamihu, je
F. = 2mwv, (7.7.2)
Silu, ako vektorovi veli¢inu, mozeme zapisat:
F. = —2m& x @, (7.7.3)

a nazyva sa Coriolisova sila. V désledku tejto sily sa na severnej pologuli to¢i vzduch
okolo tlakovej nize proti smeru hodinovych ruciciek. Je to preto, ze vzduch v désledku
vyrovnania tlakov pridi smerom do miesta tlakovej nize. Vzduch, ktory prudi zo severu
sa vzdaluje od osi otacania, Coriolisova sila ho stac¢a na zapad. Naopak vzduch, ktory
prudi z juhu, sa priblizuje k osi otacania, Coriolisova sila ho stac¢a v opa¢nom smere,
¢o sposobuje vir nakresleny na Obr. 7.7.1.

Poznamka 30 Coriolisovu silu nemoZno pocitat iba zo zmeny tangencidlnej ryjchlosti,
pretoZe pri Coriolisovej sile sa nemend iba tangencidlna rychlost, ale aj polomer.

Priklad 41 Na rotujicej platni je nakreslend rovnd ciara, ktord pretina os otdcania.
Aka celkovad sila posobi na cloveka, ktory sa pohybuje po tejto ciare?

Celkova sila, ktora na nas posobi bude su¢tom troch sil: odstrediva + Coriolisova +
tiazova. Kedze st sily na seba kolmé, musime ich séitat ako vektory. Pre vysledna
velkost sily plati:

PR = myf )+ @) g (7.7.4)

Priklad 42 Predpokladajme, Ze sa nachddzam na rotujicej platni vo vzdialenosti r od
jej stredu. Rotdcia platne sa meni s konstantnym uhlovym zrychlenim e. Akd celkovd
sila na mna posobi?

Okrem odstredivej a tiazovej sily na nas pdsobi aj tangencialna sila f; = ma; = mer.
Celkov silu dostaneme ako vektorovy sucet vSetkych troch navzajom kolmych sil.

8 Typy spojitého materialu

Fyzikalne latky sa skladaji z molektl, ktorych rozmery st rddove 107 m a hmot-
nosti 1072° kg. Napriklad hmotnost molekuly kyslika je m(O,) = 5,31 - 1072 kg.
Fyzikalne latky sa mozu vyskytovat v Styroch skupenstvach: kvapalina, plyn, tuha
latka, plazma.
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Obr. 7.7.1. Tlakova niz nad Islandom (Zdroj: Wikipedia)
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8.1 Kvapaliny

Kvapaliny sa vyznac¢uju volnym pohybom molekil, ktorych vzadjomné vzdialenosti st
porovnatelné s rozmermi ich molektl. St lahko tvarovatelné, ale takmer nestlacitelné.

Ak méame kvapalinu uzavreti v nddobe s piestom (napr. injekéné striekacka) a
zafneme piestom tlac¢it na kvapalinu, tak ¢im vicSou silou tlac¢ime piest, tym viac
kvapalina tla¢i na vSetky steny nadoby. Mierou toho, ako velmi kvapalina tlaci na
steny nadoby, je tlak kvapaliny. Tlak kvapaliny je skalarna veli¢ina a je definovany
ako velkost sily f posobiacej kolmo na na plochu S:

= = 8.1.1
p=3 (8.1.1)
z ¢oho vyplyva, Ze pre jednotku tlaku Pascal plati: Pa = N.m™2.
Ak posobime externou silou na povrch kvapaliny, zmena tlaku v kvapaline
je vo vSetkych jej miestach a smeroch rovnaka a je imerna tomu, ako silno
poOsobime.

Ukazka 23 V sklenenej nadobe s piestom (moZeme pouZit plastovi flasu, do ktorej
fakame vzduch pomocou pumpy na loptu cez Stupel) mdme uzavretd sddovi vodu s
bublinami. Pomocou piestu zvysujeme tlak v kvapaline.

Pozorujeme, ze bubliny sa vo vSetkych miestach zmensuju rovnako, pretoze tlak kvapa-
liny je vo vSetkych miestach rovnaky, zachovavaja si tvar gule, pretoze tlak kvapaliny
je vo vSetkych smeroch rovnaky a st tym mensie, ¢im vicsou silou pdsobime na piest.

Poznamka 31 Opacny jav pri klesani tlaku moZno pozorovat, ak si otvorime flasu
PIVa.

Priklad 43 Uvazujme spojené trubice nakreslené na obrazku 8.1 (hydraulicky lis),
ktoré maji z oboch strdn piesty s plochami S; a Sy. Akou silou musime posobit na
piest zlava, ak na deformdciu telesa pravym piestom potrebujeme vyvinut silu fo ?

Pri deformaécii telesa sa pravy piest posunie o vzdialenost x5. To znamenad, Ze z tenkej
trubice natecie do hrubej voda s objemom

V = 52.2?2 = Sll’l (812)

Ak postivame piestom pomaly (kinetickd energia a viskozita vody je zanedbatelnd), tak
praca, ktort vykondme postvanim lavého piestu, musi byt rovna praci, ktora deformuje
teleso:

W = fll‘l = le’g = pV (813)
odkial mozeme vyjadrit silu
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Vo ps
I (8.1.4)

X1 X1

a celkovy tlak v kvapaline
b _ b
Sh S
Priklad 44 Akou silou musime pdsobit na piest zlava v predchddzajicom priklade, ak

deformdciu kondme natolko ryjchlo, Ze nemozZeme zanedbat zmenu kinetickej energie v
trubiciach.

(8.1.5)

Pravy piest s prierezom Sy sa posunie o vzdialenost x5 za ¢as t. To znamend, Ze voda
v Sirsej trubici bude mat rychlost v, = #2. Lavy piest sa posunie o vécsiu vzdialenost
r1, teda voda v uzsej trubici bude maft rychlost v; = . To znamena, ze hmotnost
vody m, pri prechode z uzSej trubice do SirSej straca rychlost, a teda aj kineticku
energiu, kde

mvi  mu3 pVvi  pVus

AE, = — — — 1.
k 2 2 2 2 (8.1.6)

je strata kinetickej energie objemu vody V' ktord méa hustotu p. To znamené, ze pri
rychlom stlacani piestu nam staci konat mensiu pracu, ako pri pomalom:

e
f1$1 = f2$2 - %

Na Tavy piest ndm staci menej tlacit, kym pravy piest deformuje rovnaké teleso, teda
v tensej trubici bude mensi tlak ako v hrubsej. Ak sily na piesty vyjadrime pomocou
tlakov f; = p1.S1, fo = p2Ss, dostaneme

(v — v3) (8.1.7)

Vv
P51 = paSay — % (02 — v2) (8.1.8)
a po vydeleni objemom ziskame Bernoulliho rovnicu:
p
pL=p2 oy (v — v3) (8.1.9)

Poznamka 32 V redlnej situdcii nemozeme zanedbat vnitorné trenie kvapaliny, ktoré
sa nazyva viskozita.

Ukazka 24 Ak fikneme medzi dva papiere, tak pridenim vzduchu medzi nimi sa znizi
tlak a papiere sa pribliZia.

Ukazka 25 Pingpongovad lopticka pri tocitom udere zatdca tym smerom, kde rotdcia
zvyuje relativnu rijchlost obtekania.

V experimentoch na Zemi musime brat do tvahy aj vplyv vonkajSich sil. Na-
priklad pod vplyvom gravitacnej sily sa tlak kvapaliny v nddobe meni v zavislosti od
hibky. Ak mame v nddobe v tvare valca s plochou podstavy S naliatu vodu s hustotou
p do vysky h, tak na dno pohéra posobi tlak vody spdsobeny jej tiazou a tiazou stipca
atmosféry nad povrchom hladiny. Inymi slovami hydrostaticky tlak

mg  pShg
S R NS ) 8.1.10
Ph 5 5 phg ( )
plus atmosfericky tlak
pa = 10° [Pa] (8.1.11)
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Priklad 45 Dve trubice po vrch naplnené vodou nakreslené na Obr. 8.1 maji zospodu
piesty s rovnakymi prierezmi S. Zhora si otvory s prierezom S a mensim prierezom
A. Na ktory piest musime tlacit vicsou silou, aby sme vodu udrZali v trubiciach?

A S
¥ ) . ,

dm dm

7

W \
A

fds fds

Na prvy pohlad za zd4, Ze na piest vpravo treba posobit vicSou silou, pretoze tru-
bica vpravo obsahuje viac vody. Ak by sme vSak pohli oboma piestami velmi pomaly
po malej drahe ds smerom nahor, tak z vrchu oboch trubic sa nam vyleje rovnaké
mnozstvo vody

dm = pSds (8.1.12)

To znamena, Ze potenciadlna energia kvapaliny sa nam zvysi v oboch pripadoch o rov-
naku hodnotu:

dE, = pSdsgh (8.1.13)

V oboch pripadoch konédme rovnakt pracu, ¢im zdvihneme vodu s hmotnostou pSh do
vysky ds, a teda musime zospodu pdsobit rovnakou silou.

Poznamka 33 Ak postavime obe trubice na vdhu, tak vahy budi ukazovat samozrejme
ich hmotnosti, lebo tlakovd sila na spodny piest v lavej trubici je ciastocne kompenzo-
vand tlakovou silou posobiacou na vrch tam, kde sa spdja Sirokd cast s uzkou.

Poznamka 34 V mieste, kde sa spdja tenkd trubica diZky | s hrubou, pdsobi hmotnost
vody na plochu A silou f = pAlg, ¢im vytvdra tlak p = plg, ktory nezdvisi od toho,
akd je trubica hrubd.

V nasledujicom texte blizsie rozoberieme, ako zavisi tlak kvapaliny od tiazového
pola Zeme: Predstavme si v nadobe s vodou malti myslenti kocku s hranou a a s
podstavou rovnobeznou s hladinou. Na kocku posobi tiazové sila ktord ma velkost

f = mg = pa’g (8.1.14)

Aby sa kocka v dosledku pdsobenia tejto sily nepohybovala, musi na 1iu posobit rovnako
velka sila opa¢ného smeru, ktora je dosledkom rozdielu tlakov vody na vrch a na spodok
kocky:

f = paq = Apa® (8.1.15)
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tato sila za nazyva hydrostaticka vztlakova sila. V désledku tejto sily st vSetky
telesd ponorené do kvapaliny nadlahcované.

Pre velmi mald kocku mézeme aproximovat diferenciu diferencidlom a obe strany
rovnice (8.1.15) vydelime podstavou, ziskame vztah zévislosti zmeny tlaku Ap od hib-
kového rozdielu a = Ah:

dp = pgdh (8.1.16)

Potom po integrovani oboch stran od nulovej hibky, kde posobi atmosfericky tlak p,

D h
/ dp = / pgdh (8.1.17)
Pa 0

dostaneme linedrnu zavislost hydrostatického tlaku od hibky:

P — pa = pgh (8.1.18)

Priklad 46 V pohdri vo vode pldva kocka ladu. Ako sa zmeni vodnd hladina, ked sa
lad roztopi?

Pre kocku ladu je v rovnovéhe tiazova sila s hydrostatickou vztlakovou:
mg = phgS (8.1.19)

kde h je hibka ponoru, S je plocha spodnej steny kocky, na ktort posobi tlak a p je
hustota vody. Ak obe strany rovnice vydelime tiazovym zrychlenim, tak zistime, Ze pre
hmotnost ladu plati:

m = phS (8.1.20)

To znamené, Ze hmotnost ladu musi byt rovna hmotnosti vytlacenej vody s objemom
hS. Kedze Tad pri topeni hmotnost nemeni, po roztopeni ziskame prave tolko vody. To
znamenad, ze hladina sa po roztopeni ladu nezmeni.

Ukéazka 26 V plastovej flasi s vodou je volne ponorené kvapkdtko, v ktorom je vzdu-
chovd bublina. Ak stlicame nddobu, tak zvysujeme tlak vody a cez dieru v kvapkdtku
vhdname vodu, ¢im zmensujeme bublinu. Kvapkdtko je taZsie a klesd nadol. Naopak ak
nddobu drzime zlahka, tlak vody je mensi, bublina vicsia a kvapkdtko stiupa nahor.

Priklad 47 Akou silou posobi voda hlbokd h = 5 m na priehradny mir dlhy | =
20 m ?

Na plochu dS v hibke y posobi sila

df = pygdS = pygldy (8.1.21)

Celkova sila je

h 2
h2gl
f = / pygldy = ng — 2500 kN (8.1.22)
0

Priklad 48 Aky mazimdiny viykon moze dosiahnut elektrdreri postavend na priehrade z
predchddzagiceho prikladu, ak do priehrady pritekd potokom kaZdi sekundu 1 m?® vody?
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Ak udrziavame konstantny prietok cez priehradu, tak kazdu sekundu sa premiestni
kubik vody zvrchu naspodok priehrady, ¢o zodpoveda rychlosti poklesu potencialnej
energie vody
mgh 1000 kg 10 m.s™25 m
vo= 10 s = 50 kW (8.1.23)
t ls

Teraz zalezi od toho, akym sposobom ziskavame pracu. Ak mame na spodku priehrady
turbiny, tak pracu kona hydrostaticka tlakova sila pésobiaca na lopatky.

Priklad 49 Aky velky otvor treba vyrobit na spodku priehrady, aby sme udrZiavali
konstantni hladinu, ak odstavime elektrarer?

Zo spodku bude vytekat voda bez toho, aby konala pracu. To znamené, Ze celd po-

tencialna energia vody mgh, ktora sa premiestni z vrchu na spodok, sa premeni na
. . /. 2 td v /. X

kineticki ™~ a voda bude vytekat konstantnou rychlostou

2
v = \/2hg = 10 m.s™" (8.1.24)

Kedze pre konstantny prietok plati % = Sv = 1 m3s !, tak otvor musi mat plochu

/ 1 2

Poznamka 35 Vztah (8.1.24) pre rychlost vjtoku mozZeme ziskat aj z Bernoulliho rov-
nice.

Priklad 50 S akym mazimdlnym zrychlenim sa moze rozbiehat auto, ktoré md v nd-
dobe v tvare kocky do polovice naliatu kvapalinu, aby sa nevyliala? Urcte, ako sa zmeni
mazimalny tlak v kvapaline.

Zrychlujice auto predstavuje neinercidlnu vztaznu sistavu, kde na fubovolny pred-
met pdsobi okrem tiazovej sily aj sila, ktora vznikla ako désledok zrychlenia auta. Ak
sa nachadzame v takomto aute, méame pocit, Ze sa zvysi tiazova sila a zmeni svoj smer.
Teda vysledna sila f posobiaca na kazdi molekulu vody s hmotnostou m je

F =1+ f.=mi+mi=mG+a

a mé vSade rovnaky smer. Situdciu mozno chépat tak, Ze zrychlenie auta meni smer aj
velkost celkovej intenzity posobiacej na kvapalinu v aute, ktora sposobuje hydrostaticky
tlak. Teda vo vzfahu pre hydrostaticky tlak bude namiesto intenzity ¢ vystupovat
intenzita ¢ + @. Pre tlak vody potom dostaneme:

p = phl|g +adl = ph\/g* + @

Maximélny uhol, ako sa mo6ze naklonit hladina v désledku zrychlenia auta je §. To
znamend maximalne zrychlenie auta nesmie prekrocit hodnotu tiazového zrychlenia.
Maximalny tlak kvapaliny bude v zadnom spodnom rohu auta. Toto miesto je vzdialené
od povrchu kvapaliny o h = 1/2b, kde b je hrana kocky. Pre maximalny tlak v aute

potom dostaneme:
p = phg = pV2bv/2g = 2bpg

¢o je dvojnasobny tlak, ako ked je auto v pokoji.
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Priklad 51 Ako hlbokd moze byt studria, aby sme z nej mohli éerpat vodu cez hadicu
podtlakom?

Minimélny tlak, ktory sme schopni v hadici vytvorit je nulovy. Potom bude vodu do
hadice vtlac¢at atmosfericky tlak Pa = 10° Pa. Aby mohla voda cez hadicu zo studne

.....

Pa > hpg (8.1.26)

odkial zistime, Ze hibka studne musi byt mensia ako 10 m.

8.2 Plyny

Plynné latky sa vyznacuji volnym pohybom molekil, ktorych vzajomné vzdialenosti st
plynu si mozeme predstavit ako mnozstvo pruznych lopticiek, ktoré lietaji roznymi
smermi a do seba pruzne narézaji. My sa budeme zaoberat zjednodusenym modelom,
tzv. idealnym plynom, kde rozmery loptic¢iek zanedbame.

Plyn, respektive stav plynu, charakterizuja tri stavové veli¢iny: objem
V', tlak p, teplota T'.

Ak uzavrieme N molekil plynu do nédoby s pohyblivym piestom (madZeme pou-
Zit napr. injekéna striekacku) modZzeme pohybom piestu zmensovat, pripadne zvicSovat
jeho objem V. Pretoze rozmery molekul st malé v porovnani so vzajomnymi vzdia-
lenostami, mé plyn dost miesta aby sa stlacil, ¢im sa zmensi jeho objem a zvicsi jeho
hustota. Naopak fakt, ze molekuly plynu sa pohybuji, méa za nasledok, ze pri zvacso-
vani objemu nadoby sa plyn roztiahne rovnomerne po celej nddobe a jeho hustota sa
zmensi.

Pri stlacani piesta pohybujeme piestom proti narazajicim molekulam, ¢im ich urych-
[ujeme. Zaroven zmensovanim objemu zvic¢Sujeme hustotu molekil. Teda v stla¢enom
plyne narazi viac rychlejsich molektl na stenu nadoby za sekundu ako v pévodnom

.....

zvysi tlak plynu
f
= = 8.2.1
P=3 (8.2.1)

(Opaény proces nastane pri rozpinani.)

Dalsia stavova veli¢ina — teplota plynu 7' suvisi s neusporiadanym pohybom mo-
lektl a je imerna priemernej kinetickej energii jednej jeho molekuly. Teda pri stlacani
plynu, ked piest molekuly rozbieha, sa teplota zvySuje a pri rozpinani naopak zni-
zuje. Jednotkou teploty je kelvin K. KedZe teplota stvisi s pohybom molekil, existuje
spodné ohranicenie, ked st molekuly takmer v klude. Toto ohranidenie je pri teplote
T = 0K = —273,15°C.

Poznamka 36 Zmena teploty AT = 1°C = 1K

Vztah medzi stavovymi veli¢inami urcuje stavova rovnica:
pV = NET, (8.2.2)

kde N je pocet molekil v objeme V a k = 1,38 1072 JK™! je Boltzmanova kon-
Stanta.
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Priklad 52 Odhadnite pocet molekul vzduchu, ktoré sa nachddzaji tesne nad zemskym
povrchom v objeme V. = 1 m3.

Za normalnych podmienok nad zemskym povrchom je atmosfericky tlak p = 10°Pa.
Zo stavovej rovnice dostaneme pocet molekul

pV 25
N =— =10
kT
Priklad 53 Odhadnite, ako siuvisi atmosfericky tlak s nadmorskou viskou. (Pri odhade
budeme predpokladat, Ze teplota a tiaZové zriychlenie sa s vyskou nemeni. Teda odhad

bude realisticky pre malé vysky.)

Atmosfericky tlak s rastiicou vyskou klesa preto, Ze zavisi od hmotnosti vSetkého plynu
nad miestom, kde ho meriame. Uvazujme maly objem vzduchu vo vyske h v tvare
kvadra s podstavou S a vyskou dh. Zmena tlaku na vrchu kvadra oproti spodku je
rovna ubytku tiazi plynu v kvadri, posobiacej na plochu S
Nmg
dp = ———
b S
kde m je hmotnost jednej molekuly a N je ich pocet v kvadri. Pocet molekil vyjadrime
zo stavovej rovnice a dosadime:
pdV mg mg
dp = ————— = —p-=dh
b KT S Vi
Za predpokladu, ze v nulovej vyske je atmosfericky tlak p, a vo vyske h je tlak p,
zintegrujeme obe strany rovnice:

P 1 mgS? "
Sdp = — / dh
/pa P KT J,

p myg
lg — = ——=h
gpo kT

a dostaneme

odkial ziskame vztah, ako suvisi atmosfericky tlak s nadmorskou vyskou:

map

p = poe_ kT

Priklad 54 Izotermicky dej: Potdpac vypusti bublinu v hibke 10 m. Ako sa zmeni
jej objem, ak bublina vypldva tesne pod hladinu vody? (Predpokladdme, Ze teplota vody
je vSade rovnakd.)

Tesne pod povrchom je tlak vody rovny atmosférickému, teda p, = 10° Pa. V hibke
10 m je tlak py = p, + hpg = 2p,. Zo stavovej rovnice

PV = NET = poVo

vidno, ze objem bubliny bude dvojnasobny.
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Poznamka 37 Pri teplote priblizne 300 K v hibke priblizne okolo 300 m sa u# bublina
vytvorit nedd

Priklad 55 Izobaricky dej: Valec s piestom (injekéni striekacku s upchatym vgvo-
dom a pociatoénym objemom Vo = 107°m? a teplotou Ty = 300 K) stréime do vody
s teplotou T = 360 K. Ako sa zmeni objem vzduchu vo valci a aki pracu vykond plyn
pocas rozpinania?

Ak zanedbame trenie, tak zo stavovej rovnice vypocitame novy objem

%r

0

V = = 1,210 m?

Plyn sa rozpina pri konstantnom atmosférickom tlaku, a teda kona pracu
W = fAx = pSAz = pAV = p(V — Vp) = 10°0,2107° = 0,2

Priklad 56 Do misky nalejeme vodu a na nu polozime horiaci kahanec. Zakryjeme
sklenenym odmernym valcom vysokym 1 m tak, aby sa jemne dotykal hladiny. O chvilu
kahanec zhasne a vyplava hore priblizne 0, 1 m. Odhadnite maximdlnu teplotu vzduchu
zakrytého valcom. Teplotu vzduchu uvazujeme 300 K.

Zahrievanim vzduchu sa zvySovala kineticka energia jeho molekul, vzduch sa rozpinal
a vytekal spod valca, az kym sviecka nezhasla. Toto sa udialo pri konstantnom atmo-
sferickom tlaku. Teda pociatoény stav plynu bol pg = p., Vo = Sl m, T, =7 K.
Po zhasnuti sviecky sa vzduch ochladi skoro na povodnu teplotu, ¢im sa znizi kine-
ticka energia jeho molekil a atmosfericky tlak vytlaci vodu s kahancom. Konec¢ny stav
bude: p = p, — hpgV = 50,9 m, T, = 300 K. Kedze p,hpg = 0.01p, modZeme
zanedbat tlakové rozdiely a zo stavovej dostaneme maximéalnu teplotu
Vo

Ty :TV = 333K = 60°C

8.3 Tuhé latky

Pruzné teleso je také teleso, ktoré obnovuje svoj objem a tvar, ak na neho prestant po-
sobit sily, ktoré ho deformovali, pricom velkosti deformécie telesa st imerné velkostiam
deformujucich sil.

8.4 Pohyb spojitého materialu

8.5 Deformacia tahom

Predstavme si homogénny pruzny valec, ktor§ méa dizku [ a prierez S. Ak jeho konce
natahujeme silou f, tak valec roztiahneme o Al, pri¢om velkost natiahnutia telesa je
tumerné velkosti deformujtcej sily:

f = kAl (8.5.1)

kde konstanta timernosti k sa nazyva koeficient tuhosti valca. Tento koeficient zavisi
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O - -
I B

.....

(Ak natiahneme tou istou silou dvojnasobne dlhy valec, natiahnutie je dvojnésobné.)
Na druhej strane, ¢im je valec hrubsi, tym viécsiu silu potrebujem na jeho roztiahnutie.
(Na roztiahnutie dvoch rovnakych valcov potrebujem dvojnasobnu silu.) Teda rovnicu
(8.5.1) mozeme pisat v tvare

f = Y?Al alebo S = Yﬂ (8.5.2)

kde sila posobiaca na plochu predstavuje napitie v tahu

f 2
0 =73 [ Pa = N/m?] (8.5.3)

Relativne natiahnutie predstavuje deforméaciu e = % a konstanta timernosti Y sa

nazjva Youngov modul pruznosti. (typické hodnoty Y : pre ocel = 10! Pa, pre gumu =
107 Pa) Modul pruZnosti predstavuje materidlovii konstantu. Takto sme ziskali rovnicu

o = Ye (8.5.4)

ktorej ¢leny nezavisia od rozmerov.

Poznamka 38 Ak natiahneme valec, tak v smeroch kolmych na smer tahu valec zmen-
Suje svoj prierez.

Poznamka 39 Pre deformdciu v tlaku ziskame rovnicu analogicky.

Priklad 57 Urcte visledny koeficient tuhosti dvoch za sebou napojenych valcov, s tu-
hostami k; a koy.

Oba valce st roztahované silou f a vyslednéa vychylka bude sti¢tom oboch vychyliek:

u:u1+uQ:kil+kiQ:£ (8.5.5)
odkial pre vysledni tuhost plati:
1 1 1
- = — 4+ — 8.5.6
F ok ks (8.5.6)

Priklad 58 Urcte, o kolko sa skrdati pruzny homogénny valec postaveny kolmo na pod-
lahu pod vplyvom vlastnej tiaZe, ktory mal povodni dizku | a tuhost k
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8.6 Deformacia Smykom

Predstavme si kocku s hranou h, ktora ma spodnt stenu s plochou S prilepent ku
podlozke. Na vrchnt stenu posobi sila f, ktora je rovnobezna s podlozkou. V désledku
posobenia tejto sily dojde k deformécii, tak ako je to znazornené na Obr. 8.6. Pre
dostato¢ne malé vychylky sa jednotlivé vrstvy postupne popositvaji v rovinach rovno-
beznych s podlozkou. Takato deformacia sa nazyva deforméacia Smykom. Vrchna stena
(vrstva) kocky sa posunie o Al, pricom velkost posunutia je tmerna velkosti defor-
mujucej sily. Analogicky ako pri deformécii v fahu aj tu plati, Ze so zvééSujicou sa
vzdialenostou od podlahy je posunutie materidlu vicsie a so zvicSujucim prierezom
treba pdsobit vic¢sou silou na dosiahnutie rovnakej deformaécie.

S Al
f = pu=Al alebo / = pu—, (8.6.1)
l S l
kde sila pdsobiaca na plochu predstavuje napétie v Smyku 7 = é, relativne na-

tiahnutie predstavuje deformaciu € = % a konstanta imernosti p sa nazyva modul

pruznosti v Smyku. Modul pruznosti predstavuje materidlovii konstantu. Takto sme
ziskali rovnicu

T = e (8.6.2)
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