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Predhovor

Tento ucebny text je urceny Studentom stvrtého roc¢nika stavebnej fakulty Slo-
venskej technickej univerzity Studujicim v Studijnom programe matematicko-po-
¢itacové modelovanie. Predstavuje spisané a v niektorych castiach mierne rozsirené
prednasky z predmetu optimalizacia 2.

Tato publikicia volne nadvazuje na skriptd Linedrna a nelinedrna optimaliza-
cia [10], ktoré si zdkladnym textom pre predmet optimalizdcia. Tento predmet
sa v sucasnosti vyucuje v druhom ro¢niku v studijnom programe matematicko-
pocitacové modelovanie. Znamena to, ze predpokladdme zdkladné vedomosti z ma-
tematickej optimalizécie. Napriek tomu sa pri definiciach neodvoldvame na [10], ale
vSetky potrebné pojmy zopakujeme.

Struktira ucebnice je upravend tak, ze kazdd kapitola tvori jednu prednasku.
Citatelovi predkladdme 11 kapitol. Po obsahovej stranke mozno uéebnicu rozdelit na
tri celky. V kapitolach 1 az 3 sa zaoberame linedrnym programovanim. Zopakujeme
si simplexovy algoritmus a opiSeme Styri algoritmy zalozené na metdode vnutorného
bodu. Kapitoly 4 az 9 st venované matematickému (zvécsa konvexnému) pro-
gramovaniu. Zavedieme Karushove-Kuhnove-Tuckerove podmienky, dualitu a uka-
zeme si niekolko algoritmov. Okrem algoritmov vyuzivajicich Newtonovu metédu
si objasnime metédu projekcie gradientu. Posledné dve kapitoly st venované sto-
chastickym algoritmom. OpiSeme metédu Monte-Carlo, Horolezecky algoritmus,
Simulované zihanie a Genetické algoritmy.

Z uvedeného vyplyva, ze ucebnica obsahuje viaceré zaujimavé algoritmy. Tieto
algoritmy sa na prednaske preberaju teoreticky a na cviceniach ich Studenti pro-
gramuju. Vyuziva sa najma softvér Wolfram Mathematica a na jednom cvic¢eni
aj softvér Matlab. Na cviceniach sa predpokladd znalost softvéru Mathematica
v rozsahu prislusnych bakalarskych predmetov. Znalost softvéru Matlab sa nepred-
poklada. K cviceniam existuju predpripravené subory a casti programov, ktoré sa
nachddzaju na adrese ,http://bit.ly /Optimalizacia2_cvicenia“.

Zaverom tohoto tvodu chceme podakovat recenzentom RNDr. Igorovi Fabri-
cimu, Dr. rer. nat., doc. RNDr. Rébertovi Jajcayovi, DrSc. a doc. Mgr. Petrovi
Kolmanovi, Ph.D., za cenné pripomienky. Tiez chceme podakovat Mgr. Gabriele
Kubickovej za jazykovu tupravu.

Autori






1 Podmienky komplementarity

V 1ivodnej kapitole si zopakujeme pojmy a zdkladné tvrdenia z ivodu do mate-
matickej a linedrnej optimalizacie, pozri [10]. Okrem toho zavedieme podmienky
komplementarity, ktoré budeme v dalSom vyuzivat.

Kanonicky tvar tlohy linearneho programovania

DEFINfciA. Matematické programovanie je optimalizac¢né dloha s ohranice-
niami v tvare rovnic, respektive neostrych nerovnic. Ide teda o tlohu

opt z = f(x)
gl(:c) Dl 0

gm(z) O, 0

kde £ = (z1,...,2,)7 € R?, opt € {min,max} a J; € {<,=, >} pre kazdé i, pre
ktoré 1 <7 < m, pricom f,g1,...,gm su funkcie a f nazyvame tcelova funkcia.

V dalsom n rezervujeme na pocet premennych v zadani ulohy, m bude obyc¢ajne
oznacovat pocet ohraniceni.

DEFINfcIA. Bod z je pripustné rieSenie tilohy matematického programovania,
ak vyhovuje vSetkym ohrani¢eniam (véitane moznych ohrani¢eni na nezdpornost
premennych, pozri nizsie). Bod « je optimélne rieSenie tilohy matematického pro-
gramovania, ak je rieSenim tejto tlohy, ¢ize ak je pripustnym rieSenim s optiméalnou
hodnotou tcelovej funkcie.

Specidlnym typom matematického programovania je linedrne programovanie.

DEFINICIA. Linearne programovanie je optimaliza¢nd tiloha s ohrani¢eniami
v tvare rovnic, respektive neostrych nerovnic, v ktorej su vSetky funkcie linearne.
Ulohu linearneho programovania mozeme schematicky zapisat

OptZ:CT-CE

LP: A-xzOb
x; >0preiel C{l,...,n}

kde £ = (x1,...,2,)T € R", opt € {min, max}, A je matica realnych koeficientov
typu (mxn),c= (c1,...,c,)T €R*ab= (by,...,bn)T € R™. Symbol OJ si mozno
predstavit ako stlpec m symbolov z mnoziny {<,=, >}.



V predchadzajicom zépise sme ohrani¢enia na nezapornost premennych, tak
ako je to zvykom, uviedli zvlast. Vzdy ked budeme hovorit o ohrani¢eniach (bez
privlastku), nebudeme mat na mysli ohrani¢enia na nezdpornost premennych.

Nech si aq,as,...,a, riadky matice A ulohy LP. Potom ohrani¢enia mozno
zapisat

kde O; € {<,=,>}. Rovnicou a; - * = b; je urceny (n—1)-rozmerny afinny pod-
priestor n-rozmerného priestoru, ¢ize nadrovina. Nerovnicami a;-x < b; aa;-x > b;
st teda urcené n-rozmerné polpriestory s hrani¢nou nadrovinou a; - € = b;. Ked
uvazime, ze pre uhol «a, ktory zvieraju vektory a; a x plati

a; T
cosqg = —————
@] - [||]
tak rovnicu
a; -z =b,
Cize
b;
||z|| - cosa =
||

spfﬂajfl tie vektory @, ktorych kolmy priemet do a; (¢ize odvesna pravouhlého
trojuholnika s preponou x a uhlom a) ma dizku ﬁ Z toho plynie, ze a; je
vektor kolmy na nadrovinu uréenu rovnicou a; - = b;. VSimnime si tiez, ze pre
funkciu g;(x) = a; - * — b; je a; jej gradient. Teda plati Vg;(x) = a; (presnejsie,
Vgi(z) = al, pretoze a; je riadkovy vektor a gradient uvazujeme ako stipcovy
vektor).

V tdvode do matematickej a linedrnej optimalizacie [10] sme si ukazali, ze kazdd
uloha linedrneho programovania sa d4 prepisat na ekvivalentni tilohu v kanonickom
tvare.

DEFINiciA. Uloha linedrneho programovania v kanonickom tvare je ma-
ximaliza¢na tloha linearneho programovania, ktora méa iba ohranic¢enia tvaru rovnic,
a v ktorej st vSetky premenné, ako aj prava strana, nezaporné. Jedna sa teda o tilohu

T

maxz =c! - x
KT: A-xz=0b
x>0

kde x,c,b a A st ako v definicii dlohy linearneho programovania.

Poznamenajme, ze nezapornost pravej strany tu nebudeme vyuzivat a prenaso-
benim tcelovej funkcie hodnotou —1 vieme tlohu previest na minimaliza¢nu.

Simplexovy algoritmus

Ulohu linedrneho programovania sme riesili simplexovym algoritmom, poz-
ri [10]. To je algoritmus, ktory je definovany pre ilohu linedrneho programovania
v kanonickom tvare. Simplexovy algoritmus si zopakujeme na nasledujicom pri-
klade.



PRIKLAD. Vyrieste tilohu linedrneho programovania

max z = 2x1 + 3%o

xr1+ 2%2 S 10
T1+ X2 S 6
T < 4

x1,22 >0

RIESENIE. Najprv prevedieme zadany problém na tlohu linearneho programova-
nia v kanonickom tvare, ¢ize pridame nové premenné vy, vy, vz > 0.

max z = 221 + 3x9

$1+2$2+1)1 =10
T1+ T2 + v =6
1 +v3 = 4

x1,T2,v1,v2,v3 > 0

Teraz zapiSeme uvodnu simplexovi tabulku. V zéhlavi tejto tabulky budu zo-
radené vsetky premenné. Do riadkov v strednej casti tabulky zapiSeme koeficienty
rovnic, a to tak, ze kazdy koeficient bude v stipci te] premennej, pri ktorej stoji.
Na pravej strane za ¢iarou budu pravé strany prislusnych rovnic. Na lavu stranu
zapiSeme premenné, ktoré su eliminované, ¢ize v im zodpovedajicom Stfpci je len
jeden koeficient nenulovy a tento ma hodnotu 1 (premennt zapiSseme do toho riad-
ku, v ktorom je hodnota 1). Premenné na l'avej strane nazyvame béazické, pretoze
tvoria bazu sucasného riesenia. Do spodného riadku pod ¢iaru zapiseme koeficienty
ucelovej funkcie v tvare

z—2x1 — 3x0 = 0,

avsak Stfpec premennej z vynechame.

Tuto tabulku interpretujeme tak, ze vSetky premenné s vynimkou bazickych
maju hodnotu nula, pricom hodnota bazickych premennych je na pravej strane.
Teda v ivodnej tabulke mame vy = 10, v = 6, v3 = 4, x1 = 0 a x5 = 0. Podobne
¢itame aj posledny riadok, ¢ize z = 0.

X1 T2 U1 V2 U3
w |1 @ 1 0 0 |10
(%) 1 1 0 1 0 6
V3 1 0 0 0 1 4
Z -2 -3 0 0 0 0

Ak su vsetky koeficienty v strednej casti posledného riadku simplexovej tabulky
nezaporné, tak je sicasné rieSenie optimalne.

Ak sucasné rieSenie nie je optimélne, tak si zvolime jeden zo stipcov, v ktorom
sa v poslednom riadku vyskytuje zaporné ¢islo. V naSom priklade si vyberieme

druhy stlpec (stlpec premennej ;). Teraz ndjdeme minimum zo zlomkov -2, &ize
a; 2




min{%, % (zlomky pre koeficienty a; o < 0 neuvazujeme). Kedze minimom je hod-
nota 1—20 = 5, koeficient 2 v prvom riadku zakrizkujeme. Tento koeficient sa nazyva
pivot a vysSie opisana volba zarucuje, ze prava strana zostane nezaporna.

Teraz budeme eliminovat ¢isla v druhom stfpci ekvivalentnymi riadkovymi ope-
raciami (Gaussovou elimina¢nou metédou) tak, aby sa pivot zmenil na 1. Dostadvame
novu simplexovi tabulku, v ktorej si hodnoty bazickych premennych xo = 5, v, =1

a vy = 4.

Z1 T2 U1 Vg V3
z |5 1 3 0 0 |5
v (3 0 -5 1 0 |1
v3 |10 0 0 1 |4
1 3

V tejto tabulke je uz len jeden Stfpec so zapornou hodnotou v poslednom riadku.

Kedze min{li/Z, 1—}2, %} = %/2, tak pivot lezi v druhom riadku. Po eliminovani

prvého Stipca dostavame

X1 o] (%1 V2 V3
T2 0 1 1 -1 0 4
T 1 0 —1 2 0 2
V3 0 0 1 -2 1 2
z 0 0 1 1 0 16

Kedze koeficienty v poslednom riadku si nezaporné, sicasné rieSenie je op-
timalne. Teda optimélne rieSenie nasej ulohy je z1 = 2, 2o = 4 (v1 = 0, vy = 0,
vy =2)az=16.

V predchédzajucom priklade boli iba dve , podstatné* premenné, x1 a xo, preto
mozno pripustné rieSenia znézornit v rovine s osami x; a xo, pozri tienovanu oblast

na Obrazku 1.

w:pg =10

A1IIB )

Obrézok 1

Vsimnime si, ze ivodna simplexova tabulka zodpovedd bodu A, druhd bodu E
a posledna tabulka zodpoveda bodu D, ktory je optimalnym rieSenim tlohy.
Simplexovy algoritmus teda pracuje tak, ze prechadza od jedného pripustného



rieSenia k dalsiemu, pricom tieto rieenia si ,vrcholmi“ utvaru (viacrozmerného
mnohostena), ktory je urCeny ohrani¢eniami, a algoritmus sa pohybuje ,,po hranach*
tohoto utvaru.

Ako sme videli, simplexovy algoritmus je zalozeny na Gaussovej eliminécii. Uvod-
na tabulka ma tvar

A-xz=b

pricom do tejto tabulky zapisujeme iba koeficienty, nazvy premennych mame v za-
hlavi. V kazdom riadku simplexovej tabulky (kazdej, nielen ivodnej) mame jeden
koeficient 1 taky, ze v stfpci, v ktorom je tento koeficient, st vSetky ostatné hodnoty
0. Znamend to, ze v kazdej simplexovej tabulke mame podmaticu rovnajicu sa
identickej matici I. Stfpce tejto podmatice moézu byt v tabulke poprehadzované,
avsak spocitanie je komutativne, preto si ich mozeme ulozit do spravneho poradia.
Premenné zodpovedajice 1-kdm matice I st bazické.

Oznacéme x;, bazické premenné jednej konkrétnej (hoci findlnej, ¢ize optimélnej)
simplexovej tabulky. Potom mé tato tabulka tvar (stfpce sme poprehadzovali do
vhodného poradia)

T T

) x,
Ly I
z o”

kde x,, obsahuje nebazické premenné, cize tie premenné z x, ktoré nie si v xy,
a matice oznacené - potrebujeme urcit. Rozlozme si Stipce A na tie, ktoré zod-
povedaju bazickym premennym a tie, ktoré zodpovedaji nebazickym premennym.
Dostavame A = (Ap|A,,). Podobne rozlozme ¢ na ¢; a ¢,,. Potom ma tvodné tabulka
tvar

Ap-xp+ A, -2, =0

z—ch-wb—cz-mn:O

a nami uvazovana tabulka, ktort sme ziskali z ivodnej Gaussovou eliminaciou, ma
namiesto A uz iba I. Kedze ekvivalentné riadkové operacie zodpovedaji nasobeniu
regularnou maticou zlava, museli sme nasu tabulku dostat z ivodnej prenasobenim
maticou Ab_l zlava, pretoze Ab_l - Ay = 1. Kedze

Ay-xp+A, -z, =b /A"
dd  T-xp+ Ay Ay, =A)" b

a vyraz 07 - 2, v poslednom riadku dostaneme po pripocitani ¢ -ndsobku predch4-
dzajuceho vyrazu k

z—ch-:I:b—czmcn:O

tak nasa simplexova tabulka ma tvar



T T

x x,
z, | I Ayl-A, AL b
z o A A, el | el AT b

Simplexova tabulka je findlna, ¢ize optimalna, ak ma v strednej casti posledného
riadku iba nezaporné koeficienty, ¢ize ked ch . Ab_l ‘A, —ck >0T.

V druhom roéniku sme pracovali s celou simplexovou tabulkou. Existuji metédy
(algoritmy), ktoré si nepamétaji celd simplexovi tabulku, ale iba Ab_l a Cosi na
vyber pivota. Tymito metédami sa tu vSak nebudeme zaoberat, zameriame sa na
metédy vnitorného bodu (central path metédy). Na ne budeme potrebovat
dualitu.

Dualita

Najprv si na priklade zopakujeme, ako zostrojit k danej tlohe linedrneho pro-
gramovania dualnu ulohu.

PRIKLAD. Uvazujte dlohu linedrneho programovania

minz = 3x1 + x5 — T3

.CCl—Q.CCQ—l— T3 22
1+ x9+3x3 =06
2$1—5$2+ T3 §3

5.’L‘1— To— 6.’133 =1

z1,73 20, 22 €R

Zostrojte k nej dudlnu ulohu.

RIESENIE. Ulohu si najprv prepiseme tak, aby sli vSetky nerovnosti proti smeru
optimalizacie. Teda pre minimaliza¢ni tlohu musia byt vSetky nerovnosti typu >.
To dosiahneme prenasobenim opac¢nych nerovnic hodnotou —1. Potom je dana
primarna tloha ekvivalentna s tlohou

minz = 3x1 + x5 — T3
$1—2$2+ T3 2
1+ To+3x3= 6
—25(31+ 55(32— T3 Z -3

v

5.’131— $2—6$3 = 1

T1,23 > 0, 2o eR

10



Teraz uz mozeme zostrojit dudlnu tlohu. Ak je primarna tloha

minz =c’ - x maxw = b’ -y
Az 0Ob dudlna bude AT .y AN e (1)
x; > 0 pre nejaké ¢ y; > 0 pre nejaké j
Znamend to, 7e Yy = (Y1, ..., Ym) . Zostava urcit ,nejaké “i a j a tvar Ja A. Tu

to funguje tak, ze nezdpornej premennej jednej tlohy zodpoveda nerovnica v druhej
(idica proti smeru optimalizacie tejto tlohy) a premennym bez obmedzenia na
nezapornost zodpovedaju rovnice. Takze dudlna tloha bude

maxw = 2y; + 6y2 — 3y3 + ya

y1+ y2—2y3+5ys < 3
—2y1+ Yo+ Oyz— ys= 1
y1+3y2— y3—6ys < —1

Y1,Y3 > 07 Y2, Ya eR

Vsimnime si, ze ak si v primarnej ilohe vSetky ohranicenia rovnice a x; > 0 pre
vSetky 4, tak pripustné riesenie dudlnej ilohy (ktoré je mozné chapat ako koeficienty
linedrnej kombindie riadkov matice A) spiﬁa AT .y < ¢, ¢ize yT - AT < c!'. Kedze
x je pripustné rieSenie primérnej ulohy, tak pre kazdé pripustné rieSenie y dudlnej
tlohy plati b -y = 7 - AT .y = yT - A-a < ¢’ - x, ¢ize hodnota tcelovej
funkcie dudlnej tdlohy pre pripustné riesenie y je dolnym ohrani¢enim na hodnotu
ucelovej funkcie primdarnej tlohy pre pripustné rieSenie x. Samozrejme, najlepsie
dolné ohrani¢enie dostaneme, ked bude b’ -y ¢o najvicsie. Podobnd zavislost je
splnend, aj ked nie su vSetky ohranicenia primarnej ilohy rovnice a x; > 0 nie je
splnené pre vSetky i. Plati nasledujice tvrdenie

VETA (o dualite). Nech je P minimalizacnd primdrna tloha linedrneho pro-
gramovania a D nech je k nej zostrojend dudlna tuloha, pricom oznacenie je ako
v (1). Potom pre kazdé pripustné riesenie x ilohy P a pre kaZdé pripustné rieSenie
y ulohy D plati c” - > b -y. Naviac, ak md jedna z iloh P a D optimdlne rieienie,
tak ho md aj druhd a hodnoty ucelovych funkcii sa v tychto rieseniach rovnaji.

Rozoberme si, ako vyzera podla tejto vety vztah medzi rieSeniami primarnej
a dudlnej ulohy.

P ma D ma
optimélne riesenie optimélne rieSenie
pripustné, ale nie optimélne rieSenie nemd ani len pripustné rieSenie
nem3d pripustné rieSenie pripustné, ale nie optimalne riesSenie,
alebo nem4d ani len pripustné rieSenie
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Podmienky komplementarity

V tejto casti zavedieme podmienky komplementarity. Avsak zavedieme ich len
pre primdrnu tlohu v $pecidlnom (v podstate skoro kanonickom) tvare, pretoze
len pre takuto tlohu ich budeme vyuzivat. V dalsom budeme pouzivat tu zave-
dené oznacenie. Ozna¢me P priméarnu ilohu, ktord je minimaliza¢né, mé nezdporné
premenné a vietky ohrani¢enia sd rovnice. Dalej oznaéme D’ tdlohu dudlnu k P
a oznac¢me D tlohu ekvivalentni s D’, ktora méa iba ohranicenia tvaru rovnic. Po-
tom

minc! - x max b’ -y max b’ -y
P: A-x=b D’ AT .y <e D: AT .y+1.-s=c
x>0 yeR™ yeR™ s>0

kde A je typu (m xn) a s € R™. Ulohu D budeme nazyvat upravena dualna tloha.

VETA (podmienky komplementarity). Nech je x pripustné rieSenie P
a (y, s) nech je je pripustné riesenie D. Potom x je optimdlne rieSenie P a zdroven
(y, s) je optimdine riesenie D prdve vtedy, ked =T - s = 0.

Poznamenajme, ze tvrdenie x’

kazdé i, 1 < i < n, kedze x,s > 0.

-8 = 0 je ekvivalentné tvrdeniu, ze x;s; = 0 pre
DOKAz. Nech si x a (y, s) Tubovolné pripustné riesenia P a D. Kedze (y, s) je
pripustné riesenie D, plati

AT .y+T1.5=¢

s=c— AT .y.
Po vynésobeni vektorom x” zlava dostaneme

xl  s=axT . c—x2T AT .y=c" - z-b" -y,

pretoze x je pripustné riesenie P, ¢o znaéi, ze A - = b, ¢ize 7 - AT = b7,
Znamena to, ze T -s = 0 je ekvivalentné tvrdeniu ¢’ - = b-y. Teda -5 = 0 je

ekvivalentné tvrdeniu, ze P a D maji v  a (y, s) rovnaké hodnoty 1celovej funkcie,

¢o podla vety o dualite znamend, ze  a (y, s) si optimdlne riesenia P a D. [

Veta o komplementarite ndm pontka ind moznost, ako vyriesit ilohu P. Vobec
nie je potrebné hladat akési optimum. Staci najst @, y a s také, aby platilo

A-xz=0b
AT .y+1-s=c (2)
T . s=0

kde ,s € R", y € R™ a x, s > 0. Toto budeme v dalsom vyuzivat. Sustava (2) je
linedrna az na rovnicu ? - s = 0. Prave tato rovnica v nej sposobuje komplikécie,
bez nej by bolo hladanie riesenia sistavy (2) jednoduché.
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Cvicenia

CVICENIE 1.1. Farmar vlastni 120 hektarov pody, na ktorej pestuje kukuricu
a ovos. Pri kukurici dosahuje zisk 80 € /ha a pri ovse 60 € /ha. Zatva kukurice trva
2 h/ha a zatva ovsa 2 h/ha. Farmar m& na zatvu k dispozicii 320 hodin préce. Na
akt rozlohu ma zasiat kukuricu a na aku ovos, aby maximalizoval zisk?

Ulohu najprv matematicky sformulujte. Potom ju vyrieste graficky (nakreslite
pripustnii mnozinu podobne ako na Obréazku 1, zobrazte vrstevnice ticelovej funkcie
a zistite, ktory bod je optimélny) a vyrieste tlohu aj simplexovym algoritmom.

CVICENIE 1.2. N4jdite na internete zaujimavy problém linedrneho programova-
nia a vyrieste ho graficky aj simplexovym algoritmom. Riesenie bude obsahovat
1. Slovné znenie.

2. Matematicku formuléciu.
a) Premenné (mali by byt dve).
b) Ucelovii funkciu.
c) Aspon $tyri ohranicenia, také, ze (0,0) bude pripustny bod.
d) Obrazok s pripustnou mnozinou a vrstevnicami tcelovej funkcie.
3. Grafické riesenie.
4. Riesenie simplexovym algoritmom.
Ktora ¢ast rieSenia bude néro¢nejsia, ak nebude (0, 0) pripustny bod?

CVICENIE 1.3. Priatelka Studenta MPM si praje k narodenindm tyrkysovo-
strieborny ndhrdelnik. Nahrdelnik méa byt aspon 36 cm dlhy, ale nie dlhsi ako 48 cm.
Chce, aby v nom bolo aspon dvakrat viac striebornych ako tyrkysovych korélok.
Student MPM nezavéha a podakuje priatelke za pekne sformulovany problém li-
nearneho programovania. V obchode maji koralky s priemerom 0,5 cm v cene:
strieborna 2 € /kus, tyrkysova 1€ /kus. Student chce vyrobit najlacnejsf nahrdelnik
Spiﬁajflci priatelkine predstavy. Kollo akych kordlok ma kupit, kolko to bude stat
a aky bude ndhrdelnik dlhy?

Ulohu najprv matematicky sformulujte a potom ju vyrieste graficky a aj (dvojfa-
zovym, pozri [10]) simplexovym algoritmom. Pre ulahcenie rieSenia simplexovym
algoritmom vytvorte v softvéri Mathematica funkciu pivot[M_,i_,j ], ktord spravi
jeden krok simplexového algoritmu na matici M, pricom pivotom bude prvok M; ;.
Funkciu pivot[M_,i_,j-] pouzite pre vykonanie krokov simplexového algoritmu.

CVICENIE 1.4. Odvodte a graficky vyrieste dudlnu 1lohu k ulohe z Cvicenia 1.1.
CVICENIE 1.5. Sformulujte a vyrieSte dudlnu tlohu k tlohe z Cvicenia 1.2.

CVICENIE 1.6. Nech je U tloha linearneho programovania v kanonickom tvare.
Ukézte, ze dudlna tloha k dudlnej ilohe k U je totzné s U.
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2 Metoda vnutorného bodu

Z predchédzajicej kapitoly vieme (pozri (2)), Ze namiesto P moézeme riesit
ststavu (systém rovnic)

A-z=0b
Sys? : AT y+s=c
xl . s=0

rz,scR" yeR"ax,s>0

Podmienka vnutorného bodu

Na rieSenie ststavy Sys® budeme potrebovat takzvany vnttorny bod pripust-
nej oblasti. Oznacme

Fp={xeR"; A-z=bazx >0} a
Fo={(y,s) cR" xR" AT .y +s=cas>0} respektive
Fo={(xz,y,s) e R" xR™ xR"; A-x =b, AT,y+SZCam73>0}.

Prvky F° st vniitorné body systému Sys'.

DEFINiCIA. Systém Sys® spliia IPC (interior point condition), ¢ize podmienku
vnitorného bodu, ak F° # (), ¢ize ak Fp # 0 a Fp # 0.

Vnutorny bod potrebujeme preto, lebo v nom spustime algoritmus. V skutocnosti
budu vsetky postupne nédjdené body algoritmu vnitorné.

Centralna cesta

Vnutorny bod (z,y, s) € F°, respektive © € F3, ndjdeme pomocou bariérovej
funkcie. Na objasnenie postupu sa vratime k povodnej ilohe P. Problém

mine! - x min (cT =y ln(mi)>
A-x=0> nahradime A-x=b
x>0 (x> 0)

Funkcia —p )", In(x;) sa nazyva bariéra (bariérova funkcia), pricom p > 0.
(Na pohlad sme nespravili ni¢ rozumné, pretoze nova sistava je definovand iba pre
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x > 0, no pri iterativnom algoritme to zmysel mat bude, pozri dalej.) Na Obrazku 2
mame graf funkcie —p In(x;) pre rézne p. Z tohoto grafu vidno, ze pre kazdé pu bude
rieSenim danej sistavy vnutorny bod a*(u) patriaci do Fp, a v limite pre p — 0
bude x*(0) optimalnym rieSenim x* povodnej tlohy P, pozri tiez Obrézok 3.

X

1§§i3::\‘uza%
p=1 p=05

Obrézok 2

V novej ststave mame iba ohranicenia tvaru rovnic, takze ju mozeme vyriesit
pomocou Lagrangeovych multiplikdtorov. Lagrangeova funkcia je

L(m,)\):cT-m—uZln(xi)—l—)\T-(b—A-w).
i=1

Kedze AT - (b— A - ) je ¢islo, platf AT - (b—A-x) = [AT - (b—A-x)]T. Preto

Lz, A =c" -z —uZln(wi) + (T — 2T AT) .
i=1
Z toho dostédvame gradient (uvazte z2-L(zx, X))

i

VwL(m,M:c—u(i ..,i)T—AT-A.

.’El"

Polozenim V,L(x, A) = 0 dostaneme

AT.)\—F/L(%,...,i)T:c.
Porovnajme tiito rovnicu s ohrani¢eniami dudlnej tilohy A -y + s = ¢. Vidime, ze
A, ,u(%, cee é)T musi byt pripustnym bodom upravenej dudlnej ulohy D, kedze
,u(xil, cee i)T > 0. Tento bod je dokonca vnutornym, Cize je z F.
Teda ak chceme ndajst vnutorny bod F?, staci riesit sustavu

A-xz=b

AT y+s=c

Syst : 181 = W

TpSpn = W

z,seR" yeR"ax,s>0.

Vsimnime si, ze ked budeme mat aparat na rieSenie Sys*, tak budeme vediet
vyriesit aj Sys, ¢ize budeme vediet najst rieSenie povodnej tilohy P. Staéi postupne
zmensovat u a riesit SysH, pricom kazda dalsia iterdcia bude blizsie k rieseniu Sys°.
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DEFINICIA. Ak je systém Sys® ,pekny“, tak pre kazdé p > 0 ma Sys* jediné
rieSenie a body tychto rieseni tvoria centrialnu cestu (central path).

Na Obréazku 3 je situdcia znédzornena v pripade n = 2 pre tlohu z Cvicenia 1.1.
Hrubou ¢iernou ¢iarou je vykreslend hranica pripustnej mnoziny. Tenké ¢ierne ciary
st vrstevnice (izo¢iary) funkcie ¢ -z +pug(x), kde sme do bariérovej funkcie zahrnuli
aj ohranic¢enia tvaru nerovnic, pre rozne hodnoty parametra p. V obrazkoch je
zakreslené aj optimum povodnej tilohy x* = x*(0) = (40, 80) (pozri Cvicenie 2.1).
Cervend prerusovana Giara je centralna cesta. Pre kazdd hodnotu parametra p je
vykreslené aj optimum «*(u) modifikovanej dlohy (¢erveny bod), ¢ize minimum
funkcie ¢! - x + p¢(x). Ako vidno, pre velké u sa bod x*(u) nachadza priblizne
v strede pripustnej mnoziny rieseni a s klesajicim p sa priblizuje (sledujic centralnu
cestu) k optimu x*. VSimnime si tiez, Ze pre malé i je funkcia ¢’ - & + ug(x) vo
vnutri pripustnej mnoziny takmer identicka s pévodnou linedrnou ucelovou funkciou

CT'.’B.

100 120

Obrézok 3

PRIKLAD 1. Majme tilohu

min —2x1 + x9 — 313

PZ .’131—|—£I32—|—.’L‘3:1

x1,x2,73 > 0

Zostrojte centralnu cestu.
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RIESENIE. Duélna uloha je

maxy
y+s1 = -2
D: Y + 59 = 1
Yy +53=-3

$1,52,83 > 0
Takze body centréalnej cesty su rieSenia sustavy

.’131—|—.’B2—|—.’B3:1

y+s1=-2
y+sa= 1
y+s3=-3
T1-S1 =M
To S = 1
T3 83 =W

Oznacme rieSenie pre dané p > 0 symbolom x*(u). Potom z*(u) pre p € (0, 3)
ziskané pomocou softwéru Mathematica st znazornené c¢ervenou krivkou na Obréaz-
ku 4, pricom x*(3) je bod priblizne v strede zltého trojuholnika a z*(0) = z* je
optimélne riesenie v bode [0, 0, 1].

l05
| X3

00 88

10 1.0

Obrézok 4

Newtonova metdda hPadania nulového bodu

Priklad 1 bol jednoduchy, pretoze primarna 1iloha P mala iba jedno ohranicenie.
Ako vSak vyriesit nelinearnu sistavu Sys* ked bude primarna tiloha obsahovat vela
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ohraniceni a vela premennych? Ked v stustave Sys* ddme konstanty na lavi stranu,
tak nasou tlohou je vlastne najst nulovy bod viachodnotovej funkcie. V tejto kratkej
vsunutej podkapitole si ukdzeme Newtonovu metédu hlfadania nulového bodu viac-
hodnotovej funkcie. Upozorinujeme, ze v tejto podkapitole si @ a y definované inac
ako vo zvysku ucebnice, budeme totiz pozadovat x,y € R".

Zacéneme s pripadom n = 1. Pripomenme si, ako pomocou Newtonovej metody
hladdme nulovy bod funkcie, pozri Obréazok 5.

Majme ,,pekni* funkciu f a = € Dy, kde Dy je definiény obor f. (Poznamenaj-
me, ze ,peknou” je napriklad funkcia so spojitou derivaciou.) Zostrojime Taylorov
rozvoj prvého radu f v bode x, ¢ize

fly) = flx) + fl(z)(y — ).

Tu y je premennd a z je konstanta. Grafom f (y) je priamka, ktora je dotycnicou
ku grafu funkcie f v bode z, a riesenim rovnice f(y) = 0 je bod, ktory lezi (pre
,pekni* funkciu f a vhodnu polohu z) blizsie k nulovému bodu funkcie f.

Obrézok 5

Podobny postup funguje pre n > 2. Nech je F' n-hodnotova funkcia n pre-
mennych, ¢ize
T
F(z) = (Fi(@),.... Fu(@)) .
Poznamenajme, ze vo vSeobecnosti sa n-hodnotova funkcia nazyva vektorové pole
v R™. Hladdme nulovy bod F, ¢ize taky, pre ktory F'(x) = 0. Nech je najprv « bod

z definiéného oboru F, ¢ize * € Dp. Spravme Taylorov rozvoj prvého radu v x.
Pre zlozky F; funkcie F' definujme

Fiy) = F@) + ) %Fm (- 2)

a polozme ﬁ’l(y) = 0 pre 1 <1 < n. Ked tento proces budeme iterovat, tak pre
x =" ay = " dostaneme

Fy(xht1) Fy (z") g A1C A I C Y 2T C ) 2 gk
: = ; + : , : :
Fyy (™) Fy(x*) L Fo(ak) ... G Fu(ah) Zhtl _ gk
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kde F(z**1) = 0, pricom maticu typu (n x n) nazyvame Jacobiho matica funkcie
F v bode x¥. Oznaéme tiito maticu DF(z"). Ziskame skrdteny zapis

F(x®) + DF(z*) - (™' —2F) = 0.

Rozdiel z*T1 — ¥ nazyvame Newtonov krok a ozna¢ujeme ho Az*. Newtonov
krok ziskame vyrieSenim sustavy linedarnych rovnic

DF(xF) - AxF = —F(2F), (3)

pricom x*t! = ¥ + AxF.

Newtonova metdéda pre centralnu cestu

Teraz tito metédu napasujeme na Sys”, avSak poradie prvych dvoch rovnic
vymenime. Teda funkcia F' bude mat tvar

AT .y+s—c
A-xz—-0b
Filays)=| ©51—#
TpSn — W
pricom potrebujeme riesit rovnicu F*(x,y, s) = 0. Dostdvame Jacobiho maticu
0 AT I
DF,={A 0 0],
S 0 X
kde X a S su diagonalne matice
1 0 S1 0
X = T X a S =

Cize budeme riesit systém

0 AT I Ak A-xF—b
A 0 0| [ay)|=- rist — p , (4)
Sk 0 X As* :
Ty Sy — M
kde
ok 0 sk 0
XF = a Sk =
0 zk 0 sk

n

Po vyrieseni tohoto systému pre nasledujicu iteraciu kladieme
Tt = zF 4 Ax”
Y =yt 4 AyP

st = gF 4+ AgF
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Okolia

Keby sme v algoritmoch isli presne po centralnej ceste, ¢ize keby sme nasli presné
rieSenie tlohy Sys*, potom by sme p zmensili a tak by sme pokracovali, bol by cas
vypoctu neumerne dlhy. Preto sa uspokojime s pribliznym rieSenim Sys* a ¢o
najskor p zmensime. Na to vSak potrebujeme, aby boli priblizné riesenia v istom
okoli centralnej cesty. Budeme pouzivat dva typy okoli, a to 9M2(8) a N_ (F), kde
B e (0,1).

Zacneme s okolim My (). Toto okolie je zalozené na klasickej Euklidovskej met-
rike a meria vzdialenost (v skutoénosti p6jde o pomer, pozri definiciu My (F) nizsie)
bodu (z1s1,...,2Tns,) od priamky ¢(1,...,1), t € R, prechddzajicej bodom 0.

roS2
t(1,1)

($151,x282)

181

Obrézok 6

Ktory bod priamky #(1,...,1) je najblizsie k bodu (z1s1,...,2,5,)? Ten, pre
ktory vektory (x1s1 —t,..., 2,8, — t) a (1,...,1) zvieraju pravy uhol. Pre n =
2 je situacia znazornend na Obrazku 6. Kedze skalarny sucin navzajom kolmych
vektorov je 0, dostavame

(.’BlSl—t)—F"'—F(ann—t):O,

7 ¢oho

t = 181+ +TnSn — xz’.s
n n

Oznacme takto ziskané t symbolom pu, ¢ize p = ‘”:S. Potom vzdialenost bodu

(151, xpsy) od p(l,...,1) je ||(z181 — ), ..., (Tnsn — 1)|| & okolie Ny(5) de-
finujeme

Mo(B) = {(@,y,8) € Fs [[(w11— ), ., (s — p)|| < B2}

Pre 8 =1 an =2 je Na(3) okolie zndzornené na Obrazku 7.
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n L1851

Obrézok 7

Okolie M_ o (5) definujeme
N (B) ={(z,y,8) € F wisi > 5# prei=1,...,n}.

Cize kazd4 zlozka x;s; musi byt aspon S-nésobok aritmetického priemeru vietkych
zloziek vektora (2151, ...,2n8,). Pre 8= % an =2 je M_(3) okolie zndzornené
na Obréazku 8. (Vsimnime si, Ze aritmeticky priemer suradnic rovny g maju vSetky

body nadroviny, ktord prechddza bodom (p, ..., ) a je kolma na t(1,...,1).)

Obrézok 8

Plati, ze M2(0) aj M_oo (1) je prave centrilna cesta. Ak vzrastie 3, tak 9y(5) sa
zvacsi, naopak M_ . (5) sa zmensi. Pre g € (0, 1) plati, ze 9Ma(8) C N_o (1 — B).

Short-step path-following algoritmus

Teraz prejdeme na algoritmy. Zacneme so Short-step path-following algoritmom,
ktorého vyznam je skor teoreticky. Tento algoritmus nie je prili§ rychly. Ako na-
poveda jeho nazov, ide po velmi kratkych krokoch. Je vSak dobre preskimany a je
zédkladom pre algoritmy uvadzané v dalsej kapitole.

Short-step algoritmus, podobne ako dalsie algoritmy uvadzané v nasledujicej
kapitole, je zalozeny na Newtonovej metdde, ¢ize budeme vychddzat zo vztahu (4),
avsak uz po prvej iteracii Newtonovho algoritmu zmensime p. Kedze algoritmus
bude zaéinat v pripustnom bode (z°,y°, s), ¢ize bude platit AT -y + s* = c a
A - x% = b, tak aj vietky dalsie body (z*,y*, s*) budd pripustné. Teda pre tieto
body plati AT -y* +s¥ —c=0aA-z"¥ —b=0.
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ALcORITMUS: Short-step path-following algoritmus.
Vstup: (20,3, s°) € Na(2) a presnost € > 0.

Begin
(xz,y,s) = (2, 9% s%); 7= a:Z.s; o= (1 - %) { inicializécia }
While 7 > ¢ Do Begin
0
0 AT I Az 0
Vyries [ A 0 0 Ay | =—| T151 =7 |;
S 0 X As :
TpSp — T
T T Ax
Poloz [y | =y |+ | Ay |;
s s As
T=7T-0; (moéze byt aj 7 = 22 . )
End;
End.

Algoritmus skonci, ked 7 < e. Vystupom teda nie je presné, ale iba priblizné
rieSenie ststavy Sys®. Preto volime € malé.

Pri volbe o a 7 ako v algoritme si vetky body (x,y,s) v M2(3). VSimnime
si koeficient o vo While cykle. Bez neho by sme riesili sustavu Sys* pre hodnotu
i = 7. My vsak chceme vyriesit Sys®, preto je tam tento koeficient, ktory nazyvame
centralizaény parameter. Toto tiez objasnuje definicie okoli.

PRIKLAD. Vyrieste tilohu z Prikladu 1 Short-step path-following algoritmom.

RIESENIE. Opiseme inicializdciu algoritmu, jednotlivé iterdcie prenechdme na
pocitaé. Zvolme si ° = (0,3;0,2;0,5)7, s = (3,6,2)T a y° = (—5). Kedze

—5+3 +2=0
5 46 —1=0
-5 +243=0

03+024+05-1=0

¢o znamend, ze AT -y+s—c=0a A -x—b=0, tak (wo,yo,so)e}"o.

S - 0.0 0.0 _ 0.0 _ xzT.s _ 0,941,241 5 -
Dalej zis] = 0,9, xpsy = 1,2, z355 = 1 a £52 = 3 = 1,03. Kedze

— — — 1 —
1009 - 1,081,2— 1,03 1 - 1,03]| < 5 - 1,03,
tak (x°,y°, s%) € Mo(3).

Ulohu sme riesili systémom Mathematica a jednotlivé iteracie si znédzornené na
Obréazku 9. Pre e = 1075 bolo potrebnych 57 itercii.
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Obrézok 9
Cvicenia

CVICENIE 2.1. Najdite centrdlnu cestu pre ilohu z Cvicenia 1.1. Postupne skon-
struujte a vykreslite
1. Bariérovu funkciu, ktoru vykreslite pomocou Plot3D.
2. Modifikovanu ucelovi funkciu, ktortd opat vykreslite pomocou Plot3D. Pomocou
Manipulate sledujte, ako sa funkcia sprava pri zmene pu.
3. Pripustni mnozinu, izo¢iary modifikovanej icelovej funkcie a centralnu cestu. Izo-
ciary vykreslite pomocou ContourPlot. Pomocou Manipulate sledujte, ako sa izociary
a minimum x*(p) spravaju pri zmene p, pozri Obrazok 3.

CVICENIE 2.2. Pomocou Short-step algoritmu vyrieste ilohu z Prikladu 1. Za
Startovaci bod zvolte =% = (0,3;0,2;0,5)7, s° = (3,6,2)T, y° = (—5) a presnost
¢ = 107°. Zadanie bude obsahovat tieto ¢asti
1. Fungujtci algoritmus.

2. Vizualizaciu. Zobrazte pripustni mnozinu a vykreslite kroky algoritmu, pricom
2° bude zobrazeny ¢ervenou farbou a dalsie body ¢iernou farbou.

CVICENIE 2.3. Upravte zadanie z Cvicenia 2.2.
1. Dopliite zobrazenie centralnej cesty.
2. Zamente v algoritme * =  + Ax za * = x + aAx. Analogicki zmenu spravte
pre s a y.
3. Meiite parametre 7°, o a «, pricom 79 € [0,3], 0 € [0,1] a a € [0,2]. Vysvetlite
zmeny v spravani sa algoritmu. Argumentujte bariérovou funkciou.
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3 Algoritmy zaloZzené na centralnej ceste

Metédy vnitorného bodu sa v zasade delia na tri typy algoritmov. Patria sem
metody znizovania potencidlu, metédy afinnych transformécii a metody zalozené
na sledovani centralnej cesty. My sa zaoberame iba posledne menovanou skupinou.
V tejto kapitole si opiSeme dalSie tri algoritmy zalozené na sledovani centralnej
cesty. Znamena to, ze budeme opét riesit sistavu (4). Vsetky tri algoritmy uvadzané
v tejto kapitole su varidciou Short-step path-following algoritmu, si vSak podstatne
rychlejsie.

Mizuno-Todd-Ye predictor-corrector algoritmus

Prvym algoritmom bude algoritmus Mizuno-Todd-Ye. Itera¢ny krok tohoto algo-
ritmu sa sklada z dvoch casti. V prvej casti sa posunie k 0 rychlejsie, aj za cenu toho,
ze moze ,uletiet” do SirSieho okolia 9p. V druhej casti sa vrati blizsie k centralnej
ceste, ale nemusi sa priblizit k O.

ALGORITMUS: Mizuno-Todd-Ye predictor-corrector algoritmus.
Vstup: (2%, 4%, %) € Ny (B), presnost e >0a0< B < < 1.
Begin
(z,y,8) = (2%, 9°,8°); 7= ”’Z’S; { inicializdcia }
While 7 > ¢ Do Begin
PREDICTOR STEP (0 = 0)

0
0 AT 1 Az 0
VyrieSs | A 0 0] -[ Ay | =—| 7151
S 0 X As :
TnSn
Zvol « € (0,1) najva&sie mozné tak, aby
T Az
y | ta| Ay | € M(B);
s As
x x Az
Poloz |y | =y | +tal| Ay a 7=(1-a)7;
s s As
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CORRECTOR STEP (0 = 1)

0
0 AT I Az 0
Vyries [ A 0 O |- |Ay | =—| T151—T7
S 0 X As :
TSy — T
x x Ax
Poloz ly | =1y |+ | Ay |;
s s As
End;

End.

Dobré volby pre B a 3 st = % B =
Ked ozna¢ime (z(a), y(a), s( )) ( Y, 8)T +a(Az, Ay, As)T, tak v prvom
kroku hfaddme maximélne «, pre ktoré

z(a)l - s(a)

n

T.s(a 2T s(a _
[o1(@)si(@) = 220 (@)sa(a) — 22| < 5.

Toto je sama o sebe optimaliza¢na tloha. Aby sme ju nemuseli riesit, uvedme, ze

pre B = % af= % staci zvolit

. 1 7-
Oé_mln{é,\/S' H(A.’,El'Aslw"?A’rn'ASn)H} .

PRIKLAD. Vyrieste tlohu z Prikladu 1 Mizuno-Todd-Ye predictor-corrector
algoritmom.

1.0

\\/(
1.0 10

Obrézok 10
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RIESENIE. Opit si zvolime x° = (0,3;0,2;0,5)7, s = (3,6,2)T a y° = (-5).

Uz vieme, ze (z°,y°, s%) € F°. Plati tiez (z°,y°, %) € Ma(3) (pozri priklad
demonstrujici Short-step path-following algoritmus v predchadzajicej kapitole).

Ulohu sme riesili systémom Mathematica a jednotlivé iteracie si znédzornené na
Obrézku 10. Pre ¢ = 107% bolo potrebnych 21 iterdcif algoritmu. (Pripomeiime, Ze
Short-step algoritmus potreboval pre presnost 1076 az 57 iteracif.) Body ziskané
pomocou Predictor step si zobrazené modrou a body ziskané pomocou Corrector
step su zobrazené Ciernou farbou.

Long-step path-following algoritmus

V tomto algoritme sa jednotlivé iteracie nachadzaju v M_ ., okoli, ktoré je zvy-
cajne vacsie ako Iy okolie. Naviac, na rozdiel od Short-step algoritmu, v ktorom
je centralizacny parameter o blizko 1, tu mu dame vacsiu volu. Znamend to, ze
algoritmus sa nemusi drzat tak blizko centralnej cesty ako Short-step algoritmus.
Vdaka tomu je konvergencia Long-step algoritmu vo vSeobecnosti rychlejsia.

ALGORITMUS: Long-step path-following algoritmus.
Vstup: (2°,4%,5%) € M_(B), presnost € >0,0< B <120 < Omin < Omax < 1.
Begin

T

(x,y,s) = (x°,9°,87); =125, { inicializécia }
While 7 > ¢ Do Begin
Zvol 0 € (Omin, Omax);
0
0 AT 1 Az 0
VyrieS | A 0 O ) -|Ay | =—| 151 —0T
S 0 X As :

TpSp — OT
Zvol « € (0,1) najva&sie mozné tak, aby

x Ax

y | +al Ay | € N_(B);

s As

x x Ax

Poloz (y =|ly | +al Ay a T=(1-a(l-0))m
s s As
End;
End.

Tak ako v Mizuno-Todd-Ye algoritme, aj tu rieSime v iteracnom kroku optima-
liza¢nu tlohu. Ak sa jej chceme vyhnit, volime

— B8
a=V8-B-0- (1+5).
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PRIKLAD. Vyrieste tlohu z Prikladu 1 Long-step path-following algoritmom.

RIESENIE. Znova zvolime z° = (0,3;0,2;0,5)7, s = (3,6,2)" a y° = (-5).

Uz vieme, ze plati (z°,y°%, s%) € F°. Kedze Ma(5) C N_oo(3), tak plati aj
(20, y°, s%) € M_o(3).

Ulohu sme riesili systémom Mathematica, pricom sme volili = 0,1 a ¢ = 0,5.
Jednotlivé iterdcie st zndzornené na Obrazku 11. Pre € = 10~° bolo potrebnych 11
iteracii algoritmu.

Obrézok 11

Mehrotra predictor-corrector algoritmus

Poslednym algoritmom, ktory uvadzame, je Mehrotrov algoritmus. Tento algo-
ritmus nepotrebuje zacat v pripustnom bode (x°,y°, s%) € F°, staéi aby platilo
x2°,s% > 0. Problém je v tom, Ze ked algoritmus za¢ne vo ,velmi zlom“ bode,
tak nekonverguje. Naopak, ked za¢ne v ,,dobrom“ bode, konverguje zvycajne velmi
rychlo. Tento algoritmus je obltibeny, pretoze najst bod z F° je pomerne narocné.
V Mehrotrovom algoritme rp, rp a rc oznacuju takzvané rezidud dudlnej tlohy,
primarnej ulohy a podmienok komplementarity. Tieto rezidud definujeme ako

rp = AT -y+s—c,rp=A-z—-barc = (r15,...,2,5,)7. Pre maticu
Q = (¢i,j) jej Euklidovskd normu znacime [|Q|| = />, >, a7 ;-

ALGORITMUS: Mehrotra predictor-corrector algoritmus.
Vstup: (2, 4%, 8%) s 2°,s° > 0 a presnost € > 0.
Begin
T. — e . « s .
(,y,s) = (29", %), T=22 7= 1+m‘§;ﬁ|’gﬁ”ﬁg“)’|‘|‘c||}; { inicializcia }
While (7 > e Or 7 > ¢) Do Begin
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PREDICTOR STEP (o = 0)

AT y+s—c
0 AT I AxN A-xz—b -
Vyries A 0 0| | Ay | =— 181 =— | rp |;
S 0 X As™ : rc
TnSn
N : x; . N : S .
ap = min4g 1, min L }, «Q :mm{l min L },
P { A$N>O AmN b A5N>O ASZN
Poloz :EN—:B-i—aPA:B a sN—s+aDAs
N _ 2NT.sN, _ (V3.
T =% n ! 0= (T) !
CORECTOR STEP
AT .y+s—c 0
0 AT I Az A-xz—-b 0
Vyries [ A 0 0 |- Ay | =— 1851 — 0T _ | Az - AsY .
S 0 X As : :
TpSp — OT Az - Asl
ap:min{l,y-ArgrgliigO Am;}z} aD:min{l V- An;ugo ASSZ};

Polo? =« +apAx, y=y+apAy, a s=s+apAs;

T
L -Ss.

n

||(7’D,’f’p,1"C)H
Trmax{[[A[L[Tb[,Tel[}

T =

7’ e
End;
End.

Pre v musi platit v € (0, 1), pricCom ho volime blizko 1. Povedzme v = 0,99.

Ako vsak zvolit ,dobry“ pociatoény bod (2%, y°, s°)? Ukdzeme si jednu takiito
volbu. Bod (z°,y°, s°) ndjdeme na tri kroky.

Najprv polozime

z=AT.(A-AT)"1. b, g=(A-AT)"1. b, s=c— AT .g.

Teraz st pre (&, 9, 8) splnené ohranicenia A -Z = b a AT - § + 5 = ¢, no vektory &

a § mozu mat negativne zlozky. Preto oznacime

6, = max{—3 113}21” z; ,0} a 0, =max{—3 12112 5,0}

a kladieme
z=a+6,(1,....,07 a  s5=54+6,1,...,1)7T.

Té4to volba zaruéuje &, 5 > 0, hoci ohrani¢enia A-Z = b a AT -4 +35 = ¢ uz splnené
nie si. My vSak potrebujeme vektory ostro vacsie od 0. Preto oznacime

1 14+ zT7
2 1+(1,...,1) @

5= L. 1+2" s ] 5
2 1+ (L,...1)-3

Q
)
Il

a polozime

.CCO::E—F_w(l,...,l)T, SOZ§—|—SS(1,,.,,1)T, a yO:g
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PRIKLAD. Vyrieste tilohu z Prikladu 1 Mehrotra predictor-corrector algoritmom.

RIESENIE. Ulohu sme riesili systémom Mathematica a presnost sme opét volili
e = 1075, Ked sme algoritmus spustili v pripustnom bode x° = (0,3;0,2;0,5)7,
8% = (3,6,2)T a y = (—5), tak boli potrebné iba 4 iterdcie, pozri Obréazok 12.

Pri tarte v nepripustnom bode x° = (0,1;0,5;0,8)T, s = (1,1,1)T a y° = (0)
bolo potrebnych 5 iteracii, pozri Obrazok 13.

o.o\' ;&(9

0.5 0.5
X2 X1

1.0 10

Obrézok 12

Obrézok 13
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Volba bodu z F°

Pri Short-step, Mizuno-Todd-Ye a Long-step algoritmoch potrebujeme zacat
vo vnitornom pripustnom bode (%, 4%, s%) € F°. V tejto ¢asti ukdzeme, ako to
zabezpecit. (Neukdzeme viak, ako zabezpecit aby (x°,y°, s?) € 92(8), respektive
(20, 4°,8%) € M_(B).) V skutocnosti nendjdeme vnitorny bod (x°,y", s°) € F°,
ale budeme riesit uplne int ulohu, ktorej zodpovedajuici vnitorny bod z F§; ndjdeme
trividlne.

Zvolime (z°,y% s°) € R™ x R™ x R” také, ze °,s° > 0 a zostrojime tlohy
(premenné su Ly Tn+1yTn+2, Y Ym+1 & S, Snt1, Sn+2)

min cT~:c—i—p1 * Tp41

Arz+(b-—A-2% -2,.,=0
(AT -y’ + 8" —c)-x+ xpio = p2

""Uz

(wT7 Tn+1, 'TTL—FQ)T Z 0

max b -y + p - Y1
AT .y + (AT - y9+ 8" —¢) - ypi1+s=c
(b—A-x% y+s,1=p
ym+1+5n—|—2:o

pz

(ST7 Sn+1, Sn+2>T Z 0

kde po > (AT -y +5%—¢)- 2% a p; > (b—A-x°)-y°. Viimnime si, ze pre primarnu
tlohu P je D k nej prislichajica upravena dudlna tloha (tak ako sme to zaviedli
v prvej kapitole). Pre volbu

95914—1:1 yg@+1:—1 32+1:P1—(b—A‘m0>‘yo
Tpyo=p2— (AT 4" +5° —¢) -2’ Spen =

plati, ze (% xn11, Tni2, Y%, Yni1, 8%, Sna1, Sna2) € FY, cize tento vektor (ktory
sme uviedli trochu nepresne, pretoze sme kvoli problémom so zdvojenym hornym
indexom netransponovali %, y° a s%) je pripustnym bodom, ktory spiﬁa iy 8; >0
pre 1 <1 < n+ 2. Kedze dlohy PaD maju tvar, ktory pozadujeme, mozeme zacat
algoritmus nie pre P, ale pre P. (Samozrejme, (3 treba spocitat.) Plati nasledujice
tvrdenie

VETA. Ak pre optimdlne riesenie * ulohy P a optimdlne riesenie (y*, s*) dlohy
D plati po > (AT -y +s°—c)-z* a p1 > (b—A-x°)-y*, tak riesenie P je riesenim
P sxy .1 =0 ariesenie D je rieenim D s y;, .1 = 0.

RieSenie systému rovnic pre (Az, Ay, As)T
Pri vSetkych metédach vnitorného bodu potrebujeme riesit systém 2n+m rovnic

0 2n + m neznamych. RieSenie tohoto systému sa da urychlit tak, ze v skutocnosti
budeme riesit iba systém m rovnic o m neznamych.
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Podla vztahu (4) mdme riesit systém

0 AT I Ax D
A 0 O - (Ay|=—-|rp |,
S 0 X As ro

ktory sa vyskytuje v nasich algoritmoch. Poznamenajme, ze rp, rp a r¢ nie st
nutne rezidud definované v kroku Predictor step v Mehrotrovom algoritme, si to
jednoducho pravé strany rovnic. Tiez si vSimnime, Ze matica S je diagonalna, ¢ize

syt 0
St =

~1
0 S,

Ked sustavu pre (Az, Ay, As)T rozpiSeme, dostdvame rovnice

AT Ay+4+ As=—rp (a)
A-Ax=—-rp (b)
S-Azx+X:-As =—r¢ (c)

Zameriame sa najprv na Ay. Plati

AT Ay +As=—rp / X
X-AT Ay+X-As=-X-7rp / z (c)
X-AT Ay—rc—-S-Azxz=-X-rp /A-S7h

A-SHX-AT Ay—A-Stre—A- S-S Ax=-A-S'-X-rp /z(b)
A-STEXAT Ay—A-Strg+rp=—A-S1-X.rp

Z poslednej rovnice dostavame, ze Ay je rieSenim systému
(A-STHX-AT) Ay=—rp+A-S' (rc =X -rp)
a nasledne vypocitame As a Ax. Dostavame

As=—rp— AT . Ay
Az =-S7'. (rg +X- As)

Zaverom poznamenajme, ze Newtonova metéda funguje dobre, ked sa druhé
derivacie menia pomaly. Preto nemoze byt centralizacny parameter o prilis maly.

Pre zaujemcov o hlbsie stidium, respektive pre tych, ktori sa chci oboznamit
s dalsimi algoritmami linedrneho programovania, odportic¢ame Specializované mono-
grafie [1,12,14,15,16].
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Cvicenia

CVICENIE 3.1. Upravte svoj algoritmus Short-step z Cvicenia 2.3 tak, ze podla
prednasky zrychlite vypocet Ax, As a Ay.

CVICENIE 3.2. Vyrieste ilohu z Prikladu 1 Mizuno-Todd-Ye predictor-corrector
algoritmom. Startovaci bod a presnost zvolte ako v Cvigenf 2.2. Algoritmus ziskate
jednoduchou upravou Short-step algoritmu. RieSenie bude obsahovat
1. Fungujuci algoritmus.

2. Vypocet centrilnej cesty. Vytvorte funkciu xCP[r_], ktora bude obsahovat x-ovi
cast’ rieSenia sustavy

AT .y+s—c
A-xz—-b
Fr(ay,s)=| @s1-7
TnSp — T

3. Vizualizaciu. Zobrazte pripustni mnozinu a vykreslite kroky algoritmu, pricom
2 bude zobrazeny ¢ervenou farbou, Predictor step kroky budi zobrazené modrou
farbou a Corrector step kroky budu ¢ierne. Zobrazte aj centralnu cestu.

Zamyslite sa, ako algoritmus funguje, ¢o robi predictorovy a ¢o correctorovy
krok.

CVICENIE 3.3. V Mizuno-Todd-Ye predictor-corrector algoritme z Cvicenia 3.2
spravte nasledujice zmeny.
1. Vypiste a v kazdom kroku.
2. Experimentujte s parametrom «, ¢ize mente o a pozorujte zmeny v spravani sa
algoritmu.
3. Nastavenim a = 0 respektive 7 = 0 vypinajte predictor, respektive corrector,
a sledujte zmeny v spravani algoritmu.

CVICENIE 3.4. Vyrieste tlohu z Prikladu 1 Long-step algoritmom. Startovaci
bod a presnost zvolte ako v Cviceni 2.2. RieSenie bude obsahovat
1. Fungujuci algoritmus.
2. Vypocet centralnej cesty.
3. Vizualizaciu. Zobrazte pripustni mnozinu, vykreslite kroky algoritmu a centralnu
cestu.

CVICENIE 3.5. Vyrieste tlohu z Prikladu 1 Mehrotra predictor-correcotr algorit-
mom. Startovaci bod a presnost zvolte najprv ako v Cviceni 2.2. Ked vam algorit-
mus bude fungovat, zmeiite §tartovaci bod na nepripustny bod ° = (0,1;0,5;0,8)7,
s® = (1,1,1)T, y° = (0). RieSenie bude obsahovat
1. Fungujtci algoritmus.

2. Vypocet centralnej cesty.
3. Vizualizéaciu. Zobrazte pripustni mnozinu, vykreslite kroky algoritmu a centralnu
cestu.
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CVICENIE 3.6. V softvéri Matlab analyzujte vykon algoritmov:
- Simplexovy algoritmus
- Short-step algoritmus

Mizuno-Todd-Ye predictor-corrector algoritmus

Long-step algoritmus

- Mehrotra predictor-corrector algoritmus

v zavislosti od poc¢tu premennych n. Teda vzadjomne porovnajte
1. ﬁspeénost’ algoritmov, teda ¢i algoritmus nasiel spravne rieSenie.
2. Rychlost algoritmov z hladiska poctu iterécii.
3. Rychlost algoritmov z hladiska ¢asu vypoctu.
Do predpripraveného suboru potrebujete doplnit

a) Vygenerovanie tlohy daného rozmeru [m,n].

b) Vyriesenie tlohy pomocou algoritmov vyuzivajicich centrélnu cestu.

c) Zapisovanie poc¢tu iterdcii do pola iter_** vypoctového casu do pola time_**
a informdciu o tom, ¢i algoritmus zlyhal do fail_** (ak zlyhal, fail_**(n)=1).
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4 Karushove-Kuhnove-Tuckerove podmienky

V tejto a v dalsich kapitolach budeme riesit vSeobecnejsie tilohy matematického
programovania. Budeme uvazovat ilohy v tvare

min f(x)

gi(®x) <0 1<i</ (5)
hj(x) =0 1<j<m

recD

kdex € R" a D = Dy N Dy N---NDy, "Dy, N---N Dy, , Cize D je prienik

defini¢nych oborov funkcif f, g; a h;. VSimnime si, Ze ohranic¢enia na nezdpornost

premennych uz nebudeme uvazovat zvlast, budu zahrnuté medzi funkciami g;(x).
Mnozina pripustnych rieseni je

¢ize nasu ulohu mozeme formulovat

min f(x)

xeF

V tejto kapitole si ukdzeme nutné podmienky na to, aby bol vo vntitornom bode
D lokalny extrém.

Priblizny tvar funkcie

Najprv pomocou Taylorovho rozvoja prvého rddu odvodime priblizny tvar funk-
cie viacerych premennych. Nech je q(x) funkcia n premennych a nech z° € Dj,.
Potom

Q

q(@) = q(@°) + (@) - (z1 —af) + -+ 52-q(@’) - (x — 23)

= q(z°) + V()T - (x — 2°).
Ak oznaéime d = x — 20, tak pre malé d plati

¢(z” + d) ~ q(2°) + Vq(a°)" - d (6)
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Jedno ohranicenie v tvare rovnice

Zacneme s ulohou, ktord ma iba jedno ohranicenie v tvare rovnice.

min f(x)
h(z) =0
xz cR"

Nech y € F. Ak v y nie je extrém, tak pre nejaky smer d musi platit

fly+d) < fly) a

7
h(y +d) =0. 0
Cize y+d je pripustné riedenie a zéroven v smere d hodnota funkcie f klesa. Podla
(6) je systém (7) ekvivalentny s

Teraz predpokladajme, ze si v pripustnom bode x vektory Vf(x) a Vh(x)
nenulové. Potom ak existuje d také, ze Vh(x)T - d = 0, ¢ize ak existuje d kolmé
na Vh(zx), a zdrovenn d nie je kolmé na Vf(z), tak bud Vf(x)! -d < 0 a podla
vyssie uvedeného v @ nie je extrém, alebo Vf(z)? -d >0 a Vh(z)? -d = 0. Lenze
v druhom pripade plati VA(z)T-(—d) = 0 a Vf(z)T-(—d) < 0, ¢ize opit v z podla
vyssie uvedeného nie je extrém. (Vsimnime si, Ze tu vyuzivame, ze x je vnitornym
bodom D = Ds N Dy,.)

Preto ak je v & extrém, tak pre kazdé d, pre ktoré Vh(z)T -d = 0, musi platit aj
Vf(z)T -d = 0. Ina¢ povedané, ak je v & extrém, tak kazdé d kolmé na Vh(zx) je
kolmé aj na V f(x). Kedze priestor vektorov kolmych na Vh(x) je (n—1)-rozmerny
rovnako ako priestor vektorov kolmych na V f(x), tak su tieto priestory pre lokalny
extrém @ totozné, pozri Obrézok 14 pre pripad n = 2. Ale to znamend, ze V f(x)
je nasobkom Vh(zx). Cize existuje v € R, v # 0, také, ze

Vf(z)=—v- Vhz),

Vf(x)+v- -Vh(x)=0.

Ak zostrojime funkciu L(x,v) = f(x) + v - h(x), tak nasa podmienka tvrdi, ze
ak je v x lokdlny extrém, tak

VeL(z,v) =0
pre nejaké v € R, v # 0.
V analyze sme uvazovali iba pripady V f(x) # 0 a Vh(z) # 0. Co ak V f(z) = 0?

Potom, bez ohladu na to ¢i v « je alebo nie je extrém, plati
VeL(x,v) =V f(x)+v- -Vh(zx)=0

pre v = 0.
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Ked to zhrnieme (pripad Vh(x) = 0 vyluéujeme, dévod vysvetlime neskor), tak
ak je v x lokdlny extrém a x je vntutornym bodom D, potom plati

Vel(xz,v) =0
h(xz) =0.

Obréazok 14 Obrézok 15

Jedno ohranicenie v tvare nerovnice

Teraz budeme uvazovat ulohu, ktora ma iba jedno ohranicenie v tvare nerovnice
min f(x)
g(®) <0
z c R"
Nech x € F. Budeme uvazovat dva pripady, g(x) =0 a g(x) < 0.
1. Pripad g(x) = 0.

Podobne ako v pripade rovnice, ak v y nie je lokdlny extrém, tak pre nejaky
smer d musi platit

(8)

¢ize y + d je pripustné rieSenie a zaroven v smere d hodnota funkcie f klesa. Podla
(6) je systém (8) ekvivalentny s
Viy)'-d<o0
Vg(y)'-d<0.

(9)

Teraz predpokladajme, ze si v bode x vektory V f(x) a Vg(x) nenulové. Ako
sme ukazali v pripade rovnice, ak V f(x) nie je ndsobkom Vg(x), tak existuje d
také, ze Vf(x)T -d <0 a Vg(x)? -d =0, ¢ize vtedy v x nie je lokdlny extrém.

Preto ak v « lokdlny extrém je, musi byt V f(x) ndsobkom Vg(x). A nielen
to. Ak su Vf(x) a Vg(x) rovnako orientované, tak pre Iubovolné d, pre ktoré
Vg(x)T-d <0, plati aj Vf(x)T-d < 0, o znaéi, ze v & extrém nie je (pozri vztahy
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(9)). Preto musia byt Vf(x) a Vg(x) orientované opacne, pozri Obrazok 15 pre
pripad n = 2. Teda existuje A > 0 také, ze

Vfi(x)=—-\-Vyg(x).
Vtedy pre funkciu L(z, ) = f(x) + A - g(x) plati

Vo L(z,\) = 0
A>0, g(x)=0.

Opéat pripad Vg(x) = 0 vylucujeme (dovod vysvetlime neskor), avsak c¢o ak
Vf(x) = 0?7 Vtedy plati

VaeL(z,\) =0 pre A=0

2. Pripad g(x) < 0.

V tomto pripade pre kazdé dostatocne malé d plati g(x + d) < 0. Preto ak v @
nie je extrém, potom z (6) plynie, Ze existuje smer d, pre ktory

Vi)' -d<o0.

Lenze ak existuje d také, ze Vf(z)T - d # 0, tak bud Vf(x)T - d < 0 alebo
Vf(z)T-(—=d) < 0. (Vsimnime si, ze tu opit vyuzivame, ze = je vnitornym bodom
D.) Teda ak existuje d také, ze Vf(x)T - d # 0, vtedy v & extrém nie je.

Takze ak v x lokalny extrém je, musi pre kazdé d platit Vf(z)? -d = 0, ¢o
znamend, ze musi platit V f(x) = 0. Vtedy pre L(x, \) = f(x) + A - g(x) plati

VaeL(z,\) =0 pre A =0

a g(x) <0.

Ked obidva pripady, g(x) = 0 aj g(x) < 0 zhrnieme, tak nutnou podmienkou na
to, aby bol v @, ktory je vnutornym bodom D, lokalny extrém je

v

VaeL(z,\) =0
A>0
A-g(x)=0.
Linearna nezavislost’ gradientov ohraniceni
V nasej analyze sme pripustali moznost V f(x) = 0, no vylucovali sme pripady

Vh(x) = 0, respektive Vg(x) = 0 pre g(x) = 0. V nasledujicom priklade ukdzeme,
preco su tieto pripady zlé.
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PRIKLAD. Vyrieste tilohu

minx, + 29

(23 +23-2)2=0

x1,To € R

RIESENIE. Je zrejmé, Ze ohranicenie je splnené vtedy, ked z? + 3 = 2, ¢ize ked
st (71, 22) body kruznice o polomere v/2 so stredom v (0,0). Preto je minimum
v bode x* = (—1,—1), pozri Obrazok 16 (¢ervenymi prerusovanymi ¢iarami su
vykreslené vrstevnice ucelovej funkcie).

Ulohu sme vyriesili, aviak este uréime VyL(x,v). Nech

L(x,v) = f(x)4+v-h(x) =2, + 20+ v - (22 + 22 - 2)%.

Potom
%h(m) =22 + 22 —2) - 22,
%h(m) = 2(z? + 22 —2) - 22,
Cize
Vh(x) = 4(23 + 23 — 2) - <2) = (8)

pre kazdé x, pre ktoré h(x) = 0. Znamen4 to, ze pre kazdé pripustné rieSenie x € F
mame Vh(xz) = 0. Preto

Vo L(@,v) = V(21 + @2+ v - (a2 + 23 — 2)?) = G) tu- (8) _ G) .

Teda VgiL(x,v) je nenulovy vektor pre kazdé & € F, aj pre optimélne rieSenie
ulohy.

Obrézok 16

Pripadu, ked VL # 0 pre optimalne rieSenie, sa vyhneme pomocou nasledujice;j
definicie. V tejto definicii je LICQ skratka z linear independence constrained qua-
lification a ide o podmienku na linedrnu nezavislost gradientov ohraniceni.
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DEFINICIA (LICQ podmienka). Nech je x pripustné riesenie tlohy matema-
tického programovania (5). Oznac¢me tie i, pre ktoré g;(x) = 0 symbolom I,.(x).
Potom v x je LICQ podmienka splnend, ak je mnozina vektorov

{Vgi(); i € Luc(x)} U{Vhj(z); 1 <j <m}

linearne nezavisla.

Karushove-Kuhnove-Tuckerove podmienky
Teraz mo6zeme uviest nutni podmienku na to, aby mala tiloha (5) vo vnitornom
bode D lokalny extrém (pozri tiez odvodenie na strane 51).

VETA (Karushove-Kuhnove-Tuckerove podmienky). Nech je x lokdlne
optimum ulohy (5), ktoré lezi vnitri D a spliia LICQ podmienku. Potom existuji
A eR! av eR™ také, Ze pre Lagrangeovu funkciu

L(z, A\ v) = —1—2)\ - gi(x +Zy]

plati

Karushove-Kuhnove-Tuckerove podmienky budeme v dalSom oznacovat skratene
ako KKT podmienky.

PRIKLAD. Pomocou KKT podmienok vyrieste 1ilohu

min —x1 + 29

(27 —1) =22 <0

x1,To € R

RIESENIE. Najprv zistime, pre ktoré & € F je splnend LICQ podmienka. Kedze

3z — 1

Vo(e) = Vioatat - 1) =) = (FT1)

¢o je pre kazdé x nenulovy vektor, tak LIC(Q) podmienka je splnena vzdy. Zjavne
Dy = R2. Zostrojme Lagrangeovu funkciu

L(z1,29,A) = —z1 + 22 + A+ (21(2F — 1) — 22)
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a zostavme KKT podmienky, ¢ize ViyL(x,\) =0, g(x) <0, A >0a X-g(x) =0.
Dostavame

L (z1,22,A) = —1+A-(327—1) =0  (
L, (x1,x2,\) =14+ X-(=1) =0 (
r1(z? —1) — 23 <0 (c)
A>0 (
/\'(171(.%%—1)—1’2):0 (

pricom prvé dve rovnice tvrdia, ze parcidlne derivacie Lagrangeovej funkcie sa rov-
naju 0.
Z (b) dostdvame A = 1. Dosadenim A = 1 do (a) ziskame 32} = 2, ¢ize 21 = /3,

respektive x; = —\/g. Teraz z (e) mame xo = xl(% — 1), ¢ize zo = —%wl a

(c) a (d) su splnené. Ziskali sme dva body, v ktorych moézu byt lokdlne extrémy.

A sice (x1,z9,\) = (\/g,—%\/gﬂ) a (1,2, ) ( \/g,g\/;, ) V bode
= (@,—%@) je lokédlne minimum, zatial ¢o v bode x? = ( \/; 3\/7>

lokélne minimum nie je. (V x? je lokdlne maximum pri ohrani¢en{ g(x) = 0, ale nie
pri g(x) < 0.) Globalne minimum iloha nem4, pozri Obrazok 17.

X2

Obrézok 17

Plati nasledujice tvrdenie.

VETA. Ak siu funkcie f,q1,...,q9¢ konvexné a hq,...,h,, su linedrne, tak pre
vnutorné body D splnajice LICQ) podmienku si KKT podmienky nielen nutné, ale
aj postacujice na existenciu globdlneho extrému.

Poznamenajme, ze tuloha spomenutd v predchadzajicej vete sa nazyva tloha
konvexného programovania, pozri nasledujicu kapitolu. Vsimnime si, ze v pred-
chadzajicom priklade KK'T podmienky neboli postacujice na existenciu globalneho
extrému. Preco?
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Porovnanie s prv uvadzanymi vetami

V tejto casti porovname KKT podmienky s tvrdeniami, ktoré sme uviedli v dru-
hom ro¢niku, pozri [10]. Vtedy sme LICQ podmienku ani podmienku pozadujiicu,
aby bol & vnitornym bodom Dy, kvoli jednoduchosti neuvadzali. Osobitne sme
uvazovali pripad, ked boli vSetky ohranic¢enia rovnice a osobitne pripad, ked boli
vSetky ohranic¢enia nerovnice.

Teda najprv budeme uvazovat tlohu

opt f(x)
hi@) =0 1<j<m (10)
x e R”

kde opt € {min, max}. Mali sme tvrdenie

VETA. Ak v kritickom bode funkcie L(x,v) = f(x) + 27:1 vj - hj(x) existuju
vsetky druhé parcidlne derivacie podla x-ov a pre hlavné minory Hessovej matice L
plati

(i) Dy >0, Dy >0, ..., D; >0, ..., D, >0, tak je tento kriticky bod
lokdlnym minimom (10);
(ii) D1 <0, Dy >0, ..., (=1)!D; >0, ..., (=1)"D,, > 0, tak je tento kriticky

bod lokdlnym mazimom (10).

Této veta tvrdi viac ako KKT podmienky, s ktorymi je v silade. Totiz bod (x, v)
je kriticky, ak sa v nom vSetky parcialne derivéacie rovnaju 0, ¢ize ak
VeL(z,v) =0
a%jl)(w,v)zo pre 1 <j<m.
Kedze a%jL(:B, v) = hj(x), druha sada rovnic tvrdi hj(x) =0 pre 1 < j < m.
Teraz budeme uvazovat ulohu
opt f ()

gi(x) >0 1<e<? (11)
x e R"”

kde opt € {min, max}. VS§imnime si, Ze nerovnosti su v tejto ilohe opacne v porov-
nani s (5). Mali sme tvrdenie

VETA. Ak je v extrém (¢iZe riesenie) ulohy (11), tak tento bod vyhovuje ohra-
niceniam a existuji nezaporné i, ..., Ay také, Ze

L

%f(w):':z)‘i'%gi(w)z() pre 1 <k<n
i=1

Ai-gi(x)=0 pre 1 <i </

41



pricom ak opt je min, tak pred sumou budeme uvaZovat —, zatial ¢o ak opt je max,
budeme pred sumou uvazZovat +.

Aj tato veta je v sulade s KKT podmienkami. Totiz ak opt je min, tak mé platit

|
8|Q
Ea
(g
&
I
7~

¢
Ait 52gi(x) = 2= f(@) + ) _Ni- 3= (—gi(®)) =0
=1

pre 1 < k <n, ¢o je presne podmienka V,L(x,A) = 0, kedze ziadame, aby platilo
—gi(x) < 0. Ostatné podmienky, ¢ize g;(x) <0, \; >0 a A; - g;(x) = 0, st priamo
v zneni vety.

Ak opt je max, tak m& platit

pre 1 < k < n. Lenze max f(x) = — min (—f(:c)) a vtedy ndm KKT podmienky
(pre —g;(x) < 0) daji V,L(x, A) = 0. Ked tento vyraz rozpiseme, dostaneme

L

72 (= f(@) + > N 52 (—gi(x) =0

=1

pre 1 < k < n, ¢o je po prendsobeni —1 rovnica uvedena vyssie. Ostatné podmienky
st opat priamo v zneni vety.

Cvicenia

CVICENIE 4.1 (REVENUE MANAGEMENT [1]). Spolo¢nost Leasure Air ma dve
lietadla s kapacitou 132 sedadiel, pricom jedno m& bazu v Pittsburgu a druhé
v Newarku. Kazdé rano leti lietadlo z Pittsburgu do Orlanda s medzipristatim
v Charlotte a druhé lietadlo leti z Newarku do Myrtle Beach, tiez s medzipristatim
v Charlotte. Podvecer sa obidve lietadla vracajui, nas vsak budu zaujimat iba ranné
lety. Vdaka nim spolo¢nost predava lety z Pittsburgu a Newarku do Charlotte,
Orlanda a Myrtle Beach a z Charlotte do Orlanda a Myrtle Beach.

Spolo¢nost predava letenky dvoch kategorii. Discount-fare Q class a full-fare
Y class. Letenky kategorie Q musia byt rezervované v predstihu, minimélne 14
dni pred odletom, zatial co letenky kategorie Y mozu byt rezervované kedykolvek,
bez postihu za zmenu terminu letu. Znamena to, ze splo¢nost preddva na ranné
lety 16 typov leteniek. V nasledujicej tabulke mame predpokladany dopyt a cenu
leteniek na konkrétny den. Spolo¢nost sa podla tohoto dopytu musi rozhodnut,
kolko leteniek ktorej kategérie bude na jednotlivé lety predavat, pricom jej ciefom
je maximalizacia vynosu.
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Let Odlet Prilet Kategoria  Cena Dopyt

1 Pittsburg Charlotte Q 178 33
2 Pittsburg Myrtle Beach Q 268 44
3 Pittsburg Orlando Q 228 45
4  Pittsburg Charlotte Y 380 16
5  Pittsburg Myrtle Beach Y 456 6
6 Pittsburg Orlando Y 560 11
7 Newark Charlotte Q 199 26
8 Newark Myrtle Beach Q 249 56
9 Newark Orlando Q 349 39
10 Newark Charlotte Y 385 15
11 Newark Myrtle Beach Y 444 7
12 Newark Orlando Y 580 9
13 Charlotte Myrtle Beach Q 179 64
14 Charlotte Myrtle Beach Y 380 8
15 Charlotte Orlando Q 224 46
16 Charlotte Orlando Y 582 10

1. Sformulujte problém ako tlohu linearneho programovania.

2. Najdite kanonicky tvar tulohy.

3. Vyrieste tulohu v softvéri Mathematica (pouzite V4§ program na Mehrotrov al-
goritmus). Tu treba dosadit prislusné hodnoty do A, ¢ a b, zadat Startovaci bod
(20,9, 8%) (rozmyslite si, ktoré KKT podmienky mozu byt narusené), spustit al-
goritmus a vizualizovat kroky x* (napriklad pomocou ListPlot).

CVICENIE 4.2 (ANALYZA SENZITIVITY). SkuSajte menit jednotlivé zlozky vek-
tora pravej strany b z Cvicenia 4.1. Zistite, zvacSenie ktorej z nich prinesie najvacsie
zvysenie vynosov.

V Cviceniach 4.3 az 4.7 zistite:
1. Je f konvexnd funkcia?
2. St ohranicenia dané konvexnymi funkciami? (Niektoré mozno treba najprv upra-
vit do pozadovaného tvaru.)
3. Najdite vsetky body (x,A,v) spliajice KKT podmienky. Mézete si pomdct
softvérom Mathematica.
4. Ktory bod je optimélne riesenie tlohy?

CVICENIE 4.3. Vyrieste tlohu

min f(x) = 221 + x2

3+ 123 <4

CVICENIE 4.4. Vyrieste ilohu

min f(x) = 2—? + % + 129

r1>21 1221
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CVICENIE 4.5. Vyrieste ilohu

min f(x) = =322 + 22 + 223 + 2(71 + 72 + 3)

3 +ri+ai=1

CVICENIE 4.6. Vyrieste tlohu

min f(x) = /1 + /T2

m%—x221

CVICENIE 4.7. Zmente ucelovi funkciu v Cviceni 4.6 na f(x) = VI 4 /T a
vysvetlite, preco KKT podmienky v obidvoch tychto cviceniach zlyhali, hoci rieSenie
je trividlne.
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5 Dualita v matematickom programovani

Budeme uvazovat tlohu (5), ktori sme zaviedli v predchadzajicej kapitole

min f(x)

P: gi(x) <0 1<i</
hi(x)=0 1<j<m
xeD

kde € € R" a D = Dy N Dy, N---N Dy, N Dy, N---N Dy, . Ulohu (5) nazveme
priméarna tloha a oznacime ju P.
Zostrojme Lagrangeovu funkciu

V4 m
L(CE,}\,I/) :f(m)+z>\z -gi(CI:)-I-ZVj 'hj(iL‘),
i=1 j=1
kde \; > 0 pre 1 < i < £. Definujme
y4 m
v(w) = inf {L@Av)} = inf {f@)+ D N-gi@)+D v hi@)). (12)
=1 j=1

Funkciu 9 (X, v) nazyvame dudlna icelova funkcia.

Konkavnost (A, v)

Ukézeme, Ze bez ohladu na funkcie f, g; a h; je 1 konkdvna funkcia.

Pripomenme, ze vSeobecna funkcia ¢(y) je konkdvna, ak je jej definiény obor
konvexna mnozina, ¢ize ak pre kazdé a,b € D, a6 € (0,1) plati 0-a+(1-0)-b € D,
a naviac

q(0-a+ (1-0)-b) > 0-q(a)+ (1-06) - q(b).

Naopak, ¢(y) je konvexna ak je D, konvexna mnozina a pre kazdé a,b € D, a
6 € (0,1) plati
q(0-a+ (1-0)-b) <0-q(a)+ (1-06) - q(b).

Linearna funkcia je konvexnda aj konkavna zaroven.

Pre zjednodusenie zépisu ozna¢me Ry = (0, 00).
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VETA. Funkcia (A, v) je konkduna.

DOKAZ. V skuto¢nosti ukdzeme, ze je —1) konvexna.

Najprv si vSimnime, ze ak si ¢1(y) a ¢2(y) konvexné funkcie definované na
konvexnych mnozindch D, a D,,, tak je konvexnd aj ¢(y) = max{q(y), ¢2(y)}.
Totiz prienik konvexnych mnozin je konvexnd mnozina, Cize D, = Dy, N Dy, je
konvexnd, a dalej pre kazdé a,b € D, a 0 € (0,1) plati
q(0-a+(1-0)-b) =max{q:(6-a+ (1-0)-b), ¢2(6-a+ (1-0)-b)}

< max {0 gi(a) + (1-6) - qu(b), 0~ ga(a) + (1-6) - g2(b)}
<max{0-q(a), 0-g¢2(a)} +max {(1-0) - q(b), (1-0) - ¢2(b) }
=0-q(a)+(1-0) - q(b)
Dané tvrdenie mozno rozsirit na viac funkcii ¢k, dokonca aj na nekone¢ni mno-

zinu tychto funkcii. Teda ak su ¢, pre kazdé k z indexovej mnoziny I konvexné
funkcie, tak je konvexna aj

q(y) = sup {qk i ke I}
Teraz uvazujme

Gue(A, V) = Z)\ - gi(x Z

kde € D. Pre kazdé x z indexovej mnoziny D je funkcia g, (A, v) linedrna, ¢ize
konvexna (aj konkdvna), pricom konvexnd je aj kazdd mnozina D, = Rﬁ_ x R™,
PodTla predchadzajiceho je

xeD

QWWIW{#@—ZN%@—iWM@}

konvexnd funkcia. To vSak znamenad, ze (A, v) = —q(A,v) je konkdvna. O

Dualna uloha

Pre funkciu 1 definovani vztahom (12) plati nasledujice tvrdenie.

VETA. Nech je x pripustné riesenie primarnej ulohy P a nech A > 0. Potom
pre kazdé v plati
f@) = v(Av).

DOkAz. Kedze plati g;(x) < 0 a zdroven \; > 0 pre 1 < i < /, tak plati aj
Zle Ai - gi(x) < 0. Naviac, hj(z) = 0 pre 1 < j < m, takze Z Vi -h(x)=0.

Preto
ZA - gi(x +ZVJ <0,
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L m
f(@) = f(z) + ZA ~gi(x) + ZVJ' ~hj (@)

J4 m
> il {@) + DA au(@) + Y vy hy(@)}
=¢yAv). O

Podla predchadzajicej vety pre kazdé pripustné rieSenie € F a pre kazdé A
a v, kde A > 0, plati f(x) > (X, v). Tento vztah plati aj pre optimélne riesenie
x* primarnej tlohy P. Znamend to, ze pre kazdé A > 0 a v je (A, v) dolné
ohranicenie pre f(x*). Samozrejme, najlepsie dolné ohranicenie ziskame, ked bude
(A, v) maximalne mozné. Ulohu

max (A, v)
D: A>0

AeR v eR™

kde ¥ (A, v) je definovand vztahom (12), nazyvame dudlna tloha k primérne;
ulohe P.

DEFINICIA. Nech je * optimdlne rieSenie P a (A*, v*) nech je optimadlne riesenie
D. Vztah f(x*) > (A", v*) nazyvame slaba dualita. Ak plati f(x*) = (A*, v*),
¢ize ak maju ucelové funkcie P a D rovnaké optimalne hodnoty, vtedy hovorime,
ze plati silna dualita.

Ako sme ukazali, slaba dualita plati vzdy. Silna dualita vzdy neplati, niekedy
vSak splnena je.

Ulohu
min f(x)
gi(x) <0 1<i</
A-x=0>b
reD
kde f, g1, .., ge st konvexné funkcie a A je matica typu (m x n), nazyvame tloha

konvexného programovania. Pripomenme, ze —¢ (A, v) je konvexnd vzdy. Ak
v tulohe konvexného programovania existuje pripustné rieSenie & € F také, ze
gi(x) < 0 pre vSetky ohraniCenia tvaru nerovnice, vtedy hovorime, ze tloha Spiﬁa
Slaterovu podmienku. Ak iloha konvexného programovania spfﬂa Slaterovu
podmienku, tak silnd dualita plati. Dokonca staci, aby boli nerovnice g;(x) < 0
splnené pre nelinedrne funkcie g; (kedze niektoré z ohrani¢eni mézu byt linedrne),
a uz vtedy silnd dualita plati.

V Kapitolach 7 a 8 budeme riesit ilohy konvexného programovania, ktoré spfﬂajfl
Slaterovu podmienku. Znamena to, ze budeme riesit ulohy, pre ktoré silnd dualita
plati.
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Sedlovy bod

Silna dualita plati aj vtedy, ked ma Lagrangeova funkcia L(x, A, v) sedlovy bod.

DEFINICIA. Majme funkciu F(x,y) : R" x R? — R, kde « € R" a y € RP. Ak
plati
in {F(x,b); = F(a,b) = F
min {F(z,b)} = F(a,b) = max {F(a,y)},
tak (a,b) je sedlovy bod funkcie F.

VETA. Ak je (a,b) je sedlovy bod funkcie F, tak

pus i (F@ )} } = Flao) = iy { s (P} )

DOKAZ. Zjavne pre kazdé (a’,b") plati

min {F(2,b)} < F(a',b) < max {F(a',y)}.

Teraz si zvolime za b’ taki hodnotu y, pre ktori je ming F'(x, y) maximéalne a za a’
si zvolime takd hodnotu x, pre ktord je max, F'(x,y) minimélne. (Predpokladame,
ze také hodnoty a’ a b’ existuji.) Potom

max{ min {F(w,y)}} = min {F(z,b)} < F(a',b') <

yeRP ( zeR™ xrER™

< max {F(a’,)} = min { max {F(w,y)}} :

Naopak, kedze (a, b) je sedlovy bod, tak plati

max{ min {F(:I:,y)}} > min {F(x,b)} = F(a,b) =

yeRP ( zeR™ xER™

= max {F(a,y)} > ;Ieliﬁg{gle%{F(w,y)}}7

¢o spolu s predchéadzajicou nerovnostou dava tvrdenie vety. [J

Této veta plati (s istou ddvkou opatrnosti) aj ked max nahradime sup a ked
min nahradime inf. Predpokladajme, ze ma Lagrangeova funkcia sedlovy bod
(u, (v, w)), cize

inf {L(z,v,w)} = L(u,v,w)= sup {L(u,\,v)}.
z€D AR’ , vER™

Potom podla vyssie uvedenej vety plati

il,lls { igf {L(:c, A, 1/)}} = L(u,v,w) = igf { S>\17113 {L(:c, A, 1/)}} ,

kdex € D, A e Rﬂ a v € R™. Co tvrdia jednotlivé strany tejto rovnice?

l m
inf {7(@) + Y N-gil@) + vy hy(@)} = v ).

xeD
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Preto

sup { inf {L(z, A, I/)}} = sup  {v(A\v)} = (A", ")

AER! ,veRm - ®ED AER, , vER™

ak ma D optimadlne riesenie (A*,v*). Naopak

sup {f(w)ﬁ-i)\zgl(;p)_FiV]h]<w)}:{f($> ak x € F,

AERY , veR™ = ak x ¢ F.

Totiz ak g;(x) > 0 pre nejaké i, 1 < ¢ < £, tak zvolime \; — oo a dostaneme
sup = oo. Naopak, ak hj(x) # 0 pre nejaké j, 1 < j < m, tak pre h;j(x) > 0 zvolime
v; — 00 a pre hj(x) < 0 zvolime v; — —oo. V obidvoch pripadoch dostaneme opét
sup = oo. Preto

inf { sup {L(m,A,y>}}::ggg{f1m)}::f(m*)

zED L \er! ,verm

ak méa P optimélne rieSenie *. Odvodili sme tvrdenie

VETA. Ak md Lagrangeova funkcia L(x, A, v) sedlovy bod (u, (v, w)), P md op-
timdlne riesenie x* a D md optimdlne riesenie (A*,v*), tak potom x* = u a
(A", v*) = (v,w). Naviac, plati silnd dualita, ¢ize f(x*) = p(A*, v*).

PRIKLAD. K tlohe
min 2
P: 3—x <0
reR
zostrojte dudlnu ulohu D, ngjdite optimum P aj D a zostrojte diagram Lagrangeovej
funkcie.
RIESENIE. Dudlna tloha je
max ()
A>0
AeR

avSak 1(\) eSte musime urcit. Zostrojime Lagrangeovu funkciu
L(z, ) =2* + \(3 — ).

Teraz ¥(\) = inf,cr {x2 + A3 — x)}, pricom infimum uréime pomocou derivacie.
KedZe grafom z? + A\(3 — ) je parabola ,chvostami nahor“, kriticky bod bude
minimum. Rovnica

(z2+A3-2) =20 -A=0

ma rieSenie x = % Preto
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Dostavame
max —%2 + 3\
D: A>0
AeR

Zjavne riesenim P je 2* = 3 s hodnotou uéelovej funkcie 32 = 9. Naopak, riesenim
D je \* =6, kedy ( — %2 + 3)\)/ = 0 a zaroven \ > 0, s hodnotou tcelovej funkcie
—% +3-6=29. Cize plat{ silnd dualita.

Teraz uz pozname funkciu ¢(A) = inf, {L(z,A)} a vieme, ze vtedy z = 5. Ako
vsak vyzerd supy { L(z, A) }? Plat{

oo ak3—xz>0

sup {L(z,\)} =sup{z®+AX3—-2)} =¢ 9 ak3—-2=0
A>0 A>0 9
x¢ ak3—z<0
totiz v prvom pripade A — 0o, v druhom moze mat A fubovolni nezaporni hodnotu,
a v tretom A = 0.

Nase zistenia sme zakreslili do Obrazku 18, ktory mé iné skalovanie na osi x
nez na osi A\. Kétami sme oznaéili hodnotu L(x, \) pre mrezové body (z,\) € Z2,
1<z<5a0<)\<9. Grafom L(z, \) je hyperbolicky paraboloid, ¢o je priamkova
plocha. Jedna siet priamok je nad podorysom x = c¢ a druhd nad x — A = c.
Cervenou ¢iarou sme vyznacili 1()\) a zelenou supyso{L(z,\)} ako éast L(z, \).

(Pripomenime, Ze pre x < 3 je supy {L(:z:, )\)} = 00 pre A — 00.)

o
A
91 19+ 13+ 9f 7+
84 17+ 12+ 9+ 9+
74 15+ 11+ 9+ /9+ 11+
61 13+ 10+ 9F 10+ 13+
51 11+ 9+ /91 11+ 15+
41 9+ 87 9r 12+ 17+
34 7+ /7+ 9f 13+ 19+
21 54 6+ 9O 14+ 21+
11 /3+ 5+ 9 15+ 23+
14 9-3—16+4—25+5—“”

Obrézok 18

Vsimnime si, ze hoci ma Lagrangeova funkcia z predchézajiceho prikladu v (3, 6)
sedlovy bod, tak 1(\) a najmé supysq {L(x,A)} maji komplikovanejsi priebeh.
Podobne komplikované to bude vzdy, lebo L(x, A, v) je v (A, v) linedrna funkcia.
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Vyuzitie duality

Dualita ddva dobru podmienku na zastavenie iteracného algoritmu. Totiz ak je
@ pripustné rieSenie primarnej tilohy P a (A, v) je pripustné riesenie duélnej tlohy
D, pricom f(x) — (A, v) < €, tak algoritmus mozeme ukoncit.

Duéalna iloha D moéze byt jednoduchsia ako primarna tloha P. To preto, ze
(A, v) je za kazdych okolnosti konkdvna, ¢ize

min — (A, v)

-A<0

AeR v eR™

je tloha konvexného programovania. Problém je, Ze 1 (\, ) vo v8eobecnosti (ak nie
su funkcie f, g; a h; ,pekné“) nedokdzeme analyticky vyjadrit. Vieme vsak, ze ak
st v P iba ohranic¢enia tvaru nerovnic a & je rieSenie ulohy inf,cp {L(:I:, )\)}, teda

ked () = (&) + Si_ \i - g:(&), tak

T

V(A) = (91(2), - ... 9¢(®))

Na tomto pozorovani je zalozeny primarno-dudlny algoritmus Uzawova metdda,
pozri Kapitolu 8.

Karushove-Kuhnove-Tuckerove podmienky

Ukézeme si, ze ak pre ulohy P a D plati silnd dualita, tak si KKT podmienky
vo vnutornom bode definicného oboru D splnené.

Nech je * optimélne rieSenie primarnej ilohy P, pricom x* je vnitornym bodom
D, a nech je (A*,v*) optimdlne rieSenie dudlnej ulohy D. Potom plati

4 m
flat) = o) = inf {F(@)+ YN i)+ v hy(e)} <
4 m
<@+ YN i) + 3wy () < f27).

Tu prva nerovnica je splnend trividlne a druhd plati preto, ze A} - g;(x*) < 0 a
vi - hj(x*) = 0. Dostali sme f(z*) < f(x*), ¢o znamend, ze vsetky nerovnice
musia byt splnené ako rovnice. Teda A} - g;(x*) = 0 pre 1 < i < /. Naviac,
infcrn {L(m,/\*,l/*)} sa dosahuje pre konkrétny bod & = x*, ¢o spolu s tym,
ze x* je vnutornym bodom D znamend, ze v x* su vSetky parcidlne derivécie
L(z, \*,v*) podla z-ov nulové. Cize VpL(x*, A*,v*) = 0. Ziskavame nutné pod-

mienky na to, aby bolo pripustné riesenie *, ktoré lezi vo vnutri defini¢ného oboru
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D, optiméalnym rieSenim P. Musia existovat A* € Rﬂ_ av* e R™ také, ze

Ve L(*, X", v*) =0
gi(x") <0 1<:¢<
>0 1<i<t (13)
Alcgi(xt)=0 1<i<{
hia)=0 1<j<m

¢o su prave KKT podmienky. Treba vSak zdoraznit, ze tu sme ich odvodili za
predpokladu, ze plati silnd dualita.

Cvicenia

CVICENIE 5.1. Ukéazte, ze ked zostavime dualnu tlohu tak, ako sme ju definovali
v tejto kapitole pre tlohu linedrneho programovania, tak dostaneme presne t1 tlohu,
ktord sme oznacili za dualnu v prvej kapitole.

CVICENIE 5.2. Majme tlohu
min x
22 <0
reR

Vsimnite si, Ze sa jednd o ulohu konvexného programovania, ktord nema vnuatorny
pripustny bod. Zostrojte 1¥(\) = inf, L(x, A) a ndjdite optiméalne rieSenie priméarne;
aj dudlnej dlohy. Urcte sup, L(z, A) a zostrojte diagram analogicky Obrazku 18.
M4 Lagrangeova funkcia L(z, \) sedlovy bod? St pre optimdlne riesenie z* splnené
KKT podmienky?

CVICENIE 5.3. Plati v Cviceniach 4.3, 4.4, 4.5 a 4.6 silna dualita?

CVICENIE 5.4. Majme tlohu konvexného programovania
2
minz“ + 1

(z—2)(x—5)<0

1. Pre primarnu 1ilohu

a) Urcte ucelovi funkciu f a funkcie ohraniceni g a h.
b) Néajdite mnozinu pripustnych rieseni F, optimalne rieSenie z* a hodnotu
ucelovej funkcie v z*.
c) Vykreslite v jednom obrazku f(x), F, * a p* = f(z¥).
2. Pre Lagrangeovu funkciu

a) Urcte Lagrangeovu funkciu L(z, \) a vykreslite ju.
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b) Vykreslite grafy funkcif f(z) a1()) ako krivky (z,0, f(z)) a (z(A), A, ¥(N)),
pozri dudlnu tlohu nizsie.
c) Graficky overte, ze plati p* > () pre vSetky A > 0.
d) Vyreslite L(x, A) aj v obrdzku pre primérnu tlohu pomocou Manipulate cez
A
3. Pre dualnu dlohu

a) Sformulujte dudlnu ulohu s tGéelovou funkciou ).

b) Vykreslite funkciu ().

c) Vypocitajte a vykreslite dudlne optimdlne rieSenie A* a hodnotu d* duélnej
ucelovej funkcie v \*.

d) Overte, ¢i plati silnd dualita p* = d*.

4. N4jdite primarne a dudlne optimé aj pomocou KKT podmienok.

CVICENIE 5.5. Majme tlohu konvexného programovania

min 7 + 23

(1 = 1)+ (z2 — 1)?
(21— 1)* + (22 4+ 1)?

V zavislosti od volby parametra r st tri moznosti:

- Optimalne riesenie neexistuje (mnozina pripustnych rieseni je prazdna).
- Optimélne rieSenie lezi na hranici mnoziny pripustnych rieseni.
- Optimélne rieSenie lezi vo vnutri mnoziny pripustnych rieseni.

Zvolte parameter r tak, aby optimalne riesenie lezalo na hranici mnoziny pripust-
nych rieseni, ale aby sa nedosahovalo v bode (0, 0), ¢ize aby sa nedosahovalo v glo-
balnom minime ucelovej funkcie. Dalej pokracujte ako v Cviceni 5.4 a vykreslite
vsetko, ¢o dokazete. Lagrangeovu funkciu L(z1,x2, A1, A2) vykreslite pomocou Ma-

nipulate cez A1, Ay spolu s ucelovou funkciou f(z1,x2) a mnozinou pripustnych
rieSeni F.
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6 Ulohy s ohraniceniami tvaru rovnic

V tejto kapitole budeme riesit tlohy konvexného programovania s linedrnymi
ohranic¢eniami tvaru rovnic. Najprv vSsak budeme riesit tlohu bez ohraniceni

min f(x)

CEGDf

kde f je spojitd, konvexnd, dvakrat spojito diferencovatelnd funkcia a Dy je kon-
vexna mnozina.

Newtonova metdda

Podobne ako v tlohach linedrneho programovania, nase algoritmy budu iteracné
a budu zalozené na Newtonovej metéde. Predpokladajme, ze sme v bode x, ktory
sme dostali v poslednej iteracii a chceme z neho najst novy bod s nizSou hodnotou
funkcie f. Kedze f je dvakrat spojito diferencovatelna funkcia, moézeme ju aproxi-
movat pomocou Taylorovho rozvoja druhého radu

flx+d) = f(x)+ Vi) d+3d" Vf(z)-d. (14)

V dalsom nebudeme tlohu riesit pre funkciu f, ale pre kvadraticki funkciu f
s n-rozmernou premennou d, pretoze tato funkcia je jednoduchsia. Ak chceme najst

smer d minimalizujici f(x + d), musia byt vSetky parcidlne derivécie rovné 0. Zo
vztahu (14) dostavame

Vaf(@+d) = Vf(z)+ Vif(x) - d=0

7 ¢oho ziskame

d=-V>f(x)™'-Vf(x).

Tuato hodnotu nazyvame Newtonov krok (Newton step) a znatime ju Az,;.
Teda
Az, ==V f(z)™ - V().

Znamena to, ze Ax,; ziskame ako rieSenie rovnice
2
Vif(x) Az = —Vf(x). (15)
Teraz urcime, aké vylepSenie ndm ponika nasa aproximécia, ked sa posunieme

z bodu « do « + Ax,,;, pozri Obrazok 19. Kedze f je dvakrat spojito diferenco-
vatelnd, Hessova matica f je symetricka, ¢ize V2f(x)T = V2f(x). Lenze potom je
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symetricka aj V2f(x) !, cize (sz(w)_l)T =V2f(x)~!. Mame

[(@) = f@+ Azw) = f@) = [[(@) + V(@) (= V2 (@) V(@))+

(= V(@) V@) V(@) (- V(@) V@)
= Vf(@)" V(@) V(@) - iV @) V(@) V(@)
—1V/(@)" - V3 f (@) Vf(@).

Hodnotu

Aut() = V()T - V2 f(2) 1 V f ()

~

nazyvame Newtonov decrement. Plat teda, ze f(z) — f(@ + Axyy) = $ A0 ()2

Situacia je ozrejmenad na Obrazku 19, kde d predstavuje l'ubovolny nédsobok New-
tonovho kroku, ¢ize d =t - Ax,,;.

)

:c T+ Az, d
Obrézok 19

Newtonov decrement mozno vyjadrit aj pomocou Newtonovho kroku. Z vyrazu
(15) ziskame
V@)= -V>f(z) Azy

a dosadenim do \,;(x)? dostdvame

Mt (@) = (V2f (@) - Awnr)” - V2f(2) 7" - (V2 (@) - Azpr)
= Azl V*f(x)! - Az,
= Azl V?f(x) Az, .

Teda

Ant(x) = \/szt V2f(x) Axpy .

Ked teraz prenasobime (15) zlava Az, dostavame
Mi(2)? = Axl, - V2f(x) - Az = —Axl, - Vf(x).

Postup, ktory sme opisali, dava nasledujici algoritmus.
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ALGORITMUS: Newtonov algoritmus.
Vstup: « € Dy, presnost € > 0.
Begin
Repeat Begin
Vyrie§ V2f(x) - Axp = —Vf(x);
Ane(2)? = =V (@) - Az
Quit If MtT(m)z < g
x=x+ Ax,;;

End;
End.

Jednotlivé iteracie Newtonovho algoritmu st znazornené na Obrazku 20 pre
funkciu jednej premennej f(z) = e~ 4 e, pricom sme za pociatoény bod zvo-
lili z° = —6. Dalsimi iterdciami, ktoré sme ziskali kvadratickymi aproximéciami, si

! = —5,00001, 22 = —4,0001 a 2® = —3,00077.

Obréazok 20

Poznamenajme, ze klasicky Newtonov algoritmus hfada nulovy bod funkcie po-
mocou derivacie. Zdalo by sa, ze tu pouzivame iny algoritmus, pretoze nehladame
nulovy bod, ale extrém, naviac pouzivame nielen prvé, ale aj druhé parcidlne de-
rivdcie. AvSak my v skuto¢nosti hladdme kriticky bod funkcie f(x), ¢ize riesime
rovnicu Vf(x) = 0, kde Vf(x) je viachodnotova funkcia. Ked teraz vo vztahu
(3) (pozri kapitolu 2) zvolime F(x) = Vf(x), tak DF(x) bude Hessova matica
V2 f(x), ¢ize dostaneme vztah (15).

Backtracking line search
Priama Newtonova metéda, tak ako sme ju opisali v predchadzajicej casti, sa

nepouziva. Funkcia f je iba aproximéciou f, preto nemusi byt najvyhodnejsie po-
sunut za z  do bodu &+ Ax,,;. Ak chceme ziskat bod s najlepsou hodnotou tcelovej
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funkcie, mali by sme vyriesit tlohu

min f(x + t - Ax,y)
t>0

¢o je optimalizacnd tloha funkcie jednej premennej ¢, a posunut sa z & do bodu
x +t* - Ax,;. Takyto postup sa nazyva exact line search a vyuziva sa napriklad
pri gradientnej metdde s optimalnym parametrom. Exact line search je znédzorneny
na Obrazku 21 pre funkciu f(z1,x2) = 0:5(@1=V3r2) 4 (0,5(VBe1—a2) 4 et pricom
x = (-0,5;-1,5) a Az = (—0,3;1). Bod g5 je hfadané optimum.

\“

-2f

Obrazok 21

My budeme pouzivat iny postup, ktory nevyzaduje rieSenie optimalizacnej tilohy.
Budeme pouzivat Backtracking line search.

ALGORITMUS: Backtracking line search.
Vstup: € Dy, smer Az, o € (O, %) ape(0,1).
Begin
t=1;
While f(x +t-Ax) > f(z)+a-t-Vf(x)T - Az Do Begin
t=p-1
End;
End.

Princip préace algoritmu Backtracking line search je zndzorneny na Obrazku 22.
Priamka y = f(x) + Vf(z)? - (t-Az), ¢ize y = f(x) +t-Vf(x)! - Az v premennej
t je dotycnica ku grafu funkcie f v bode . Teraz ak zmiernime sklon tejto priamky
(vsimnime si, ze @ < 1, dokonca plati 0 < a < %), tak kedze f je konvexnad, priamka
y=f(x)+a-t-Vf(x)' Az moze pretat graf funkcie f. Algoritmus potom néjde
takd hodnotu parametra ¢, pre ktord f(z) + «-t-Vf(z)T - Az nie je pod grafom
funkcie f.

Algoritmus skon¢i bud hned ako za¢ne pre t = 1 (to sa stane v pripade, ked
je Ax malé), alebo skonéi pre t € (8- tP,tP), kde tP je hodnota, v ktorej sa grafy
funkcie f(x+t-Az) a priamky f(x)+a-t-Vf(x)? - Az pretnd. Iterdcie algoritmu
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Backtracking line search st znazornené na Obrazku 22, pricom t; = S-tg, to = [-t1
a porovnavame hodnoty v ¢iernych bodoch. V tomto pripade algoritmus skonéi pre
t = to.

N f@)+atVi@)-Aw

f(x+t-Ax)

L iy
f(@) +t-Vf(@) - 2 "t to=1

t=0

Obrézok 22

Vsimnime si, ze ked Ax bude Newtonov krok, tak v Backtracking line search
testujeme podmienku

flx+t-Axy) > f(x) +a-t-Vie) Az,

pricom Vf(x)l - Az, = —\pi(2)?, kde \p¢(x) je Newtonov decrement.

Tlmeny Newtonov algoritmus

Teraz uz mozeme uviest iterativny algoritmus, ktory riesi minimalizac¢nti tlohu
bez ohraniceni. Tento algoritmus je zalozeny na Newtonovej metode a vyuziva Back-
tracking line search.

ALcorITMUS: Tlmeny (damped) Newtonov algoritmus.
Vstup: « € Dy, presnost € > 0.
Begin
Repeat Begin
Vyrie§ V2f(x) Az, = -V f(x);
Ane(®)? = =V (@) - Az
Quit If ’\tT(‘”)z <s
Urci ¢ pomocou Backtracking line search;
r=x+t Ax,y;
End;
End.

V dalsom budeme upravovat tlmeny Newtonov algoritmus, ¢ize budeme aj dalej
vyuzivat Backtracking line search.
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Ulohy s linearnymi ohranic¢eniami tvaru rovnic

Teraz prejdeme na tlohy s linedrnymi ohranic¢eniami tvaru rovnic

min f(x)
A-x=0>b
CEGDf

Tu A je matica typu (m x n), pricom m < n, f je dvakrét spojito diferencovatelna
konvexnd funkcia a Dy je konvexna mnozina. Lagrangeova funkcia je

L(z,v) = f(x) +v? - (A-x —b).

Ked?ze nasa tuloha konvexného programovania nema ohranic¢enia tvaru nerovnic, tak
spfﬂa Slaterovu podmienku (pozri predchddzajicu kapitolu). Teda pre nu plati silné
dualita, ¢o znamend, ze optimélne rieSenia primarnej ulohy x* a dualnej ulohy v*
spliiaji KKT podmienky (13) ak je * vnitorny bod Dy. Potom pre (x*,v*) plati

VeL(x*,v*) = Ve f(x*) + AT .v* =0

16
A-z¥=0b (16)

Vsimnime si, ze gradienty ohraniceni su riadky matice A. Teda nasa tuloha spiﬁa
LICQ podmienku prave vtedy, ked su riadky A linearne nezavislé. Nuz a podla
vety na strane 40 ked tloha konvexného programovanie spfﬂa LICQ podmienku a
x je vnutorny bod Dy, tak si KK'T podmienky nielen nutné, ale aj postacujice na
existenciu globalneho extrému.

Pripad konvexnej kvadratickej funkcie

Najprv budeme tlohu riesit v pripade, ze je f konvexna kvadraticka funkcia.

Vtedy
fl@)=3z" P-xz+q" - z+r,

kde PP je symetrickd kladne definitnd matica typu (n x n), ¢o znamena, ze pre kazdé
z € R"\ {0} plati 27 -P- 2z > 0, dalej q je vektor z R™ a r € R. Viimnime si, ze
Dy =R".
Z KKT podmienok (16) dostavame, Ze pre optimalne riesenie (x*, v*) ma platit
VeL(x*,v*) = Vo f(x*)+ AT - v* =P-x* 4+ q+ AT -v* =0
A-x"=b

(%) )= (%),

¢o je systém n + m linedrnych rovnic o n + m neznamych. Ak je matica systému
reguldrna, tak tloha splna LICQ podmienku a jedinym rieSenim je

()= %5) ()
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Ak v8ak matica systému nie je regularna, tak tloha LICQ podmienku nespiﬁa.
V takom pripade ak systém ma rieSenie, tak vSetky rieSenia su optimad, a ak systém
rieSenie nema, tak tloha nema ziadne pripustné riesenie.

Zdoraznime skutocnost, ze ak je matica vyssie uvedeného systému regularna, tak
optimdlne rieSenie ulohy ziskame ako rieSenie systému linedrnych rovnic, ¢ize velmi
jednoducho.

Newtonova metéda pre linearne ohranicenia tvaru rovnic

Opat by sme mohli postupovat tak, ako pri odvodeni algoritmu pre tlohu bez
ohrani¢eni. Cize mohli by sme spravit aproximéciu f ucelovej funkcie f pomo-
cou Taylorovho polynému druhého radu a touto aproximaciou by sme nahradili f
v Lagrangeovej funkcii. Teraz vSak pouzijeme priamo Newtonovu metédu v tvare,
v akom sme ju uviedli v Kapitole 2.

Majme viachodnotovi funkciu F'(y), pricom hladdme jej nulovy bod. Teda riesi-
me rovnicu F(y) = 0. Newtonov algoritmus navrhuje posunit sa z bodu y v smere
Newtonovho kroku Ay,,, pricom Ay, je rieSenim sistavy linedrnych rovnic (3)

DF(y) - Ayne = —F(y),

kde DF(y) je Jacobiho matica funkcie F' v bode y.

Teraz aplikujeme tento postup na nasu tlohu. Podla (16) hladdme nulovy bod
funkcie F(x,v), kde

Faw) = (VA )

Jacobiho matica funkcie F' je

DF(z,v) = <V2£(w) “%T) .

Znamen3 to, ze ak je x pripustné rieSenie, teda ak x splina rovnicu A - x = b, tak
Newtonov krok (Ax,:, Av,,) ziskame vyrieSenim sustavy linedrnych rovnic

(40 %) (352 - (7).

Vsimnime si, ze ak A& = b, tak potom pre Iubovolné ¢ plati aj A-(x+t-Ax,;) = b.
Cize aj dalsi bod bude pripustnym rieSenim.
Newtonov decrement bude rovnaky ako v pripade bez ohraniceni.

Aut(@) = \/~Vf(@)T - Ay (17)

Opét plati, ze f(x) — infq {f(:v +d); A (x +d) = b} = Ay(2)?/2. Dostévame
nasledujuci algoritmus.
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ALCGORITMUS: Newtonova metdéda pre dlohy s linearnymi rovnicami.
Vstup: « € Dy, pre ktoré A - x = b, dalej v (hoci v = 0) a presnost € > 0.
Begin

Repeat Begin

Ur&i Newtonov krok (Ax,:, Av,:) a Newtonov decrement \,:();
Quit If A"tT(”’)Q <¢g;
Ur&i t pomocou Backtracking line search;
r=x+t Ax,y;
End;
End.

Newtonova metéda zacinajuca v nepripustnom bode

Teraz nas algoritmus pozmenime tak, aby sme ho mohli spustit z bodu « € Dy,
pricom & nebude nutne pripustny bod. Podla predchadzajicej casti mame néjst
nulovy bod funkcie

F(w,v) = (Vf(g);-ivl;, V*) |

pricom Jacobiho matica bude opéat

DF(z,v) = (Vzg(f”) ‘A?)T) .

Znamena to, ze Newtonov krok (Ax,,;, Av,;) ziskame vyriesenim ststavy linedrnych

rovnic
V2f(z) AT Az \ Vf(z)+ ATy
( A @)'(Aym)__( A-xz—b )

V algoritme uz nemé6zeme pouzivat Newtonov decrement \,:(x), pretoze hod-
nota ucelovej funkcie nemusi klesat. (Moze sa dokonca stat, ze sa hodnota tcelovej
funkcie sustavne zvysuje, avSak postupne prichddzame do mnoziny pripustnych
rieSeni.) Znamend to, ze sa Newtonov decrement nemusi zmensovat. V nejakom
kroku, ked sme este daleko od pripustného riesenia, moze byt Newtonov decrement

dokonca nulovy (to sa podla (17) stane vtedy, ked Az,; L V f(x)), ¢o by spdsobilo
predcasné ukoncenie algoritmu. Budeme preto pouzivat reziduum

r(z,v) = (’I“D(ZB,V)WP(:B’V)) )

kde
rp(x,v) = Vf(x) + AT - v a rpx,v)=A-x—b.

Cize rp a rp st rezidud ziskané z pravej strany ststavy. Tieto rezidud musia klesat,
pretoze (x,r) sa postupne blizi k nulovému bodu funkcie F'.
Tiez upravime Backtracking line search tak, ze bude postupovat podla normy 7.
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ALGORITMUS: Newtonova metdéda pre rovnice z nepripustného bodu.
Vstup: @ € Dy a v (hoci v = 0), presnost ¢ >0, a € (0,1) a 8 € (0,1).
Begin
Repeat
Ur&i Newtonov krok (Ax,:, Av,,) vyrieSenim sistavy linedrnych rovnic

(74 %) (322) - (")

t=1, { backtracking podla normy r }

While ||r(z 4t - Azpe, v+t - Avyy)|| > (1 —at) - ||r(z,v)|| Do Begin
t=p3-1

End;

r=x+t - Az, Vv=v-+1t Avy;
Until (A-w:b And Hr(:c,l/)||<€);
End.

Ak bude v algoritme po prechode While cyklom ¢o len raz ¢t = 1, (alebo ak
tento cyklus raz preskoc¢ime), ¢ize ak bude * = x + Az, a v = v + Ay, tak
od toho okamihu budu vsetky dalSie iteracie pripustné rieSenia. Tiez si vSimnime
podmienku ukoncenia algoritmu. Z hladiska implementéacie na pocitaci A -x = b
znamend, ze ||A - x — b|| < e.

Eliminacia rovnic

Ulohu
min f(x)
A-x=>b
x €Dy

mozeme rieSit aj ind¢. Mozeme vyuzit skutocnost, Ze linedrne ohranicenia tvaru
rovnic v podstate iba znizuji rozmer (dimenziu) tlohy.

Pripomenme, ze A je matica typu (m x n), kde m < n. Upravme A pomocou
Gaussovej elimindcie na tvar (I A). Tu je I matica typu (m x m) a A je typu
(m x (n—m)). (V skutoénosti mézu byt stipce vyslednej matice (I &) trochu popre-
hadzované.) Kedze ekvivalentné riadkové operacie na A zodpovedaju nésobeniu A
reguldrnou maticou zl'ava, tak plati A = P- (I A), kde PP je nejaké reguldrna matica.
Zvolme

Kedze plati
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tak st riadky FZ kolmé na riadky A, pricom F7 je typu ((n—m) x n). Znamend
to, ze FT je matica, ktorej obraz je jadro A. Teda A -y = 0 plati prave vtedy, ked
je y! linedrna kombindcia riadkov FT. Preto je nasa tloha s ohrani¢eniami tvaru
rovnic ekvivalentna s dlohou

min f(F - z + x°)
zeR"™™ND

ktora uz ohranicenia tvaru rovnic nemé. Tu z° je jedno rieSenie ststavy A -x = b
a - z je linedrna kombindcia stlpcov F (¢ize riadkov FT). Ked oznaéime funkciu
f(z) = f(F-z+x), dostavame, Ze nas problém je ekvivalentny s tilohou
min f(2)
zeR"™™ND 7

pricom Dy este potrebujeme urcit. Tymto sa tu zaoberat nebudeme. Ukdzeme si,
ako mozno z riesenia posledne uvadzanej ulohy ziskat rieSenie povodnej ilohy. Naj-
prv vSak odvodime jeden vztah.

Nech je ¢ = q(x) funkcia n premennych a E nech je matica typu (n x (n—m)).
Uvazujme ¢(z) = q(E - z + b) a zostrojme gradienty V,q(z°) a Vzq(x°) pre =° a
z° vyhovujuce vztahu x° = E - 2°. Plati

aZiQ(zo) 82 Q(el ) Z +Cl7"'7en,i 'ZzL') +C:1) =

=32 f(x°) - eri+ o+ 5 f(2°) et = (eris- - n) - Voa(a®)

kde c‘7 su konstanty, ¢ j

F1(9(0), () = 12, (900 h>>‘7
<i<

e] i - 28. (Vo vypocte sme vyuzili znamy vztah
g'@t)+ 11, (g(t), h(t)) - W (t).) Kedze tento vypocet
je spravny pre kazdé ¢, 1 n—m, dostavame V,q(2z°) = ET - V,q(z°). Pre nasu
tilohu z toho plynie, ze V, f(2°) = IFT Ve f(x°), ak x° =F - 2° + V.

Teraz nech je z* optiméalne rieSenie redukovanej dlohy bez ohraniceni. Potom
pre optimélne riesenie (x*,r*) pévodnej tlohy a jej dudlu plati

=F. - z*+° a vi=—(A-AT)T AV f(xh).

Je zrejmé, ze optimédlnym rieSenim povodnej ilohy je x*, avSak optimalita v* na
prvy pohlad zrejmé nie je. Na to potrebujeme podla KK'T podmienok ukazat

Vel(x*,v*) =0,

Vi) + AT (= (A-AT)TL A V(")) =0.

To ukazeme tak, ze vynasobime vektor na lavej strane rovnice regularnou maticou.
Ak bude stéin nulovy vektor, musi byt vektor na lavej strane nulovy (kedze stlpce
reguldrnej matice su linedrne nezavislé). Kedze uz vieme, ze

(%)
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je reguldrna matica, vynasobime lavi stranu rovnice prave touto maticou. Sucin
rozdelime na dve ¢asti. Najprv vynasobime l'avii stranu maticou F? a potom mati-
cou A. Dostavame

7|V (@) + AT (= (A-AT) -4V /(2")
V(@) + (BT ATY - (— (A AT) ALV f(at) =
=V.f(z")+0- (—(A-AT)T - A-Vf(z) =0
pretoze V, f(z*) = 0. Okrem toho

A[VF@) + AT (= (h-AT)T A Vi@Y)] =
—A-Vf(a)— (A-AT)-(h-AT)" - A-Vi(@") =
=A-(Vf(@*)-Vf(z*))=0.

Znamen3 to, Ze v* je naozaj optimélne rieSenie dudlnej tlohy.

Cvicenia

CVICENIE 6.1. Ked sme uvazovali konvexnu kvadraticka funkciu, tak sme od-
vodili, ze optimum pri ohrani¢eniach tvaru rovnic ziskame, ked vyrieSime sustavu
linedrnych rovnic. Preco sa takto jednoducho nedali riesit tlohy linedrneho pro-
gramovania? Ved tam bola ucelova funkcia dokonca linedrna a nie kvadraticka.

CVICENIE 6.2. Ukazte, ze ked v algoritme ,Newtonova metéda pre rovnice z ne-
pripustného bodu® zvolime v nejakej iteracii t = 1, tak vSetky dalSie body @ uz budu
pripustné riesenia.

CVICENIE 6.3. Pomocou Newtonovej metddy vyrieste ilohu bez ohranicent
min f(x) = f(x1, xp) = ™ 7372 4 217372 4 o1

1. Vykreslite ucelovi funkciu pomocou Plot3D aj pomocou ContourPlot pre hodnoty
(x1,22) € (—=2,1) x (—1,1). Pre jednoduchsie naprogramovanie algoritmu je vhodné
vSetky funkcie definovat ako funkcie vektorovych argumentov, teda napriklad tucelo-
vi funkciu f(x) = f(z1, z2) definovat ako f[{x;1_, 2-}]. Potom je mozné f pouzivat
ako f[x], kde x je dvojzlozkovy vektor.

2. Definujte

a) Gradient Vf(x). Vykreslite —V f(x) pomocou VectorPlot.

b) Hessovu maticu Hy(z) = V2 f(x) a graficky overte, Ze je pozitivne semide-
finitna (hlavné minory si nezédporné), ¢ize f(x) je konvexna funkcia.

c) Newtonov krok Az, = —H;l(m) -V f(z), nakreslite ho pomocou funkcie
VectorPlot a porovnajte s grafom v casti a).

d) Newtonov decrement \?(z) = Vf(z)T - H;l(w) -V f(x).
Kvoli zrychleniu algoritmu a vykresfovania je vhodné tieto veli¢iny definovat
tak, aby sa vypocitali symbolicky iba raz na zaciatku (treba pouzit ,=“ a
nie ,:="), aby sa pri vy¢isfovani uz len dosadzovalo.
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3. Naprogramujte priamu Newtonovu metédu (¢t = 1), pricom za Startovaci bod
zvolte ° = (—0,9; 0,7).

4. Vizualizujte kroky algoritmu ako loment ¢iaru na grafe ContouPlot f(x) spolu
s VectorPlot Ax,,;.

5. Naprogramujte pomocné algoritmy.

a) Exact line search. Vytvorte funciu Fxact|z_, Ax_], ktord vrati ¢ minimali-
zujice f(x +t- Ax).

b) Backtracking line search. Vytvorte funciu Backtracking|x_, Ax_], ktord vra-
ti t podla algoritmu Backtracking line search.

6. Naprogramujte tlmeny Newtonov algoritmus (¢ < 1), ¢ize na vypocet pouzite
algoritmy z casti 5.
7. Porovnajte fungovanie algoritmov (kroky algoritmu, pocet iteracii, vypoctovy
cas):

a) Priamej Newtonovej metddy.

b) Tlmenej Newtonovej metddy s Exact line search.

¢) Tlmenej Newtonovej metédy s Backtracking line search.
Vypisujte t v kazdej iteracii.
8. Pre gradientni metdédu (krok definovany ako Ax = —V f(x)) urobte porovnanie
ako v casti 7.
9. Porovnajte Newtonovu a gradientnu metodu.

CVICENIE 6.4. Pomocou Newtonovej metédy pre tlohu s ohrani¢eniami tvaru
rovnic vyrieste

min f(x) = (1 + 1)* + 3(z2 — 1)? + (23 — 1)?

CL’1—$2+$3:0,3

Otvorte si predpripraveny sibor a doplitte v iom chybajice casti. Pre jednoduchsie
naprogramovanie algoritmu je vhodné definovat vsetky funkcie ako funkcie vek-
torovych argumentov. Teda napriklad dcelovi funkciu f(x) = f(x1,z2,23) ako
fl{z1-, xa-, z3_}], respektive dudlne reziduum r4(y) ako rd[{xi_, za-, x3_, v_}].
1. Definicie.

a) Utelové funkcia f(x).

b) Gradient V f(x) a Hessova matica Hy(x) = V2f(x).

¢) Rezidud. Primarne r,(z,v) = A - & — b, dudlne ry(z,v) = Vf(x) + AT - v

a celkové r(x,v) = (rq, (z,v), ), (2, V)).
d) Jacobiho matica

Dr(z,v) = (VQIJ;(@ %T) .

Kvoli zrychleniu algoritmu a vykreslovania je vhodné tieto veliciny definovat tak,
aby sa vypocitali symbolicky iba raz na zac¢iatku (treba pouzit ,=“ a nie ,:=*), aby
sa pri vycislovani uz len dosadzovalo.

2. Naprogramujte priamu Newtonovu metédu (¢t = 1), pricom za Startovaci bod
zvolte ¥ = (1,55 —1 : 0) a ¥ = 0.
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3. Naprogramujte pomocné algoritmy.

a) Exact line search. Vytvorte funciu Exact[x_, Az_], ktord vrati ¢ minimali-
zujuice ||r(y +t- Ayl
b) Backtracking line search. Vytvorte funciu Backtracking[y-, Ay_], ktora vra-
ti t podla algoritmu Backtracking line search.
4. Naprogramujte tlmeny Newtonov algoritmus (¢ < 1), ¢ize na vypocet pouzite
algoritmy z casti 3.
5. Porovnajte fungovanie algoritmov (kroky algoritmu vo vizualizécii, pocet iteracif,
vypoctovy cas):
a) Priamej Newtonovej metddy.

b) Tlmenej Newtonovej metédy s Exact line search.
¢) Tlmenej Newtonovej metédy s Backtracking line search.

Vypisujte t v kazdej iterécii.
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7 ['J'lohy konvexného programovania

Budeme riesit ilohu konvexného programovania

kde D = Dy N Dy, N---N Dy, funkcie f,g1,...,ge st konvexné, dvakrat spojito
diferencovatelné, A je typu (m x n), pricom m < n, a existuje ° € F°, kde

Fo={xeD; g(x)<O0prel <i</laA-xz=>b}.

Znamena to, ze tloha (18) Spiﬁa Slaterovu podmineku, takze pre nu plati silna du-
alita a optimdlne rieSenie (v pripade, Ze nie je na hranici D) spfﬁa KKT podmienky.

Nech je x* optimélne rieSenie tlohy (18) a (A*,r*) nech je optimdlne riesenie
tlohy duélnej k (18). Potom podla KKT podmienok (pozri (13) v zavere Kapitoly 5)
plati

‘
Vi(x")+ Z)\:‘ Vgi(x*)+AT - v* =0
i=1
gi(x") <0 1<i<¢

A*>0
Af-gi(2") =0 1<i</
A-xz"=0b

Ulohu budeme riesit pomocou bariérovej funkcie metédou vntutorného bodu.

Bariérova metéda
Nech je _|(u) ,funkcia® definovand

J(u):{o ak u <0,

oo akwu>0.

Potom je tloha (18) ekvivalentna s tilohou
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min f(x) + é_](gi(w))

A-xz=0b

zecD
Problém je v tom, Ze _|(u) nie je diferencovatelnd (a vlastne to ani nie je funkcia).

Preto ju aproximujeme. Dobrou aproximéciou je (porovnaj s bariérou v linedrnom
programovani, ktori sme zaviedli v Kapitole 2, pozri Obrézok 2)

(u) = —(3) In(~u),

pricom pre velké t sa funkcia |(u) priblizuje k _|(u). V dalsom teda staci, ked
budeme riesit ulohu

win f(2)+ 3 (3 (- gi(2)
A-x=0b
xeD

pretoze pre t — oo sa bude riesenie tejto tlohy blizit k rieSeniu tlohy (18), pozri
Obrazok 3 v Kapitole 2.

Tato uloha uz nema ohranicenia tvaru nerovnic. Znamené to, ze ak je ucelova
funkcia tejto ulohy konvexna, mozeme pouzit metédy uvedené v predchadzajicej
kapitole.

VETA. Ak su f,qg1,...,9¢ konvexné funkcie, tak je konvexnd aj funkcia

L

f@)+Y —(3) n(—gi(=)).

=1

DOkAzZ. Nech 1 <i </, a,be Dy abe(0,1). Kedze g; je konvexnd funkcia,
tak plati

gi(9~a+(1—9)-b) <0-gi(a)+ (1-0) - g;(b). (19)

Teraz oznatme q(u) = — (1) In(—u). Kedze In(u) je konkdvna rastiica funkcia,
In(—u) je konkdvna klesajica a — In(—u) je konvexnd rastica. Teda g(u) je konvexna
rastuca, pretoze t > 0. Znamena to, ze

q(gi(0-a+ (1-0)b)) < q(0-gi(a) + (1-0)-g:(b)) < 0-q(gi(a)) + (1-0)-q(g:(b)) ,

pricom v prvej nerovnosti sme vyuzili vztah (19) a rasticost ¢, v druhej sme vyuzili
konvexnost q.
Kedze sucet konvexnych funkcii je konvexna funkcia, tak je konvexnd aj funkcia

f@)+ i —(3) In(—gi(x). O
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Vyraz ,
O(x) =— Zln ( — gz(:r:))

nazyvame logaritmicka bariéra. Neskor budeme v Newtonovej metéde potrebo-

vat V& (z) a V2®(x). Kedze %@(m) = Zle _gil(w) . %gi(m’), tak

Centralna cesta

Pre zjednodusenie vypoctu vyndsobime ucelovia funkciu t. Potom staci, ked
budeme riesit ilohu

¢
min ¢ - f(x) + > —In( — g;(x)) min ¢ - f(x) + ®(x)
i=1
A-x=0> cize A-x=b (20)
reD reD
pre t — oo.

DEFINICIA. Ak m4 dloha (20) pre kazdé ¢ jediné optimélne riesenie x*(t), tak tie-
to rieSenia tvoria krivku parametrizovani parametrom ¢ € (0, c0), ktora sa nazyva
centralna cesta (central path).

Vsimnime si, ze keby bola tloha (18) tlohou linedrneho programovania, pricom
jedinymi ohranic¢eniami typu nerovnic by boli ohrani¢enia na nezapornost pre-
mennych, tak by sme dostali centralnu cestu definovani v tvode Kapitoly 2.

Kedze (20) mé iba ohrani¢enia tvaru rovnic, Lagrangeova funkcia je

L(z,v)=t- f(z) + ®(z) +v’ - (A -z —b)

a z KKT podmienok dostdvame, ze okrem A - x*(t) = b a g;(x*(t)) < 0, kde
1 <4 <4, musi platit VL(x*(t),») = 0, ¢ize

t-Vf(x*(t) + Ve(z*(t)) + AT -0 =0,
¢o d& po rozpisani
0

LV )+ !

pre nejaké v.
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LEMA. KazZdy bod centrdlnej cesty x*(t) urcuje, spolu so zodpovedajicim vek-
torom v, dudlne pripustny bod (X*(t),v*(t)) povodnej dlohy (18). Pre tento dudine

pripustny bod plati X} (t) = —m, kde 1 <i </, av*(t)=p/t.

DOKAzZ. Isto A*(t) > 0. Lagrangeova funkcia pre pévodnu ilohu (18) je
L(z, A\, v) = +Z)\ cgi(@) +vT - (A-x —b)

a dudlna tucelova funkcia je
¢
YA ) =min {f(@) + Y A-gi(@) + 17 (A 2 —b)].
i=1

Pre A\ (t) = —m, 1 <i</{, av*(t)=v/t dostavame

¢
1
A (1), v*(t)) = mi { (x —-ﬁT-A-m—b}.
SO0 ) = min (1@ 43— e (A

Vyraz vo vnutri zlozenych zatvoriek je pre dané A*(¢) a v*(t) funkcia v premennej .
Této funkcia je konvexnd, pretoze si konvexné f, gi,...,gs a A*(t) > 0. Znamend
to, ze ak ma tato funkcia kriticky bod, tak tento bod je hladané minimum. Po
zderivovani dostaneme rovnicu

”””;m'w’*w>+z“"’=°~

—_

Ked ju porovname s (21) vidime, ze gradient je nulovy ak @ = x*(t). Preto je dané
(A*(t),v*(t)) dudlne pripustny bod (18) zodpovedajici =*(¢). O

Podrla lemy vieme, ze

Y(X*(t), v (t)) =L(x*(t), X (1), v* (1))
0

= F(@ () + SN - gi(@ (1) + 1 (0T - (A2 (1) — b) =

=1

Kedze podla slabej duality plati min f(x) > max (A, v), dostdvame dolnd hra-
nicu na optimélne rieSenie primarnej ulohy (18) a zaroven dobrd podmienku na
ukoncenie algoritmu. Ak % < g, kde € je presnost, tak mozeme skoncit.

Z predchédzajiceho a z (21) dostdvame KKT podmienky pre centralnu cestu.

Pre \; = m musi platit

¢
w)+Z)\i-Vgi(:c)+AT~V:0

A>0 o (22)

ANicgi(m)=—-1 1<i</{
A-x=0>b
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Ked tieto podmienky porovnidme s KKT podmienkami pre pévodnu tdlohu (18),
ktoré sme uviedli na zaciatku kapitoly, tak rozdiel je v podstate iba v tom, ze tu
mame \; - g;(x) = —1 anie \; - g;(x) =0, kde 1 <7 < /.

Priama metdéda riesenia
Podla predchddzajiceho, ak je € pozadovand presnost, tak staci zvolit ¢t = £/e
a vyriesit ulohu
L
min = - f(z) + ®(x)
A-x=0>b
xeD

pomocou Newtonovej metddy pre ohranic¢enia tvaru rovnic z predchadzajicej kapi-
toly. Pre malé ulohy, vhodne zvoleny pociatoény bod a presnost (¢ nesmie byt prilis
malé) tento postup funguje dobre. Avsak v ostatnych pripadoch nefunguje, pretoze
druhé derivacia bariérovej funkcie sa v blizkosti hranice meni prili§ rychlo. Preto
sa priama Newtonova metdda nepouziva.

Path-following metéda

Pouziva sa nasledujici algoritmus, ktory riesi postupnost loh, pricom zakazdym
je koncovy (vysledny) bod jednej ulohy zaciatoénym bodom dal3ej.

ALGORITMUS: Path-following bariérova metoéda.
Vstup: ° € Dy.f1, t >0, > 1, presnost & > 0.
Begin
Repeat Begin
CENTERING STEP
Zatni v ¥ a vypotitaj x*(t) ako riegenie dlohy

min ¢ - f(x) + ®(x)
A-x=b
reD

algoritmom ,,Newtonova metdda pre rovnice z nepripustného bodu” z Kapitoly 6;
x* =x*(t);
Quit If 2/t <¢;
t=pu-t; =¥ ==x*
End;
End.

Ako vyzera Newtonov krok v tomto algoritme? Podla predchadzajicej kapitoly
je rieSenim sustavy
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t-V2f(x)+ V2@ (x) AT Axpr \ t-Vf(z)+Vo(x)+ATv
< A @)'(Aym)__( A-x—b )

V tomto algoritme sa v kroku Centering step robi algoritmus z predchadzajice;j
kapitoly, teda v tomto jednom kroku budeme mat vela iteracii. V principe ne-
musime spocitat x*(t) s presnostou e, avSak tym vela neusetrime, pretoze medzi
,dostatoéne dobrou aproximéciou £*(¢)* a ,,presnou hodnotou x*(t)“ je iba zopar
krokov Newtonovho algoritmu.

Pre prilis malé g budeme mat privela iteracii algoritmu, na druhej strane pre
prilis velké p budeme mat privela iteracii v kroku Centering step. Vhodnou volbou
je u € (10, 20).

Vhodnou volbou na pociatocnt hodnotu ¢ je rieSenie tlohy

ntlinHt-Vf(:L‘O) +Ve(z®) + AT ||

Ak pozname duélne pripustny bod (A, v), tak vhodna pociatotnd hodnota je

14

") o)

Prva faza, najdenie = ¢ 7°

Zostéava opisat, ako najdeme tvodné riesenie & € F°, v ktorom spustime algo-
ritmus. (V skutocnosti by nam stacilo najst @ € D;.;y4, Cize pre & nemusi platit
A - x = b. Budeme tu vsSak pozadovat aj splnenie podmienky A -« = b, pretoze
chceme zistit, ¢i ma zadand tloha striktne pripustné riesenie. V pripade, ked tloha
striktne pripustné rieSenie neméd, by sme chceli zistit, ktoré ohranic¢enia sposobuju
problémy.) V tejto casti navrhneme novu ulohu, ktorej riesenim bude hladany bod
x € F°. Na rieSenie novej ulohy pouzijeme algoritmus opisany v tejto kapitole.
Ukézeme si Styri moznosti ako najst @ € F°, pricom zakazdym predpokladdme, ze
méme x° € D= Dy N Dy, N---NDy,.

1. moznost
Budeme riesit dlohu

min s

gi(x) <s 1<i<¥
A-xz=0b

rxeD
pricom na zaciatku volime s také, aby platilo g;(x°) < s pre vetky i, 1 < i < /.

Vsimnime si, ze ako sa s zmensuje, bod x sa blizi k mnozine pripustnych rieseni.
Nech je s* rieSenim tejto tlohy.

a) Ak s* < 0 tak tiloha m4 striktne pripustné riesenie a algoritmus ho néjde.
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b) Ak s* > 0 tak tdloha nem& pripustné rieSenie a nie je ¢o optimalizovat.

c) Ak s* = 0 a minimum sa dosahuje v *, tak loha ma pripustné, ale nie
striktne pripustné riesenie. Ak sa minimum nedosahuje, tak iloha pripustné
rieSenie nema.

2. moznost

Budeme riesit ilohu

min sy 4+ ---+ Sy

gi(x) < s 1<i</
A-x=>
81,...,8(20

xeD

Tuto variaciu predchadzajiceho postupu mozeme pouzit, ak zistime, Ze iloha nema
pripustné riesenie. V takom pripade totiz obycajne chceme ziskat riesenie, ktoré
je ¢o najblizsie k pripustnému. Ked tloha pripustné riesenie nemd, touto ulohou
vieme tiez identifikovat, ktoré ohranicenia si problematické. Su to tie, pre ktoré
v optimalnom rieSeni plati s7 > 0.

3. moznost’
Budeme riesit dlohu
min s

fle) <M
gi(x) <s 1<i</
A -x=

rxeD
kde M je viicsie ako f(x%) aj f(z*).
Tato dloha je malou variaciou ulohy v 1. moznosti, avSsak umoznuje ziskat bod

blizko centralnej cesty, ktory je vynikajicou volbou pre poc¢iatoény bod nasho al-
goritmu. Bariérovi funkciu zostrojime z ohranic¢eni tvaru nerovnic, Cize

l
O(x) = —In (M — f(x)) = > In(s— gi(z))
i=1
Lagrangeova funkcia pre centralnu cestu, tak ako sme ju opisali vyssie, je
L

L(s,z,v)=s-t—In(M — f(x)) —Zln(s—gi(w))+yT.(A.:c—b)

=1
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aVgL(s,z,v)=0d4

=1
1 S
— - Vf(x) + — . Vg@)+AT . v=0.
ey = RZIORD D R
Teraz ked algoritmus skonéi pri s = 0, tak pre t = M+f($) dostavame

t-Vf(x)+ -Vygi(x) +AT v =0,

1 —gi(x)

1=

¢o je podla (21) bod na centralnej ceste pre ulohu (18).

4. moznost
Newtonovou metédou zacinajicou v nepripustnom bode mozeme riesit aj tlohu

min f(x)

gi(x) <s 1<i<¥
A-xz=0b
s=0

xeD

To znamend, Ze pri Starte v £ € D a s > max{g;(z°); 1 < i < ¢} budeme riesit
ulohu

min ¢ - f(x) — Z In (s — gi(x))

=1

A-xz=0b
s=0

xeD

Podobny trik mozeme pouzit, ak nemame x° € D. Vtedy riesime tlohu

min ¢ - f(x — z) — _éln (s — gi(z — =)

A-x=0>b
s=0
zi=0 0<i<V/
xecR"
pricom zacneme s takym zo, 21, ..., 2¢, pre ktoré je x + zo € Dy, x + 21 € Dy,

., T+ 2zp € Dy,. Problém tohoto pristupu je v tom, Ze ak tloha neméd pripustné
rieSenie, tak nemame dobré kritérium na ukoncenie algoritmu.
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Cvicenia

CVICENIE 7.1. Pomocou Bariérovej metody vyrieste tilohu

min f(x) = (z1 + 1)4 +3(xe — 1)2 + (23 — 1)2
(1 —1)2 4+ (22 +2,5)2 <9
(r1 — 1)+ (22— 2)2 <9
T <2-— x%
1 — 2o+ 23 =0,3

Otvorte si (predpripraveny) sibor, upravte ho a doplite chybajice ¢asti. Najprv
si do zoSita nakreslite, aki ¢ast priestoru ohrani¢uji nerovnice (v dvojrozmernom
reze rovinou M)

1. Definicie.

a) Funkcie g1 (), g2(x) a g3(x) pre ohranicenia tvaru nerovnic.

b) Bariérové funkcia ®(x) = — Zg’zl In (- gi(x)).

c) Modifikovana ucelova funkcia F(x,tp) = f(x) + é@(m)
2. Upravte definicie gradientu, Hessovej matice, rezidui a Jacobiho matice. Veli¢iny
je vhodné definovat ako funkcie parametra tz. Teda napriklad r je vhodné definovat
ako r[{x1_, xo_, x3_,v_},tp].
3. Vykreslite bariérovi funkciu ®(x) ako funkciu dvoch premennych z; a x5 (kedze
na xs nezavisi).
4. Vykreslite pripustni mnozinu F s hodnotami icelovej funkcie f(x).
5. Modifikujte Backtracking algoritmus. Do zastavovacieho kritéria treba pridat
podmineky na to, aby nerovnice zostali splnené.
6. Naprogramujte Bariérovi metédu (s Backtracklngom v modlﬁkovaneJ podobe),
pricom Startovaci bod zvolite tak, aby splnal nerovnice a nesplnal rovnicu.
7. Vizualizujte zv1ast (inou farbou) vonkajsie a vnutorné iterécie.
8. Naprogramujte prvi fazu Bariérovej metédy, ktord moze startovat z bodu a2,
pre ktory z° ¢ Df+%¢, a najdite pripustny bod.

Otazky. ’
- Ako vyzera pripustnd mnozina?

Kde bude optimum?
Aky systém rovnic sa bude riesit?
Co sa bude ukladat a kedy?
Ako treba nastavit p a tpo, aby kroky algoritmu ¢o najviac kopirovali
centralnu cestu?

CVICENIE 7.2. Doplnenie Bariérovej metédy z Cvicenia 7.1.
1. Nastavte startovaci bod na =" = (1,5; 0; 0).
2. Vypisujte t v kazdom kroku.
3. Experimentujte s parametrami p a tp o a meite ich hodnoty.
a) Nastavte p = 2 a meiite tp o = 0,001; 0,1; 1; 10.
b) Nastavte tp o = 0,1 a mente u = 1; 2; 5; 10.

Ako a preco sa meni spravanie algoritmu? Argumentujte bariérovou funkciou.
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4. Ako treba nastavit p a tp o, aby kroky algoritmu ¢o najviac kopirovali centralnu
cestu?
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8 Primarno-dualne metédy

Primérno-dualne metédy su casto efektivnejsie ako Bariérové metédy a obycajne
funguju, aj ked ma problém iba pripustné a nie striktne pripustné rieSenie. My vsak
opiSeme algoritmus, ktory vyuziva striktne pripusté riesenie. Predpokladame teda,

ze F° # 0.

Linearna konvergencia

Priméarno-dualne metédy casto konverguji rychlejsie ako linedrne. Co vSak zna-
mend, ze algoritmus konverguje linedrne?

DEFIN{CIA. Nech je {x*}2°, postupnost bodov, ziskanych v jednotlivych iters-
ciach algoritmu, ktord konverguje k optimalnemu rieseniu x*. Ak existuje & také,
ze0<&<la

k+1

™" — ]|

_57

.
o Py —

tak hovorime, ze {£*1%° = konverguje linedarne k x*.
I k=0 g .]

Podla definicie, ak {wk}iozo konverguje linedrne, tak zlepsSenie o rad trva rovnako
dlho, nezavisle od toho, ktory rad to je. Linedarnou sa tato konvergencia nazyva
preto, lebo ked zakreslime hodnoty ||z* — *|| do obrazku s logaritmickou $kalou
na vertikdlnej osi, zatial ¢o na horizontalnej osi budeme mat ¢islo iteracie k, tak
hodnoty ||* — x*|| budu pre velké k lezat priblizne na priamke, pozri Obrazok 23.

i : + : —k
10 20 30 40

Obrézok 23
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Primarno-dualna metoda vnutorného bodu

Budeme riesit ulohu konvexného programovania (18)

min f(x)
gi(x) <0 1<i</
A-x=b>b
xeD
kde f, g1, ..., ge st konvexné, dvakrat spojito diferencovatelné funkcie, pozri Kapi-
tolu 7. Oznacime
g1(x) Vgi(z)" 0 0
G(x) = : , DG (x) = : , diag(q) = ‘ ,
ge(x) Vge(x)" 0 n

kde q je vektor dIZky n. Podla (22) z predchadzajicej kapitoly, KKT podmienky
pre centralnu cestu su

Vf(x)+ DG(x)T - XA+ AT v

—diag(A) - G(z) — 1 -1 =0, (23)
A-xz—-0b
kde 1 = (1,...,1)T. Znamen4 to, ze ak je (x, \, ) riesenie tejto rovnice, potom pre

x*(t) = x, A*(t) = XA av*(t) = v plati, ze £*(t) je bod na centralnej ceste. Naviac,
x*(t) je pripustné rieSenie primarnej ulohy (18) a (/\*(t), V*(t)) je zodpovedajice
riesenie lohy duélnej k (18), pricom rozdiel medzi hodnotami tcelovych funkeif
tychto rieseni je ¢/t.

Budeme hladat riesenie (23) pomocou Newtonovej metody. Oznaéme

rp =Vf(x)+DG(x)" - A+ AT v dudlne reziduum,

re = —diag(A) - G(z) — 1 -1 centralitné reziduum,
rp=A-x—-0> primarne reziduum,
rr = (rp,rc, 'rp)T totélne reziduum.

Nech y = (z, A, v)T. Nagou tlohou je vyriesit rovnicu r7(y) = 0. Opit pouzi-
jeme Newtonovu metédu. Ak oznacime F(y) = rr(y), tak Newtonov algoritmus
navrhuje posunit sa z bodu y v smere Newtonovho kroku Ay, pricom Ay, je
rieSenim sustavy linedrnych rovnic (3) z Kapitoly 2

DF(y) - Ayne = —F(y),

kde DF(y) je Jacobiho matica funkcie F' v bode y. Po rozpisani z (23) dostavame,
7e Newtonov krok, ktory teraz oznaéime Ay,q = (ATpq, AXpa, Avpg) T, je rieSenim
sustavy linedrnych rovnic

¢
Vif(x)+ S N\ - V2gi(x) DG(z)T AT Axpg D
. i=1 . . A)\pd = — TC . (24)
—dlag()\l)%- DG(x) —dlagng(w)) 0 Avyg rp
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Budeme pouzivat backtracking, preto iteracie ¥ a (A¥, v*) nemusia byt pripust-
nymi rieSeniami P, respektive D. Predpokladdme iba, ze plati G(x*) < 0 a A¥ > 0.
Hodnotu # = —G(x*)T - Ak = Zle gi(x®) - \¥| ktord vyjadruje do akej miery
si narusené podmienky komplementarity, nazyvame surrogate gap (ndhradny
rozdiel). Ak budd x* a (A¥,v*) pripustné a dudlne pripustné, ¢ize ak rp = 0 a
rp = 0, tak zo surrogate gap ziskame duality gap. Ak rc = 0, tak podla definicie
centralitného rezidua z predchddzajicej strany plati ¢ = ¢/7, ¢o budeme vyuzivat
v algoritme.

ALGORITMUS: Primarno-dudlna metéda vnutorného bodu.
Vstup: x° Spfﬁajflce G(z) <0, A >0, x> 1 a presnosti e,g >0 ae > 0.
Begin

Repeat

n=-G@)" X t=p-L/n
Ur¢i Ay,q podla vztahov (24);
Backtrackingom uréi ndsobok s;
Yy=y+s-Aypg;

Until <||'rp|| <eéepa And |lrpl| <epg And 7)< 5);
End.

Poznamenajme, ze t urcené na zaciatku slucky vystupuje v ro a p tu hra rolu
centralizacného parametra.

Vhodné volba pre p je p = 10. Hodnoty €,4 a € volime mali¢ké, pretoze primarno-
duélne metdédy vnitorného bodu obycajne konverguja rychlejsie ako linedrne.

Hodnotu s uréime backtrackingom, najprv vSak potrebujeme zabezpecit, aby pre
nové & a A platilo G(x) < 0 a XA > 0, ¢ize aby sme zostali vnitri ohranic¢eni tvaru
nerovnosti. Oznacme

" =x+ 5 Axpg, A" =X+ 5- AN, V' =v+s5-Avyg.
Najprv zabezpecime, aby platilo A™ > 0. Nech

X = max{s €(0,1); A4+s-AXpg > O}

= min{l,min{;—;\i; AN\ < 0}}

Teraz zacneme backtracking s hodnotou s = 0,99 - s™#*. Tym sme zabezpecili,
ze plati A" > 0. Nésobime s ¢islom § € (0,1) az kym neziskame G(x™) < O.
Pokracujeme v nasobeni ¢islom § az kym neziskame

HTT(:B”,/\”,I/”)H <(1—as)- H’rT(m,)\, I/)H .

Obycajne volime a € (0,01;0,1) a 5 € (0,3;0,8).

Dostavame nasledujici algoritmus.
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ALGORITMUS: Backtracking primarno-dualnej metédy.
Vstup: ¢, A, v, Axyq, AXpa, Avyg, a € (0,01;0,1) a 5 € (0,3;0,8).
Begin
sMax — min{l,min{;—i\‘i; AN < O}};
s = 0,99 - s™max,
Do
s=p"s;
Until G(x + s - Ax) < 0;
While H’rT(m + 5 AZpd, A+ 5:AXpa, v + s-Aupd)H > (1—as)- Hr(w, A, I/)H Do
Begin

s=p0-s;
End;
End.

Porovnanie s path-following metédami pre linearne pro-
gramovanie

V linedrnom programovani sme riesili ilohu

min ¢! - x
A-z=b
x>0

Ked tuto tulohu prepiseme do tvaru, aky pouzivame pre tlohy konvexného pro-
gramovania, dostdvame

min ¢! - x

—x <0
A-xz=0b

x e R"

Ako vyzera pre tuto tlohu rovnica Drr(y) - Ayys = —rr(y), kde rr je totélne
reziduum? Z (24) dostavame, ze musi platit

c—A+AT . v
1
0 1 AT A,y AT —
diag(A) diag(xz) 0 |- AXpg | =— :
A 0 0 Aljpd Anxn _ %
A-x—-0b
Teraz ked zavedieme substiticiu pu = %, s =AXay = —v, pricom Az = Az,
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As = AN, a Ay = —Av,,, ziskame

c—s—AT .y
0 —I —AT Az AT1 = fu
S X 0) | As | =— : ,
A 0 0 Ay Ann —
A-x—-b

kde S = diag(s) a X = diag(x). Zmenou poradia premennych a prendsobenim
prvého riadku blokového rozkladu ¢islom —1 dostdvame

AT .y+s—c
0 AT I Az A-z—b
A 0 0] -|Ay]=- AMT1 — p ,
S 0 X As
AnTpn — [

¢o je rovnica pre centralnu cestu pri linedrnom programovani, pozri (4) v Kapitole 2.
Teraz ked je x pripustnym riesenim (P) a (y, s) je pripustnym riesenim (D), tak
nahradenim p vyrazom 7 ziskame Short-step path-following algoritmus. Znamena
to, ze teraz mozeme pozmenit algoritmus primarno-dualnej metédy vnutorného
bodu podobne, ako sme pozmenili Short-step path-following algoritmus, ked sme
dostali dalsie algoritmy linedarneho programovania. A mozeme ocakavat, ze mini-
malne v niektorych pripadoch ziskame rychlejsie algoritmy.

Uzawova metoda

Na zaver kapitoly si na tucely porovnania pripomenime gradientni primarno-
duédlnu Uzawovu metdédu, pozri [10], respektive [4]. Najprv ju vSak upravime, aby
riesila dlohy tu spominaného typu. Budeme riesit ilohu

AvcoriTMUS: Uzawova metdéda.
Vstup: A(p) = 0, presnost € > 0.
Begin
Repeat Begin
N&jdi @ a p rieSiace min{L(xz,A(p)); z € R™ a p e Ry };
Poloz A = A(p);
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Quit if ||z —x®|| < e&; { Tento krok pri prvom prechode algoritmom presko¢ }
. T
Poloz A(p) = (max{\; + p- g1(x),0},...,max{\¢ + p- ge(),0})" ;

¥ = x;
End;
End.

Vyhodou Uzawovho algoritmu je, Ze prevadza tlohu s ohrani¢eniami na postup-
nost’ iloh bez ohraniceni.

PRIKLAD. Uzawovou metédou vyrieste

min z? + 223
3—IL’1—.’L’2§0
.’L’1—1§0

x1,To € R

RIESENIE. Lagrangeova funkcia je

L(xl,xg, A1, /\2) = LL’% + 2.@% + )\1(3 — T — x2> + )\Q(xl — 1) .
Spravime pit itercii algoritmu a zostrojime x' az x°.

1° Kedze na zaciatku A° = 0, mame néjst

min 27 + 223 .

7 rovnic

8%1[,(:1:,)\) =2, =0

%L(m, A)=4dz,=0
dostdvame x* = (0,0)T. Teraz by sme mali uréit A° = X(p), no pri prvom
prechode algoritmom je A% = (0,0)7 a p tu nevystupuje. Kedze g;(x') = 3
a go(x!) = —1, dostdvame

A(p) = (max{0 + p- 3,0}, max{0+ p- (—1), 0}) = (3p,0)T
2° Mame najst
min 3 + 223 + 3p(3 — 11 — x2) .
Z rovnic
p)) =2x1 —3p=0
p)) =4zs —3p=0
2 L(z,A(p)) =33 — 21 —12) =0

%L(m,)\(
C%QL(:B A(

bl

dostdvame x* = (2,1)7 a p = 3. Z toho A! = (4,0)”. Teraz g;(x*) =0 a
g2(x?) = 1, teda

A(p) = (max{d+p-0,0}, max{0+p-1,0})" = (4,p)7
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3° Mame najst
min 27 4 223 + 4(3 — 1 — z2) + p(a; — 1).
Z rovnic
52 L(z,A(p)) =271 —4+p =0
52 L(z, A(p)) = 425 —4 =0
oLz, >\( ))=z1—1=0

dostavame 3 = (1,1)T a p = 2. Z toho A? = (4,2)T. Teraz g;(z?) =1 a
g2(x?) = 0, teda

A(p) = (max{d+p- 1,0}, max{2+ p-0,0})" = (4+p,2)"
4° Mame néajst
min 23 4+ 2235 + (4 + p)(3 — 21 — 22) + 2(x1 — 1).
Z rovnic
=Lz, A(p)) =201 —4—p+2=0
s L(w,A(p)) =4ay —4—p=0
C(%L(CL‘,)\(/))) =3 - 1 — T2 = 0
dostdvame z* = (32, %)T a p=3.7Ztoho A> = (?,Q)T. Teraz g1 (z?) = 0
a go(x?) = 2, teda
T
Alp) = (max{% +p- 0,0}, max{2 +p- 3,0})" = (3, 2+ 3p)".
5° Mame najst
min x? 4 223 + BB—z —x2)+ 2+ 2p)(z1 - 1).

7 rovnic

dostavame x® = (1, 4) a p=2.7 toho A* = (12, %)T.

Teraz ur¢ime optiméalne riesSenie priamo z KKT podmienok. Dostdvame
82 (CL‘ A)—QCL’l MM+ A =0
8_$2 ($,A> :41’2—>\1 =0
)\1(3—.’£1 —.TQ) =0
)\2(.%1 — 1) =0
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pricom ma platit g1 (x) < 0, go(x) < 0 a A > 0. KedZze posledné dve rovnice si
nelinedrne, budeme uvazovat Styri pripady podla toho, ¢i st alebo nie st A\; a Ao
rovné 0.
1. Ay =X =0.
Tu z prvych dvoch rovnic dostaneme x = (0,0)%. Kedze ¢1(0,0) = 3 > 0,
toto rieSenie nespfﬁa KKT podmienky.
2. A1 =0a Xy > 0.
Z prvych dvoch rovnic a (x; — 1) = 0 dostaneme x = (1,0)T. Kedze
91(1,0) = 2 > 0, ani toto riesenie nespiﬁa KKT podmienky.
3. 01 >0a X =0.
Z prvych dvoch rovnic a (3 — 21 — x3) = 0 dostaneme = = (2,1)7. Kedze
g2(2,1) =1 > 0, ani toto riesenie nesplita KKT podmienky.
4. M1 >0a Xy > 0.
Z prvych dvoch rovnic, (3—x1—22) = 0 a (z1—1) = 0 dostaneme & = (1,2)7
a A = (86)T. Kedze ¢1(1,2) = g¢2(1,2) = 0, toto riesenie spiiia KKT
podmienky.
Kedze ucelova funkcia je konvexnd a rovnako su konvexné (dokonca linedrne) aj
ohranicenia, tak podla Vety z Kapitoly 4 si pre body spfﬁajlice LICQ podmienku
KKT podmienky nielen nutné, ale aj postacujiice na existenciu globalneho minima,
kedze D = R2. Znamen4 to, ze * = (1,2)7 je riesenim nasej tlohy.

Na Obrizku 24 miame zaznacené body x',...,x% a x*, pricom sivou farbou je

znazornena mnozina pripustnych rieseni. VSimnime si, ze ak budu dalsie body na
priamkach 3 —x; — x5 a 1 — 1 = 0 ziskané analogicky, tak plati

[ a2
lim ——— = —,
k—oo ||xk — x| 3

¢ize v tom pripade bude konvergencia Uzawovej metody v podstate linearna.

21 1532 35

Obrézok 24
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Cvicenia

CVICENIE 8.1. Primédrno-dualnou metédou vyrieste tlohu

min f(x) = (1 + 1)* + 3(z2 — 1)% + (23 — 1)?
(r1 —1)% + (22 +2,5)2 <9
(.’131 — 1)2 + (.IQ — 2)2 S 9
T < 2-— m%
1 — 2o +2x3=0,3

(porovnajte s Cvi¢enim 7.1). Zagnite zo siboru z Cvicenia 7.1, upravte ho a doplite
chybajice casti. Nepotrebné casti (definicie bariérovej a modifikovanej ucelove;
funkcie) mozete vypustit.
1. Definujte

a) Gradienty a Hessove matice funkcii g;(x).

b) Reziduum komplementarity rc(x,y).
2. Upravte definicie rezidui a Jacobiho matice. Kedze medzi veliciny pribudne
vektor dudlnych premennych A, tak napriklad reziduum mozeme definovat ako
r[{xl_, o, T3, /\1_, )\2_, /\3_, l/_}, tB_].
3. Modifikujte Backtracking algoritmus.
4. Naprogramujte Primarno-duédlnu metédu (aj s Backtracklng algoritmom). Star-

tovaci bod ¥ zvolte tak, aby splnal nerovnice a nesplnal rovnicu. Rozmyslite si,
akd je vhodna volba Ag. (Navod: Aké je vhodné tp¢? Ako stuvisi tp,o s Ag?)
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9 Metoda projekcie gradientu

Uvazujme 1lohu

min f(x)
gi(x) <0 1 <</
xeD
kde f,91,...,g¢ st spojito diferencovatelné funkcie. V metdde projekcie gradientu

predpokladdme, ze Az lezi v priestore dotykovom k aktivnym ohrani¢eniam (¢ize
k tym, v ktorych sa dosahuje rovnost). Najprv budeme uvazovat pripad, ked si
vSetky funkcie g; linearne, neskor postup zovseobecnime. Pre jednoduchost budeme
predpokladat, ze D = R".

Linearne ohranic¢enia

Budeme teda uvazovat ulohu

min f(x) min f(x)
A-x<b Cize a;-x—b; <0 1<i</¢
x € R” x € R”

kde A je matica typu (£ x n) a f je konvexnd funkcia.

Nech je ¥ z mnoziny pripustnych rieseni, ¢ize ¥ € F, a nech A, obsahuje tie
riadky matice A, pre ktoré a;-x* —b; = 0. Matica A, teda obsahuje tie ohranicenia,
ktoré st pre ¥ splnené ako rovnice. Nech je A, typu (r x n). Predpokladdme, ze
riadky A, st linedrne nezavislé.

Pre nové riesenie £¥+1 = x* 4+ Az (ktoré neskor spresnime na 1 = 2 +5-Ax)
pozadujeme, aby platilo prkH —b, = 0, z coho dostdvame A, - Az = 0. Vektorov
spfﬂajﬁcich A, - Az = 0 bude viac, preto ndjdeme ten, pre ktory ma f najstrmsi
spad. Z Taylorovho rozvoja prvého radu dostavame

f@ ) = f(&" + Aw) ~ f(2") + Vf(a")T - Az,
pricom pozadujeme Az’ - Ax = 1, teda chceme, aby mal vektor Az velkost 1.

(V opaénom pripade by tiloha hladajtica minimum linedrnej funkcie Az? - V f(x*)
nemusela mat optimalne riesenie.) Teda potrebujeme vyriesit tilohu
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min AzT - Vf(z")

A,-Ax =0
Azl Az <1

x e R"

Podmienku Az” - Az = 1 sme nahradili podmienkou Az” - Az < 1 preto, aby
sme dostali ilohu konvexného programovania. Ked st ohrani¢enia splnené pre Az,
tak st splnené aj pre —Ax, z ¢oho plynie, Ze minimum nie je kladné. Ohranicenia
tvaru rovnic su vsak splnené pre 'ubovolny nasobok Az, preto sa minimum dosahuje
ked Az”-Axz = 1. Kedze 0 je vnitorny bod mnoziny pripustnych rieseni, této tiloha
spfﬂa Slaterovu podmienku, ¢ize plati silnd dualita, z ¢oho plynie, ze optimélne
rieSenie Ax spiﬁa KKT podmienky.

Zostrojime Lagrangeovu funkciu

L(Az,v,)\) = Ax" - V(") +vT - A, - Az + NAz" - Az —1).

Tuv? A, Az = AzT- Ag ‘v, kedze vT - A, - Az je &islo. Podla KKT podmienok
pre optimélne rieSenie Az plati Va, L(Az,v, \) = 0, z ¢oho dostdvame (vSimnime
si, ze AxT - Az = Ax? + -+ Ax?)
Vi) +A v+2X- Az =0 /A, (25)
Ap V(@) +A, Al v =0

kedze A, - Ax = 0. Z posledného vztahu dostdvame
v=—(Ay 'AZ)_I Ay - vf(wk)
a dosadenim do (25) ziskame

(T—AT-(Ay-ADTHA) - V@R +2X- Az =0 écize
Az = 5—§~(H—A§-(AP-AZ)_1~AP) Vf@h) =5 -P-Vf(h).

Maticu P =1 — Ag (A, - Ag;)_l - A, nazyvame projektor. Kedze na velkosti Ax
nezalezi, pretoze neskor este uréime nasobok s, tak kladieme

Ax = —P-Vf(x").

Obycajne P nepocitame podla vztahu P =1 — Ag (Ap- Ag)_l -A,, lebo to nie je
najefektivnejsf sposob. D4 sa ukazat, ze P = QI -Q,, kde Qo pozostéava z poslednych
n — r riadkov Q-¢lena v Q — R rozklade matice AZ. Pripomenme, ze Q — R rozklad
AT je rozklad Al na sicin AT = Q- R, kde AT, Q a R st po rade typov (n x r),
(nxn)a(nxr), Qjeortogondlna a R je horna trojuholnikovd matica. Tento
rozklad mozeme ziskat pomocou Gram-Schmidtovho ortogonalizaéného algoritmu.

Ukazeme, ze P je projektor do priestoru dotykového k aktivnym ohrani¢eniam.
Na to potrebujeme ukazat dve veci. Jednak, ze P? = P, a tiez, ze st riadky A, (ktoré
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st gradienty ohraniceni, ¢ize si to vektory kolmé na nadroviny a; - €% — b; = 0)
kolmé na P - w pre I'ubovolny vektor w. Kedze vsak

Ap Prw=A,- (T-A- (A AN Ay) - w=(Ap—Ap) - w=0,
tak druh& vlastnost je splnena. Teraz ukazeme prvi. Plati

_ 2
P?=(I—A - (Ay-AD)T - Ay)
=1-2-AT (A, - ATV A, + AT (A, - AT)TH AL AT (A, - AT) A,

p
:H—Q.Ag-(AP.Ag)—l.AP+A§-(AP-A§)—1.Ap
=T-Al-(Ay-AY1-A, =P

Naviac, P je symetrickd. Aby sme to ukézali, oznatme T = AT - (A, - AT)"1 - A,
Kedze je A, - Al symetrickd, tak je symetrickd aj (A,-AT) 7. Cize T = AT-S- A,
kde S je symetricka matica. Kedze

T" = (AL -S-Ap)" =A] ST -Ay=Al-S-A, =T,

tak je symetricka aj T a néasledne P.
Teraz ukazeme, ze P je kladne semidefinitna. Nech je w I'ubovolny vektor. Potom

wl Pw=w P-Pw=w’ -PT.Pw=F w P-w)>0.
Znamen3 to, ze ak je o uhol medzi w a P - w, tak

wl - (P-w)

cosq = ——————
[lwl] - [|P-w|’

¢ize a € (0,90°). Kedze V f(z") je vektor najviicsieho rastu, tak najviicsie klesanie
sa dosahuje pre —V f(z¥), a preto "' =aF + s - Aw =x" +s- (- P Vf(z"))
pre nezaporné s.

Teraz uréime nasobok s. Kedze &t = ¥ + s - Az, tak pre ohrani¢enia, ktoré
nie si aktivne, potrebujeme skontrolovat, ¢i plati a;(x® + s - Ax) — b; < 0. Ak
a; - Az <0, tak s moze byt I'ubovolne velké. No ak a; - Ax > 0, vtedy

a;, -z —b;+s-a;- Ax <0 Cize

s < —(a; - z* —b;)/(a; - Az).

Tieto ohranicenia su pre rozne ¢ rozne, preto

§ = min {_(ai.wk_bi)}.

a;-Ax>0 a; - Ax

Pripomenme, Ze pri vypocte § uvazujeme iba neaktivne ohranicenia.
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Ked mame hornu hranicu na s, vyriesime jednorozmernua ulohu

min f(x¥ + s Ax)

0<s<s

Polozime zFt! = 2F + s .- Az a mozno budi aktivne iné ohrani¢enia. Dostaneme

ind maticu A, a pokracujeme v algoritme.

Proces opakujeme pokial Az # 0. Ak Az = 0, tak sme v kritickom bode L, preto
skontrolujeme KKT podmienky. V podstate stac¢i urcit Lagrangeove multiplikatory.
Méme

J4
Lz, A) = f(®)+ > Xi-(a;-x—b;) = f(z)+ (- AT —b) - A

=1

a ak si KKT podmienky splnené, tak V,L(x, X) = 0, ¢ize
Vof(x)+AT X =0.

Okrem toho ma platit A; - (a; - € — b;) = 0. Teda pre ohranicenia, ktoré nie su
splnené presne, bude \; = 0. Preto stac¢i urcit A\; pre tie ohranicenia, ktoré su
aktivne, Cize pre tie, v ktorych sa dosahuje rovnost. Oznac¢me A, tu cast vektora
A, ktora zodpovedd aktivnym ohrani¢eniam. Potom

Vaf(@)+ A X =0 /A,
Ay Vpf(®)+A, AN, =0 &ize
Ap=—(Ap - Al AL Vo f (o)
Teraz ak A, > 0, tak st KKT podmienky splnené a bod x je optimalne rieSenie

nasej ulohy. AvSak ak A, > 0 neplati, vyhodime ohranicenie s najmensou hodnotou
Ai a pokracujeme s redukovanou maticou A,,.

Prave opisany postup si ukazeme na priklade.

PRIKLAD 1. Vyrieste tlohu

min (21 — 2)? + (22 — 3)?

.’131—|— ro— 6§0
$1+2$2—10 SO

1 - 4§0

— I SO

— X9 SO
T1, T2 eR

metédou projekcie gradientu. Zaénite v bode % = (0,0)7 € F.

ves@ = (30 23)

RIESENIE. Mame
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Budeme robit jednotlivé iteracie algoritmu az kym nendjdeme optimélne rieSenie.
1. iteracia. Pre 0 = (0,0)7 st akt{vne ohranicenia 4 a 5, ¢ize

-1 0
m=(300).

Vo vseobecnosti, ak je A, reguldrna Stvorcova matica, tak P = 0. To preto, lebo
vtedy

I— AT (A ANV A, =T—AJ A, AT (A, AT A, =T-AJT- A, =0.
Preto Az = —P - Vf(z%) = (8) a potrebujeme urcit KKT podmienky.

()6 ()

Zjavne neplati A > 0, ¢ize sucasny bod nie je optimélne rieSenie. Podla nédvodu
vypustame z A, ohranicenie 5 a v dalSom kroku ho nebudeme uvazovat.
2. iterdcia. Teda pre ' = (0,0)7 je aktfvne ohranicenie 4, ¢ize A, = (-1 0).

Preto
(3 )-(3)f o () o 0
G- (-6
Kedze Vg f(x°) = (—4, —6)7, ziskavame
_ (g) |

se=-(3 1) (%)

Neaktivne st ohranicenia 1, 2, 3 a 5, takze pre tieto ohranicenia urc¢ime hornu
hranicu na s.

a1 - Az = (1 1).<g
as Az = (1 2>-<g
as- Az = (1 0)~<g

(

as-Ax=(0 -1)-
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Dostali sme 5 =

|t

, €0 znamena, ze potrebujeme vyriesit ilohu

min f(s) = (0 —2)% + (6s — 3)2
0

IN

s <

oot

Kedze f'(s)=2-(6s—3)-6=0dds=1a0< 3 <3 tak s = . Preto

1 (0 L/roy_ [0
T = (0) to\6)=\3)
3. iteracia. Pre ! = (0, 3)7 je aktfvne iba ohranicenie 4. Preto A, = (=1 0)
a tak ako vyssie, dostaneme
0 0
(0 9).

Kedze Vg f(x!) = (—4,0)T, ziskavame

(3 9)-(3)- ()

Teda potrebujeme ur¢it KKT podmienky.

(e o (@) ()

preto sucasny bod nie je optimalne rieSenie. Vypustime z A, ohranicenie 4 a
v dalSsom ho nebudeme uvazovat.

4. iteracia. Mdme z! = (0,3)7 a A, = . Preto je P jednotkovd matica I. KedZze
Vof(x!) = (—4,0)7, tak

(1) ()~ ()

Neaktivne si ohranicenia 1, 2, 3, 4 a 5.

a,-Ax = (1 1)-<§):4 a s1=—7=3
_ 4 _ _ -4 _
as - Az = (1 2)~<0)_ a sg=—7 =1
_ 43 _ _ 4
ag-Aw—(l 0)(0)—4 a 83——7—1
as-Axz=(-1 0)- <61) =—4 takze toto ohrani¢enie netreba uvazovat
as-Ax=(0 —-1)- <g) =0 teda ani toto ohranicenie netreba uvazovat.

Dostali sme 5 = %, ¢o znamena, ze potrebujeme vyriesit tlohu
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min f(s) = (45 — 2)% + (3 — 3)?
0<s<3

Kedze f'(s)=2-(45s—2)-4=0dds=3a0< 1<

[0

1 1
5 , tak s = 5. Preto

+=(5)+200)=(3)

5. iteracia. Mdme x? = (2,3)7 a A, = (), lebo Ziadne ohranicenie nie je aktivne.
Teda P = I. Kedze V, f(z?) = (0,0)T, dostdvame Az = (0,0)7, takze potrebujeme
urcit KKT podmienky. Kedze ziadne ohranicenie nie je aktivne, A, = 0 a A = 0.
KKT podmienky su splnené trividlne a algoritmus konéi. Optimélne rieSenie je
x? = (2,3)T.

Porovnajte ohranic¢enia predchadzajiceho prikladu s prikladom, ktory sme riesili

simplexovym algoritmom v Kapitole 1. Mnozina pripustnych rieseni spolu s bodmi

20, ! a x? s zndzornené na Obrazku 25.

T2
L1+ 22 =06

Obrazok 25

Nelinearne ohranicenia

Metoda projekcie gradientu bola zovSeobecnena na ulohy s nelinedrnymi ohrani-
¢eniami. Budeme teda riesit ilohu

kde f, g1, ..., ge st spojito diferencovatelné funkcie. Ak su g;,, . .., g;, aktivne ohra-
nicenia, tak priestor dotykovy k aktivnym ohraniceniam tvori

A, = (Vgi,(@)..... Vi, ()"

Nasledujice zovseobecnenie navrhol Rosen a neskor ho vylepsili Haug a Arora.
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Zvolime si, aki redukciu by sme chceli v dalsom kroku dosiahnut. Ak 5 %, tak
v = 0,05, ¢o znamend, ze ocakdvame f(x¥) — f(x**!) ~ v - f(z*). Potom uréime

Axh -V f(xh)’
kde Az ziskame ako v linedrnej metéde projekcie gradientu, éize Ax = —P-V f(x¥).

Vsimnime si, ze s* nezavisi od ohraniceni, ale iba od ucelovej funkcie. Preto sa
ohrani¢enia mozu narusit. Aby sa nenarusili prilis, volime ~ opatrne. Teraz polozime

T = b st At — A}; (A, - A;)_l - Gp(z"),
kde G}, je r-tica hodnoét funkciif g pre aktivne ohranic¢enia. Ak aktivne ohranicenia
v x¥ nie st narusené, posledny (opravny) élen vynechdvame, pretoze by vysiel
nulovy.
Postup si ukdzeme na dvoch prikladoch

PRIKLAD 2. Rieste tilohu

min z? + 2% + 23 + 23 — 221 — 324

—2.’E1—.’E2—$3—4$4+7§0
—xl—xg—xg—x4+5,1§0
21 <0 —22<0 —23<0 —x4<0

T1,T2,23,T4 € R

Zacnite v bode ° = (2,2,1,0)T a zlepsite hodnotu riesenia o 10 %.

RIESENIE. Mdme f(z") = 5. V tlohe je Sest ohraniceni. Pre z° si splnené
ohranicenia 1, 2 a 6, avSak nelinearne ohranicenie 2 je trochu narusené. Kedze

A, = (Vg1 (2°), Vga(x°), Vgs(x?)) ", tak

-2 -1 -1 -4 22 9 4
Ay=1|-1 -1 -2 -1 Ap-Al=(9 7 1
0 0 0 -1 4 1 1
1 6 -5 —19
(A, A t=—1| -5 6 14
p 11
—-19 14 73
Dalej P=1— AT - (A,-AL)"!- A, ¢o dd
1 -3 1 0 2
1 (-3 9 -3 0 o | 4
=0l 3 1 o0 o ViE) =1,
0 0 0 O -3
Z toho dostdvame Ax = —P-Vf(x") = (%, —%, 1§, O)T, no kedze na velkosti Az

1
nezdlezi, pre jednoduchost si zvolime Az = (1,-3,1,0)7. Dalej uréime s*
., —01-f(%  —05

* T AzT Vf(z0) -8
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(véimnime si, ze Az je v menovateli pre s*, ¢ize na skdlovani Ax ozaj nezélezi).
Pre korekciu mdme G, (x°) = (0;0,1;0)7, preto je korekcia

4
T T\—1 0 -1 [ -1
_Ap (APAp) Gp(w ):m —7
0
Dostavame
2 1 4 2,0261
1|2 =3 | 1 [-1]_ (18216
o= | F00625 0 10| =7 | = | 11261
0 0 0 0

Méme f(x!) = 4,6392, g1(z') =0 a ga(x') = —0,0158. V bode x! si teda splnené
vSetky ohranic¢enia. Kvoli nelinearite f a korekcii sme nedostali zlepsenie o 10 %,
ale iba o cosi viac, ako 7 %.

PRIKLAD 3. Rieste tilohu
min 3x7 + \/g.’l/’g
18 4683 _3<0

5,75 —x1 <0
7,17—.@2 S 0
T1,T2 eR

zacnite v bode x°, pre ktory g1 (xo) = g3(x°) = 0.

RIESENIE. Budeme postupovat podla vyssie opisaného algoritmu.
1. iteracia. Z g1 (xo) = g3(x”) = 0 dostdvame x° = (11,6085;7,17)T s hodnotou
ticelovej funkcie f(x°) = 47,2443. Kedze

—0,1336 0
Voi(@®) = (—0 2021) a V(@)= (—1)

—0,1336 —0,2021
b= (033 0a0m)

tak

Matica A, je reguldrna, co d4 P = 0 a nasledne Az = 0. RieSenie sa teda neda
zlepsit. Potrebujeme uréit KKT podmienky, éize A,. Kedze V. f(z?) = (3,v3)7,
tak

_ 22.47

Preto vypustime ohranicenie 3 a v dalSom ho nebudeme uvazovat.
2. iterdcia. Teraz mdme A, = (—0,1336 — 0,2021)7, ¢o d4

P < 0,6959 —0,4600)

ooy [ —1,2910
—0,4600  0,3041 Aw=-F-Vf(z >_< '

0,8533
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Pokiisime sa zredukovat f(x%) o 5 %. To d4

—0,05 - 47,2443
s* = ’ : = 0,9863.
(—1,2910; 0,8533) - (3,V3)T

Kedze ziadne ohranicenie nie je narusené, opravny ¢len vynechdme (vysiel by nu-
lovy). Dostavame

Lo a (11,6085 (-1,2010\ (10,3352
T =a s A= ( 7.17 )+0’9863 ( 0,8533 ) = ( 80116 )

V x! ohranicenie 2 nie je narusené. Keby bolo, vrétili by sme sa na uréenie s* a
ohraniéili by sme ho hodnotou —go(x°)/ (Vgg(wO)T . A:B) analogicky ako v pripade
linedrnych ohraniceni.

3. iteracia. V x! je f(x') = 44,8821 a gi(x!) = 0,0388. Opiit je teda aktivne
ohranicenie 1, ktoré je trochu narusené. Mame A, = (—0,1685; —0,1619), ¢o d4

—0,4996  0,5200

P 0,4800  —0,4996
N 0,5981

Ax=-P-Vf(x') = <_0’5747) .

Pokisime sa zredukovat f(x!) o 2,5 %. To d4

—0,025 - 44,8821
s* = ’ ’ =1,6305.
(—0,5747; 0,5981) - (3,/3)T

Teraz potrebujeme korekciu kvoli naruseniu g;.

_ 0,1179
_AP ’ (AP Ag’) b Gp(wl) = (O 1133) :

Dostavame
=z +5° Az — A}; (A, - Ag)_l CGp(xh) =
= (sone )+ (et )+ (oa1as) = (55008
Tu f(x?) = 44,3148 a g;(x?) = 0,0332, &ize ohranienie 1 je opit trochu narusené.
Pre optimélne riesenie predchadzajiiceho prikladu plati &* = (9,4641;9,4641)7

a f(x*) = 44,7846. Vsimnime si, ze f(x*) > f(x?), ¢o je sposobené narusenim g;

A% :c2.

Pre zdujemcov o hlbsie studium tedrie a algoritmov matematického programova-
nia odporic¢ame $pecializované monografie [2,7,9].
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Cvicenia

CVICENIE 9.1. Metoédou projekcie gradientu vyrieste tilohu

min f(x) = e(@1=3)* 1 (21 + 29 — 6)2

T1+ T2 §5
1 §4
—x1+ 22 <2

1. Zakreslite mnozinu pripustnych rieSeni a optimum 1lohy bez ohraniceni.
2. Naprogramujte algoritmus a spustite ho z rdznych bodov z°. Zakazdym do
obrazku zakreslite jednotlivé iteracie.

CVICENIE 9.2. V Priklade 3 sme dostali nerovnicu f(x*) > f(x?). Ako sa zmen{
x? ak v tretej iterdcii zredukujeme f(z!) o menej ako 2,5 %?

CVICENIE 9.3. Spravte v Priklade 3 dalSiu iteraciu, pricom sa pokusite zlepsit
f(z?) o velmi mali hodnotu.

CVICENIE 9.4. Naprogramujte algoritmus riesiaci ilohu z Prikladu 3. Algorit-
mus spravte tak, aby vykresloval jednotlivé iteracie, pricom po kazdej iterécii sa
vypiSe ¢ (a ako) su jednotlivé ohrani¢enia narusené.

Pre pripad, ze by boli ohrani¢enia narusené prilis, implementujte moznost vratit
sa krok spat.
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10 Stochastické optimalizacné metody

Budeme riesit iilohu bez ohranic¢eni

min f(x)
T < Df

kde f(x) moze byt velmi komplikovana funkcia. Budeme sa snazit najst bud glo-
balne minimum, alebo jeho dobri aproximaciu. Metody sa daji rozdelit do dvoch
skupin.

- Deterministické (presné) metddy. Tieto sa daju aplikovat, ak je priestor
rieSeni maly, respektive ked je f pomerne jednoducha funkcia (napriklad
diferencovatelna).

- Stochastické metody. Tieto metody ndjdu iba aproximaciu globalneho mi-
nima a prave nimi sa budeme v poslednych dvoch kapitolach zaoberat.

Medzi zakladné stochastické metédy patria:

- Metoda Monte Carlo,

- Horolezecky (hill-climbing) algoritmus,
- Simulované Zihanie,

- Fvolucné algoritmy.

Metdéda Monte Carlo

V zékladnej forme tdto metéda generuje ndhodne prvky & € Dy a urcuje f(x).
Ten prvok x, pre ktory je po istom pocte opakovani f(x) najmensie, prehlasime za
riesenie.

Aby této metéda fungovala, potrebujeme dobry generator nahodnych (pres-
nejsie pseudondhodnych) ¢isel. V minulosti sa pouzivali tabulky ndhodnych éisel,
v sucasnosti sa pocitacom generuji pseudonahodné cisla. Generatory musia prejst
viacerymi testami, pricom sa od nich pozaduje:

a) DIlhd peridda. To znamend, Ze sa postupnosti generovanych ¢isel nesmu
opakovat prili§ skoro.

b) Efektivnost. Vypocet musi byt rychly.

c) Opakovatelnost. Generatory si deterministické, takze pri rovnakych vstup-
nych podmienkach musia vygenerovat rovnaké postupnosti cisel.

d) Prenosnost. Vyzadujeme, aby bola vygenerovand postupnost rovnakid na
roznych pocitacoch.

e) Newvypocitatelnost. Pozadujeme, aby zo znalosti niekolkych poslednych, po-
vedzme k vygenerovanych ¢isel nebolo mozné urcit dalsie.

f) (jspegnost’ v empirickych testoch.
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Na ukazku si uvedieme tri generatory pseudondhodnych ¢isel.

Metéda stredu mocniny

Zacneme so Stvorcifernym cislom. Zostrojime jeho druhtd mocninu a cifry na
mieste 102 az 10° budt tvorit novovygenerované éislo. Napriklad

zo = 8219 : 82192 = 67551961
1 = 5519 : 55192 = 30459361
xo = 4593 : 45932 = 21095649

Tento generator niekedy generuje postupnosti s velmi kratkou periédou. Avsak
ked sa tak stane, obycajne sa da problém rozpoznat rychlo. Napriklad

xo = 3792 : 37922 = 14379264

v tomto pripade ziskame postupnost s peridédou diiky 1. Respektive

zo = 6100 : 6100% = 37210000
x, = 2100 : 2100% = 04410000
xo = 4100 : 4100% = 16810000
x5 = 8100 : 8100% = 65610000

a ziskame postupnost s periédou dIZky 4. V sucasnosti sa tento generator uz ne-
pouziva, pretoze nesplita podmienku nevypocitatelnosti.

Linearny kongruenc¢ny generator
VylepSené verzie tohoto generdtora sa pouzivaji dodnes. Na zaciatku vyberieme

Styri cisla

k : cinitel,
¢ : zdvih,
m : modul,

T : Startovacie cislo.
Teraz pre i-te generované ¢islo, kde ¢ > 1, plati
x;=k-x;—1+c (modm).

Tento generator generuje pseudondhodné ¢isla s periodou p < m. Vhodné volby st
k=50 c=0am=2%.

Blum Blum Shub generator

Vybert sa tri ¢isla

p,q : velké prvocisla,

To : Startovacie ¢islo.
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Teraz

T = :Ei—l (mOd b q) )

pricom za x; sa vyberie iba mald informacia z Z;, povedzme parita poctu jed-
notiek v bindrnom zapise. Tento generdtor je pomaly, na pocitacové simulécie
je nevhodny, vyuziva sa vSak v kryptografii, pretoze je teoreticky dokazand jeho
vysokd bezpecnost (nevypocitatelnost).

Medzi dalsie generatory patria napriklad Multiply with carry, ¢i Mersenne twis-
ter. V stcasnosti patri prave Mersenne twister (a jeho varianty) medzi najpouziva-
nejsie, ide vSak o pomerne zlozity generator.

Horolezecky algoritmus

Néazov algoritmu vznikol pre maximaliza¢nu tlohu, avsak my riesime (ako bolo
uvedené v ivode kapitoly) ilohu minimaliza¢ni. Horolezecky algoritmus je zalozeny
na prehladdvani blizkych pripustnych rieseni. Zvolime si ivodny bod x° € Dy.
Teraz zacneme prezerat blizke pripustné riesenia, a ked natrafime na taky bod x,
v ktorom f(x) < f(x*1), tak polozime =’ = x.

Algoritmus mézeme modifikovat tak, ze najprv prezrieme vsetky pripustné rie-
Senia blizke bodu x'~! a to, v ktorom nadobida f(z) minimum, prehldsime za
.

Problémom Horolezeckého algoritmu su ,,planiny*, ¢ize funkcie, v ktorych je len
velmi maly (az ziaden) rozdiel medzi f(z'~!) a f(x), kde = je bod blizky 1.
Druhy problém predstavuju ,,Sikmé doliny*“.

w%

Obréazok 26

Na Obrazku 26 mame znazorneny postup Horolezeckého algoritmu v ,Sikmej
dolinke“. K @'~! su blizke pripustné riesenia z'~! £ e;, 1 < j < n, kde e; je
jednotkovy vektor s jednotkou na j-tej pozicii, preto ide algoritmus cik-cakovito.
Ak vsak bude dolinka ,,velmi tizka“ a ak budu jej svahy ,,velmi strmé“, tak sa moze
stat, Ze vo véetkych bodoch blizkych k *~! bude hodnota tcelovej funkcie vyssia
ako v samotnom bode '~ !, hoci v istom smere bude dolinka klesat.

V zakladnej forme si Metoda Monte Carlo a Horolezecky algoritmus tplne
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opacné metody, pretoze zatial ¢o Metdoda Monte Carlo vyberd ,rovnomerne® roz-
miestnené body pripustnej mnoziny ale nehlada lokalny extrém, Horolezecky algo-
ritmus ndjde lokdlny extrém blizky ivodnému pripustnému rieseniu, avsak ignoruje
zvySok pripustnej mnoziny rieseni. Preto sa zvycajne tieto algoritmy kombinuju.
Cize ndhodne vygenerujeme z° Metédou Monte Carlo a Horolezeckym algoritmom
nijdeme zo z° lokalny extrém z‘. Potom ndhodne vygenerujeme z‘t! a proces
opakujeme.

Metéda Monte Carlo a Horolezecky algoritmus ¢asto predstavuju krajné medze
pre ostatné algoritmy v tom zmysle, Ze pri nevhodne zvolenych parametroch (na-
priklad aj v simulovanom zihani, pozri nizsie) mozeme dostat z tychto algoritmov
prave Metédu Monte Carlo, ¢i Horolezecky algoritmus.

Simulované Zihanie

Simulované zihanie (Simulated annealing) sa podobd na Horolezecky algo-
ritmus. Rozdiel je v tom, ze s istou pravdepodobnostou, ktori postupne znizujeme,
prijmeme aj riesenie horsie od stcasného. Algoritmus bol motivovany postupnym
chladenim taveniny, pri ktorom sa vdaka obcasnému miernemu zahriatiu dosahuje
struktara bez defektov. Prave z toho dovodu sa pri opise algoritmu pouzivaju poj-
my ako ,teplota“, avsak my si pod teplotou jednoducho predstavime parameter T
a opiseme, akym sposobom budeme tento parameter menit. Podobne to plati pre
»plan chladenia“ a podobne. V najzakladnejSej forme ma algoritmus nasledujici
tvar.

ALGORITMUS: Simulované Zihanie.
Vstup: pocet opakovani k, plan chladenia, x°, Ty, Timin.

Begin
z=x% T =Ty { inicializécia }
Repeat

For i =1 To k Do Begin
Vygeneruj nové pripustné rieSenie x,,;
Ak P(f(z), f(z,),T) > Random(0, 1) Tak & = x,;
End;
Zniz T podla planu chladenia;
Until T' < Trin;
End.

Tu P( f(x), f(xn), T) je pravdepodobnost prijatia nového pripustného rieSenia
&, (s hodnotou ucelovej funkcie f(x,,)) pri sic¢asnom rieseni (s hodnotou tcelovej
funkcie f(x)) a teplote T' a Random(0, 1) ddva ndhodnid hodnotu z intervalu (0, 1).

Algoritmus ma viacero modifikacii. Opiseme takzvany Metropolisov algorit-
mus, ktory je zalozeny na Boltzmannovskom rozdeleni pravdepodobnosti.
Pri tomto rozdeleni je pravdepodobnost, Zze sa systém pri teplote 7" nachidza
v pripustnom rieSeni x, dana

L
wr(x) = o € P
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kde kp je konstanta (takzvand Boltzmannova konstanta) a Q(7') je normalizacny
/()

faktor, Q(T) =) e *&T, pricom suma ide cez vSetky mozné pripustné rieenia.
Uréit hodnotu Q(7T) je ndroéné, no v dalsom ju nebudeme potrebovat, pretoze
pravdepodobnost prijatia nového rieSenia bude podiel pravdepodobnosti, takze
Q(T) vypadne. Potom

_ f@n)=f(=) }

P(f(w)vf(wn)aT) :min{l,e kg T

To znamend, ze ak f(x,) < f(x), tak pravdepodobnost prijatia x, je 1, teda ak
je nové pripustné rieSenie lepsie ako staré, tak ho prijmeme vzdy. Avsak s istou

pravdepodobnostou prijmeme aj horsie pripustné riesenie. Na Obrazku 27 st dve
_f@n)—f(=) . .. ) , ) e
krivky pre e 5T | pricom tenkou ¢iarou je zobrazend krivka pre nizsie T,

teda pre neskorsie dosahovani teplotu. (Hrubsou ¢iarou je v Obrazku 27 graf pre
kp-T =1, tensou pre kg -T = 0,5.) Na vertikdlnu os sme vyniesli pravdepodobnost
a na horizontélnej osi mame rozdiel Af = f(z,) — f(z).

T@n) < f@) | f(@n) > (@)

~Af

Obrazok 27

Kedze pre nas je T' iba parameter, nie skutocnda teplota, tak vsade namiesto
vyrazu kg - T budeme pisat iba T'. Potom tivodnu teplotu (¢ize uvodny parameter)
Ty volime tak, aby sa akceptovala priblizne polovica horsich pripustnych rieseni.

Este potrebujeme navrhnit plan chladenia, ¢ize sposob, ako budeme menit hod-
notu parametra 7. S Boltzmannovskym simulovanym zihanim je konzistentny lo-
garitmicky plan chladenia, ¢ize

To

T, = —__
£ (o)

kde ¢ je casovy index chladenia. Vacsinou vsak kvoli jednoduchosti volime expo-
nencialny plan chladenia

T,=a" Ty ¢ze Ty=a- Ty,

pricom 0 < «a < 1. V takom pripade hovorime o Simulovanom kaleni (Simu-
lated quenching). Vhodné volby pre « lezia v intervale (0,8;0,99), ¢ize je vhodné
pomalé chladenie. Pri velmi rychlom chladeni by sa totiz algoritmus dostal do
lokdlneho minima a tam by skoncil, ¢ize by sa zmenil na klasicky Horolezecky
algoritmus.

PRIKLAD. Majme vo stvorci (0, 1) x (0, 1) zvolenych n bodov. N&jdite najkratsiu
otvorent cestu (lomenu ¢iaru), ktord prechadza cez vsetky tieto body.

RIESENIE. Téato uloha patri medzi naro¢né. Doposial nepozname polynomidlny
algoritmus na néjdenie najkratSej otvorenej cesty, preto pouzijeme stochasticku
metédu Simulované zihanie.
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Pomocou lomenej ¢iary dané body usporiadame. Bod, v ktorom c¢iara zacina,
bude prvy, nasledujici bod na ¢iare bude druhy atd. Takze pripustné rieSenia
 budi permutédcie n prvkov a tcéelovou funkciou f(x) bude dizka lomenej ciary
urcenej permutaciou . Mame teda n! pripustnych rieseni. V skuto¢nosti je pripust-
nych rieseni iba n!/2, pretoze jedna lomena ¢iara zodpoveda dvom permutdciam (pri
druhej body ,¢itame* od posledného k prvému). V kazdom pripade je pre vicsie n
pocet pripustnych rieSeni privelky, preto nemézeme prejst’ cely priestor pripustnych
rieSeni. Pouzijeme Simulované zihanie.

Algoritmus sme uz opisali, zostava urcit, ako z o vygenerujeme ,blizke“ nové
pripustné rieSenie x,,. Mozeme pouzit jeden z nasledujicich generatorov susedného
pripustného rieSenia.

a) Vymena lubovolnych dvoch susednych bodov v permutdcii. Napriklad z danej
permutécie (1,3,2,6,5,4), v ktorej za bodom 1 nasleduje 3, potom 2, atd.,
zamenenim 6 za 5 dostaneme permutéaciu (1,3,2,5,6,4).

b) Vymena lubovolngjch dvoch bodov v permutdcii. Napriklad z permutécie
(1,3,2,6,5,4) zamenenim 3 za 5 dostaneme permutéciu (1,5, 2,6,3,4).

c) Preklopenie dseku permutdcie medzi lubovolngmi dvoma bodmi. Napriklad
z permutécie (1,3,2,6,5,4) preklopenim tseku od bodu 3 po 5 dostaneme
permutéciu (1,5,6,2,3,4).

Na Obrazku 28 mame tieto generatory zobrazené. Uvodn4 permutacia je znézor-
nena c¢ervenou c¢iarou, vysledna sivou.

(@) (b) (c)
1.0 1.0 1.0
—{1,3,2,6,5,4} —{1,3,2,6,5,4} —{1,3,2,6,5,4}
0sf—{1,3,2,5,6,4} 3 osf—{1,5,2,6,3,4} 3 osf—{1,5,6,2,3,4} 3

0.6 0.6 0.6

0.4

0.2 v 0.2

0.4 0.4f

Obrézok 28

Vsimnime si, ze pri operdciach (a) a (c¢) zamenime dve tsecky v lomenej Ciare
za dve iné, zatial ¢o pri (b) zamenime vo vSeobecnosti az Styri usecky za Styri iné.
Pri tychto operéciach je dolezité, aby sme sa z l'ubovolnej permutéacie do I'ubovolne;j
inej vedeli dostat na ,, maly pocet krokov“, ¢ize aby mal graf zodpovedajici operacii
maly priemer. Ak oznac¢ime prislusné grafy G,, Gy a G, tak pre ich pocet vrcholov
plati [V(Ga)| = [V(Gy)| = [V(Ge)| =nl/2 a

n n— n N n n2
T~ iy <diam(Ga) < (2> ~ T

diam(Gp) <n—1~n
diam(G.) <n—1~n

pricom dolnu hranicu pre diam(G,) sme uré¢ili pomocou vzdialenosti permutacie
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1,3,5,...,2,4,6,... od 1,2,...,n. Vidime, ze operacie (b) a (c) by mali byt vhod-
nejsie. Odporica sa pre vyssie teploty (spociatku) volit radsej (b), pre nizsie teploty
radsej (c).

Cvicenia

CVICENIE 10.1. Né&jdenie najkratsej otvorenej cesty spajajicej n bodov vo stvor-
ci (0,1) x (0,1).
1. Vykreslite stvorec (0, 1) x (0, 1).
2. Vygenerujte a vykreslite n ndhodne zvolenych bodov vo stvorci z casti 1.
3. Vygenerujte ndhodnt permutdciu 2° &sel 1,2, ..., n (teda ndhodne vyberte prvé
¢isloz 1,2, ..., n, potom zo zvysnych n—1 ndhodne vyberte druhé atd.) a vykreslite
cestu zodpovedajicu tejto permutécii do obrazka.
4. Naprogramujte Stochasticky horolezecky algoritmus (v standardnom Horolezec-
kom algoritme prehladame vsetkych susedov @, tu skisime k,;,4, ndhodnych krokov
a posunieme sa vtedy, ked sa zlepsi hodnota i¢elovej funkcie.)

Vstup: %, kmaz-
Begin
x = xY;
For K =1 To kjq: Do Begin
Generuj novy stav x,, = neighbour|x];
If f(x,) < f(x) Then & = x,;
End;
End.

Pre stochasticky operdtor neighbour|x] pouzite vymenu dvoch susednych bodov
(¢ize operator (a)).

5. Pre rychly vypocet je dobré na zaciatku vypocitat vzdialenosti medzi vSetkymi
dvojicami bodov a ulozit ich do matice so zlozkami L; ; = ,vzdialenost medzi bodmi
i a j*. Mozno na to pouzit funkciu DistanceMatrix. Dizka cesty f(z) sa potom urci
spoc¢itanim spravnych prvkov matice L.

6. Pre malé n (pre n < 10) néjdite hrubou silou globédlne minimum a zistite, ¢ ho
Horolezecky algoritmus nasiel.

7. Naprogramujte simulované zihanie.

a) Definujte funkciu P(f(x), f(x,),T) = P(Af,T) = min{l,e_%} (za Af
sa bude v algoritme dosadzovat f(x,) — f(x)). Vykreslite tito funkciu ako
funkciu premennej Af a parametra 7" pomocou procedury Manipulate cez
T.

b) V Horolezeckom algoritme zmerite kritérium pre prijatie nového stavu a
doplite chladenie.

c) Dopliite zvysné dva stochastické operdatory (¢ize operatory (b) a (c)).

8. Vizualizujte kroky algoritmu pomocou Manipulate cez vSetky iteracie. V kazdej
iteracii bude

a) Stvorec (0,1) x (0,1) s vykreslenymi bodmi.
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b) Zakreslend aktudlna cesta x.
c) Vypis hodnoty f(x) a aktudlnej teploty T'.
9. Vymyslite algoritmus na hladanie vhodného 7j.
10. Pre ktory stochasticky operator funguje algoritmus najlepsie?

CVICENIE 10.2. Pomocou simulovaného zihania najdite najkratsiu otvorent ces-

tu spajajicu 10 najvacsich slovenskych miest.
1. Vyberte si jeden z dvojice (predpripravenych) stiborov. V jednom sa vzdialenosti
medzi mestami uvadzaju ako geodetické vzdialenosti, v druhom ide o vzdialenosti
po cestach.
2. Doplite chybajuce ¢asti (staci ich skopirovat z Cvi¢enia 10.1).

a) Stochastické generdtory poruchy.

b) Definiciu funkcie P(f(x), f(x,),T) = P(Af,T).

c) Algoritmus na hladanie vhodného Tj.

d) Algoritmus simulovaného zihania.
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11 Evolucné algoritmy

Velkd skupina stochastickych metéd (ako napriklad genetické programovanie,
evoluénd stratégia, neuroevolicia a iné) je zalozend na evoluénych procesoch. Tie-
to metédy (s velmi podobnymi ndzvami) nendjdu optimdlne rieSenie, iba jeho
aproximaciu v realnom case. Do tejto skupiny patria genetické algoritmy, kto-
rymi sa budeme zaoberat v tejto kapitole.

Schéma genetického algoritmu

Opiseme jednu iteraciu genetického algoritmu.

1. Po i-tej iteracii budeme mat mnozinu pripustnych rieseni x4, ..., z,. Tuto
mnozinu nazyvame i-ta generacia.

2. Vyberieme z i-tej generdacie tie rieSenia, ktoré maju lepsiu hodnotu ucelovej
funkcie.

3. Teraz budeme rieSenia vybranej skupiny krizit (kombinovat) za tucelom
ziskania novej mnoziny rieseni.

4. S istou nie velkou pravdepodobnostou budi nové riesenia mutovat (¢ize
niektoré mierne pozmenime).

5. Dostdvame novi skupinu rieSeni, (i+1)-vi generéciu «f, ...,/

g

Niekedy rieSenie s najlepsou hodnotou icelovej funkcie automaticky presunieme
do novej generacie. Tym dosiahneme, Ze v poslednej generécii bude najlepSie naj-
dené rieSenie.

Kedze optiméalne rieSenie nepozndme, nemame rozumnd podmienku na ukon-
¢enie algoritmu. Preto ho obycajne ukonc¢ime po zostrojeni predpisaného poctu
generacii.

NajnarocnejSie byva navrhnutie takého krizenia, pri ktorom sa na potomkov
presuntu dobré vlastnosti rodicov. Z toho dovodu sa ¢asto mutécia prijima iba vtedy,
ked zlepsi hodnotu ucelovej funkcie.

Na zostavenie genetického algoritmu potrebujeme navrhnut:

a) Zakoédovanie riesenia.

b) Vyhodnotenie rieSenia a vyber rieSeni na krizenie.
c) Krizenie.

d) Mutacie.

e) Dekddovanie riesenia.

Zostavenie genetického algoritmu si opiSeme na priklade. Objasnime si, ako
navrhnut vyssie vymenované kroky, avsak krok e) vynechdame, pretoze je inverzny

k a).
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Problém obchodného cestujiiceho

DEFINICIA. Majme n miest, pricom niektoré dvojice st pospdjané cestami da-
nych dlzok. Problém obchodného cestujiiceho spociva v zostrojeni najkratsej
okruznej prechadzky, pocas ktorej sa navstivi kazdé mesto prave raz.

Ina¢ povedané, problém obchodného cestujiceho spoc¢iva v najdeni najkratsej
Hamiltonovskej kruznice v ohodnotenom grafe.

Tu sa budeme zaoberat modifikaciou problému obchodného cestujiceho, v ktorej
budi mestéd reprezentovat ndhodne vybrané body stvorca (0,1) x (0,1). Budeme
predpokladat, ze kazd4 dvojica je spojena cestou, ktorej dizka sa rovna klasickej
Euklidovskej vzdialenosti tychto bodov. Rozdiel oproti prikladu z minulej kapitoly je
v tom, Ze zatial ¢o tam sme hladali najkratsiu otvorenu prechddzku (Hamiltonovski
cestu), teraz budeme hladat najkrat$iu uzavreti prechddzku (Hamiltonovski kruz-
nicu, pozri [11]).

Kodovanie rieSenia

Ukézeme si styri sposoby kédovania Hamiltonovskej kruznice. Majme v rovine
pat bodov, 1, 2, 3, 4 a 5, pricom kruznica bude obsahovat hrany (2,4), (4,1), (1,5),
(5,3) a (3,2). Okrem toho budeme mat zvoleny smer prechddzania tejto kruznice
tak, ze z 2 pojdeme do 4, dalej do 1, atd. Na Obrazku 29 mame tychto pat bodov
rovnomerne rozmiestnenych na kruznici a hrany so zvolenym smerom prechadzania
mame znazornené Sipkami. Vrcholy si zakreslené malymi kruzkami.

Obrézok 29

Kédovanie pomocou permutacnej matice

Tato matica obsahuje iba nuly a jednicky. Pritom v i-tom riadku a j-tom stfpci
je jednicka prave vtedy, ked sa v Hamiltonovskej kruznici vyskytuje hrana (i, ),
ktoru prechddzame v smere od i k j. Znamena to, ze tdto matica typu (n x n) bude
mat prave n jedniciek, pricom v kazdom riadku (Stfpci) bude prave jedna. Kruznici
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z nasho prikladu, ¢ize permutacii prvkov 1,2,3,4,5, zodpoveda permutac¢na matica

SO = O OO
SO = OO
_ o o oo
SO O~ O
OO OO

Kédovanie pomocou permutacie

Tu budeme uvazovat matice typu (2 x n). V hornom riadku budu zoradené
vSetky body sStandardne, pricom v dolnom budu zapisani susedia na orientovanej

Hamiltonovskej kruznici. Znamena to, ze kazdy stipec <; ) zodpoveda hrane (i, j),

ktord prechddzame v smere od ¢ k 5. V nasom priklade dostaneme maticu
1 2 3 4 5
5 4 2 1 3

[57 47 27 173] 9

¢o skratene zapiSeme

pretoze prvy riadok matice je vzdy rovnaky.

Kédovanie pomocou cyklu

Tu zapiSeme za sebou body v tom poradi, v akom ich prechadzame. V naSom

priklade dostavame
(2,4,1,5,3).

Ked sa chceme vyhnut nejednoznacnosti, moézeme si prvy bod zvolit. Obyc¢ajne si
volime najmensi prvok, ¢ize 1. Potom v nasom priklade dostavame zapis

(1,5,3,2,4).

Ordinalna reprezentacia

Pri tejto reprezentéacii si prvy bod zvolime fixne. Nech je nim 1. Teraz zapiSeme
napravo vSetky body v standardnom poradi a nalavo bude prazdny retazec ().
Postupne budeme vyberat z pravej strany body podla toho, ako ich prechddzame
na zorientovanej Hamiltonovskej kruznici, a nalavo zapiSseme ich momentélne (re-
lativne) poradie. V nasom priklade dostdvame

() 1,2,3,4,5
(1) 2,3,4,5
(1,4) 2,3.4
(1,4,2) 2,4
(1,4,2,1) 4
(1,4,2,1,1) 0
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Teda nasej Hamiltonovskej kruznici zodpoveda v ordindlnej reprezentacii retazec

(1,4,2,1,1) .

Vyhodnotenie riesenia

Hamiltonovska kruznica ma n hran, takze spocitame vzdialenosti n dvojic su-
sednych bodov. Aby sme nepocitali rovnaké vzdialenosti vela krat, je vhodné spo-
¢itat na zaciatku algoritmu vzdialenosti pre vSetky dvojice bodov a ulozit ich do
matice typu (n X n). Za lepsie rieSenie povazujeme to, ktoré ma mensi sicet vzdia-
lenosti.

Krizenie
Pouziva sa velmi vela krizeni, tu spomenieme iba niektoré, a aj tie iba v zakladnej
forme.
Klasické krizenie
Majme dvoch rodicov r; a ro, zapisanych pomocou retazcov. Napriklad
ry: (1,3,2,1,2,1)
ro: (1,4,2,2,1,1).

Teraz si vyberieme poziciu na krizenie, povedzme medzi tretim a Stvrtym prvkom,
a na tejto pozicii konce retazcov zamenime. Ziskame potomkov

pr: (1,3,2,2,1,1)

p2: (1,4,2,1,2/1).
Ked budeme toto krizenie robit pri ordindlnej reprezentécii, tak obaja potomkovia

budti reprezentovat Hamiltonovské kruznice. V ostatnych pripadoch bude treba
robit opravy.

Ciastoéne parované krizenie

Majme dvoch rodicov zadanych pomocou permutécie
ry: [2,3,4,5,6,7,8,1]
ro: [3,1,6,7,2,4,8,5].

Teraz si zvolime pozicie, pomocou ktorych prebehne krizenie. Povedzme pozicie
3 a 4. Volime ich tak, aby sme v stipcoch dostali ¢iastoéné parovanie. V naSom
priklade ziskame 4 —6 a 5 — 7. KedZe sa tu ziadne ¢islo neopakuje, dvojice reprezen-
tuju ciastoéné parovanie. Teraz pomocou parovania zamenime body v permutécii.
Ziskame potomkov

D1 [273767774757871]
p2: [3,1,4,5,2,6,8,7].
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Problém je v tom, Ze potomok nemusi reprezentovat Hamiltonovsku kruznicu.
V nasom priklade p; reprezentuje Hamiltonovskud kruznicu, avsak ps nie. V takom
pripade potomka bud opravime, alebo ho zahodime.

Maticové krizenie

Majme rodicov r; a r2 zadanych permuta¢nymi maticami

01 0 0 00 1 0
00 1 0 000 1
=10 0 0 1 2 T=1p 1 0 0
100 0 100 0

Zvolime si krizenie medzi prvym a druhym plus tretim a stvrtym stipcom. Zamenou
na tychto poziciach dostavame

00 1 0 010 0
, [0 0 0 o0 , (o 0 11
Pr=1o 1 0 1 @ P27 19 0 0 0

100 0 100 0

Kedze takto dostaneme riadky s nasobnym vyskytom jednotiek, niektoré z nich
presunieme do novych riadkov. Povedzme

b1 =

o oo

0
0
1
0

OO = O
O O O
o o O
O O O
OO = O
O = OO

Opat sa moze stat, ze potomok nereprezentuje Hamiltonovsku kruznicu, ako p;
v nasom priklade. V takom pripade ho bud opravime, alebo zahodime.

Krizenie pomocou susedov

Majme rodicov

r: (1,2,3,4,5,6)
ra: (3,6,4,2,1,5).

Zostrojime zoznam susedov bodov. Napriklad v 1 susedi bod 1 s bodmi 2 a6 av ry
susedi bod 1 s bodmi 2 a 5. Preto si v zozname bodu 1 susedia 2,5, 6. Dostavame

$2,5,6
:1,3,4
:2,4,5,6
:2,3,5,6
:1,3,4,6
:1,3,4,5

S O =W N =
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Teraz zatneme v nejakom bode (odporica sa bod s najmensim poctov susedov)
a vyberieme nasledovnika zo zoznamu susedov nahodne. Potom sa presunieme do
nasledovnika a procediru opakujeme. Dostaneme

p{l: (1757473767

a dalej danym sposobom nemézeme pokracovat. Vtedy volime dalsi prvok nahodne
tak, aby sme cyklus neuzavreli prilis skoro. Ziskame

pi: (1,5,4,3,6,2).

Heuristické krizenie

Opat budeme mat dvoch rodi¢ov r; a 5. Zvolime si l'ubovolny bod ako pociatoc-
ny. Nato prezrieme nasledovnikov tohoto bodu u oboch rodicov a vyberieme ten,
ku ktorému je od zvoleného bodu mensia vzdialenost. Takto pokracujeme, pokial
to je mozné. Ked to mozné nie je, zvolime nasledujici bod ndhodne, pricom davame
pozor, aby sme cyklus neuzavreli prilis skoro.

Pri tomto krizeni na 20 bodoch sa zistilo, ze ked budu rodic¢ia r; a ry voleni
ndhodne, tak asi 30 % hrdn zdedi potomok z 71, 30 % z ry a zvysnych 40 %
predstavujui nové hrany. Pritom priemerne st potomkovia o 10 % lepsi ako lepsi
z rodicov.

Mutacie

Mutacie mozeme uvazovat také isté ako pri simulovanom zihani. Avsak z dovodu
nedokonalého krizenia ich prijimame iba vtedy, ked znizia hodnotu tcelovej funkcie.

Na zaver uvedme, ze genetické algoritmy sa pouzivaju vtedy, ked je bodov vela.
V nasom priklade stovky, pripadne tisice. Z toho dovodu su aj generacie velmi
velké. Na krizenie sa vyberd nie viac ako 50 % najlepsich jedincov z generacie
a pravdepodobnost mutécie byva okolo 10 %.

Pre zdujemcov o dalsie studium stochastickych metéd s dorazom na simulované
zfhanie a genetické algoritmy odporuc¢ame Specializovani literatiru [3,5,13].

Cvicenia

CVICENIE 11.1. Pomocou genetického algoritmu najdite najkratsiu uzavretu
cestu medzi ndhodne vygenerovanymi n bodmi vo stvorci (0,1) x (0, 1).
1. Vyberte si jedno krizenie a jednu mutéciu. Potom zvolte vhodné kdédovanie
a naprogramujte geneticky algoritmus.
2. Vizualizujte najlepSie rieSenie v rdmci jednej generacie.
3. Porovnajte vysledky a ¢asovi narocnost pre rozne velké populédcie a pre rozne
nastavené percentd na krizenie a mutacie.

CVICENIE 11.2. Navrhnite nové krizenie. Pokuiste sa ho navrhnut tak, aby za-
chovalo dobré vlastnosti rodicov.
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