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Uvod

Mili citatelia,

tato uc¢ebna pomdcka je napisana ako dopliujtci ucéebny text k predmetu Matema-
tika 2 pre studentov prvého roénika bakaldrskeho studia odboru Geodézia a Kartografia,
Stavebnej Fakulty STU v Bratislave. Zbierka obsahuje styri nosné kapitoly: Urcity integ-
ral, Diferencidlny pocet funkcii viac premennych, Diferencidlna geometria kriviek a ploch,
Sféricka trigonometria. V tvode kazdej kapitoly si strucne vysvetlené pojmy a zakladné
vztahy potrebné na vyrieSenie prislusnych tloh. Potom st podrobne vyrieSené viaceré
vzorové priklady. V zavere kazdej kapitoly st uvedené tlohy na samostatni pracu spolu
s vysledkami. Zbierka je pisana formou, ktora by mohla byt pristupna studentom. Snazili
sme sa o zrozumitelnost a aj ked by si jednotlivé kapitoly zaslazili obsiahlejsi teoreticky
uvod, tato ucebna pomocka je koncipovana ako zbierka tloh, preto neobsahuje defini-
cie vSetkych pojmov. Na konci zbierky je uvedena literatira, kde si ¢itatel moze hlbsie

nastudovat spominani problematiku.

Na zaver by sme sa chceli podakovat Doc. Ing. Tomasovi Bacigalovi, PhD., RNDr. Ag-
nese Dallosovej, Prof. RNDr. Magdaléne Komornikovej, PhD. a Ing. Michalovi Sprlékovi,
PhD. za starostlivé prec¢itanie celého textu a pripomienky, ktoré prispeli ku skvalitneniu

tejto zbierky. Prajeme vsetkym ¢itatelom prijemné (po)citanie.

V Bratislave 1. 12. 2018

Marek Macdk a Zuzana Minarechova






Kapitola 1

Urcity integral

1.1

Pojem a metédy pocitania urcitého integralu

Nech f je spojité funkcia v intervale (a,b) a F' je funkcia primitivna
k f v intervale (a,b). Urcity integral funkcie f v intervale (a,b) je ¢islo

F(b) — F(a). Tento fakt zapisujeme

[ 1@)de = [F@) = F®) - F().

a nazyvame Newtonova-Leibnizova formula.

2
Priklad 1 Vypocitajte [(3z? — 5z + 1) dz.
1

Riesenie: Vypocet mozeme uskutocnit priamo pomocou integracnych vzorcov.

2 3 2 2 2 2
) 1
/3:[; Cseal)de = |35 —5T ya] = (22 —52 12— (1P-5- 41
J 3 2 ) 9 9
= (8—10+2) (1 51+1>—1
N 2 2

4
Priklad 2 Vypocitajte f%dx
1
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10
RieSenie: Vyraz v integrali upravime do tvaru mocninovej funkcie a pri integrovani

_ l.a+1
ot T

aplikujeme integracny vzorec [x®dxr =

= (2 . 43/2 _2.41/2> _

4

/ 1/2 _ x_1/2) de — [zxsm _ 2x1/2}
1

1

B (2 13/2 _ 2,11/2>:<16_4>_(2_2):8.
3 3 3 3

Priklad 3 Vypocitajte [ |cosz|dz.
0

RieSenie: V integrali vystupuje funkcia absolitnej hodnoty a kedze funkcia cosx meni

intervalu integracie znamienko, zadany integral vypocitame ako stucet dvoch

T -

v bode 7
integralov.
™ g K -
/\cosa:\dx = /Cosxdx—l—/(— cosz)dr = [sinz|¢ — [sm:zc]g =
0 0 z
(sing — sin O) — (sinw — sin ;T) =2

Priklad 4 Vypocditajte f ls—fl—r(tos ;T) dz.

Riesenie: Citatela zlomku najskér upravime pomocou vztahu sin®(2z) + cos®(2z) = 1
1 — cos?(2z). Potom ho rozlozime na sucin, vykratime s

tak, ze vyjadrime sin?(2x)

menovatelom a dalej integrujeme.

7 sin?(2z) . 71— cos? dx _ /2 (1 — cos(2z)) - (1 4 cos(2x)) g —
) 1+ cos(2x) 1+ cos(2z) 2.75 / 1 + cos(2x)

sin(2z) 2 B (7r B sin7r> T

s \2 2 ) 2

2

-

/1—00825)3 dox =
0
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t = p(x)

b o
/f@@ndmﬁm: dt = ¢'(z)d
a tl—QO(CL)

ty = ¢(b)

Substitu¢na metéda pre urdéity integral:

funkcia v obore hodnot funkcie ¢.

Tento vztah plati, ak ¢’ je spojité funkcia v intervale (a,b) a f je spojita

6
Priklad 5 Vypocitajte [2xv1 4+ 22 dx.
0

Riesenie: Integral budeme riesit substitué¢nou metédou. Za t zvolime ¢t = 1 + 22,

z ¢oho ziskame dt = 2z dz. KedZe dolné ohranicenie a = 0, potom t; = 1+a? = 1+0% = 1.

Podobne pre horné ohrani¢enie b = 6 ziskame to = 1 +b? = 1 + 62 = 37.

t=1+2"
6

dt =2xdz
/Qx\/1+:z:2dx =

t2:37

- ng%ﬁ—1)

9
Priklad 6 Vypocitajte [ %dx.
1

Riesenie: Tento integral budeme opat riesit substituénou metédou. Za ¢ zvolime ¢t = /z,

z ¢oho dostavame dt = ﬁ dx. Pre dolné ohranicenie a = 1 dostdvame t; = y/a = /1 = 1,

pre horné ohranicenie b = 9 dostévame t, = Vb = /9 = 3.

t=+x

dt = 5= dw
t1 =1
t2:3

_ (2N _(2\_ 6
N In2 In2/ In2
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%
Priklad 7 Substitué¢nou metédou vypocitajte [tan 3z dz.
0

Cos3 " cosdz Cos3

E E
[ sind x [ sinz - sin? z 4 sinz - (1 — cos®z)
tan®z dor = dr = dz.
0 0

Pouzijeme substiticiu ¢t = cos x. Vyjadrime dt, t. j. dt = —sin z dz, pre dolné ohranicenie

a dostaneme t; = cosa = cos(O = 1, pre horné ohranic¢enie b dostaneme ty = cosb =

CoS Z \[ . Po dosadeni substittucie

V2
2 2 \/5
1—¢2 1 1 1 5 V2 1
= /(— )dt:{ lt] 141 (X2 —( 11):
1/ 3 1 513 5z o 1 +1n{ = 5+ In
1
2

Metéda per partes (integrovanie po Castiach) pre urcity integ-
ral:

Nech funkcie u a v maju spojité derivacie v intervale (a, b). Potom plati

1
Priklad 8 Vypocitajte urcity integral [ (x + 1)e” dx.
-1

RieSenie: Integral budeme riesit metédou per partes. Za funkciu v zvolime =z + 1 a za

u = ev.

1 o — e 1
/(a;—i— e*de = = [(z +1)e*]", — /e”‘“.l dz =
) v=x+1 v =1 )

1
= [+ 1) — ], =2 —e + e =e 4 —

2
Priklad 9 Vypoditajte urcity integral [ z?Inz dz.
1
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Riesente: Tento integral budeme riesit metdédou per partes. Za funkciu v zvolime In x

azau = x2.

/

22 Inxdx

:T-

Priklad 10 Vypocitajte urcity integral [ arcsinz dz.
0

Riesenie: Metodu per partes mozeme pouzit aj vtedy, ak integrovana funkcia nie je

suc¢inom dvoch funkcii. Vtedy za druhy ¢initel povazujeme konstantu 1.

arcsin x dz

T

v =arcsinz v =
\/7

Fuen(2)-

Uu=2I

f

/ 1—:172

0

= [rarcsin x]

Teraz zavedieme substitiiciu t = 1 — 22 a pokrac¢ujeme dalej vo vypocte.

t=1— 22

t1:1—02:1

2

g
Priklad 11 Met6dou per partes vypocitajte urcity integral [(a? + 1)sinz du.
0

dt = -2z2dx — —xdz = 5

wm1-(4) -

dt

1

2

V2 1%dt V2
ALY Avite shatd

= o=

Riesente: V tomto pripade pouzijeme metodu per partes dvakrat, pricom za v postupne
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zvolime z% + 1, a v druhom kroku v = 2z.

u =sinx u=—cosz

/x + 1)sinzdr = =
s v=z+1 v =22

jus

uw =cosxr u=sinx

= {—(Z‘Z—Fl)COS:C}? +2/:Ccos:c dr =
0 v=u1 v =1

= {—(x2+1)cosx}0§ +2[xsinx0% —2/smxdx—

= {—(xQ + 1) cos x}g +2[x sinx]§ +2 [cosx]og =

= (0+1)+2(2—0)+2(0—1)=W—1-

I
Priklad 12 Metdédou per partes vypocitajte urcity integral [ e~ sinz dx.
0

Riesenie: V tomto priklade pouzijeme metédu per partes dvakrat, ¢o nam umozni

vyjadrit hladany integral pomocou neho samého.

1 , . x
Y W =sinx wu=—cosx . z .
/e sinxdx = = [—e COSQJ} —/e cosx =
_ xT ! xT 0
0 U—G U ——6 0
uw =cosx w=-sinx . z Y z Y
= = [—e CoS x} — [e smx} + [ e Psinzdx | =
—x / —x 0 0
v=-e v = —e
jus E
= {—e‘x Cosx](;1 — [ sinx ; / Tsinx dx.
0

i

4
Ak oznac¢ime hladany integral symbolom I = [ e~ sin x dzx, tak sme dostali rovnicu
0

I = {—6_’” cosx}f — [e‘x sin m}f — 1,
z ktorej vypocitame

I = —; [e‘l’ cosx + e “sin x}
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1.1.1 Nevlastné integraly

r

e Ak je interval, v ktorom integrujeme, neohrani¢eny, hovorime o
nevlastnom integrali prvého druhu. Ide o integraly

b

/ f(z)dz, /Oof(x) dx, 7 f(z)dx

e Ak je integrovand funkcia v intervale integracie (a,b) neohranicena
(a teda nespojitd), hovorime o nevlastnom integrali druhého

druhu.

Priklad 13 Vypocitajte nevlastny integral [ %dx.
3

Riesenie: Pretoze dany integral je nevlastny integral prvého druhu, budeme postu-

(e.)
povat tak, ze hranicu oo nahradime kone¢nou hodnotou b, pre ktori plati [ I%dx =
. b 1
limp oo g’ = dx.
o0 b b

1 - 1 , nt 1 VY Iy 1
3/x2dx=£i“;3 dr=tim |0 =Jim (<5~ (-5)) = (0+5) =5

arctan x
1422 dz.

Priklad 14 Vypocitajte nevlastny integral f
0

Riesenie: Opat budeme postupovat tak, ze hranicu oo nahradime konec¢nou hodnotou

b
b, pre ktoru plati f AT (1 = limp_eo [ 2L dg a nésledne pouZijeme substituéni
0

T 1+a? 1+x2
metodu
t = arctanx
0o b
arctan x arctan x dt = dx
72 dI' = llm 72 de' = x2+1 —
I+a broe L4z t, = arctan(0) = 0

ty = limy_ arctan(b) = 7
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Priklad 15 Vypocitajte nevlastny integral [ 1“7“3 dx.
2

Riesenie:
t=Inz
00 b 1 Inb
1 1 dt = =dx
/ﬂdx = lim [ 2= 2 — lim [ tdt =
x b—o00 5 x tl —1n?2 b—>ooln2
tQ =Inb
o™ /n?p %2
= lim |— =lim|(——-——].
b—oo | 2 In2 b—o0 2 2

Hladana limita je nevlastna, preto dany integral diverguje.
0
Priklad 16 Vypoditajte nevlastny integral [ 4zel® du.

Riesenie: Aj tento integral je nevlastny integral prvého druhu, preto budeme postupovat
rovnako ako v predchadzajicich pripadoch. Hranicu —oo nahradime konec¢nou hodnotou

0 0
a, pre ktort plati [ 4xe*® dz = lim,_,_o [ 4xe*® dz.
a

—0o0

u =e u =

641‘
4
_>_
ammee v=4xr v =4

) e4z 0 06433
- GE@W(MML—/HM -
0

: 4x 0 : 4x
= lim {xe } — lim erdx =
a—r—0o0 a a—— 00
a

o Jet1? 1 1

2
Priklad 17 Vypocitajte nevlastny integral [ 1J%xdyc.
2

0 0
/4xe4zdx = lim /4xe4z dx =

RiesSenie: Na prvy pohlad sa moze zdat, ze tento integral mozno riesit klasickym spo-

sobom. Pri blizSom skiimani si ale uvedomime, ze funkcia H% nie je definovana v bode

x = —1, ktory patri do intervalu integracie. Tento bod nazyvame kritickym bodom,
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a preto aj dany integral je nevlastny integral druhého druhu a musime ho riesit nasledu-

jucim spdsobom.

2 2

1 1 1

/ dz = lim dz + lim / do =
21—1—35 b——1- 1+x aﬁ\fl'*‘a 14+ 2z

= lim [n|l+af]’,+ lim [nfl+a)?=
b——1— a——1%

= <blim ln|1+b|—1n1>+(ln3— lim 1n|1—i—a|>.

——1- a——17F

Obe limity st nevlastné, preto dany integral diverguje.
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1.2 Pouzitie urcitého integralu v geometrii

1.2.1 Obsah rovinnej oblasti

s a

e Obsah rovinnej oblasti ohranicenej grafom funkcie f > 0
(priamkami x = a, = b) a osou o, v intervale (a, b) vypocitame

pomocou integralu
b
P = / f(x)dx.

e Obsah oblasti ohranicenej grafmi funkcii f > ¢ (a priamkami

x = a, r = b) v intervale (a, b) vypocitame pomocou integralu

b
P = [(f() - g(a))do
e Ak je krivka dana parametrickymi rovnicami

r=¢@), y=9(t), te(ap),

tak obsah oblasti ohranicenej krivkou vypocitame pomocou

integralu

P=|[ vt

Priklad 18 N&jdite obsah oblasti ohranicenej grafom funkcie f(z) = In(2z — 3), osou o,

a priamkou x = 4.

Riesenie: Najskor ndjdeme z-ovi siradnicu prieseénika krivky f(z) s osou o,. Porov-
nanim y-ovych sturadnic bodov obidvoch kriviek dostévame rovnicu In(2x — 3) = 0, resp.
In(2z — 3) = In1, z ¢oho dostavame 2z — 3 = 1, a teda dolné ohranicenie a = 2. Horné
ohraniCenie b je dané priamkou x = 4, t. j. b = 4 (Obr. 1.2.1). Dosadime do vztahu

b
P = [ f(x)dz a vypocitame.
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f(x) =In(2x — 3)

05 g(x) =0 *

Obr. 1.2.1. Oblast ohrani¢end grafom funkcie f(x) = In(2z—3), osou o, a priamkou z = 4.

= (e -3) - [ 5 o = [eln(2r - 3))} -

w\%
VR
—_
+

DO
8
| w
w
N—
[N
S
|

2x —
4
1
= (e -3l 5 [ dr=
22 IE—E
4
_ [x1n(2x_3)];*—[x]g—3[ma;—?’] _
2 2119
3
2

— (4In5—0)—(4—2)—

/N
—_
=

/T\

~—

|
—
=

A/

N | —

~—

S~

I

= 4ln5—2—;1n5:;ln5—2.

Priklad 19 N4jdite obsah oblasti ohranicenej grafmi funkcii f(z) =z + 3, g(z) = ﬁ

a priamkou x = 1.

Riesenie: Najskor ndjdeme z-ovi suradnicu priesecnika priamky f(z) = = + 3 s hyper-

bolou g(z) = ﬁ, (Obr. 1.2.2). Porovnanim y-ovych suradnic bodov obidvoch kriviek

ziskame rovnicu x 4+ 3 = ﬁ, ktorda mé jediné riesenie x = —2. Horné ohranicenie
b

b je dané priamkou z = 1, t. j. b = 1. Dosadime do vztahu P = [(f(z) — g(z))dz a

vypocitame.
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T %(m):a:—l—ii
/

Obr. 1.2.2. Oblast ohrani¢end grafmi funkcii f(z) = = + 3, g(x) = ﬁ a priamkou

r = 1.

/ 1 x? 1 !
P = _/2<x+3—($+3)3> dx:[2+31’+2(x+3)2]_2:
_ (v 1 (—2)? 1) 22
_ <2+3+2(4)2>—< . —6+2(1)2>—32.

’, /. . . v . _ . _ 8
Priklad 20 N4jdite obsah oblasti ohrani¢enej parabolou 22 = 4y a krivkou y = e

8

Obr. 1.2.3. Oblast ohranicend parabolou 2% = 4y a krivkou y = =

Riesenie: Najskor najdeme z-ové siradnice priesecnikov oboch kriviek, (Obr. 1.2.3).
Porovnanim y-ovych stiradnic bodov obidvoch kriviek dostavame rovnicu %2 = x%%, ktora
po uprave vedie k rovnici 2* + 422 — 32 = 0. Ttto rovnicu potom substiticiou t = z?
prevedieme na kvadratickd, t? + 4t — 32 = 0, ktort si upravime na tvar (¢ + 8)(t —
4) = 0. Dostavame dva korene t; = —8 a t, = 4. Ked sa vratime spitne k substiticii

t = 22, dostaneme dve redlne rieSenia z; = —2 a x5 = 2. Pri vypocte vyuZijeme to, Ze
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hladand plocha je symetrickd podla osi oy, preto interval integracie bude (0,2) a plochu

vynasobime 2.
2 2

2 2
8 T T
<x2+ 4) J dx 2d:v

- 8Earctan ] “(”6] 8(arctan(1) — arctan(0)) — (3 - o) _

4

=27

@\OO

o7
4
Priklad 21 Vypocitajte obsah oblasti ohranic¢enej priamkou y = x + 1, grafom funkcie

Yy = cosx a 0sou o, Vv intervale <—1, g>

Riesenie: Priamka y = = + 1 pretina o, v bode [—1,0]. Graf funkcie y = cosx pretne
os 0, v bode [ : }, (Obr. 1.2.4). Priamka a graf sa pritom pretinaji v bode [0, 1]. To
znamend, ze oblast, ktorej obsah pocitame je v intervale (—1,0) zhora ohranicena grafom

priamky y = x + 1 a v intervale <O, g> grafom funkcie y = cosz.

g(z) = cos(x)

SN

Obr. 1.2.4. Oblast ohranic¢ena priamkou y = x + 1, grafom funkcie y = cosx a osou o,.

Hladany obsah plochy potom pocitame ako stucet dvoch integralov

2

0 2
P = /(a;—i—1)d:c—|—/cosaz;d91;:[x2
“1 0
1 1 3
(b fof o) derd

Priklad 22 Vypocditajte obsah oblasti ohrani¢enej kosinusoidou f(x) = cosx a priamkou

g(z) = ? v intervale <—g, g>
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Y,
3
\/_ 2
3
— g(w) — T T~ —
/7 6 \5 4 3 -1 0 1 2 3 4 5/ 6 7\ 9 10
X
-
f(x) = cos(x)

-2

r=—7 . T=g
-4

Obr. 1.2.5. Oblast ohranic¢end kosinusoidou f(z) = cos z a priamkami g(z) = ¥, z = -,

xr =

TR

oI5

RieSenie: V intervale (—7,7) graf funkcie f(z) = cosx pretne priamku g(z) =

bodoch {—%, @} a [%, ?] Z Obr. 1.2.5 je zrejmé, ze hladana plocha je symetrickd podla

\%

osi 0y, preto ju budeme pocitat ako stucet dvoch integralov a vynasobime 2.

us

() o () (S5 9) %

Priklad 23 Vypodcitajte obsah oblasti ohrani¢enej dvojicou parabol z = —2y? a z =

[NE]

[S3E]

1 — 312

Riesenie: V rovniciach obidvoch parabol je stiradnica x funkciou stiradnice y. Obidve
paraboly sa pretinaji v bodoch [—2,—1] a [—2,1] a ich osi st rovnobezné s osou o,.

Nezavislda premennd y je ohraniCend v intervale (—1,1). Opat vyuzijeme to, Ze plocha je
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symetrickd (Obr. 1.2.6), tentokrat podla o,.

g(y) =1 —3y?

Obr. 1.2.6. Oblast ohrani¢end dvojicou parabol z = —2y? a = = 1 — 3y>.

Rovnaky vysledok by sme dostali, aj ak by sme si z obidvoch rovnic vyjadrili y, ale pri

porovnovani obidvoch integralov vidime, ze tento druhy vypocet

(5B e [0

by bol naroc¢nejsi.

Priklad 24 Vypocitajte obsah oblasti ohranicenej krivkou danou parametrickymi rovni-

cami: p(t) = 2sint, 1(t) = 3cost, kde t € (0, 27).

Riesenie: Zatneme tym, ze vypocitame derivaciu ¢'(t)

¢'(t) = 2cost.
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p(t) = 2sin(t)
P (t) = 3cos(t)
t € (0,2m)

65 -6 -55 -5 -45 -4 -35 -3 -25 0.5 1 1.5 25 3 35 4 45 5 55 6 65

Obr. 1.2.7. Oblast ohranicena krivkou danou parametrickymi rovnicami:

@(t) = 2sint, ¥(t) = 3cost, kde t € (0,27).

Kedze je vypoctova oblast (Obr. 1.2.7) symetrickd aj podla osi o, aj o,, za hranice
integracie zvolime interval ¢ € (0,75) a vypocitani plochu vynasobime 4. Dosadime do
vztahu na vypocet obsahu oblasti ohranicenej krivkou

1 — cos(2t
P = /w(t)w’(t)dt =4 /3cost-200stdt :24/cos2tdt:24/c;)s()dt:
6 0 0 s

s
2

= 12E = 6m.

_ 19 [t B sin(2t)] 2

2 g
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1.2.2 Objem rota¢ného telesa

e Objem rotacného telesa, ktoré vznikne rotaciou rovinnej
oblasti ohranicenej grafom funkcie f > 0, (priamkami z =
a, x = b) a osou o, na intervale (a,b) okolo osi o, vypocitame

pomocou integralu
b
V = 7T/f2(x) dz.

e Objem rotacného telesa, ktoré vznikne rotaciou rovinnej
oblasti ohranicenej grafmi funkcii f > g > 0 (a priamkami

x = a, = b) na intervale (a, b)

— okolo osi 0, vypocitame pomocou integralu

b

V=r[(f&) - @) da.

a
— a vseobecne okolo priamky y = const vypocitame ako

V= 7T/(f<l‘) — const)® — (g(z) — const)?du.

a

e Objem rotacného telesa, ktoré vznikne rotaciou rovinnej
oblasti ohranicenej grafmi funkcii f > 0 (a priamkami x =
a, x = b) na intervale (a,b) okolo osi o, vypocitame pomocou
integralu

b

V:27r/m-f(x)dx.

a

e Objem rotacného telesa, ktoré vznikne rotaciou oblasti
ohranicenej uzavretou krivkou urcenou parametrickymi
rovnicami z = p(t), y = ¥(t), kde ¢(t) > 0, t € (a,3), okolo

osi o, vypocitame pomocou integralu

V=n /@zﬂ(t)@'(t) at| .
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Priklad 25 Vypocitajte objem telesa, ktoré vznikne rotaciou oblasti ohranic¢enej para-

bolou f(z) = 2% — 4x + 5 a priamkami x = 1 a z = 4 okolo osi o,.

Riesenie: Lavé strana rovnice definujiicej krivku je kladné pre vsetky = € (1,4), preto

objem telesa, ktoré vznikne rotéciou oblasti okolo osi o, (Priloha ¢. 6, Obr. 6.6.1) vypo-
b

¢itame pomocou vztahu V = 7 [ f?(x) do a pri vypocte aplikujeme vzorec (a + b+ c¢)? =
a

a? + b% + ¢ + 2ab + 2bc + 2ac.

fx)=2*>—4x+5

Obr. 1.2.8. Oblast ohranic¢end grafom funkcie f(z) = z* — 4z + 5, osou o, a priamkami
r=1lax=4

4
Vo= n (:t:2—4:6+5)2dx:7r/(x4+16x2+25—8x3+10m2—40x)d$:
1

5 3 4
(2* — 823 + 262 — 40z + 25)dz = 7 [z — 2t 4 26% — 2027 + 251«] -
1

=

H\u; H\.&

45 43 1 26
= 4(5—2-44+263—20-42+25-4>—(5—2+3—20+25>] —

78
= — -

5

Priklad 26 Vypocitajte objem telesa, ktoré vznikne rotaciou oblasti ohranicenej krivkou

f(z) = e® a priamkami x = 0 a x = 1 okolo osi o,.

Riesenie: Pri vypocte objemu telesa (Priloha ¢. 6, Obr. 6.6.2), ktoré vznikne rotéciou

danej oblasti (Obr. 1.2.9), pouzijeme substitu¢ni metédu.
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/

Obr. 1.2.9. Oblast ohranicend grafom funkcie f(x) = e®, osou o, a priamkami z = 0

ax=1.

Priklad 27 Vypocitajte objem telesa, ktoré vznikne rotaciou oblasti ohranic¢enej kriv-

kami, ktoré st dané predpismi f(z) = \/z a g(x) = 2? okolo osi 0,.

f@)=Vvz

Obr. 1.2.10. Oblast ohranidena grafmi funkcii f(z) = /r a g(x) = 2.

RieSenie: Vypocitame si hranice intervalu, na ktorom budeme integrovat. Porovnanim

y-ovych stradnic bodov obidvoch kriviek y/z = x? a dalfou tipravou ziskame rovnicu
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z(1—2% = 0, ktord ma dve rieSenia * = 0 a z = 1. Dosadime do vztahu V =

7be (f*(z) — ¢*(x)) dz a integrujeme.

V:wo/l(\/i)Q—(:v?)gdx:wo/l(:p—ﬁ) dx:wﬁ_ﬁ::f{)ﬂ.

Priklad 28 Vypocitajte objem telesa, ktoré vznikne rotéciou oblasti ohranic¢enej kriv-

kami f(x) = /z a g(z) = § okolo osi o,.

f@) =¥z

T
05 g(x) = 1

Obr. 1.2.11. Oblast ohrani¢end grafmi funkcii f(x) = /= a g(x) = § pre z € (0,8).

RieSenie: Najskor vypocitame hranice intervalu, na ktorom budeme integrovat. Porovna-
nim y-ovych stradnic bodov obidvoch kriviek /z = § a dalSou tipravou ziskame rovnicu
x (1 — 95721) = 0, ktorda ma tri redlne riesenia x = 0, v = —8 a x = 8. KedZe zadana oblast
(Obr. 1.2.11) je symetricka podla pociatku suradnicovej ststavy, hladany objem telesa
(Priloha ¢. 6, Obr. 6.6.4) budeme pocitat na intervale z € (0, 8) a vyndsobime 2.

8 8 8
_ 52 (TN 2 2P _ 2?3 23" 256

0

Priklad 29 Vypocitajte objem telesa, ktoré vznikne rotaciou oblasti ohranicenej krivkou

. .
7> okolo osi o, a 0,.

f(x) =z — sin(z) a priamkou y = 0, v intervale <O, 5
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08

0.6

04

f(x) =z — sin(x)

0.2

-0.2

-0.4

-0.6

Obr. 1.2.12. Oblast ohrani¢end grafom funkcie f(z) = = — sin(x) a priamkami y = 0
v intervale <O, g>

Riesenie: Najskor vypocitame objem telesa (Priloha ¢. 6, Obr. 6.6.5), ktoré vznikne
rotaciou okolo osi o,. Integral budeme riesit takto. Funkciu f(z) umocnime na druhd, t. j.
f?(x) = (z — sin(z))? = 2? — 2xsin(x) + sin?(z), ¢im ziskame tri ¢leny, ktoré potrebujeme

zintegrovat. Prvy ¢len zintegrujeme priamo, pri druhom clene aplikujeme metodu per

1—cos(2x)

B a zintegrujeme.

partes, a tret{ ¢len si upravime podla vztahu sin*(z) =

Voo = W/(:E—Sin /x — 2xsin(z) + sin®(x)) dr =
0 0
uw =sin(z) uw= —cos(x) 2372 x
= =7 |—= 7 [2z cosx]§ —
v=—2T v = -2 3 1o
3 3
1- 2
— 7r/2cosxdx—|—7r/czs($)dx:
0 0
(221 %
=7 x—+2xcosx—281nx+£—w =
3 27 1,
T m T
= 7r<24 —2—1-4—1-0)—0 24(7? —I—67r—48).

Pri vypocte objemu telesa, ktoré vznikne rotaciou okolo osi o,, budeme dosadzovat do
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b
vztahu V' = 27 [ x - f(z) dz. Integrujeme podobne ako v predchadzajicom pripade.

Vo, = 27r/x(:v —sin(x))dz = 27 [ (2* — xsin(z)) dz =

™

3% x
= =27 l] + 27 [zcosx]§ —
3 1o

3 3 3 3
— 27r/cos:17dx:27rl3—i—:Ecos:E—sinx] :27r<—|—0—1>—02
0

. 24
7].3
— o ——1].
(5)

Priklad 30 Vypocitajte objem telesa, ktoré vznikne rotéciou oblasti ohranic¢enej kriv-

kami, ktoré si dané predpismi f(z) = v/ a g(x) = 2% okolo priamky y = —1.

f@) =z

g(z) =2*

25 3

-0.5

[N}
o
o
o
o
o
o
o
IN)

Obr. 1.2.13. Oblast ohranicena grafmi funkcii f(z) = /z a g(x) = 2°.

Riesenie: Vypocitame hranice intervalu, na ktorom budeme integrovat. Porovnanim
y-ovych stradnic bodov obidvoch kriviek /z = 2? a dal$ou tpravou ziskame rovnicu
z (1 —23) = 0, ktord ma dve redlne rieSenia * = 0 a x = 1. Dosadzovat budeme do vztahu

b
V =7 [(f(x) — ostot.)? — (g(z) — osrot.)?dz, kde osrot. oznacuje os rotdcie, v nasom
a
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pripade priamku y = —1.

Vo= or [(VE- (0P - @ - ()P de =7 [(VE1)? - (04 1) e =

=7 (x+2\/§+1—x4—2$2—1)dx—7r[2—|— )

o O

2+3 )

.

B 124132 15 2.1%) 29
-7 3 )7 30

Teleso najdete opat zobrazené v Prilohe ¢. 6 na Obr. 6.6.6.
Priklad 31 Odvodte vztah pre vypocet objemu gule s polomerom r > 0.

Riesenie: Horna polkruznica so stredom v pociatku sturadnicovej sustavy a polomerom

r > 0 je dana parametrickymi rovnicami

o(t) = rcost,

Y(t) = rsint,

kde t € (0, 7). Vypocitame ¢'(t), t.j. ¢'(t) = —rsint, a dosadime do vztahu pre vypocet

objemu
B m m
V = /1/)2(25)@'(15) dt| == /(Tsint)2-(—7“sint) dt :7rr3/sin3tdt:
e 0 0
s = cost
5 7 ) ) ds = —sintdt 5 - )
= 7r /(1—cos t)-sintdt = =7 /(1—8)-(—1)ds:
0 s1=1 1
82——1
T 17 1 1\ 4
—_ 3 _1 2 d — 3| _ < _ 3<1_ 1_> _ - 3
r 1/( +s%)ds =7r s+3 1 r 3+ 3 3
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1.2.3 Dizka krivky

e Dizku rovinnej krivky, ktor4 je grafom funkcie f, ktord ma spo-

jita derivaciu v intervale (a,b) vypocitame pomocou integralu

D :/\/1+ (f'(x))?du.

e Dizku rovinnej krivky, ktora je urfeni parametrickymi
rovnicami, ak derivacie ¢'(t), ¢/'(t) st spojité v intervale («, /3)

vypocitame pomocou integralu

B
D= [ ey +wm)y

Priklad 32 Vypoditajte dizku krivky y = %(xQ +2)%/2 v intervale (0, 3).

Obr. 1.2.14. Krivka y = 1(2? + 2)*? v intervale (0, 3).

Riesenie: Vypocitame deriviciu zadanej funkcie y' = % . %(ﬁ - 2)% 2 = Va2 42
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. b
a dosadime ju do vztahu na vypocet dlzky krivky D = [ /1 + (f'(x))? dz.

Priklad 33 Na intervale (In2,1n5) vypoditajte dizku krivky y = In iif}

TRIRWEESY

1
05 \\

-0.5

z =1n(2) z = In(5)

Obr. 1.2.15. Krivka y = In £} v intervale (In2,1n5).

e?—1

RieSenie: Zacneme tym, ze vypocitame derivaciu zadanej funkcie

, 1 e(e*—1)— (e +1)e”

Yy == : =
o (v — 1)

a po upravach dostaneme tvar

, —2e*
e — 1

Dosadime do pomocného vztahu na vypocet dizky krivky a upravime

e 4+ 1

421 4:2_221 1 42m 2z 12
1+ () :\ll+( e :Je e?® +1+4e :\J(e +1) _

62:13 _ 1)2 (6296 _ 1)2 (62:1: _ 1)2

e2r — 1’
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Vypoditame dizku krivky

Inb 2 Inb Inb
T4+1 rT—1+2
D = /e2x+1dx:/ + dx—/ldx+2/ dx—

ln26 N In2 In2 In2
t=¢"
dt =e*dzr = dx =4 In5 2 1

= ‘ :['r]ln2+2/27dt:

b= J t(2=1)
ta =5

2 — t2—1 5
- }§3+2/ —In / dt—2/ dt =

= 1n2+ [ln|t2—1|] —2[ln|t|]g :—ln2+ln24—ln3:
5 16

= ln8—ln§ In —-

bt

Priklad 34 Vypoditajte dizku krivky y = 1 — In(cosz) v intervale <(), %>

f(x) =1—In(cosx)

0.5

-0.5

= xr = —
x O_1 1

Obr. 1.2.16. Krivka y = 1 — In(cos x) v intervale <0, §>

1
cos T

sin x
cosx

a dosadime

Riesenie: Vypocitame derivaciu zadanej funkcie y' = ———(—sinz) =
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do vztahu na vypocet dizky krivky.

D - / 1+(smx>2dx:/4\/COSQxJ;siDQxdx:j 12 Qo —
COS T cos? x cos? x
0 0
1 1 F
_ / _ ‘cosxd B COS T Qe —
/ Cos:E J COST COST 1 —sin“zx
t=sinx
dt = cosxdz 1 1 1 1
- :/ th:/( )dt:
=0 /1t 2/ \1T—t " 1+t
t2: \éi

1 1 2 1
= |—ZInjl—t|+=In[1+¢] ==1
o] |+2n\+|}0 SIn

Priklad 35 Vypoditajte dizku polokubickej paraboly 42 = 23 v intervale (0,1).

o/

0.5

-0.5

y = _3/2

'1 \

Obr. 1.2.17. Polokubickd parabola y? = z* v intervale (0, 1).

Riesenie: Krivka sa skladd z dvoch céasti y = z% a Yy = —x3 symetrickych podla osi o,.
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Preto jej dizka bude dvojnésobkom dizky jednej z nich, pricom f(z) = 22 a f'(z) = 3\/z.

Priklad 36 Vypocitajte dizku krivky danej parametricky o(t) = €’ cost, 1)(t) = e'sint

na intervale (0,In 7).

v

4.5
35

2 p(t) = e’ cos(t)

15 P(t) = e'sin(t)
t € (0, In(w))

Obr. 1.2.18. Krivka zadand parametricky ¢(t) = e'cost, ¥(t) = e'sint na intervale
(0,In).

Riesenie: Zatneme tym, ze vypocitame derivaciu ¢'(t) a ¢'(t)

¢'(t) = e'cost—e'sint = e'(cost — sint),

Y'(t) = e'sint+ e cost = e (sint + cost),
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p B
a dosadime do vztahu na vypocet dlzky krivky D = [ \/ (@' (t))2 + (¢'(t))% dt.

In7

D = / \/e%(cost —sint)? + e?(sint + cost)?2 dt =
0

In7

= /et\/cos%— 2costsint + sin?t + sin®t 4+ 2sintcost + cos2t dt =
0

In7

_ / eV2dt = [Vae] ' = V2 (e - &) = V2(r — 1)

0

Priklad 37 Vypoditajte dizku jedného oblika cykloidy danej ¢(t) = a(t — sint), 1(t) =
a(l —cost), t € (0,2m).

Obr. 1.2.19. Cykloida ¢(t) = a(t — sint), ¥(t) = a(1 — cost), t € (0, 27).

Riesenie: Zatneme tym, ze vypocitame derivaciu ¢'(t) a ¢'(t)

O'(t) = a(l —cost),

Y'(t) = asint,

p B
a dosadime do vztahu na vypocet dlzky krivky D = [ \/(90’(t))2 + (¢'(t))? dt.

2m 21
D = /\/a2(1—cost)2+a2sin2tdt:a/\/1—2008t+0082t+sin2tdt:
0 0

27 27
= a/\/Q—QCostdt:aﬂ/\/l—costdt.
0 0
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Vyraz /1 — cost si upravime podla vztahu ‘Sin %’ = /=5t b /T —cost = /2sin (%)

a dosadime do integralu

0

2m
t t 2m
D = a\/ﬁ/ﬁsin (2) dt = 2a [—2(3082} = 2a[—2cosm + 2cos0] =
0

= 2a[-2(—1)+2-1] = 8a.

Priklad 38 Vypocitajte dlzku jednej ¢asti asteroidy uréenej parametrickymi rovnicami

o(t) =a cos®t, Y(t) = a sindt, t € (0, T).
)

o(t) = acos®(t)
P(t) = asin®(t)

s s =
"2/

25

Obr. 1.2.20. Asteroida p(t) = a cos®t, (t) = a sin’t, t € (0, ).

Riesente: Derivacie parametrickych rovnic

¢'(t) = —3acos’tsint,

Y'(t) = 3asin®tcost,
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dosadime do vztahu na vypocet dizky krivky

D = / \/9&2 costtsin?t + 9a?sin*tcos?tdt = 3a / \/COS4 tsin?t + sintcos? tdt =
0 0

5 5
= Sa/ \/COS2 tsin? t(sin? t 4 cos? t) dt = 3a / Veos?tsin?tdt =
0 0

s=-=sint
2 ds = costdt ’ 2711
= 3a/c0stsintdt: :3a/sds:3a —| ==a
0 81:0 0 2 0
82:1
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1.2.4 Obsah povrchu rotacnej plochy

e Obsah povrchu rotacnej plochy, ktora vznikne rotaciou
grafu funkcie f v intervale (a,b) okolo osi o, vypocitame po-

mocou integralu

s =2m [ 1£(@) Y1+ (/@) d.

e Obsah povrchu rotac¢nej plochy, ktord vznikne rotaciou
uzavretej krivky urcenej parametrickymi rovnicami okolo

osi 0, vypocitame pomocou integralu

B
s =2r [ @@ + /(1) dt.

«

Priklad 39 Vypocitajte velkost povrchu rotacného telesa, ktoré vznikne rotaciou grafu

funkcie f(x) = /4 — 22 na intervale (0, 2) okolo osi o,.

flx) =v4— a2

z € (0,2)

Obr. 1.2.21. Graf funkcie f(z) = v/4 — 22 na intervale (0, 2).

Riesenie: Zaneme tym, ze vypocitame derivaciu f'(x)

—T

flx) = ﬁ,
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a dosadime ju do vztahu na vypocet obsahu povrchu rota¢nej plochy. Vyraz v integrali

upravime a integral vypocitame

S = 2W/Q|M|¢1+<\/i7> dx—zw/m 1+

—I'2+l'2 4
= 2#/\/4— .z x:27r/\/4—:c2 1 2dx:
4 —x —x
0

= 27T/\/de:27r/2dx:27r[2x]gdx:87r-
0 0

Priklad 40 Vypocitajte velkost povrchu rotacného telesa, ktoré vznikne rotaciou grafu

funkcie f(z) =,/ — 1 na intervale <%, 4> okolo osi o,.

Obr. 1.2.22. Graf funkcie f(z) =,/ — ] na intervale <i, 4>.

1

1
2 x—7

- zﬁ/%_w L gc_%/%_m_l

-1 2
= 2%/\/x A da::27r/x2dx:27rf[x}
g — 1 3

Riesenie: Deriviciu f'(x) =

dosadime do vzfahu na vypocet obsahu povrchu

rotacnej plochy

4
S:27T/

Njw

ST
N e
[\
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Priklad 41 Vypocitajte obsah povrchu plochy, ktorda vznikne rotaciou asteroidy danej

s

. . _ 3 _ . 3
rovnicami x = acos’t, y = asin®t, t € (0,%).
Riesenie: Derivacie parametrickych rovnic

¢'(t) = —3acos’tsint,

Y'(t) = 3asin®tcost,

dosadime do vztahu na vypocet obsahu povrchu rotac¢nej plochy

B

s = 2r [ + @) dt =

«

™

%

= 27 / a sin® t\/9a2 costtsin?t + 9a2sin* tcos? tdt =
0
5

z
= 27 / a sin®tVv9a2 cos?tsin?tdt = 27 / 3a?sin® tcost dt =
0 0

s =sint
2 ds = costdt : 571
= 67ra2/sin4tcostdt = = 6%&2/34 ds = 67a® [8] -
S :0 5 0
0 1 0
82:1
6
= —7wa®
5

1.3 Ulohy na precvicenie

Uloha 1 Vypoditajte urcity integral funkcie.

3
a) [(Bz2+ L1 45)dr ..o (36 + In 3].
1
2 1/2 4 :3/2
b) _Of B 1]
c) flx L {E—l}
0 2 2
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£ g
e) lf AT s

f) }ra:Z COS(2) AT ot [ﬂ
0

g) fe% COS(2m) A o E(GZTr - 1)}
0

h) fx IN(Z) dm oo {f + ﬂ
1

D) TIN(E) £ L1AZ oo €]
1

i) S ln(?ﬂ G [%}
1

k) fism:”(aj) cCoS(T) T oo [ﬂ
0
1

1) [a-arctan(x)dr ..o {g — 1}
1

m) [ldm o [diverguje]
1

n) Ofoxe_xz A o [%}
0

0) ?cos(x) A o [diverguje]
2
0

D) J A= dr [diverguje]

a) f(z) =sin(z), g(x) = cos(x) a priamkami v =0, 2 =T ................. V2 —1].
D) f(@) =4m — a2 g(B) =0 oo 22].
¢) f(x)=z-e2 g(x)=1apriamkami =0, 2 =1 .................. 31+ %)

)

d) f(x)=2?—4,g(r)=0apriamkoux =4 ..., {32 :
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f) f(z)=e*, gle) =2>— 1 apriamkami z = -1, 2 =1 ................. 4 -1+
g) f(z) = arctan(z), g(z) = 1 a priamkou £ =0 ..................... 3 (1+ %))
h) f(z) =22 g(z) =z +6apriamkami £ =0, 2 =6 ........................... [45).
) Y =, T = g2 2 Hi
§) @ =2(t —sin(t)), y = 2(1 — cos(t)) pre t € (0,27) ~.ovoririii [127).
k) =sin(t), y = cos(t) pre t € (0,) ..o oo 7).

Uloha 3 Vypocditajte objem telesa, ktoré vznikne rotaciou oblasti ohrani¢enej grafmi fun-

keil

a) f(z) =22, g(z) =0 a priamkami z = 1, z = 3 okolo 08i 05 ................. [207]
b) f(z) =2 — 2% g(x) = 0 0KOlO 081 0p «..v'eerie i [;—0}
¢) f(z) =22 g(x) =2 0kolo 08I 0 eevviiii {%7‘(}
d) f(z)=2x+1, g(xr) = x a priamkou x =2 okoloosi 0, ..................... [187].
e) f(x)=e**, g(r) =1 a priamkami z =0, z =1 okolo 0si 05 ........... [%(64 - 5)}
f) f(z) = tan(z), g(x) = 0 a priamkami z = 0, v = § okolo osi 0 .......... {7‘(‘ — %2}
g) flx) =22 g(x) =2 0kolo 081 0 . ...oouiiiiii i {%}
h) f(x) =21 a priamkami z =0,y =1, y=2o0koloosi o, ....................... {g}
i) f(x) =1—2? a priamkami y =0, 2 =0 0kolo 081 0 .........oeeevviieiiiin. {g}
j) f(x) =22+ 1 a priamkami y =0, x =0, x =3 okoloosio, ................ [457].
k) f(x)=2% g(x) =x okolo priamky y =4 ..........cc it [%’r}

Uloha 4 Vypoditajte dizky danych kriviek.
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a) y=ax2+5prex € (0,1) ..o [13*{#}
b) y = In(cos(z)) pre = € <O, §> ......................................... [% In ;fg}

¢) y=+vV1—x?4arcsin(x) pre x € (—1,1) ..o [4].

d)x:t2+1,y:§—tpret€(0,3> .......................................... [12].
e) r = cos?(t), y = sin?(t) pre t € <0, g> ...................................... [\/ﬁ}
f) 2 =13 =3,y =32 +3pret € (—2,2) ...oiiiiii [28].

Uloha 5 Vypoditajte plosny obsah plésta telesa, ktoré vznikne rotdciou oblasti ohrani-

¢enej krivkami danymi rovnicami.

a) y=a pre x € (0,3) 0KOlO OSI 0 .+ vvvviiii i {9\/§7r}.
b) y=x3 pre z € (1,2) 0kolo 08I 05 «..vvvviiiiiiiiii.. {%(145@ — 10@)}.
¢) y=+v9— 22 pre 1 € (—2,2) 0KOlO 08T O . [247].
d) x =cos(t), y=1+sin(t) pre t € (0,2m) okolo 081 05 «...oovvviiiiiiiiil, [472].
e) x =e'sin(t), y = e cos(t) pre t € <0, §> okolo 08i 0 ..ol [%7? 2(e™ — 2)}
f) = cos®(t), y =sin®(t) pre t € <0, §> 0kolo 081 0g oo [%}

g) x=3t* y=3t—t>pret e <O, \/§> 0kolo 081 0y «.vvviii [277].



Kapitola 2

Diferencialny pocet funkcii viac

premennych

2.1 Zakladné pojmy

2.1.1 Funkcia viac premennych a jej definicny obor

e Nech je M neprazdna podmnozina n - rozmerného priestoru, M C
E,, n > 1. Pod funkciou dvoch a viac premennych rozumieme
priradenie f, ktoré kazdému prvku x € M, x = (x,...,z,) priradi

prave jedno realne ¢islo y € Ej.

e Mnozinu M nazyvame obor definicie alebo defini¢ny obor fun-

kcie f a zvycajne oznacujeme D(f) resp. Dy.

z2+5

Priklad 42 Najdite a znazornite definicny obor funkcie f(x,y) =e+v.

Riesenie: Uvedeny vyraz ma zmysel len pre tie dvojice (z,y), pre ktoré je x —y # 0, a

teda y # . Defini¢ny obor funkcie f je preto mnozina D(f) = {(x,y) € R* : y # x}.

47
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:L'2+5

Obr. 2.1.1. Defini¢ny obor funkcie f(z,y) =e=v .

Priklad 43 N4jdite a znazornite definiény obor funkcie f(x,y) = yTH In(z% — y).

Riesenie: Kedze prirodzeny logaritmus je definovany len pre kladné ¢isla, dana funkcia je
definovand len pre vSetky dvojice (z,y) také, ze 22 —y > 0, a kedZe zaroven sa premenna
x vyskytuje aj v menovateli, potom z # 0. Preto defini¢ny obor funkcie f je D(f) =
{(z,y) € R*:y < z*ax # 0}

-45 -4 -3.5 -3 -2.5 -2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45

Obr. 2.1.2. Defini¢ny obor funkcie f(z,y) = yxi‘l In(z? — y).

Priklad 44 N&jdite a znazornite definicny obor funkcie f(x,y) = (y + 4) arcsin (2”3; y).

Riesenie: Cyklometricka funkcia arcsin (2‘”%) je definovand pre také dvojice (x,y), pre

ktoré plati —1 < 25”% <1, teda =2 < 2x+y < 2 a po uprave —2 — 2z < y < 2 — 2z,
preto defini¢ny obor funkcie f je D(f) = {(x,y) € R*: =2 — 2x <y < 2 — 2z}.
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0.5 1.5 2 25 3 3.5 4 45 5 55 6 6.5
X

65 -6 -55 -5 -45 -4 -35 -3 -25 -2 -15 -

Obr. 2.1.3. Definiény obor funkcie f(z,y) = (y + 4) arcsin (2’3;1/).

Priklad 45 Néjdite a zndzornite definicny obor funkcie f(z,y) = warccos§ 4 1n 2.

Riesenie: Uvedeny vyraz ma zmysel len pre tie dvojice (x,y), pre ktoré plati —1 < 4 <1
a zaroven £ > 0. Z prvej nerovnice po tpravach dostdvame —2 < y < 2 a z druhej
(y<O0Az<0)V(y>0Az>0). Definiény obor preto je D(f) = {(z,y) € R*: =2 <
y<2a>0}.

Obr. 2.1.4. Defini¢ny obor funkcie f(z,y) = xarccos § +In £

Priklad 46 Najdite a znazornite definiény obor funkcie f(x,y) = /9 — 22 — y?>+1In 3”2%

RieSenie: Pretoze druhd odmocnina je definovana len pre nezaporné ¢isla, dany vyraz

m4 zmysel len pre tie dvojice (z,y), pre ktoré plati 9 — x? — y? > 0, t.j. 2> + 3> < 9,
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7 v v . . 7/ 7/ v/ 2 .
a zaroven pretoze funkcia In je definovana len pre kladné cisla, = 5+ Y >0, tj.y > —a2

Defini¢ny obor zadanej funkcie potom je D(f) = {(z,y) € R? : 2> + 3> < 9 a y > —2?}.

65 -6 -55 -5 -45 -4 -35 \‘QB 1 15 2 25 35 4 4.5 5 55 6
S

X

\

Obr. 2.1.5. Definiény obor funkcie f(z,y) = v9 — 22 —y?> +In @

Priklad 47 Najdite a znazornite defini¢ny obor funkcie f(z,y) = ﬁ +1In(y —2x).
2y

Obr. 2.1.6. Definiény obor funkcie f(z,y) = ﬁ + In(y — 2x).
2y

Riesenie: Pretoze druhd odmocnina, ktora je definovand len pre nezaporné cisla, sa
vyskytuje v menovateli, musi platit podmienka 25 — 22 — ¢y > 0, a zaroven y — 2z > 0.

Defini¢ny obor zadanej funkcie teda je D(f) = {(z,y) € R*: 2 + y* < 25 a y > 2z}.

Priklad 48 Ndjdite a zndzornite defini¢ny obor funkcie f(x,y) = 10y* In(x? — 4y + 8) +

10 arccos %
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RiesSenie: Uvedeny vyraz mé zmysel len pre tie dvojice (x,y), pre ktoré plati z? —4y+8 >
Da —-1< % < 1. Po upravach dostdvame prvi nerovnost v tvare y < %2 + 2 a druhu
nerovnost —3 < y < 3. Defini¢ny obor danej funkcie je D(f) = {(z,y) € R?> : y <
2 12a —3<y<3}

Obr. 2.1.7. Defini¢ny obor funkcie f(x,y) = 10y* In(2? — 4y + 8) + 10 arccos g
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2.2 Diferencovatelnost

2.2.1 Parcialne derivacie

Pod parcialnou derivaciou funkcie z = f(zy,...,z,) v bode A =
lai, ..., a,] vzhladom na premennt z;, j = 1, ..., n rozumieme obyc¢ajnt
derivaciu funkcie jednej premennej f(ay, ..., a;-1,%;, a1, ..., a,) podla

z; (inymi slovami: vsetky ostatné premenné sa pri derivovani povazuji

za konstanty). Pre tito parcidlnu derivaciu sa pouzivaji nasledujice

oznacenia:
0 0z
6;(@, ceey ), %(al, o), fo01,. . a0), 201, 00).
j j

Priklad 49 Vypocitajte parcidlne derivicie danych funkcii f(z,y) podla oboch premen-

nych:

a) f(z,y) =2 +v°,

b) f(z,y) = y’sin*(z),

¢) f(z,y) = (In*(z) + arctan(y))",
d) f(z,y) = arcsin (),

e) f(x,y) = 4arctan /77,

£) f(z,y) = 8ye*™.

Riesenie: Pri derivovani budeme postupovat tak, ze vSetky premenné, okrem premennej

podla ktorej prave derivujeme, budeme povazovat za konstanty.

a)  flay) = 2" +y,

0
0

dy
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b)

f(z,y)
of
oz
of
Jay

f(z,y)

of
ox

af
dy

y’ sin’(z),
y?® - 2sin(z) - cos(x) = y*sin(2x),

3y?sin®(z),

(In*(z) + arctan(y))”,

93

14(In*(z) + arctan(y))% In(z)

7(In*(x) + arctan(y))® - 21In(x) - i =

1 7(In?(x) + arctan(y))®
2 6 _
7(In*(x) + arctan(y))" - i e
. r—y
arcsin 7
Tty
1 1@ty —(z—y)-1 _
/ _y)? (z +y)? N
_ (z=u
1 a:-‘ry)
1 rHy—r+y
@+y)P-@-y?  (z+y)?
(z+y)*
T+y . 2y

\/x2 2wy +y? — (22 —2xy +y2) (@+y)? a
1 2y

Vizy w+y
1 2y
2/Ty THYy
Y
VIy(x +y)’
1 1@ty —(@—y -1 _
1- (=)’ oy
1 —rT—-—y—x+y
(24y)?—(z-y)? (z+y)?
(z+y)*
T4y —2x

\/x2 2wy +y? — (22 —2zy +y2) (@+y)? a
1 —2x

\/4:vy'x+y B

1 —2r
2,/Ty x+y
x

VTy(z +y)’

)

I
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e) f(z,y) = 4arctan./zy,

of 1 N
or 4.1+xy'§($y) E
(1 +ay)yay  (L+ay)ya’
of 1 1 1
- = 4. . — 2 . =
2 2\/x

I+azy) ey  (L+ay)/y

fy  flz,y) = 8ye*™,

0

&i = 8ye*™ . (2y) = 16y%e**,

ai — 2zy 2xy _ Q. 2xy

By 8e“™ 4 8ye= - (2x) = 8e“™(1 + 2uxy).
Y

Priklad 50 Vypocitajte parcidlne derivacie funkcie f(x,y) podla oboch premennych v bode

A= [ﬂfoyyo]:

a) f(z,y) =z +y*+In(zy), A=I1,2],

b) f(.%‘, y) _ z+sin(x) A— [ﬂ', O],

y+cos(y)’

c) f(x,y) = arctan(z +¢?), A=[2,1],
d) f(z,y) = (x +y)e™, A=[11],

e) flz,y)=erv, A=][0,1],

f) f(z,y) = 10y*In(z® — 4y + 8) + 10arccos 4, A =[0,0].

Riesenie:

a) flz,y) = z+y* +In(zy), A=][1,2]

of 1 1 of 1
_ f— —_ — f— _— = 7:2
o 1+0+xy y=1+- = (A =1+,=2,
of 1 1 of 1 9

- = 04+2y+ —2=2y+- = —(A)=4+-=—
dy Ty Yy 3y()
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b)  f(z,y)
of

ox
of

e)  flz,y)
of
ox

of

T
x + sin(x) A=[r.0)
y + cos(y)’ o
1 + cos(x) of . 1+cosm
y + cos(y) — (9x( )= 0+ cos(0) 0

arctan(x +y°), A =[2,1],
1 of 1 1
- =Yy
1+ (z + y2)2 — 9 1+(2+1)2 10
1 of 1 42
S TAy=— ===
et ¥ W irery T
(z+y)e™, A=[11],
e+ (x+y)e™y = gi(A):el—l—(l—l—l)el-l:Be,
e+ (z+yer = ?C(A):el—i-(l—i-l)el&:?)e,
Y
eijys, A =10,1],
e@ 2z(x —y) — (2 +5) - 1
(z —y)?
of A 5. 09 = —5e?,

%( ):e_ (_1)2

5 (@ +5) - (~)(a—y) 2 (-1) =
af :

95

dy (A)=e=1-(5) - (=1)(=1)7% - (=1) = 5e",
10y In(2* — 4y + 8) + 10 arccos %, A=11,-1],
10y27x2_4y+8 2w = g‘g}:(A) = 10113-22 ig,
20yln(m2 — 4y +8) + xQ—l(zlg;:-E% - (—4) + ;i()y; . ; —
35<A) = —201n(13) + 12 S(—4) + 11_0; : ; =

— —201In(13) — 1112 - ;0255 — —201In(13) — 4112 - ji
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Priklad 51 Vypocitajte parcidlne derivacie danych funkcii f podla vsetkych premennych:

a) f(z,y,z) =e"¥* + xyz,

b) f(p.q,r) = par,

c) flz,y,2) = zy*2® + 3yz,

d) f(a,b,c,d) = cos(a) - sin(b) - In(c) - arctan(d),
e) f(r, s t,u,v) = 3rsu Inv,

f) f(z,y,2) = e® cos?(xz) + 3zy.
Riesenie:

a) flz,y,2) = e +ayz,

0

ai = Yzt yz = y2(e + 1),

af

DA — TY2 — TYZ 1

9 e™rz + w2z = xz(e™* + 1),

0

af = ey +ay = oy(e™ + 1),
z

b)  f(p,q,r) = pgrf,

o5 _
Op ’

of

30 = prd + pgriin(r) = pri(1 + qln(r)),
q

g _ 2,.q—1

5, = PaT

) flz,y,2) = ay’2’ +3yz,

af o3

% = Yz,

9]

of = 2ry2® + 32,
dy

0

—f = 3ay?z? + 3y,

0z
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d)

)

f(a,b,c,d)
of
da
of
b
of
de
of
ad

f(T’ 87 t’ u) /U)

f('%" y’ Z)
of
ox
of
Jy
of
0z

of

or
of

Os
of

ot
of

ou
of

ov

cos(a) - sin(b) - In(c) - arctan(d),
—sin(a) - sin(b) - In(c) - arctan(d),

cos(a) - cos(b) - In(c) - arctan(d),

cos(a) - sin(b) - arctan(d)

)

cos(a) - sin(b) - In(c)
1+ d? ’

t
= 3rsuInuw,

t
= 3suInw,

t t
= 3r- () -suw . Inw,

U
t
3rsulnslno

Y

U
t
3rsuInslno

)
u2

t
3rsu

)

(%

e” cos?(zz) + 3wy,

e” cos?(zz) — 2ze” cos(wz) sin(xz) + 3y,
3z,

—2zxe” cos(xz) sin(xz).

o7
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2.2.2 Gradient a derivacia v smere

e Gradient funkcie f(zy,...,x,) je n -rozmerny vektor, ktorého
sturadnice su parcidlne derivacie funkcie f podla z;,7 = 1,...,n.
Tento vektor oznacujeme symbolom V f resp. grad f a zapisujeme

v tvare

0 af . . .
Vf = (f9317" fxn) - aa{lll—i_"'"i_a%fln = fz111+"‘+facn1n-

e Derivacia funkcie f vbode A = [ay, ..., a,] v smere jednotkového
vektora u = (uq,...,u,) je dand skaldrnym sicinom gradientu

v bode A s vektorom u a oznac¢ujeme ju symbolom D, f(A), teda:

Duf(d) = (fau=(gL) cutt (2] v
1/ a n/ A
= fo(Aur+--+ fo,(A)un

Priklad 52 Vypocitajte derivdciu funkcie f(z,y) = 2%y v bode A = [3, 2] v smere vektora
v = 1i + 2j.

Riesenie: Najskor z vektora v vytvorime prislusny jednotkovy vektor u, a to tak, ze
stradnice vektora v vyndsobime prevratenou hodnotou jeho dlzky. Kedze dlzka vektora
v je

v| = V12 + 22 = V5,

prislusny jednotkovy vektor je

1
u=_—v

1 2
= i+ —j.
vI© V6 V5

Dalej potrebujeme vypocitat hodnotu gradientu funkcie f v bode A = [3,2]
AN AT : 2\ s e W
Vfa= <3$>A1+ ((%)A_] = (2zy) 4i+ (a: )AJ =(2-3-2)i+ (3 )J = 12i + 9j.
Podla vzorca pre vypocet derivacie v smere napokon dostaneme

Dy f(3,2) = VfA-u:(12i+9j)-<\/_1+\/_>
1 2 12 18 30
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Priklad 53 Vypocitajte derivaciu funkcie g(x,y) = In(z? + y?) v bode [1,1] v smere
vektora v = 8i + 6j.

Riesenie: 7 vektora v vytvorime jednotkovy vektor u tym, Ze siradnice vektora v vy-

ndsobime prevratenou hodnotou jeho dizky. Dizka vektora v je
|v| = V8 + 62 = V100 = 10,

a prislusny jednotkovy vektor je

1,8, 6. 4.3
U= —v=—i+—j=-1i+ =j.
v 10 T T T

Teraz vypocitame hodnotu gradientu funkcie g v bode A = [1,1]

_ (09) . (29) <_
v = (5),+(5) 5

2z . 2y .
- 21y 1+ 22 | 4 J =
A A

Dosadime do vzorca pre vypocet derivacie v smere

4 3
Dyg(1,1) = Vga-u=(1li+1j)- (5i—|—5j> =
4 3 7
= 1.-41.2=1L,
) * 5 D
Priklad 54 Vypocitajte derivaciu funkcie f(z,y) = /25 — 22 — y? v bode [3,2] v smere

vektora v = —4i + 3j.

Riesenie: 7 vektora v vytvorime jednotkovy vektor u. Pretoze dizka vektora v je lv| =
v/ (—4)2 + 32 = /25 = 5 prislusny jednotkovy vektor je

1 —4.+ .
u=_—v=—i+ —j.
v 5T
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Vypoditame hodnotu gradientu funkcie f v bode A = [3,2]

AN CAN
Vi = (w)ﬁ(ay)ﬁ‘

et 1 J g
2y25 — 2% —y? ) , 225 — 2% —y? ) ,

= (=) ) -
2522 —y? ), 2522 —y? ),

- (e Gl (R (G

a dosadime do vzorca pre vypocet derivacie v smere

Dy f(L,1) = Vfs-u= <—\/§i—\/§j> . (_5414_23) —

Priklad 55 Vypocitajte derivaciu funkcie f(x,y) = arcsin(x — 2y) v bode [2, 1] v smere

vektora v =1 — j.

Riedenie: 7 vektora v vytvorime jednotkovy vektor u. Pretoze dlzka vektora v je lv| =

/12 + (—=1)2 = /2, prislusny jednotkovy vektor je
1 1

U= —v =

MG

Vypoéitame hodnotu gradientu funkcie f v bode A = [2,1]

AN of\ .
Via = (m)ﬁ(ay)ﬁ‘

1 . —2 .
B (./1 —(x— 2;/)2)Al+ (,/1 — (- 2y)2)AJ

= i-2j.

Podla vzorca pre vypocet derivacie v smere dostavame
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2.2.3 Prvy diferencial funkcie

r

e Predpokladajme, ze f(xy,...,x,) ma spojité parcidlne derivécie
podla vSetkych n premennych v bode A = [a4,...,a,]. Vyraz
df (x1,...,x)a = fear,...;a,) (x1—ay)+ -+
+oF fo (a1, an) (T, —ay) =
= fu(A)- (21 —a) + -+ fo,(A) - (0 — an)
nazyvame prvym (totalnym) diferencidlom funkcie f v bode
A=la,...,a,).

e Totalny diferencidl reprezentuje priblizni velkost zmeny hod-
noty funkcie f v bode [z1,...,x,] v porovnani s hodnotou v bode

[a1,...,a,], a pouziva sa na vypocet pribliznych hodnét

flxe,...;zn) = flag,...,a,) +df(z1,...,20) 4.

Priklad 56 O kolko percent sa zmeni objem kuzela, ak sa jeho polomer zvicsi o 3 per-

centd a vyska o 6 percent?

Riesenie: Objem kuzela je dany vzorcom

1
V=V(rh) = §7T7”2h,

kde r je polomer a h je vyska kuzela. Velkost zmeny hodnét funkcie V' v nejakom bode
[r, h] v porovnani s hodnotou v bode A = [rg, hy] mozno priblizne odhadnit jej totalnym

diferencidlom dV'. Vseobecny vztah pre totalny diferencial

df (x,y)a = fo(T0,40) - (x — 20) + fy(Z0,%0) - (¥ — %0)
nadobudne potom v nasom oznaceni tvar
dV(T’, h)A = V;«(To, ho)d?” + Vh(To, ho)dh,

kde dr = r—rg a dh = h— hy. KedZe nova hodnota r sa od pévodnej hodnoty rg 1iSi o plus

3 percenta, t. j. r = 1,03rq, dostavame dr = 0, 03ry. Podobne dostavame, ze dh = 0, 06h,.
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Vypocitame hodnoty parcidlnych derivacii

2
Vr(ro,ho) = 57”‘0}107

1
Vh(To,ho) = gﬂ'?"é

a po dosadeni do dV (r, h) 4 dostaneme

2 1
dV(r,h)a = g’ﬂ'?”ohg -0,03r9 + gm“g -0,06hy =

= 0,027r5ho + 0,027r5hg = 0,047r5ho = 0,04 - V (1o, ho).

Pretoze dV (r,h)a ~ V(r,h) — V(ro, ho), vidime, Ze uvedené zmeny v polomere a vyske

kuzela vyvolaji zmenu objemu o priblizne 4 percenta.

Priklad 57 O kolko priblizne sa zmen{ uhlopriecka obdlznika so stranami z = 8m a y =

6 m, ak sa strana x zvacsi o 2cm a strana y zmensi o 3em?

Riesenie: Velkost uhlopriecky vypocitame pomocou vztahu

u=u(z,y) =22+ 32,

kde z a y st dlzky strén. Uz vieme, Ze velkost zmeny hodnét funkcie u v nejakom bode
[z, y] v porovnani s hodnotou v bode A = [x¢, o] mozno priblizne odhadnit jej totalnym
diferencialom. VSeobecny vztah pre totalny diferencidl potom v nasom oznaceni nado-

budne tvar
du(x,y)a = uy(A)dr + uy(A)dy,

kde dz = x — 2 a dy = y —1o. Ak si za bod A = [z, yo] vyberieme napr. vrchol obdlznika
A = [8, 6] dostaneme

wA) = () -8 _8_14
’ o \War+y?), V6 100 5
u(A) = (=L __ 6 _6_3
Y vrt+yr), V8462 10 5
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a pretoze sa nova hodnota x od povodnej hodnoty xg 1iSi o plus 2¢em, de = 0,02m.
Podobne dostaneme, ze dy = —0,03m. Dosadime do vztahu pre totalny diferencial a

ziskame priblizni hodnotu zmeny uhlopriecky

4 3 0,01
du(z,y)a = 5-0,024-5-(—0,03):— ’5 =—0,002m = —0,2cm.

Priklad 58 Pomocou totalneho diferencidlu priblizne vycéislite \/ (12,03)2 4 (8,98)2.

Riesenie: Zacneme tym, zZe si vyraz prepiseme do tvaru

\/(12, 03)2 + (8,98)2 = \/(12, 00 + 0,03)2 + (9,00 — 0,02)2.
Na jeho priblizny vypocet pouzijeme totalny diferencial funkcie

f(xy) = a2 +y?

v bode A = [xg,yo] = [12,9], pri¢om dz = 0,03 a dy = —0,02. Vypocitame si parcidlne
derivacie funkcie f(x,y) podla oboch premennych v bode A

fA) = () = ==
A=\ e), TP ® 155
WA = (=) ===
U \Wet ), VIZZ+9? 1505
a dosadime do vztahu pre totalny diferencial
4 3 0,06
df(x,y)A:5-0,03+5-(—0,02): ’5 =0,012.

Pribliznd hodnota vyrazu \/(12, 03)2 + (8,98)2 potom bude

flzy) =~ f(A)+df(z,y)a
V/(12,03)2 4 (8,98)2 ~ V122492 40,012 = 15 4 0,012 = 15,012,
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2.2.4 Dotykova rovina ku grafu funkcie

Dotykova rovina k ploche z = f(z,y) v bode A = [z, 3] je dana

rovnicou

z = f(2o,%0) + fo(z0,%0) ( — x0) + fy (%0, %0)-(y — o) =
= f(A) + fa(A)-(z — 20) + f(A)-(y — o) =
= f(A) +df(z,y)a,

kde f.(A) = fo(xo,y0) oznacuje parcidlnu deriviciu funkcie f(z,y) v
bode A = [z, yo| vzhladom na premenni z, f,(A) = f,(xo, yo) parcidlnu

derivéciu funkcie f(x,y) v bode A = [zg, yo| vzhladom na premenni y a

df (z,y)a oznacuje prvy diferencidl funkcie f(x,y) v bode A = [xg, yo].

Priklad 59 Napiste rovnicu dotykovej roviny ku ploche danej rovnicou f(x,y) = 2% + y?
v bode A = [1,2].

&
A““:“‘ AANNO

NS
N
R

Obr. 2.2.8. Plocha dana rovnicou f(z,y) = 2% + y°.
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Riesenie: Na dosadenie do rovnice dotykovej roviny ku ploche potrebujeme vypocitat

hodnoty f(A), f.(A) a f,(A) pre bod A = [x¢,yo] = [1, 2]. Postupne dostavame:

flA) = (@@ +y)a=1"+2>=5,
f(A) = Goa=2-1=2
L) = @ya=2-2-4
Dosadenim do vSeobecnej rovnice dotykovej roviny
2 = J(A) + fol A — 20) + £, (A)-(y — o)
vidime, zZe hladana rovnica dotykovej roviny je
z2=5+2(x—1)+4(y — 2).
Po dprave mame vseobecnti rovnicu roviny

2v4+4y —z—5=0.

0.2,
0205 2005 7
PR 77777777
G0 200000777 4
\'",IIII;I/////
o ,,/f,/////f’

Obr. 2.2.9. Plocha dand rovnicou f(x,y) = x?+%?* s dotykovou rovinou v bode A = [1, 2].

Priklad 60 NapiSte rovnicu dotykovej roviny ku ploche danej rovnicou f(z,y) = z%y> +
4y v bode A = [1,1].
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Obr. 2.2.10. Plocha dand rovnicou f(z,y) = x?y> + 4zy® s vyzna¢enym bodom A = [1, 1].

Riesenie: Postupne vypocitame hodnoty f(A), f.(A) a f,(A) pre bod A = [z¢,y] =
(1, 1]:

f(A) = (x2y3+4my5)A:12.13_|_4.1_15:5’

fy(A) = (32%y% + 200y") 4 =3-12-12 +20- 1 - 1* = 23,

dosadime do vseobecnej rovnice dotykovej roviny
2= f(A) + folA)-(z — o) + fy(A)-(y — 0)

a dostaneme
z2=5+6(x—1)+23(y—1).

Po tprave sme ziskali vSeobecnii rovnicu roviny

6z + 23y — 2z — 24 = 0.
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200

100

-100

-200

(r,y) = 2%y® + 4xy® s dotykovou rovinou v bode

icou f

Obr. 2.2.11. Plocha dana rovn

A=[1,1].

Priklad 61 Napiste rovnicu dotykovej roviny ku ploche dan

-1,3].

bode A

X7

= In(2z + y) s vyznacenym bodom A = [—1, 3].

a roviicou z

’

Obr. 2.2.12. Plocha dan
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Riesenie: Vypocitame hodnoty f(A), f.(A) a f,(A) pre bod A = [zg,y0] = [—1, 3]:

f(A) = m2z+y)a=m2 (-1)+3)=Inl1=0,

f(A) = <2x2—|—y>A - 2-(—21)+3 =2

1 1
Hy(4) = <2m+y>A:2-(—1)+3:1’

dosadime do vSeobecnej rovnice dotykovej roviny a dostaneme

z2=04+2(x+1)+1(y —3).

Este upravime na tvar

2r+y—2—-1=0.

Obr. 2.2.13. Plocha dana rovnicou z = In(2z +y) s dotykovou rovinou v bode A = [—1, 3].

Priklad 62 Napiste rovnicu dotykovej roviny ku ploche danej rovnicou z = 4 arctan \/xy
v bode A = [1,1].
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Obr. 2.2.14. Plocha dana rovnicou z = 4 arctan /zy s vyznacenym bodom A = [1,1].

Riesenie: Vypocitame si hodnoty f(A), f.(A) a f,(A) pre bod A = [zg,y0] = [1,1].

Postupne dostavame:

f(A) = (4arctan./zy)s =4arctanv1-1=4arctanl =4- % =,

1 1 1 1
f.(A) = (4 . Yyl =4 — =1 =1,
1+2y 2/xy N 1+1 2-1

f,(A) = (4- 1—}—1xy.2\/1x_y'x>A:4.Fll.rll.1:1'
Dosadenim do rovnice dotykovej roviny ziskame rovnicu
z=7m+(x—-1)-14+(y—1)-1,
ktort upravime na vseobecny tvar

r+y—z+(mr—2)=0.
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Obr. 2.2.15. Plocha dané rovnicou z = 4 arctan ,/zy s dotykovou rovinou v bode A = [1, 1].

(2402
Priklad 63 Napiste rovnicu dotykovej roviny ku ploche danej rovnicou f(x,y) = e =

v bode A = [4, 3].

\\\\ﬁl
N
CInRMN
ARTTIhNNNN
N
ERRRNRAR

-
Obr. 2.2.16. Plocha dand rovnicou z = e~ 2" s vyznacenym bodom A = [4, 3].
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Riesenie: Opat vypocitame najskor hodnoty f(A), f.(A) a f,(A) pre bod A = [x¢, yo] =
[4,3]:

— (@ +y?) —(4%+3%) —25 1

f(A) = (6 25 > = GT = @W = @_ ,
A
—(224y?) —2x —(42432) —-2-4 8
A = 25 . _ — e 25 . _ = — -1
fa(4) (e v ( 25 ))A ©r ( 25 ) S

—(22+4?) —2y —(42432) —-2-3 6 _
WA = (5 (), () e

a nasledne ich dosadime do rovnice dotykovej roviny

8! Get
. 8e (r— 4) e
25 25

(y —3).
Po tprave dostavame

8x + 6y + 25ez — 75 = 0.

(a:2+y2

Obr. 2.2.17. Plocha dand rovnicou z = e~ 5" s dotykovou rovinou v bode A = [4, 3].
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2.2.5 Taylorov rozvoj funkcie dvoch premennych

Parcidlne derivéicie parcialnych derivacii funkcie f(xy,...,z,):

0 (of o (of o (of\ 0 (of
8x1 8331’ 81’1 81’2’ 8.’172 83171’ 81’2 ((9332’

sa nazyvaju druhé parciadlne derivacie, alebo parcialne derivacie

druhého radu. Obvykle sa s nimi stretneme v skratenej forme v tvare

8% f

833'12

0*f
833'1(9%2

0*f
833281’1

8% f

81'22

fil?lil?l ?

= fLElIEQ?

= fl‘gl‘l?

= fIQJﬁQ'

Taylorov rozvoj funkcie f(z,y) stuptia m = 2 v bode Az, yo] potom

zapisujeme v tvare

Tr(f, 4) = f(A)+ fa(A)(z — x0) + fy(A)(y — yo) +
+ % [fxx(A)(x - x0)2 + 2 fay(A)(x — 20)(y — Yo) + fyy(A)(y — 90)2] )

respektive prehladnejsie pomocou prvého df (z,y)4 a druhého d?f(z,y)a

diferencidlu

Ty(f, 4) = F(A) + df (@ 0)a + (@)

Priklad 64 Zostrojte Taylorov rozvoj funkcie f(z,y) = e” siny stupna m = 2 so stredom

v bode A = [0, 0].

Postupne vypocitame vsetky potrebné parcidlne derivacie

fe(z,y) = €e"siny,
fy(z,y) = € cosy,
fee(z,y) = €¥siny,
fuy(z,y) = €"cosy,
fy(z,y) = —e"siny
v bode A = |0, 0]

f(A) =€’sin0 =0,
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fo(4) = €sin0 =0,

f,(A) = €’cos0 =1,
foz(A) = €’sin0 =0,
fey(A) = €’cos0=1,
fyw(4) = —€’sin0=0.

Teraz ich dosadime do vseobecného vztahu pre Taylorov rozvoj druhého stupna

L A) = F(A)+ L(A) @ - 20) + £(A) - 0) +
g [l = 20 + 2L () — 20)(y — 0) + (A5~ 10)7]

¢im ziskame
1
Ty(f,A) =0+ 0z — 0) +1(y — 0) + 5 [0(z = 0)* +2- 1(x = 0)(y — 0) + 0(y — 0)?]
a upravime na tvar

Priklad 65 Zostrojte Taylorov polyném druhého stupna Ty(z, y) so stredom v bode A =

[O, O} pre funkciu f(;p7 y) — 61y+23”+y2.

Postupne vypocitame vsetky potrebné hodnoty

= 60:1,

f(0,0

folzy) = e (y12) = f(A) =" (0+2) =2,

<

— (y + 2)2€Iy+2x+y2 — fxx(A) _ (O + 2)260 — 4’

= (y+2)e™H (x4 2y) 4 e — f(A) =20 0+€" =1,

)
)
zy) = VP (p 4 2)) — f,(A) =e’(0+2-0) =0,
)
foy(2,9)
)

(

(
foa(2,y
(

( eI (4 2y)? 4 2B = f (A) = (042 0)% + 2" =2,

T,y

ktoré dosadime do vseobecného vztahu pre Taylorov polyném druhého stupna

Tr(f, 4) = f(A)+ fo(A) (@ — z0) + f(A)(y — yo) +
+ ; [fm(A) (z — x0)2 + 2 fuy (A) (2 — 70)(y — vo) + fyy(A) (y — yo)ﬂ )
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a dostaneme

To(f, A) = 1+2(x—0)+0(y—0)+; 4z = 0)* +2-1(z = 0)(y — 0) + 2(y — 0)?]

= 14224 22% + 2y + >

Priklad 66 Zostrojte Taylorov polyném druhého stupna T5(x,y) so stredom v bode
A = [1,1] pre funkciu f(x,y) = a¥.

Riesenie: Zacneme tym, ze si vypocitame f(A)

a potom postupne vypocitame vsetky parcidlne derivacie potrebnych stupnov funkcie

f(z,y) v bode A:

felz,y) = yav ! = fu(A)=1-1"=1,

fy(z,y) = 2vlnz = f,(A)=1"In1=0,

foolt,y) = yly— 12" = fo(A)=1-0-17" =0,

folv,y) = 12 P +yrv 'lne = f,,(A)=1"+1-1"In1=1,
fo(zy) = 2In*r = f,(A) =1"In"1=0.

Dosadime ich do vseobecného vztahu pre Taylorov polyném druhého stupna

I(f, A) = f(A)+ fo(A)(x — z0) + f(A)(y — yo) +
+ ; {fm<A)(z - I0)2 + 2f:fcy<A)<x —20)(y — yo) + fyy(A>(y - 1/0)2} )

a dostaneme

Ty(f,A) = 1+1z—1)+0(y—1)+5[0x—1)?+2(z - 1)(y—1)+0(y - 1)?]

= 1+1z—-1)+(x—-1)(y—1)

DN | —

Po tprave mame

Th(f,A) = 1+y+ay
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2.3 Extrémy funkcii dvoch premennych

2.3.1 Lokalne extrémy

75

r

D-test pre lokalne extrémy funkcie dvoch premennych. Nech
bod A = [zg,yo] je staciondrnym bodom funkcie f = f(z,y), t. j. bo-
dom, v ktorom ma funkcia f prvé parcidlne derivacie podla vsetkych
premennych nulové. Dalej nech f ma v nejakom okoli bodu A spojité

druhé parcidlne derivacie fuq, fyy @ fzy, @ nech

fey(A) fyy(A)

D = frz(A) - fiy(4) — (fwy(A)>2'

Potom plati:

a) Ak D > 0 a f.,(A) < 0, tak funkcia f ma v bode A lokalne

maximum.

b) Ak D > 0 a f..(A) > 0, tak funkcia f ma v bode A lokalne

minimum.
c) Ak D <0, tak A je sedlovym bodom funkcie f.

d) Ak D = 0, tak touto metédou nevieme rozhodnit, ako sa funkcia

f spréava v stacionarnom bode A.

Priklad 67 N4jdite lokdlne extrémy funkcie f(z,y) = 23 + 3zy + 3.

Riesenie: Dana funkcia je definovand v kazdom bode roviny R? a mé tam aj spojité

parcidlne derivéicie (preto nemd kritické body). Za¢neme teda tym, ze uréime stacionarne

body. Pre parcialne derivicie funkcie f(z,y) = 23 + 3zy + y® prvého radu dostdvame

fSE - 3$2 + 33/;

f, = 3z+3y%
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Staciondrne body su urcené rovnicami f, = f, =0, t.j.

322 +3y = 0,

3z + 3y = 0,

Po uprave dostaneme

?+y = 0,

r+y* = 0.
Z prvej rovnice vyjadrime y = —x?, dosadime do druhej rovnice z+(—2?)? = 0 a upravime
na x + z* = 0, respektive z(1 + x3) = 0. T4to rovnica méd dve rieSenia 71 = 0 a x5 = —1,

ktorym zodpovedaji y; = 0 a yo = —1. Ziskali sme teda dva staciondrne body: A; = [0, 0]
a A2 = [—1, —1]

Teraz vypocitame vsetky parcialne derivacie druhého radu, ktoré st potrebné pre D-test

facx = 6{[;7
fyy = 6y,
fzy = 3

a potom otestujeme obidva stacionarne body.

e Pre bod A; = [0, 0] dostdvame

D(A1) = foal(Ar) - fry(Ar) = (foy(A1))? =003 = =9 = D(4,) <0.

Z casti (3) formulacie D-testu vidime, ze bod A; je sedlovym bodom nasej funkcie.

e Pre bod Ay = [—1, —1] dostédvame

fa:m(A2> = 6- (_1> =—6 = fmm(A2> < 07
D(A2) = fuulAz) - fyy(A2) = (foy(A2))? = (=6) = 82 = 2T = D(4;) > 0.
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Z casti (1) formuldcie D-testu vidief, Ze v bode Ay mé funkcia lokdlne maximum.
Hodnota tohoto lokdlneho maxima je f(Ay) = f(—1,—1) = (=1)>+3-(=1)-(=1)+
(—1)> =1, (Obr. 2.3.18).

Obr. 2.3.18. Plocha dand rovnicou f(z,y) = 2® + 3zy + y*. Funkcia f(z,y) nadobuda lo-
kalne maximum v bode Ay = [—1, —1], ktoré je zndzornené ¢ervenou znackou, s hodnotou

f(Ay) = 1. Sedlovy bod A; = [0, 0] je znazorneny zelenou znackou.

Priklad 68 N4jdite lokalne extrémy funkcie f(z,y) = z* — dzy + y* — 1.

Riesenie: Funkcia ma spojité parcidlne derivacie na celom definicnom obore, do ktorého
patria vietky body roviny R?, a preto nem4 kritické body. Vypocitame parcidlne derivacie
prvého radu podla oboch premennych potrebné pre urcenie staciondrnych bodov

fo = 4a® — 4y,

f, = —dx+4y°
a dosadime do rovnic f, = f, = 0 na vypocet staciondrnych bodov, teda

423 — 4y = 0,

—4x +4y> = 0.
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Este upravime na tvar

x3_y = Oa

—z+y = 0.

Z prvej rovnice vyjadrime y = 23, a po dosadeni do druhej rovnice —z + (23)3 = 0 a
tiprave ziskame rovnicu x(—1 + 28) = 0. Tato rovnica ma tri rieSenia 71 = 0, 7o = 1 a
x3 = —1, ktorym prislichaji y; = 0, yo = 1 a y3 = —1. Ziskali sme teda tri stacionarne
body: A; =[0,0], Ay =[1,1] a A3 =[—1,—1].

Teraz vypocitame parcidlne derivacie druhého radu potrebné pre D-test

facx = 121‘2,
fyy = 12y27
fzy = —4

a postupne otestujeme vsetky tri stacionarne body.

e Pre bod A; = [0, 0] dostdvame

fa:m(A1> = 12 02 = 0,
D(A1) = fas(A1) - fiy(A1) = (fay(A1))* = 07 = (=4)* = =16 = D(A;) <0.

Na zéklade casti (3) D-testu mame, ze bod A; je sedlovym bodom danej funkcie.

e Pre bod Ay = [1, 1] dostavame

fee(Ag) = 1217 =12 = f,.(A3) >0,
D(Ag) = fau(A2) - fry(A2) = (fay(A2))? = 12° — (—4)? =128 = D(4;) > 0.

Z casti (2) formuldcie D-testu vidiet, ze v bode A; mé funkcia lokdlne minimum.

Hodnota tohoto lokdlneho minima je f(Ay) = f(1,1) =1*—4-1-1+1* -1 = -3.
e Pre bod A3 = [—1, —1] dostdvame

fee(A3) = 12- (=1 =12 = f..(43) >0,
D(A3) = fou(A3) - [ (A3) — (foy(A3))* =144 — 16 = 128 = D(A3) > 0.
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Z Casti (2) formulacie D-testu mame, Ze v bode Aj je lokdlne minimum a jeho hod-

nota je f(43) = f(—1,-1) = (=1)*=4-(=1)-(=1)+(=1)* =1 = =3, (Obr. 2.3.19).

Obr. 2.3.19. Plocha dana rovnicou f(z,y) = z* —4xy +y* — 1. Lokalne minimum f(Ay) =
f(As) = —3, ktoré nadobtida funkcia v bodoch Ay = [1,1] a A3 = [—1, —1], je znazornené

modrou farbou. Sedlovy bod Ay = [0, 0] je zndzorneny zelenou.

Priklad 69 N4jdite lokdlne extrémy funkcie f(z,y) = 23 + v — 322 + 3y + 19.

Riesenie: Opit je dana funkcia definované v kazdom bode roviny R? a m4 tam aj spojité

parcidlne derivacie. Po dosadeni parcialnych derivacii prvého radu

f. = 3a2? — 6a,

fy = 3y*+6y
do rovnic f, = f, = 0 dostdvame

322 —6x = 0,

32 4+6y = 0
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a po uprave

x(xr—2) = 0,
yly+2) = 0.
Prva rovnica méa dve rieSenia z; = 0 a x5 = 2, druha y; = 0 a yo = —2. Ziskali sme teda

Styri staciondrne body: A; = [0,0], Ay = [0, —2], A3 =[2,0] a Ay = [2,-2].

Teraz vypocitame parcidlne derivacie druhého radu

fa:z = 06x — 6a
fyy = Gy + 67
fmy =0

a otestujeme vsetky Styri stacionarne body.

e Pre bod A; = [0, 0] dostdvame

fez(A1)) = 6-0—-6=—-6 = f..(4)) <0,

D(Al) = fmac(Al) : fyy(Al) — (f;ry(Al))Q =
= —6-6—-0"=-36 = D(A;) <0.

7 formuléacie D-testu vidief, ze bod A; je sedlovym bodom nasej funkcie.

e Pre bod Ay = [0, —2] dostédvame

fmz(A2> = 6:0-6=-6 = fxw(A2)<07

D(Ay) = [ua(A2)+ fyy(A2) — (fay(A2))* =
= —6-(6-(—2)+6)—0°=—6-(—6) =36 = D(A,y) > 0.

Z casti (1) formuldcie D-testu vidiet, ze v bode Ay ma funkcia lokdlne maximum.
Hodnota lokdlneho maxima je f(As) = f(0, —2) = 03+(—2)>—3-0*+3-(—2)*+19 =
-8+ 12+ 19 = 23.



2.3. EXTREMY FUNKCII DVOCH PREMENNYCH 81

e Pre bod A3 = [2,0] dostdvame

fez(A3) = 6-2—-6=6 = f..(A43) >0,

D(43) = fea(As)+ fuy(As) — (fay(A3))* =
= 6-6—0°=36 = D(A;3) >0.

Z Casti (2) formuldcie D-testu vidiet, Ze v A3 je lokdlne minimum a jeho hodnota je

F(A3) = f(2,0) =224+ 0°—3.2243.02+19 =8 — 12+ 19 = 15,
e Pre bod A, = [2, —2] dostédvame

Jez(Ay) = 6:2—6=6 = fo.(A4) >0,

D(A1) = foe(As) - fry(As) = (foy(A2))® =
= 6-(=6) —0*=—-36 = D(A4) <0.

Z casti (3) D-testu mame, Ze bod Ay je sedlovym bodom danej funkcie.

Obr. 2.3.20. Plocha dana rovnicou f(z,y) = f(z,y) = 2® + y> — 322 + 3y* + 19. Lokdlne
maximum f(Ay) = 23 (zndzornené Cervenou farbou) mé funkcia v bode Ay = [0, —2],
lokdlne minimum f(A;) = 15 (zndzornené modrou farbou) v bode A; = [2,0]. Body

Ay =[0,0] a Ay = [2, —2] st sedlovymi bodmi funkcie.
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2.3.2 Viazané extrémy

Uloha o viazanych extrémoch, ¢ize extrémoch na hranici, v rovine zna-
mend najst najmensiu a najvacsiu hodnotu funkcie z = f(z,y) pre tie
body (z,y), ktoré lezia na krivke K urcenej rovnicou g(x,y) = b (ohra-

nicenie je dané ,rovnostou). Budeme pouzivat dve metédy vypoctu:

a) Dosadzovacia metéda: Ak je rovnica g(x,y) = b ,rozumne jed-
noducha“, tak z nej vyjadrime jednu z premennych x alebo y, dosa-
dime ju do funkcie z = f(z,y), a tym prevedieme tilohu na vypocet

extrému funkcie jednej premennej, ktori uz vieme riesit.

b) Metéda Lagrangeovych multiplikatorov: Ak nie je rovnica
g(x,y) = b ,rozumne jednoducha“, vytvorime si tzv. Lagrangeovu
funkciu L(z,y,\) = f(z,y) + AM(b — g(x,y)), kde X\ oznacuje Lag-
rangeove multiplikatory, a dalej budeme postupovat rovnako ako

pri hladani lokdlnych extrémov.

Priklad 70 N4jdite najmensiu a najvicsiu hodnotu funkcie f(z,y) =x+y —zy + 1 na

priamke danej rovnicou x + y = 3.

B=[0,3]

Obr. 2.3.21. Priamka dand rovnicou = + y = 3.

Riesenie: Tuto tlohu moézeme riesit jednoducho dosadzovacou metédou. Z rovnice priamky
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vyjadrime y, teda y = 3 — x a dosadime do rovnice funkcie f(x,y) = v +y — zy + 1.

Dostaneme

fl#,3—2) = z2+B—2)—2zB83—-2)+1=
= z+3—z—-3r+2°+1=

= 22— 3x+4.

Zderivujeme
f(z)=2x-3

a polozime rovné nule

2r —3=0.
Tato rovnica ma jedno riesenie z; = %, ktorému prislicha y; = 3 — % = % Ziskali sme
stacionarny bod A; = {%, %} Teraz vypocitame druht derivaciu

f(z) = (22— 3) =2.

Kedze f” (%) =2>0,vbode A = {%, %} mé funkcia viazané minimum. Jeho hodnota je
3 3 3 3 7
A = —_ 1 = = 4 — — — .« — 1 = —.
flAy=@+y—ay+Ha, =5 +5-5 5+1=7

Zaver: Najmensia hodnota funkcie f(z,y) = x4+ y— zy+ 1 na priamke danej rovnicou z +

y =3 je v bode A; = [%, %}, f(A) = %. Najvacsiu hodnotu funkcia nemd, (Obr. 2.3.22).
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Obr. 2.3.22. Najmensia hodnota funkcie f(x,y) = x+y—zy+1 na priamke danej rovnicou

xr+y=3jevbode f (%, %) = %. Najvacsiu hodnotu funkcia nema.

Priklad 71 Vypocitajte najmensiu a najviacsiu hodnotu funkcie f(x,y) = 2% — zy + y?

na hranici trojuholnika s vrcholmi A = [1,0], B = [0, 1], C' = [2,3].

Obr. 2.3.23. Trojuholnik s vrcholmi A = [1,0], B = [0, 1], C = [2,3].

Riesenie: Hranica trojuholnika pozostava z troch useciek AB, BC' a C'A (Obr. 2.3.23),
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preto budeme postupovat tak, ze postupne kazdu z troch tseciek vyjadrime samostatnou

rovnicou a potom budeme riesit ilohu dosadzovacou metodou.

1)

Usecka AB urcens rovnicou y =1 —z pre 0 < z < 1.

Na tejto tsecke ma funkcia f tvar
f(x,y):f(:c,l—x)::r;2—x(1—x)—i—(1—x)2.
Bude nas teda zaujimat funkcia

hag(z) = f(iE,l—IE):x2—$(1—1’)—|—(1—x)2:

= x4+ +1-204+22=322—-3x+ 1.

Po zderivovani dostavame
!

a teda z-ova suradnica stacionarneho bodu je x; = % Jeho y-ovi suradnicu dosta-

1

neme dosadenim do rovnice priamky, t. j. y1 =1 -2 =1 — 3

= % Vypocitame

druhu derivaciu
"p(r)=(6r—-3)=6 = h\z(x)=6>0,
a vidime, ze v bode A; = [%, %} ma funkcia viazané minimum. Jeho hodnota je
N2 101 1\2 1
_ (.2 2 _ (Y _ 1.2 L W
[ (&)= (2 oy %), (2) 227" (2) 1

Usecka BC je dand rovnicou y = 2+ 1 pre 0 < z < 2.

Na tejto tsecke ma funkcia f tvar
flzy) = fle,x+1) =2 —2(z 4+ 1) + (z + 1)°,

Bude nas teda zaujimat funkcia

hpo(z) = flr,z+1)=2>—z(@x+1)+(z+1)*=

= 22—+ + 2 +1l=2>+z+1.
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Po zderivovani dostavame

a po vyrieseni 2x+1 = 0 mame x = —%. Tento bod je ale mimo intervalu 0 < x < 2,

preto ho uz dalej nebudeme uvazovat.

3) Posledna z tseciek, usecka AC, je zadand rovnicou y = 3z — 3 pre 1 <z < 2.

Na tejto tsecke ma funkcia f tvar
preto nas bude zaujimat funkcia

hAC(-T) = f(.%', 3x — 3) =% — x(gx — 3) 4 (31. _ 3)2 _

= 22322432 +922 — 182+ 9 = T2%2 — 152 + 0.

Po zderivovani dostavame
Lolr) =14z — 15,

takze x-ova suradnica xo = %. Po dosadeni do rovnice priamky

15 3

15 3

ziskame suradnice stacionarneho bodu A; = {ﬁ, ﬂ}. Vypocitame druhua derivaciu

"o(r) =14z —15) =14 = W).(z) =14 >0,

preto v bode “—Z, 13—4] mé funkcia viazané minimum a jeho hodnota je

15)2 15 3 (3)2_189 27

A - 2_ 2 :( —_ s — — = — = —.
[(42) = (a nyry)Ag 14 14 14 " \14 142~ 28

Teraz este vypocitame funkéné hodnoty vo vrcholoch trojuholnika
_ 2 2\ _ 2 _ 2 _
f(A) = (x xy+y)A 1*=0+0"=1,

f(B) = (xz—xy—i—yz)B:Oz—O—l—l?:l,

f(o) = (m2—a:y—|—y2)0222—2-3+32:7.
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Na zaver porovname vsetky funkéné hodnoty a urobime zaver.

Zdver: Najmensia hodnota funkcie f(x,y) = 2> —xy+y? na hranici trojuholnika s vrcholmi
A=1[1,0, B=[0,1], C = [2,3] je v bode A; = [}, 1], f (A;) = }. Najviicsia hodnota je
vo vrchole C' = [2,3], f(C) =7, (Obr. 2.3.24).

Obr. 2.3.24. Najmensia a najvicsia hodnota funkcie f(x,y) = 2? — xy + y* na hranici
trojuholnika s vrcholmi A = [1,0], B = [0,1], C' = [2, 3] je v bode A; = [%, %}, f(A) =1
Najvécsia hodnota je vo vrchole C' = [2,3], f (C) =T.

Priklad 72 N{jdite viazané extrémy funkcie f(x,y) = = + y pri viizbe 2 + y? = 4.

B=[2,0] ’

Obr. 2.3.25. KruZnica dana rovnicou z2 + y? = 4.
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RieSenie: Tuto tlohu budeme riesit metédou Lagrangeovych multiplikdtorov. Lagran-

geova funkcia je ur¢end predpisom
L(z,y,\) =2 +y+ A4 — 2 — ).

Vypocitame parcidlne derivacie funkcie L(x,y,\) podla vSetkych troch premennych
L, = 1-=2\x,

L, = 1-2\y,

Ly = 4—a2%—¢°
a polozime rovné nule

1—-2\z = 0,
1-2\y = 0,

4—z*—9* = 0.

Z prvej rovnice vyjadrime premennu x

r = ——,

2\

z druhej rovnice premenni y

y:ﬁ7

a obe dosadime do tretej rovnice

() () o

Upravime
1 1
4 B
4N2 4)\?
1
4——=0
22
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T4to rovnica mé dve riesenia

No= Lo b
1 — \/§_2\/§7
N
R 2V

Dosadime ich do rovnic pre x a y

1

e _— = 2
i 2N V2,
B = 2)\1 - )
1
e _— = — 2
2 20 V2,
1
= — = —\V2.
Y2 2 \/_

BOdy AT — [xbyl)Al] - |:\/§7 \/57 27\1/5] a A; - [5527@27/\2] - [_\/57 _\/57 _ﬁ} Sfl ka’n_
didatmi na tie body, kde funkcia f(x,y) = = + y dosahuje najvicsiu, resp. najmensiu
hodnotu na krivke z? + y? = 4. Vypodcitame druhé parcidlne derivicie funkcie L(z,y, \)

podla z a y

L., = (1—=2\x), = =2\,
Ly = (1—2X\y), = —2),

L, = (1-2\x),=0
a otestujeme obidva stacionarne body.
e Pre bod A} = {\/ﬁ, V2, 2—\1/5] dostavame

(—
D(A]) = Lu(A]) - Lyy (A7) = (Lay (A7))°
1 1
2). —— — 0% =

1
= (D) 55 () gm0 =g

Z formulacie D-testu vidiet, ze v bode A; = {\/5, \/5} maé funkcia f(z,y) viazané
maximum a jeho hodnota je f(A;) = f (\/§, \/5) =2 +2=2V2.
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e Pre bod A} = [ V2, -2, — } dostavame

Luld}) = (<) da= (2575 = 7= = Luld) >0,
D(A5) = Lya(A5) - Lyy(A5) — (Lay(A3))? =
-1 -1, 1 .

7Z formulacie D-testu vidiet, Ze v bode Ay = {—\/5, —\/5] ma funkcia f(x,y) viazané
)= F(-vVEV3) = V3 3=

minimum. Hodnota viazaného minima je f(A,

—2V/2.

Zdver: Najvicsia hodnota funkcie f(z,y) = x + y nad kruZnicou s rovnicou z% + 3> = 4 je
v bode A4; = {\/5, \/ﬂ, f (A1) = 2v/2. Najmensia hodnota je v bode Ay = {—\/5, —\/ﬂ,
f (As) = —2v/2, (Obr. 2.3.26).

Obr. 2.3.26. Najvicsia hodnota funkcie f(z,y) = z+y pri ohraniceni 2 +y? = 4 je v bode

A = [\/5, \/ﬂ, f (A1) = 2/2 a najmensia v bode Ay = [—\/ﬁ, —\/5], f(Ay) = —2v2.

Priklad 73 N{jdite viazané extrémy funkcie f(z,y) = y* — x pri vizbe 2% + y? = 1.
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e +y’=1

B =[1,0]

Obr. 2.3.27. KruZnica dana rovnicou z2 + y? = 1.

Riesenie: Tuto tlohu budeme riesit opat Lagrangeovou metédou. Lagrangeova funkcia

je dané predpisom
L(l’,y7 )‘) = y2 -+ )‘(1 - IQ - y2)

Vypocéitame parcidlne derivacie funkcie L(z,y, A) podla vSetkych troch premennych
L, = —1-2\x,

L, = 2y—2\y,

Ly = 1—a%—y¢?
a polozime ich rovné nule

—1—-2X\x = 0,
20 —2\y = 0,

1—2—4* = 0.

7 prvej rovnice vieme vyjadrit

1
r=——
2\
respektive
1
A=——.
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Druht rovnicu vydelime 2 a upravime na tvar
y(1—X)=0.

T4to rovnica mé dve rieSenia

y = 0,
A = 1.

Do tretej rovnice najskor dosadime y = 0, ktoré sme si vyjadrili z druhej rovnice

1—2*=0.
Tato rovnica ma dve rieSenia 1 = 1 a x5 = —1, ktorym prislichaju A\, = —i = —% a
Ay = _29132 = % Dostali sme teda dva stacionarne body A} = [z1,y1, \1] = {1,0, —%} a
A; = [1}2, Yo, )\2] = [—1, 0, %] .
Teraz do tretej rovnice dosadime z prvej rovnice x = —i
1 2
1— —y* =0
(2A> s
a potom z druhej rovnice A\ =1,
1 2
1—(=z) —y*=0.
(2) Y
Upravime
3 2
——y =0.
4 Y
Tato rovnica ma opét dve riesenia y3 = ? a Yy = —@, ktorym prislichaju A3 = Ay =1
a r3 = 4 = —1. Dostali sme dalsie dva staciondrne body Aj = [z3, ys, As] = {—%, @, 1}
a AZ = [5547947 )‘4] = {_%7 _ga 1:|

Teraz vypocitame druhé parcialne derivacie funkcie L(x,y, \) podla x a y

Lo = (—1—2)\z), = —2),
L, = (2y—2\y), =2—2\,

Ly = (=1=2\z),=0

a postupne otestujeme vsetky Styri stacionarne body.
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e Pre bod A} = [z1,y1, M| = [1,0, —%} dostdvame

Lo(d]) = =20 =-2- () =1 = La(4) >0,
D<AT) = LM(AT) 'Lyy(AD - (ny<AT>>2 =

— _2.(_21>.(2_2.(_21)>—02:3 = D(47]) > 0.

Z formulacie D-testu vidiet, ze v bode A; = [1,0] ma funkcia viazané minimum

a jeho hodnota je f(A;) = (y*> — )4, =0* — 1= —1.

e Pre bod A} = [12,99, A2| = [—1, 0, %} dostdvame

1
L. (Ay) = —2-X=-2- 5= —1 = L,.(A4}) <0,
D(A3) = Lua(A3) - Lyy(A3) — (Lay(A3))* =
1 1

Z formuldcie D-testu vidime, ze bod Ay = (—1,0) je sedlovym bodom funkcie.

e Pre bod A = [x3,y3, \3] = [—%, ?, 1} dostavame

Loo(A) = —2-0=-2-1=-2 = L, (4;) <0,
D(A3) = Lun(A3) - Lyy(A3) — (Lay(43))° =

= —2-1-(2-2-1)-0*=0.

Z casti (4) formuldcie D-testu vidiet, Ze na zdklade tohto testu nevieme rozhodnit

ako sa funkcia sprava v bode As.

e Pre bod A} = [14,ys, M| = [—%, —?, 1} dostdvame

Li(A}) = —2-M=-2-1=-2 = L,(A4}) <0,
D(A]) = Laa(A7) - Ly (A7) — (Lay(A]))" =
= —2:1-(2-2-1)—-0*=0.

Z casti (4) formuldcie D-testu vidiet, Ze na zdklade tohto testu nevieme rozhodnit

ako sa funkcia sprava v bode Ajy.
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Zdver: NajmenSia hodnota funkcie f(z,y) = y*>—x pri ohrani¢eni danom rovnicou z2+y? =

1 je v bode Ay = [1,0], f (A;) = —1, (Obr. 2.3.28).

Obr. 2.3.28. Najmensia hodnota funkcie f(z,y) = y*> — x pri vizbe 22 +y?> = 1 je v
bode A; = [1,0], f (A1) = —1 zndzornena modrou farbou. Zelenou farbou je znazorneny

sedlovy bod so stiradnicami [—1,0].
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2.3.3 Absolitne extrémy

( 3

Nech M je nejakd podmnozina definicného oboru funkcie f = f(z,y).
Hovorime, ze funkcia f ma v bode (z¢,yo) € M absoltitne maximum
na M (resp. absolitne minimum na M), ak f(z,y) < f(zo, o)
(vesp. f(w,y) = f(wo,90)) pre kazdy bod (z,y) € M.

Pri uréovani absolutnych extrémov funkcie f = f(z,y) na M ohranicenej

krivkou K postupujeme takto:
1. Uréime najprv tie lokalne extrémy funkcie f, ktoré patria do
vnutra mnoziny M.

2. Potom vypocitame viazané extrémy funkcie f na hranici mno-

ziny M, ktord je tvorena krivkou K.

3. Napokon z takto stanovenych hodnot uréime absoliitne extrémy

funkcie f na mnozine M porovnanim funkénych hodndt.

Priklad 74 Vypocitajte absoliitne extrémy funkcie f(x,y) = 2?+y*—2y+3y na mnoZine

M, ktorou je obdlznik v rovine zy s vrcholmi A = [—1,—1], B = [3,—1], C = [3,2] a
D =1[-1,2].
y 3
D =[-1,2] c=B2 y=2
y=-1
A=[-1,-1] B=[3,-1]
xr=—1 > z=3

Obr. 2.3.29. Obdiznik s vrcholmi A = [—~1,—1], B=[3, 1], C = [3,2] a D = [-1,2].
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Riesenie: Budeme postupovat podla schémy na urcenie absolitnych extrémov.

1. Najprv uréime lokalne extrémy funkcie f(x,y) patriace do vnitra obdlZnika.

Po dosadeni parciadlnych derivacii prvého radu

fm = 2x—y,
fy = 2y—ax+3

do rovnic f, =0 a f, = 0 dostdvame

2v—y = 0,

2y—x+3 = 0.

7 prvej rovnice vyjadrime y = 2z a dosadime do druhej rovnice 2y —x + 3 =0, t.j.
2. (2z) — x 4+ 3 = 0. Po tpravich dostaneme z = —1, a teda y = 2 (—1) = —2.
Ziskali sme bod so stradnicami Ay = [—1, —2], tento bod vsak nepatri do nasej

oblasti, preto ho uz dalej nebudeme uvazovat.

2. Teraz vypoditame najvicsiu a najmensiu hodnotu funkcie f na hranici obdlznika.
Hranica obdlZnika pozostéva zo Styroch tsediek AB, BC, CD a DA (Obr. 2.3.29),
preto budeme postupovat tak, ze postupne kazdu z tseciek vyjadrime samostatnou

rovnicou a budeme riesit dosadzovacou metdédou.

e Usecka AB: y=—1pre -1 <z <3.

Na tejto tisecke ma funkcia f tvar

floy) = fla, 1) = + (~1F —z (-1) +3- (-1) =a" 42 -2
Bude nas teda zaujimat funkcia

hap(x) = 2% + 2 — 2.
Po zderivovani dostavame

Lg(r) =2x+1.
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Staciondrny bod je x; = —%. Jeho y-ova sturadnica je y; = —1. Vypocitame

druht derivaciu
"gr)=02r+1) =2 = hizx)=2>0.

Vidime, ze v bode A; = [—%, —1} ma funkcia viazané minimum. Jeho hodnota

je
fA) = (49 —wy+3y)Al
1 1
= (-3) +2=(g) o+ -
1 1 9
= Jtl-g-3=-7=-22%

e Usetka BC: z =3 pre —1 <y < 2.

Na tejto tsecke ma funkcia f tvar
flz,y)=fBy) =3+ -3 - y+3y=9+9y"—3y+3y=9y°+9.
Bude nas teda zaujimat funkcia
hpo(y) =y* +9.
Po zderivovani dostavame
Wpe(y) = 2y.
Stacionarny bod je Ay = [3,0]. Vypocitame druhu derivéciu
hpe(y) = (2y) =2 = hp(y) =2>0.
Vidime, ze v bode Ay = [3,0] m4 funkcia viazané minimum. Jeho hodnota je
f(Ay) = (x2+y2—xy—|—3y)A2 =32402-3-0+3-0=0.

e Usetka CD: y =2 pre —1 < z < 3.

Na tejto tisecke ma funkcia f tvar
flz,y) = f(2,2) =2+ (2)? —2-2+3-2 = 2% — 2z + 10.
Bude nas teda zaujimat funkcia

hep(z) = 2 — 22 + 10.
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Po zderivovani dostéavame
hep(z) = 22 — 2.

Stacionarny bod je v x3 = 1 a jeho y-ova stradnica je y3 = 2. Vypocitame

druht derivaciu
cp(@)=02x-2)=2 = hipx)=2>0.

Vidime, Ze v A3 = [1,2] m4 funkcia viazané minimum, ktorého hodnota je

f(As) = (P 4y’ —ay+3y), =

= 1°+2°-1-2+3-2=0.

Usecka DA: 2z = —1 pre —1 <y < 2.
Na tejto tisecke ma funkcia f tvar

fly) = f(=Ly) = (-1)"+y" = (=1)-y+3y = 1+y" +y+3y = " +4y+ L.
Bude nas teda zaujimat funkcia

hpa(y) =y* + 4y + 1.
Po zderivovani dostavame

hpaly) =2y +4.

Stacionarny bod je y, = —2. Tento bod ale nepatri do intervalu —1 < y < 2,

preto ho dalej nebudeme uvazovat.

Teraz vypocitame funkéné hodnoty v jednotlivych vrcholoch obdlZnika:

f

- = =

not. Dostali sme, ze v bode A; = {—— -

(4) = (9" —ay+3y), = (D + ()P = (1) (-1 43 (-1) = -2
(B) = (:c +y° xy+3y)B—32 —1)?=3-(=1)+3-(=1) =10,

(€) = (2*+¢° xy+3y>c—32+22 3.2+43.2=13,

(D) = (2 +¢*—wy+3y) =(-1)"+2°—(-1)-2+3-2=13,

3. Na zaver ur¢ime absoliitne extrémy funkcie porovnanim vsetkych funkénych hod-

é, 1} nadobuda funkcia absoltitne minimum

s hodnotou f(A;) = —2.25, a vo vrcholoch C = [3,2] a D = [—1,2] absolitne
maximum s hodnotou f(C) = f(D) = 13, (Obr. 2.3.30).



2.3. EXTREMY FUNKCII DVOCH PREMENNYCH 99

Obr. 2.3.30. Absoltitne extrémy funkcie f(z,y) = 2?+y* — ry+ 3y na mnozine M, ktorou
je obdlznik s vrcholmi A =[—1,—1], B=[3,-1], C =[3,2] a D = [-1,2].
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Priklad 75 Vypocitajte absolitne extrémy funkcie f(z,y) = 22 4+ y* — 2xy na mnoZine
M, ktorou je $tvorec s vrcholmi A = [0, —1], B =[1,0], C =1[0,1] a D = [-1,0].

y=x+1 y=—z+1

Obr. 2.3.31. Stvorec s vrcholmi A = [0, —1], B = [1,0], C = [0,1] a D = [~1,0].

Riesenie: Budeme postupovat podla rovnakej schémy ako v predchadzajicom priklade.

1. Najprv si uréime lokalne extrémy funkcie f(z,y) patriace do vnitra Stvorca

ABCD. Vypocitame si parcidlne derivacie prvého radu

fo = 4dx—2y,

fy = 2y—2x

a dosadime do rovnic f, =0a f, =0

doe —2y = 0,

2 —2x = 0.

7 prvej rovnice si vyjadrime y = 22 a dosadime do druhej rovnice 2y — 2x = 0,
t. j. 2+ (2x) — 2x = 0 a dostaneme x = 0, a teda aj y = 0. Ziskali sme bod so

suradnicami Ay = [0, 0], ktory lezi vo vnutri Stvorca ABCD. Vypocitame druhé
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parcialne derivacie potrebné pre D-test:

fx:r = 47
fyy = 27
fxy = -2

Pre bod Ay = [0, 0] dostédvame

facx(AO) = 4 — fx:r:(AO) >07
D(Ay) = faz(Ao) - fyy(Ao) = (fay(A0))* =
= 4.2—(-2?=4 = D(0,0) > 0.

Na zdklade D-testu sme zistili, ze v bode Ay = [0,0] m& funkcia f(z,y) lokédlne

minimum a jeho funkénd hodnota je f(Ay) = 0.

2. Teraz vypocitame najvacsiu a najmensiu hodnotu funkcie f na hranici Stvorca.
Hranica S$tvorca pozostéva zo Styroch usefiek AB, BC, CD a DA (Obr. 2.3.31),
preto si opat kazda z useciek vyjadrime samostatnou rovnicou a ulohu budeme

riesit dosadzovacou metodou.
° UseékaAB:y:m—lpreOSxS 1.
Na tejto tsecke mé funkcia f tvar
fx,y)=flr,o—1) =22+ (-1 -2z-(z - 1) =2+ 1.
Bude nas teda zaujimat funkcia
hap(x) = 2* + 1.
Po zderivovani dostavame
up(@) =2z,
preto A; = [0, —1]. Vypocitame druhi derivéiciu
ap(@) =2 = Njp(z)=2>0,

a vidime, ze v A; = [0, —1] ma funkcia viazané minimum, ktorého hodnota je

f(A) = (2% +y" —2zy), =

Ay
= 2024+ (-1)*=2-0-(-1)=1.
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° UseékaBC:yzl—xpreOngl.

Na tejto tsecke ma funkcia f tvar

flx,y)=fx,1—2)=22"+ (1 —2)® —22- (1 —2) = 52% — 4o + 1.
Bude nas teda zaujimat funkcia

hpo(r) = 5% — 4z + 1.
Po zderivovani dostavame

hzo(z) = 10z — 4,
takze Ay = [%, %} Vypocitame druhu derivaciu

Bo(x) =10 = hlo(x) =10 > 0,
2 3

a vidime, ze v Ay = [5, 5} ma funkcia viazané minimum. Jeho hodnota je

f(A) = (20°+¢*—2y), =

Az

2\ 2 2 2 1
5 5 5 5 5
e Usecka CD: y=x+1pre -1 <z <0.

Na tejto tisecke mé funkcia f tvar

flx,y)=fle,z+1) =22+ (z+1)* =22 - (. + 1) = 2% + 1.
Bude nas teda zaujimat funkcia

hep(z) = 2 + 1.
Po zderivovani dostavame

hep(z) = 2,

potom stacionarny bod méa z-ovi sturadnicu x3 = 0, a jeho y-ova suradnica je
y3 = 1. Vypocitame druht derivaciu

"

ep(r) =2 = hip(r) =2>0,

a dostali sme, ze v bode A3 = [0, 1] m4a funkcia f(z,y) viazané minimum. Jeho

hodnota je

f(Ag) = (207 + % = 22y) =20 +12-2.0-1=1.
3
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° UseékaDA:y:—x—lpre—lngO.

Na tejto tsecke mé funkcia f tvar

flx,y) = flz,—r —1) =22° + (—x — 1)* = 2z(—2 — 1) = 52* + 4z + 1.
Bude nas teda zaujimat funkcia

hpa(z) = 52% + 4z + 1.
Po zderivovani dostavame

halx) =10z + 4.

Potom stacionarny bod méa x-ovi stradnicu x4, = —%, a potom y, = —%.
Vypocitame druhua derivaciu

hha(y) =10 = W}, (x) =10 > 0.
Zistili sme, Ze v bode A, = {—%, —%} mé funkcia f(z,y) viazané minimum.

Jeho hodnota je
f(Ay) = <2m2+y2—2:py>A4:
2\? 3\? 2 3y 1
= 2(—= — ) =2-(—=)-(—=)==.
(5) +(5) 2 (55)- (5) =

Nakoniec si vypocitame funkéné hodnoty vo vsetkych vrcholoch stvorca:

f(A) = (2% +y —2wy) =20+ (1) =20 (-1) =1,
f(B) = (22" +¢*—22y) =2-1°+0"=2:1-0=2,
f(c) = (2x2+y2—2xy)c:2-02+12—2-0-1:1,
f(D) = (2$2+y2—2xy>D:2-(—1)2+02—2~(—1)-O:2.

3. Urc¢ime absolutne extrémy funkcie. Porovnanim vsetkych funkénych hodnét vi-
dime, Ze vo vrcholoch B = [1,0] a D = [—1,0] ma funkcia absolitne maximum
s hodnotou f(B) = f(D) = 2, a v bode Ay = [0, 0] nadobtida absolitne minimum,
ktorého hodnota je f(Ap) = 0, (Obr. 2.3.32).
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Obr. 2.3.32. Absolitne extrémy funkcie f(z,y) = 22?2 + y? — 2y na mnoZine M, ktorou
je stvorec s vrcholmi A = [0,—1], B =[1,0], C = [0,1] a D = [—1,0]. Funkcia nadobtida
v bodoch B = [1,0] a D = [—1,0] absolitne maximum s hodnotou f(B) = f(D) = 2
a v bode Ay = [0, 0] absolitne minimum, ktorého hodnota je f(Ag) = 0.
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2

Priklad 76 Vypocitajte absolitne extrémy funkcie f(z,y) = z* — y* na mnozine M,

danej predpisom M = {[z,y] € F? : 22 + y* < 25}.

Obr. 2.3.33. Kruh dany rovnicou z? + y* < 25.

Riesenie:

1. Najprv urc¢ime lokalne extrémy funkcie f(x,y) patriace do vnutra oblasti M.

Parcidlne derivéicie prvého radu funkcie f(z,y) polozime rovné 0

2 = 0,

-2y = 0.

Ziskali sme stacionarny bod so suradnicami Ay = [0, 0]. Vypocitame druhé parcidlne

derivacie funkcie f(x,y) potrebné pre D-test:

fxx = 27
S = =2,
foy = O

Pre bod Ay = [0, 0] dostdvame

f:):x(AO) = 2 = fx:r(AO) >O>

D(AO) - fmc(AO) ’ fyy(A()) - (fa:y(AO))2 =
= 2.(=2)=0%=—-4 = D(Ay) <0.
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Zistili sme, Ze bod so stradnicami Ay = [0, 0] je sedlovym bodom funkcie f.

. Teraz vypocitame viazané extrémy f na hranici oblasti M. Hranicou oblasti M je

kruznica 2 + y? = 25. Z rovnice kruznice si vyjadrime
y? =25 — 2°.

a dosadime do funkcie f(x,y) = 2% — y?,
hi(z) = 2 — (25 — 2?) = 22% — 25.

Zderivujeme
hi(x) = 4x

a ddme 4z = 0. Dostali sme stradnicu z = 0, ktort dosadime do rovnice y? = 25—a2,
ktorej rieSenim st y; = 5 a yo = —5. Dostali sme dva staciondrne body A; = [0, 5]
a Ay = [0, —5]. Vypocitame druht derivaciu

hy(z) =4 = hfi(x)=4>0.

Zistili sme, ze v bodoch A; = [0,5] a Ay = [0, —5] mé funkcia viazané minimum,
ktorého hodnota je f(A1) = f(As) = —25.

Teraz z rovnice kruznice 22 + y? = 25 vyjadrime

x? =25 — 9.
a dosadime do funkcie f(x,y) = 22 — 3

ho(y) = 25 — 4> — y* = 25 — 2¢”.
Zderivujeme

hy(y) = —4y.
Ak —4y = 0, potom y = 0. Dosadime do rovnice z? = 25 — 3%, ktorej riesenim st
r3 = 5axy = —5. Dostali sme dalsie dva staciondrne body A; = [5,0] a A, = [—5,0].
Vypocitame si druht derivaciu

hy(y) = —4 = hy(y) = -4 <0.

Zistili sme, ze v bodoch A3 = [5,0] a Ay = [5,0] mé funkcia viazané maximum,

ktorého hodnota je f(As) = f(As) = 25.
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3. Porovnanim vSetkych hodnot vidime, Ze funkcia f(z,y) = 22 — y? m4 na mnoZine
M = {[z,y] € E* : 2% + y* < 25} absolitne maximum v bodoch Az = [5,0]
a Ay = [5,0], s hodnotou f(As) = f(As4) = 25, a absolitne minimum v bodoch
A; =10,5] a Ay = [0, —5], ktorého hodnota je f(A;) = f(Ay) = —25, (Obr. 2.3.34).

Obr. 2.3.34. Absolitne extrémy funkcie f(x,y) = 2? —y? na mnozine M, danej predpisom
M ={[z,y] € E?: 2? + y* < 25}.
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Priklad 77 Vypoditajte absoltitne extrémy funkcie f(z,y) = 22 + 3* na mnoZine M,
danej predpisom M = {[z,y] € E? : 2? — 2z + y* — 4y < 0}.

(x—1)+(@y—-2)°=5

-1 0
B =0,0] X

Obr. 2.3.35. Kruh dany rovnicou z?—2z+y*—4y < 0, resp. po tprave (z—1)%+(y—2)* = 5.

Riesenie:

1. Uréime lokalne extrémy funkcie f patriace do vnutra oblasti M. Parcidlne deri-

vacie prvého radu funkcie f polozime rovné 0

2¢ = 0,
2y = 0.
Ziskali sme staciondrny bod Ay = [0,0]. Vypocitame si druhé parcidlne derivécie

potrebné pre D-test:

fmx = 27
fyy - 27
f:vy = 0.

Pre bod Ay = [0, 0] dostdvame

fxx(AU) = 2 = fmc(AO) >07

D(Ag) = faa(A0) - fuy(Ao) — (fay(Ag))? =
= 2:2-0°=4 = D(4) >0.
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Zistili sme, ze bod so stradnicami Ay = [0, 0] je lokdlnym minimom funkcie f. Jeho

funkénd hodnota je f(Ap) = 0.

2. Teraz vypocitame lokalne viazané extrémy f na hranici oblasti M. Hranicou oblasti
M je kruznica x?—2z+y*—4y < 0. Tato tlohu budeme riesit Lagrangeovou metédou.

Lagrangeova funkcia je dand predpisom
L(z,y,\) = 2% + y* + A2? — 22 + 9° — 4y).

Vypocéitame parcidlne derivacie funkcie L(x,y, A) podla vSetkych troch premennych

a polozime rovné nule

20 4+ 2 x — 2\ = 0,
2u+ 2 \y — 4N = 0,

=2z +y  —4y = 0.

Z prvej rovnice si vyjadrime

A
r=—-
14\
z druhej
2
TSI N

a obe premenné dosadime do tretej rovnice

A2 A oA \? 2\
=] —9. 4. =) =0.
() ~2 () + (355) -+ (25) -0

Upravime

A2 =201+ A\) + 42 = 8\(1+)) =0,
a roznasobime

A2 — 20 — 2X% +4X* — 8A — 8)\* = 0.
Po sé¢itani dostaneme rovnicu

—5X%2 — 10\ =0,
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resp.
AN+ 2) =0,
ktord ma dve riesenia A\; = 0 a Ay = —2. Po dosadeni do rovnic pre x a y dostaneme
r = A0 0
S T VI TN
20 240 _0
T TN T 1x0
A2 -2 5
X = = — ,
? T+X  1+(-2)
2\ 2-(=2

1+X  14(-2)
Ziskali sme dva body A} = [0,0,0] a A5 = [2,4,—2]. Teraz vypocitame druhé

parcidlne derivéicie funkcie L(z,y, \) podla z a y

Low = (20 +2\z — 2)), = 2+ 2),
Ly = (2y+2\y—4\), =2+ 2\,
Ly, = (2e+2\x—2X\), =0
a otestujeme oba body.
e Pre bod A} = [x1,y1, \] = [0,0,0] dostavame
L..(A}) = (2—}—2-)\1),41« =242.-0=2 = L, (A]) >0,
D(A7) = Luw(A7) - Lyy(A]) = (Lay(A7))* =
= (242 M)ar - (2+2- M)y — 02 =
= (242-0)-(24+2-0) =4 = D(A}) > 0.
Z formulacie D-testu vidiet, Ze v bode A; = (0,0) dosahuje funkcia f(z,y)
viazané minimum a jeho hodnota je f(A;) = 0.
e Pre bod A} = [x9, ya, A2] = [2,4, —2] dostéavame
Liw(A5) = (242 X)ay =2+2-(-2)= -2 = L,(43) <0,
D(A3) = Lua(A3) - Lyy(A3) — (Lay(A3))* =
= (242 X)ag - (2+2- Ag)ay — 0* =

= (24+2-(-2)-(2+2-(-2) =4 = D(4;) >0.
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Z formuldcie D-testu vidime, Ze v bode Ay = (2,4) mé funkcia f(z,y) viazané

maximum funkcie a jeho hodnota je f(Ay) = 22 + 4% = 20 .

3. Porovnanim vsetkych hodnot sme zistili, Ze funkcia f(z,y) = 22+ y? m4 na mnoZine
M ={[z,y] € E* : 2* — 2z + y* — 4y < 0} absolitne maximum v bode Ay = [2,4], s
hodnotou f(As) = 0, a absolitne minimum v bode A; = [0, 0], ktorého hodnota je
f(A;) =0, (Obr. 2.3.37).

25\

SRR
SRS
SRR

LR SRR IIEXSEK XX
A\ ¥

20 4

15 3

Obr. 2.3.36. Absolitne extrémy funkcie f(x,y) = 2?+y? na mnoZzine M, danej predpisom
M = {[z,y] € F?: 2? — 2z + y* — 4y < 0} (3D graf).
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5
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4r 16
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Obr. 2.3.37. Absoltitne extrémy funkcie f(x,y) = 2%+ y? na mnozine M, danej predpisom

M ={[z,y] € E? : 2? — 2z + y? — 4y < 0} (zobrazenie pomocou vrstevnic).
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2.4 Ulohy na precvicenie

Uloha 6 Nijdite a znazornite defini¢ny obor funkcie.

a) f(x,y):% ....................... [D={(z,y) e R*:y#1+2*ay> 2}
b) f(z,y) = #Q—y? ........................... [D = {(z,y) € R*: 2* + y* < 16}].

c) f(x,y) =In(y + 3z) + arcsin(z) ....[D={(z,y) e R?:y>-3ra —1<z<1}.

a) b)
c) d)
e) f)

Obr. 2.4.38. Znézornené defini¢né obory z Ulohy 6.
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Uloha 7 Vypoditajte parcidlne derivacie dangch funkeif f(z,y) podla oboch premennych.

2 Fg) = 2 o = 2 or — ),
b) f(z,y) =yarctan(x) ... [8% = 43, ‘3—5 = arctan(x)}.
¢) flo,y) =In(x® +3y) oo {% = a:22—i:iv3y’ 8—; = in3y].
d) flzyy) =arctan(zy) ......coooiiiiii [a—i = TG %f = Héy)Q}.
e) f(z,y) =arcsin(@®4+y) ...oooiiiiiiiL. {gi = ﬁ, % = 1—(.12—&-y)2:|
£) flr,y) =@e™ oo [% = e™(1+ xy), 8—5 = :L‘Qezy}.

Uloha 8 Vypoditajte parcidlne derivdcie funkcie f (x,y) podla oboch premennych v bode

A = [0, yo]-
a) flo,y)=a2+2xy, A=[21] ... [f(A) = 6, f,(A) = 4]
b) flay) =S8, A=[52] [fo(A) = =1, f,(A) = —1].
) fleyy) =In(@+y), A=[L0] ..o, [f(A) =1, f,(A) = 1].
d) flz,y) =22+ Bz —2y), A=[12 ... [f:(A) =3, £,(4) = —1].
e) flmy)=(z—2)e=®,  A=[3,0] ... [f(A) = e, £,(A) =0).
£) f(z,y) = arctan(3z +y), A=1[0,0] ..o [f(A) = 3, £,(A) = 1].

Uloha 9 Napiste rovnicu dotykovej roviny ku ploche danej rovnicou:

8) f(zy) = 201% — 22y vbode A =[1,2] - o oroooe 2 = do + Ty — 12].
b) f(x,y) =2%y* +5xy vbode A= [3,1] ..., [z = 11z + 33y — 42].
¢) f(a,y) = € v bode A= [3,2] - oo [z = 522 + 3y — 11)].
d) f(z,y) = tan(zy) vbode A= [0,Z] ... 2 =zz].

e) f(z,y) =In(z%y) vbode A=[1,1] ... ..o, [z =2z +y—3].
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f) flx,y) =2>+2y+In(y) vbode A=1[2,1] .............oi... [z =5z + 3y — 1.

Uloha 10 Zostrojte Taylorov polyném druhého rddu pre funkciu f (x,y) so stredom
v bode A = [xg, yo].

a) f(r,y) =23 =3y +y*, A=[1,1] ........ [Ty(f, A) = 322 + 3y* — 6zy — 2y + 1].
b) f(z,y) =€, A=1[1,1] ................ [Tz(f,A):e(””;—l—%—i—xy—x—y—i—l)]
c) f(x,y)zl_x_ly+xy,z4:[0,0] ............... (To(f,A) =1+z+y+ 2>+ 2y + 3.

d) fx,y) = 2%+ 2y — 2zy, A=[1,1]....[Tx(f, A) = 32% + 6y* — 2zy — 3z — 6y + 3].

) F, ) =22 U2 =BT F Y e A1 = [3,-1]]
D) f(2,y) =202 — Y + Y2+ 2T A1 = -2, -2]]
&) fla,y) =2 — 2y + % A1 = [5,3], A2 =1[0,0]]
d) flz,y)=5—a3+2y+y> ... (A= |-2,2], 4, =0,0]]
) flz,y) =a® —ay?+y* [Ars =[5, £%3], A3 =[0,0]]
£) flo,y)=a® =32 =3y +4° oo [Ars = [£1,1], Agy = [£1, —1]]

b) flz,y) =e*(@+y* +2y) .ooovein. .. [Lok. min.v A; = B, —1} , f(A) = —%}
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d) floyy)=(@®+y?)e ™ oo [Lok.min.v A; = [0,0], f(A;) =0].
e) f(r,y) = 2% — @2 — g Y

...... [Lok. max.v A; = [0, %} , f(Ay) = 2%, Lok. min.v Ay = [%,0} , f(Ag) = —%}.

£) flz,y) =223+ 92y? + 1522 + 2702 oo

......... [Lok. max.v A; = [-5,0], f(A;) = 125, Lok. min. v A, = [0, 0], f(As) = 0].
Uloha 13 Najdite viazané extrémy funkcie f(x,y) na danej hranici.

a) f(x,y)=xy+z—y+Sbnapriamke: z+y=1. ...
.......................................... Viaz. max.vA; = [%, —%} L f(Ay) = %}

b) f(z,y) = 2% +y* — 2o — 4y + 1 na hranici trojuholnika s vrcholmi A = [0, 0],
B= 3,00, C = 0,61 eeeveeee e
...... {Viaz.maX.VC = [0,6], f(C) =13, Viaz. min.v A; = {%, %} ,f(AY) = —3.2}.

c) f(x,y) = 2% — y? na kruznici s rovnicou 22 +y* =4. ...
....................... Viaz min. v Ay = [0,2], Ay = [0,=2], f(Ar) = f(As) = —4]
[Viaz. max.v Az = [2,0], Ay = [-2,0], f(A43) = f(A4) = 4].

d) f(z,y) = 2% + y? na krivke s rovnicou 2® + 2z + 9> +4y =0. ... ...,
.............................................. [Viaz. min. v A; = [0,0], f(A;) = 0].

e) f(z,y) = = + y na kruznici, ktord je dand vztahom z? +y?> =1. ..................

{Viaz.min.vAl = [\_/%, \_/—H L f(A) = \_/—%, Viaz. max.v Ay = [%, %} ,f(Ag) = %]
Uloha 14 Vypoditajte absolitne extrémy funkcie f(z,y) na oblasti Q.

a) f(z,y) = —22% —y* + xy + 8z + 3y, Q : polrovina dand rovnicou 3z +y < 15. ...

7T 7

.......................................... Abs. max.v A; = [19 @} Cf(A) = @}.
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b) f(z,y) = 2 + 2xy + 3> — 2z, Q : obdlznik dany vrcholmi A = [0, 2], B = [3,—2],
C=[3,1,D=1[0,1]. ..., [Abs.min.v B = [3, 2|, f(B) = —5].

c) flz,y) = 2% —xy +y?, Q: stvorec dany rovnicou |z + |y| < 1. ...................

[Abs. min. v A; = [0,0], f(A4;) = 0]

[AbS HlaX.VAQ,g = [0, :tl], A475 = [:i:]., 0], f<A2,3) = f(A4,5) = 1]

d) f(z,y) = 42% + y? — 4xy, Q : je uzatvorend a ohranicend krivkami y = 22, y = 4,
T=dei [Abs.min.v A; = [z,2z],z € (0,2), f(4;) =0].
e) f(x,y) = 2% +22+1y> —2y+3, Q: kruh so stredom v bode [0, 0] a polomerom 2+/2.
........ [Abs.min.v A; = [—1,1], f(A;) = 1, Abs. max.v Ay = [2, —2], f(A2) = 19].

f) flx,y) = 2%+ y? + 22 + 2y, Q : kruh dany rovnicou 22 + 9% <2. ... ... ...,

[Abs. min. v A; = [—1,—1], f(A1) = —2, Abs. max.v Ay = [1,1], f(As) = 6].






Kapitola 3

Diferencialna geometria kriviek

3.1 Krivka K a jej vlastnosti

Krivka K je:

- prostd, ak sa nepretina v ziadnom bode: t; # ty = P(t1) # P(t2),
- regularna, ak P(t) #0 pret € R .

Pre prirodzenti parametrizaciu krivky K plati: |P(s)| = 1

kde s(¢) ::f|1'>(t)| dt a P(t) = 2.

Priklad 78 Vysetrite krivku K: P(t) = (¢t cos(In(?)), tsin(In(¢)),t), t € (0,00) a najdite

jej prirodzeni parametrizaciu.

Riesenie: Vysetrit krivku K znamend, Ze potrebujeme zistit, ¢i je krivka K prostd a ¢i je
regularna. Pre zistenie, ¢i je krivka K prostd, nie je potrebné vykonavat zlozité vypocty.
Podmienka t; # ty = P(t;) # P(t2) bude platit, ak aspon jeden z ¢lenov krivky K je
prosté funkcia, z(t) =t = krivka K je prosta.

K urceniu, ¢i je funkcia regularna, potrebujeme vypocitat derivaciu

P — (cos(ln(t)) (= sin(ln(t)))}lf, sinln(t)) + tcos(ln(t))i, 1) _
= (cos(In(t)) — sin(In(¢)), sin(In(¢)) + cos(In(t)), 1) .

119
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Krivka K je reguldrna, pretoze P(t) # 0.

100
80

60

y -100 -40 X

Obr. 3.1.1. Krivka K : P(t) = (tcos(In(t)),tsin(In(t)),t) a jej podorys (fialova), narys
(71t4) a bokorys (Cervend), pre t € (0,100) .

ta .
Na urcenie prirodzenej parametrizacie spoc¢itame integral s(t) = [ |P(t)| dt. Derivaciu
t1

P(t) sme uz po&itali pri uréeni, & je krivka K reguldrna.

s(t) = /\/(cos(ln(t)) —sin(In(?)))? + (sin(In(¢)) + cos(In(t)))? + 12dt =

- / \Jeos(In(t)) — 2 cos(In(t)) sin(In(t)) + (— sin(In(t)))>+

+sin?(In(t)) + 2sin(In(t)) cos(In(t)) + cos?(In(t)) + 1 dt =

= /2\/§dt = V3(ty — 1),
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Aby sme mohli parameter ¢ vyjadrit pomocou s, nahradime vo vysledku t; =1 aty =1t

s=V3(t—1)=t=1+

Sl

a dostavame

o= (o) olor ) o ) ) )

Pre overenie, ¢i sme nasli prirodzent parametrizaciu krivky K, urobime kontrolu pomo-

cou |P(s)| = 1. Zaéneme vipoctom derivicie

3
o))

P(s)| = \l<\}§<ln(1+\/§>>—\}§<l<l+\/§>>>+
(a0 ) GG
v

Priklad 79 Vysetrite krivku K : P(t) = (2t,1n(t), t?), t € (0,00) a néjdite jej prirodzent

parametrizaciu.
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Obr. 3.1.2. Krivka K : P(t) = (2t,1n(t), t?) a jej podorys (fialova), narys (z1t4) a bokorys
(Cervend), pre t € (0, 10).

Riesenie: V tomto priklade méame podobne linearny ¢len ako v predchadzajicom pri-
klade, tak mozeme hned povedat, Ze krivka K je prostd, pretoze x(t) = 2t = je prosté

funkcia. Spocitame teraz v tomto pripade jednoduchu derivaciu

P(t) = (2, 1,21&)

a mozeme povedat ze krivka K je regularna, pretoze P(t) # 0. Ako dalsie spocitame

prirodzent parametrizaciu krivky K. Zac¢neme s vypoctom integralu

to to to
. 1\ 2 1
s(t) = /\P(t)\dt—/\/22+(t) +(2t)2dt:/ 4+t—2+4t2dt:
t1 t1 t1
7ol A 7 e 1) o241 7o
_ / —dt:/ 7dt:/ dt:/2t+—dt:

2 12 t t

t1 t1 t1 t1

[2)
t1

— [tQ +1nt} =t5+1Inty — (t? +1nt1)-
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Rovnako ako v predchadzajucom priklade, aby sme mohli parameter ¢ vyjadrit pomocou

s, nahradime vo vysledku t; = 1 a t =t a dostavame
s=1>+Int— (12+ln1) = 1+ +1Int.

7 tohoto vyrazu nevieme vyjadrit parameter ¢, preto nie je mozné krivku vyjadrit v
prirodzenej parametrizacii. Aj toto je jeden z moznych vysledkov, preto sa nezlaknite, ak

neviete prist k vysledku. Nie vzdy je to mozné.

Priklad 80 Vysetrite krivku K: P(t) = (e’ cos(t), e’ sin(t),e'), t € (0,00) a ndjdite jej

prirodzend parametrizaciu.

x10%
25

5000

-10000
y -15000  -20000 X

Obr. 3.1.3. Krivka K : P(t) = (e’ cos(t), ' sin(t), ') a jej podorys (fialovd), narys (zIt4)

a bokorys (Cervend), pre t € (0, 10).

Riesenie: Funkcia €' je prosta funkcia, preto aj krivka K je prostd. Vypodcitame si deri-
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vaciu pre urcenie, ¢i je funkcia regularna

P(t) = (et cos(t) + e'(—sin(t)), e’ sin(t) + e’ cos(t), et) =

= (et(cos(t) — sin(t)), e’ (sin(t) + cos(t)), et)

a mozeme povedat, ze krivka K je reguldrna, pretoze P(t) # 0. Spoéitame integral

t

s(t) = [IP@Iae = [ y/(et(cos(t) = sin(t)))? + (ef(sin(t) + cos(t)))? + ()2 dt =

0

= /\/@dt: {\/get}; = V/3e! — V3.

Dostali sme parameter s, z ktorého chceme vyjadrit ¢

s = V3 — /3,
s+vV3 = V3,
s+v3 . . [s+V3
7 e:>t—ln< \/g )

Néajdeny parameter dosadime do formulécie krivky K a dostavame

P(s) = (8“(5%5) cos <1n <8 ki ﬁ)) ) (m (S h ﬁ)) :

V3 V3

(fg (o (357))- (07 (+(537)
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3.2 Sprievodny trojhran krivky K

Sprievodny trojhran krivky K pozostava z troch rovin:

Oskula¢na rovina krivky K: 7: (X — P(t)) - (P(t) x P(t)) = 0,
Normaélova rovina krivky K: v : (X — P(t)) - P(t) =0,
Rektifika¢na rovina krivky K:

ws (X —P(0) - (B(1) x P(1) x P(1) =0,

kde X = [z,y, z] je bod na krivke K, a z troch priamok:

Doty¢nica krivky K: d: X = P(t) + AP(t), A € R,

Hlavna normala krivky K: n: X = P(t) + A((P(t) x P(t)) x P(t)),
Binormala krivky K: d: X = P(t) + A\(P(t) x P(t)).

Priklad 81 Najdite rovnice dotycnice, hlavnej normély, binormaly, norméalovej roviny,
oskula¢nej roviny a rektifikacnej roviny krivky K: P(t) = (¢,t%,t®) v jej lubovolnom bode
t a potom pre t = 1.

RieSenie: Budeme postupovat tak, ze postupne vypocitame potrebné parametre, ktoré
dosadime do vzorcov pre sprievodny trojhran. Zacneme s vycislenim hodnoty v zada-
nom bode t a dostavame P(1) = (1,1, 1) . Pokracujeme s vypoc¢tom parcidlnych derivacii

zadanej krivky K a vycislenim derivacii v zadanom bode ¢

P(t) = (1,2t,3t?) = P(1)=(1,2,3),

P(t) = (0,2,6t) = P(1)=(0,2,6).
Vipoéet vektorovych stcinov P(t) x P(t) a (P(t) x P(t)) x P(t) budeme robit postupne.

Je potrebné si zapamétat, ze pri vypocte pouzivame vzdy iba vycislené hodnoty v danom

bode t. Zacneme tym jednoduchsim

P(1) x P(1) = (1,2,3) x (0,2,6) = (2-6 —3-2,3-0—-1-6,1-2—2-0) = (6,—6,2).
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Obr. 3.2.4. Krivka K: P(t) = (t,t*t*) pre t € (—0.3,1.3) a bod t = 1 s vyobrazenim

doty¢nice (Cervend), normély (fialovd) a binormaly (zlt4).

Aby sme pri dalsom vypocte nemuseli poc¢itat s vysokymi ¢islami, je vhodné, ak je to
mozné, predelit vektor. V nasom pripade (6, —6,2) = 2- (3, —3, 1). Druhy vektorovy stucin

spocitame s vyuzitim nami vypocitanej hodnoty

(P(1) x P(1)xP(1) = (3,-3,1)x(1,2,3) =
= (-3-3-1-21-1-3-3,3-2—(=3)-1) =

= (=11,-8,9).

Teraz mozeme napisat rovnice rovin sprievodného trojhranu. Ako prvi napiseme rovnicu

Normdalovej roviny krivky K v bode P(t) kde t =1

v (X —P(t)-P(t) =0.
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Do rovnice dosadime zndme hodnoty = (X — P (1)) - P(1) = 0 a dostdvame
(0,92 - (1,1,1)) - (1,2,3) = 0,
odcitame jednotlivé ¢leny
(r—1,y—1,2—1)-(1,2,3) =0
a urobime skalarny sicin
(e—=1)+2y—1)+3(z—1)=0.

Jednotlivé cleny séitame, usporiadame a dostédvame vysledny tvar rovnice Normdlovej

roviny krivky K v bode P(t) kde t =1

r—14+2y—2+32—-3 = 0

r+2y+3z2—6 = 0.

Rovnakym sposobom budeme postupovat i pri Oskulacnej rovine krivky K v bode P(t)

kdet =1

T (X —P(t)-(P(t) xP(t)) = 0.
Dosadime vypocitané hodnoty

([z,y,2] = (1,1,1)) - ((1,2,3) x (0,2,6)) = 0,
vyrazy odcitame a spravime skalarne nasobenie

(x_lvy_172_1)(37_3?1> =0

3(x—1)—-3y—1)+1(z—1) = 0.

Na zaver sCitame a usporiadame jednotlivé ¢leny a mozeme napisat rovnicu Oskulacnej

roviny krivky K v bode P(t) kde t =1

3r—3—-3y+3+2—-1 = 0

3r—3y+z2—1 = 0.
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Ako poslednt napiseme rovnicu Rektifikacnej roviny krivky K v bode P(t) kde t =1
p (X =P(@) - (P() xP(t)) xP(1)) = 0,

dosadime vopred vypocitané hodnoty
([r,y,2] — (1,1,1)) - (((1,2,3) x (0,2,6)) x (1,2,3)) = 0

a postupujeme rovnako. Odcitame ¢leny z prvej zatvorky a urobime skalarny sicin

(x—1l,y—1,z—1)-(=11,-8,9) = 0

—11(z—-1)—-8(y—1)+9(z—1) = 0.

Usporiadame cleny a dostavame rovnicu Rektifikacnej roviny krivky K v bode P(t) kde
=1

11z +11-8y+8+92—-9 = 0,

11z —8y+92+10 = 0.

Sprievodny trojhran je popisany aj tromi priamkami. Prvou je Dotycnica krivky K v bode P(t)

kdet=1
d: X =P(t)+\P(t) = (1,1,1) + A (1,2,3)

a rovnicu dotycnice rozpiseme po siradniciach

d:x = 1+
y = 142\,
z = 143X\ A€ R.

Druhou priamkou, ktoru si vyjadrime, je Hlavnd normdla krivky K v bode P(t) kde t = 1

n: X =Pt)+ M(P(t) x P(t)) x P(t)) = (1,1,1) + A (=11, —8,9)
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a rozpiseme ju po zlozkach

n:x = 1—11\,
y = 1—8A\

: = 1+9\ A€ R

Musi platif, Ze norméla a dotycnica si na seba kolmé. Mozeme si to jednoducho overit

tak, ze skalarny sucin ich vektorov je rovny nule

(1,2,3) - (=11, -8,9) = —11+2- (—8) +3-9 = —11 — 16 + 27 = 0.
Na zaver vyjadrime Binormdlu krivky K v bode P(t) kde t =1

b: X =P(t) + M(P(t) x P(t)) x P(t)) = (1,1,1) + X (3, =3, 1)

a rozpiseme po suradniciach

b:x = 143\,
y = 1—3)\

z = 14+ )\ AeR.

Aj tu si mbézeme overif, Ze normala a binormala st navzajom kolmé
(—11,-8,9) - (3,-3,1) = —11-34+(=8) - (-3)+9=—-33+24+9 =0,
a tiez musi platit, Zze binormala je kolma na dotyc¢nicu

(—11,-8,9)- (1,2,3) = =11+ (—8) - 24 9-3 = —11 — 16 + 27 = 0.

Priklad 82 N4jdite rovnice dotycnice, hlavnej normaly, binormaly, normalovej roviny, os-
kula¢nej roviny a rektifika¢nej roviny krivky K: P(t) = (sin(t), 1 — cos(t),4sin(t)) v bode
P=11,1,4].
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Riesenie: Budeme postupovaf rovnako ako v predchadzajicom priklade, ale najskor si

prevedieme stradnice bodu P na parameter ¢ tak, ze musi pre kazdu siradnicu platit

sin(t) =1 A 1—cos(t) =1 A 4sin(t) =4 =sin(t) =1 A cos(t) =0=1t= g

Pokracujeme s vypoctom parcidlnych derivacii zadanej krivky K a vyéislenim derivacii

v zadanom bode t

P(t) = (—sin(t),cos(t), ~4sin(t)) = P (F)=(-1,0,-4).

Obr. 3.2.5. Krivka K: P(t) = (sin(¢),¢,cos(t)) pre t € (0,7) a bod P = [1,1,4] s vyobra-

zenim dotycnice (Cervend), normdly (fialovd) a binormaly (zIta).

Ako dalsie si pripravime cCiastkové vypocty, ktoré sa pouzivaju pri vyslednych rovni-

ciach. I tu pripominame, Ze pri vypocte vektorovych sicinov pouzivame vzdy iba vycislené
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hodnoty v danom bode t. Ako prvy spocitame vektorovy sucin

P (g) x P (g) = (0,1,0) x (1,0, —4) =
= (1-(=4)—0-0,0-(=4) = 0-(=1),0-0—1-(-1)) =

= (=4,0,1).

Druhy vektorovy sicin spocitame s vyuzitim uz vypocitaného vektorového stucinu

() P() <2 (3) - ceonuao-

= (0:0-1-1,1-0—(—4)-0,(=4)-1-0-0)
— (=1,0,—4).

Ciastkové vypocty mame hotové, staci ich dosadit do rovnic rovin sprievodného trojhranu.
Ako prvi napiSeme rovnicu Normdlovej roviny krivky K v bode P = [1,1, 4]

v: (X —P(t))-P(t)=0.
Do rovnice dosadime zname hodnoty

([m,y,z] - (17 174)) ’ (07 170) = 07

a postupujeme tak, aby sme odstranili zatvorky a ¢o najviac zjednodusili cely vyraz.

Zacneme s od¢itanim ¢lenov
(x—1,y—1,2—4)-(0,1,0) =0
a pokracujeme spocitanim skalarneho sicinu
Olz—1)+1(y—1)4+0(z—4) =0.
Ako vidime, zostal nam iba jeden c¢len, a tak mdzeme rovno napisat vysledny tvar rovnice
Normdalovej roviny krivky K v bode P = [1,1,4]

viy—1 = 0.

Rovnakym spdsobom postupujeme i pri napisani tvaru Oskulacnej rovine krivky K v bode

P =[1,1,4]. Do rovnice dosadime vypocitané hodnoty

(X —P@) - (P(t) x P(#) = 0.
([ZL‘,y,Z] - (1’ 1’4>) ’ ((Ov 1’0) X (_1707 _4)) = 07
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vyrazy odcitame, dosadime pred vypocitany vektorovy sicin a v druhom kroku urobime

skalarne nasobenie

(x—1ly—1,2—4)-(-4,0,1) = 0

4z —-1)+0(y—1)+1(z—4) = 0.

Sc¢itame, usporiadame jednotlivé ¢leny a napiSeme rovnicu Oskulacnej roviny krivky K

v bode P = [1,1, 4]

—4r+4+z—4 = 0

T:—4drx+2z = 0.
Ako posledntt napiseme rovnicu Rektifikacnej roviny krivky K v bode P = [1,1,4]
i (X = P@) - (P(1) x P() x P(1)) = 0.
Do zadanej rovnice dosadime vopred vypocitané hodnoty
([z,y,2] — (1,1,4)) - (((0,1,0) x (—1,0,—4)) x (0,1,0)) = 0
a postupujeme rovnako. Od¢itame ¢leny z prvej zatvorky a urobime skalarny suéin

(z—1y—1,2—4)-(=1,0,—4) = 0

—1(zx—1)+0y—1)—4(z—4) = 0.

Usporiadame ¢leny a dostavame rovnicu Rektifikacnej roviny krivky K v bode P = [1,1,4]

—r4+1-42+16 = 0,

pw:—r—42z4+17 = 0.

Napisali sme uz tri roviny sprievodného trojhranu, ale je potrebné napisaf i tri priamky;,

ktoré ho tiez tvoria. Prvou je Dotycnica krivky K v bode P = [1,1, 4]

d: X =P(t)+ \P(t) = (1,1,4) + X (0,1,0).
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Rovnicu je potrebné vzdy rozpisat i po stiradniciach

d:x = 1
y = 1+A
z = 4, A€ R.

Druhti priamku, ktorou je Hlavnd normdla krivky K v bode P = [1,1, 4]
n: X =P+ )\((P(t) X P(t)) X P(t)) =(1,1,4)+ X (—1,0,—-4),

rozpiseme tiez po zlozkach

: = 4—4\ NER.

Musi platit, Zze normala a dotyc¢nica si na seba kolmé. Urobime jednoduchu skusku tak,
ze skalarny sucin musi byt rovny nule
(0,1,0) - (=1,0,—4)=0-(=1)+1-04+0-(—4) = 0.
Na zéver vyjadrime Binormdlu krivky K v bode P = [1,1,4]
b: X =P(t) + \(P(t) x P(t)) = (1,1,4) + A (—4,0,1)
a rozgpiseme ju po zlozkach
b:x = 1—4M\,

y = 1,
2z = 44+ M\ NER.

Aj tu mdzeme overit, ze normala a binormala st navzajom kolmé
(-1,0,—4)-(-4,0,1)=—-1-(-4)+0-0—-4-1=4—-4=0,
a tiez musi platit, Ze binormala je kolma na dotyc¢nicu

(=4,0,1) - (0,1,0) = 0.
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Priklad 83 Niajdite rovnice dotycnice, hlavnej normaly, binormély, normalovej roviny,
oskulacnej roviny a rektifikac¢nej roviny krivky K: P(t) = (t3,t —t3,t* + 1) v bode P =
[1,0,2] .

Riesenie: Budeme postupovat tak, ze si postupne vypocitame potrebné vektorové siciny,
ktoré dosadime do vzorcov pre sprievodny trojhran krivky K. Ako prvé si prevedieme

suradnice bodu P na parameter t tak, ze pre kazdu suradnicu musi platit

=1 At—-8=0At'41=2 = t=1.

Obr. 3.2.6. Krivka K: P(t) = (¢*,t —t*,t* + 1) pre t € (—1.1,1.1) a bod P = [1,0,2] so

zobrazenim doty¢nice (¢ervend), normély (fialovd) a binormaly (71t4).

Vypocitame si parcialne derivacie zadanej krivky K a vycislime ich v zadanom bode ¢
P(t) = (2t,1 — 3t%,4t%) = P(1)=(2-2,4),
P(t) = (2, —6t,12t) = P(1)=(2,-6,12).
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Ako vidime, mozno zjednodusit dalsie vypocty predelenim oboch vypocitanych vektorov
dvojkou, ale vektory zjednodusime az po vypocte skalarnych sicinov. I tu pripominame,
ze pri vypocte vektorovych sucinov pouzivame vzdy iba vycislené hodnoty v danom bode

t. Ako prvy spocitame vektorovy sicin

P(1)xP(1) = (2,-2,4) x (2,-6,12) =

= (=2-12—4-(=6),4-2-2-12,2-(=6) — (—2) - 2) =

(0,—16,—8) = 8- (0,—2, —1).

Na zaver sme vektor zjednodusili predelenim ¢islom osem. Druhy vektorovy sucin spoci-

tame rovnakym spésobom

(P()xP (1) xP(1) = (0,-2,-1) x (2,-2,4) =
= (24 (1) (-2, ~1-2-0-4,0- (~2) - (-2) -2)
= (—-10,-2,4) =2-(-5,-1,2).
Tu sme vysledny vektor zjednodusili predelenim dvojkou. Ciastkové vypocty mame ho-

tové, staci ich dosadit do rovnic rovin sprievodného trojhranu. Ako prvi napiseme rovnicu

Normdalovej roviny krivky K v bode P = [1,0, 2]
v: (X —P(t) P(t)=0.

Do rovnice dosadime zname hodnoty
(lz,y,2] = (1,0,2)) - (2, -2,4) = 0,

od¢itame ¢Eleny v zatvorke
(r—1,y—0,2—2)-(2,-2,4)=0

a pokracujeme spocitanim skalarneho sucinu
2 —1)+ (-2)y+4(z —2) =0.

Cleny roznasobime, s¢itame a mozeme napisat vysledny tvar rovnice Normdlovej roviny

krivky K v bode P = [1,0, 2]
20 —2—-2y+42—-8 = 0

v:2cx—2y+4z—-10 = 0.



136 KAPITOLA 3. DIFERENCIALNA GEOMETRIA KRIVIEK

Rovnakym sposobom postupujeme i pri napisani tvaru Oskulacnej rovine krivky K v bode

P =1,0,2]. Do rovnice dosadime vypocitané hodnoty

T (X —P@) (P x P()) = 0.

([x,y,z] - (17072)) : ((27 _2’4) X (27 _67 16)) = 07

vyrazy odcitame, dosadime pred vypocitany vektorovy sicin a v druhom kroku urobime

skalarne nasobenie

(x—1,y—0,2—2)-(0,-2,—-1) = 0

O(z—1)+(-2)y+(-1)(—2) = 0.

Pre jednoduchost vysledného tvaru napiseme rovno rovnicu Oksulacnej roviny krivky K

v bode P = [1,0, 2]
T:2y—2+2 = 0.

Ako posledntt napiSeme rovnicu Rektifikacnej roviny krivky K v bode P = [1,0, 2]
p (X =P(@) - (P() xP(t)) xP(1)) = 0,

Do zadanej rovnice dosadime vopred vypocitané hodnoty
([x,y, 2] —(1,0,2)) - (((2,—2,4) x (2,—6,12)) x (2,—-2,4)) = O

a postupujeme rovnako. Od¢itame ¢leny z prvej zatvorky a urobime skalarny stacéin

(x—1,y—0,2—2)-(=5,—-1,2) = 0

S5z -1+ (-1)y+2(z—2) = 0.
Usporiadame ¢leny a dostavame rovnicu Rektifikacnej roviny krivky K v bode P = [1,0, 2]

—dr+5—-y+22—-4 = 0,

pr—=9r—y+2z2+1 = 0.
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Tri roviny sme uz napisali, ale je potrebné napisat aj tri priamky, ktoré tiez tvoria sprie-

vodny trojhran. Ako prvii napiseme Dotycnicu krivky K v bode P = [1,0, 2]
d: X =P(t)+A\P(t) = (1,0,2) + X (2, —-2,4).

Rovnicu je potrebné rozpisat po siradniciach

d:x = 142\
Yy = _2)\7

z = 244X\, A ER.

Druhou priamkou je Hlavnd normdla krivky K v bode P = [1,0,2]
n: X =P@t)+MN(P(t) x P(t)) x P(t)) = (1,0,2) + A (=5, —1,2),

rozpiseme ju tiez po zlozkéach

n:x = 1—=05)\,
Yy = _)\7

: = 242\ M€ R

Musi platit, ze norméala a dotycnica st na seba kolmé. Urobime jednoduchu skusku c¢i

skalarny sicin je rovny nule

(=5,-1,2)-(2,-2,4)=—-5-24+(-1)- (-2)+2-4=—-10+2+8 = 0.
Na zaver vyjadrime Binormdlu krivky K v bode P = [1,0,2]

b: X =P(t) + A\P(t) x P(t)) = (1,0,2) + X (0, -2, —1)

a rozpiseme ju po zlozkach

z = 2=\ ANER.
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Overime, ze normdla a binormala si navzajom kolmé
(=5,—-1,2)-(0,-2,-1) = =5-0+(—1)- (-=2)+2-(—1) =0.
Tiez musi platit, Ze binormala je kolméa na dotycnicu

(0,—2,—1)-(2,-2,4) =024 (=2) - (=2) + (=1) -4 =4 —4 =0,
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3.3 Krivost krivky K

Prva krivost krivky K (flexia):

i [P0 X BOP
AT In)
Druha krivost krivky K (torzia):

(B(t) x (1) - B(1)
PO x POF

Polomer krivosti krivky K:

T(t) =

Priklad 84 Vypocitajte krivosti krivky K danej parametrickymi rovnicami z = sin(¢?),

y =t a z = cos(t) pre parameter ¢ = 0.

Riesenie: Ako sme videli v predchadzajicom type prikladov, vypocet ¢i uz sprievodného
trojhranu alebo v tomto pripade krivosti krivky bude pozostévat z pripravy vsetkych vek-
torovych nasobeni, ktoré potom dosadime do vysledného vzorca. Nato, aby sme mohli do-
sadzovat do vzorcov, musime previest parametricky zadanu krivku do vektorového tvaru.
Prevedieme to velmi jednoducho spojenim zadanych ¢lenov K: P(t) = (sin(t?),t, cos(t)).
Teraz mozeme vypocitat siradnicu bodu P a vsetky parcidlne derivacie (v tomto pripade

i tretiu) a vydcislit pre zadanu hodnotu parametra ¢t = 0

P(t) = (sin(t?),t, cos(t)) = P(0)=(0,0,1),
P(t) = (2t cos(t?), 1, — sin(t)) = P(0)=(0,1,0),
P(t) = (2cos(t?) — 4t%sin(t?),0, — cos(t)) = P (0) =(2,0,-1),
P(t) = (=8t cos(t?) — 12tsin(t?),0,sin(t)) = P (0) = (0,0,0).

I tu pripominame, ze pri vypocte vektorovych sucinov i skaldrnych stacinov pouzivame

vzdy iba vycislené hodnoty v danom bode t. Ako prvy spocitame skaldrny siacin

P (0)-P(0) = (0,1,0)-(0,1,0) = 1.
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0.5 ~

Obr. 3.3.7. Krivka K : P(t) = (sin(t?), ¢, cos(t)) pre t € (—m,m) a bod P = (0,0, 1].

Dalej spocitame vektorovy sucin

P(0)xP((0) = (0,1,0) x (2,0,—1) =
= (1-(-1)=0-0,0-2-0-(=1),0-0—1-2) =

= (-1,0,-2)

a spocitame dlzku tohto vektorového sucinu

P (0) x P(0)| = [(~1,0,-2)| = /(=1)? + 02 + (-2)? = V5.
Zostava nam este spocitaf jeden ¢len, ktory potom dosadime do vzorcov
(P(0) x P(0)) - P (0) = (~1,0,-2) - (0,0,0) = 0.

Prva krivost krivky K (flexiu) spoc¢itame dosadenim do vzorca

P( (V5
k(0) = J(P( = /5,
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druhi krivost krivky K (torziu) napiSeme rovnakym spésobom

(P(0) x P(0))-P(O) 0
PO)x PO (V5)?

Ako posledné uz len napiSeme polomer krivosti krivky K v bode P = [0,0, 1]

7(0) = = 0.

RO)= o5 = 7=

Priklad 85 Vypoditajte krivosti krivky K danej parametrickymi rovnicami x = In(t),

y=1t>a z=¢' v zadanom bode P = [0, 1,¢].

Obr. 3.3.8. Krivka K : P(t) = (In(¢),¢* €') pre t € (—2,2) a bod P = [0,1,¢].

RieSenie: Postupovat budeme rovnako ako v predchéddzajicom priklade. Ako prvé pre-

vedieme zadané sturadnice bodu P na parameter t tak, ze musi pre kazdu suradnicu platit

() =0 A t?=1ANe=e= t=1.
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Teraz spocitame vsetky parcidlne derivicie a vycislime ich v zadanom bode ¢
Pt)=(L2tef) = P(1)=(1,2.¢),
Pt)=(-2.2¢) = P(1)=(-12¢),
Bt)=(2.0¢) = P(1)=(200).

Pripominame, zZe pri vypocte vektorovych a skalarnych suc¢inov pouzivame vzdy iba vy-

¢islené hodnoty v danom bode t. Ako prvy spocitame skaldrny sucin
P(1)-P(1)=(1,2,e)-(1,2,e) = 5+ ¢

Dalej spocitame vektorovy sucin

P(1)xP(1) = (1,2,e) x (—=1,2,¢) =
= (2-e—e-2je-(-1)—=1-¢,1-2—-2-(—1)) =

= (0,—2¢,4)

a spocitame dlzku tohto vektorového sucinu

P (1) x P (1) | = (0, —2¢,4)| = /02 + (~2¢)2 + 42 = Ve 1 16 = 2/e? 1 4.
Zostava nam este spocitat jeden clen, ktory potom dosadime do vzorcov
(P(1)xP (1) -P(1)=(0,-2¢,4)- (2,0,) =0-2+ (=2¢) -0+ 4- e = de.

Prvu krivost krivky K (flexiu) spoc¢itame dosadenim do vzorca

k(1) = \J [P(1) x P(1)|? _ J (2v/€2 + 4)2 _ WeZ 4
PO PO\ G (5re)d

a druht krivost krivky K (torziu) ziskame rovnakym sposobom

T(l):(P(l)xP(D)-?(l): e e

[P(1) x P(1)]? VE 142 244

Nakoniec uz len napiSseme polomer krivosti krivky K

Ruy= L - 1 _(5+ed):
k(1) 2veHt 9244
(5e)3

Priklad 86 Vypocitajte krivosti danej krivky K: P(t) = (t1,3,¢?) pre parameter ¢t = 1.
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Obr. 3.3.9. Krivka K: P(t) = (t4,3,1?) pre t € (—

2,2) abod P =

143

Riesenie: Zacneme tym, ze vypocitame suradnicu bodu P, vSetky parcidlne derivacie

a vycislime ich pre zadany parameter t = 1

P(t)= (¢, = P(1)=(1,1,1),
P(t) = (43,3t 2t) = P(1)=(4,3,2),
P(t) = (12t2,6t,2) = P(1)=(12,6,2) =2-(6,3,1),
P(t) = (24t,6,0) = P(1)=(24,6,0)=6-(4,1,0)

Ako ste si vsimli, vektory sme zjednodusili, aby sme nemuseli pocitat s velkymi ¢islami.

Naposledy pripominame, Ze pri vypocte vektorovych stucinov i skalarnych stuc¢inov pouzi-

vame vzdy iba vy¢islené hodnoty v danom bode t. Ako prvy spocitame skaldrny sucin

P(1)-P(1)=(4,3,2)(4,3,2) =16 + 9 +4 = 29.
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Dalej spocitame vektorovy sucin

P()xP(1) = (4,3,2) x(6,3,1) =
= (3.1-2-3,2.6-4-1,4-3—-3-6) =

= (-3,8,—-6)

a spocitame dlzku tohto vektorového sucinu

P (1) x P (1) =|(~3,8,-6)] = /(~3)2 + 8 + (—6)% = V0 + 64 + 36 = V109,

Zostava nam este spocitaf jeden ¢len, ktory potom dosadime do vzorcov

(P(1)xP(1)-P(1)=(-3,8-6)(4,1,0) = (=3) - 4+ 8- 1+ (~6)- 0= —4.

Prva krivost krivky K (flexia) potom bude

o(l) = J () x P2 _ J (V100 /IO

(P(1)-P(1))? (29 (2003

a druhd krivost krivky K (torzia)

L_POxPO)-BL) 4 4
W= TR B (VIR 109

Na zaver uz len napiseme polomer krivosti krivky K

11 (292 29v29
R<1)_m(1)_ 109 /109 /109
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3.4 Ulohy na precvicenie

Uloha 15 Vypoditajte rovnice sprievodného trojhranu ku krivke danej parametrickymi

rovnicami:

a) x =sin(t), y = cos(t) a z = 4sin (%) v bode bode P = [0,—1,4]...................
................................ v:—2=0,7:—y—245=0,u:y—2+5=0,

d: v=-=\ n: x=0, b: =0,
y:_17 y:_l_)‘y y:_l_)\v
2 =4, 2 =4+ A, z=4—\ A€ R]

)99
.............. vider+2y+42—7=0,7:2—2y=0, p:8c+4y—102+5=0,

b) xzt,yz%azz%vbodebodepz[l L %} ...................................

d: z=14+X, n: x=1—-X\ b: le—k%/\,
y=3+th  y=3—3A  y=3—A
z=14 z=142) =1 AeR]
c) xz%,yz%azz%vbodebodeP:H,%,%]. ................................

.............. viz+y+z-L=0,7:—2+2y—2+5=0,p:x—z2+1=0,

d: x:i—l—)\, n: x:i—l—B)\, b: x:i—)\,
y=j5+A\ y=13 y=g+2\
z:%—l—)\, z:%—B)\, z:%—)\,/\ER.]

d) z=t,y=t?az=t+1vbodebode P=1[1,1,2].......ccouiiiiiiiiiiiin...
......... vizx+2y+2—-5=0,7:20+22—-2=0, p: —dr+4y —42+8=0,
d: z=14+X n: z=1—4\, b: x=1-2)\,
y=1+2)\ y==144M\, y=1,
2 =24\, z2=2—A4\, z2=242\ N E€ R/
e) x =3cos(t), y =3sin(t) a z =2 — 3sin(t) v bode bode P = [3,0,2]...............
................... v:3y—3246=0.,7:9%+92—18 =0, u: —H4zx + 162 = 0,
d: x=3, n: r=3-—54\, b: x =3,
y =3\, y =0, y =9\,
z2=2—23\, z =2, 2=24+9\ A€ R]
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f) o =e'cos(t), y =e'sin(t) a z =€’ v bode bode P =[1,0,1]..............coooiu...
............ wix+y+2z—-2=0,7:—2—y+22—1=0,pu:-3x+3y+3=0,

d: x=14+X n: z=1=3\ b: x=1-)
y:)‘7 y:?)/\v y:_)‘a
z2=1+ A, z=1, z=142\ A€ R]



Kapitola 4

Diferencialna geometria ploch

4.1 Dotykova rovina ku ploche o

Plochu si m6zeme predstavit ako drahu krivky pohybujtcej sa v pries-
tore, kde sa kazdy bod krivky mdze pohybovat inou rychlostou.
Rovnice na definovanie plochy o:

Vektorova rovnica plochy o: r(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u, v)),
Explicitnd rovnica plochy o: z = f(x,y), (z,y) € Q,

Implicitnd rovnica plochy o: F(x,y,z) = 0.

Dotykova rovina plochy ¢ v bode P:

pre vektorovi rovnicu plochy: (X — P) - (r,(P) x r,(P)) =0,

pre implicitni rovnicu plochy: (X — P) - VF(P) =0,

kde X = [z,y, z] je bod na ploche o, r, = g—; ar, = %,

_ (9F OF OF
VF= (% % %)
Normalova rovina plochy ¢ v bode P:
pre vektorovii rovnicu plochy: X = P + A(r,(P) x r,(P)), A€ R,

pre implicitni rovnicu plochy: X = P + AV F(P).

Priklad 87 Napiste rovnicu dotykovej roviny a normaly plochy
o:r(u,v) = (u,v,%2 + ﬁ) v bode P = {1 1 ﬂ.

4 74

147
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Riesenie: Zacneme s vypoctom hodndt parametrov u a v pre zadany bod P tak, ze ddme

do rovnosti rovnice plochy a stradnice bodu P

u = 1,

v = 1,
u2+v2 B 1+1_3
2 4 2 4 4

K napisaniu rovnice pre dotykovi rovinu a normalu potrebujeme poznat prvé parcialne
derivacie r(u, v) podla u a v vyéislené v bode P = r(1,1)

(1,0,1),
2) = r(P)=(01,).

(1,0,u) = r,(P)
1

r, = (1
rU:(O,

%% %
00 Yy 0
000 0y

10 %% I"'ll

SR 7L
; .
0 —
-5
E

Obr. 4.1.1. Plocha o : r(u,v) = (u, v, “72 + %) a jej dotykova rovina v bode P = {1, 1, f’—J )

Dosadime do rovnice dotykovej roviny pre vektorovo zadanu plochu

(X = P)- (ru(P) x 1,(P)) = 0
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a dostavame

<h;y,z]—-Pﬁl,i]>-<(L(L1)x 011,;>) = 0.

Spocitame vektorovy sucin

1 1 1 1
1,0,1 1,-)=(0-2-1-1,1-0-1-2,1-1-0-0) = (-1,—-,1
( ?07 ) X <O7 9 2) (0 2 ) O 27 O O) < ) 27 > 9

dosadime ho do rovnice

3 1
—lLy—1,z—-)-(-1,—=,1) =0
(o= ty-12-5) (-1.-51)
a urobime skalarny sicin
1 3
Az —1)—=(y—1 ~2)=o.
=1 -5-1+(-7) =0

Zatvorky roznasobime
1 1 3
— 1—= = ——-=0.
T+ 2y + 5 + z 1
Aby sme odstranili zlomky, rovnicu vynasobime 4
—dr+4—-2y+2+42—-3=0,
jednotlivé ¢leny sc¢itame a dostavame rovnicu dotykovej roviny v tvare

—4xr — 2y +42z—-3=0.

Rovnicu normaly napiSeme rovnakym sposobom

X = P+ Mru,(P)xr,(P))
[z,y,2] = {1, 1, ﬂ + A <(1, 0,1) x (O, 1, ;)) i

Vektorovy sicin sme uz pocitali, preto mozeme rovno napisat

3 1
= (1,1,~ —1,—=,1).
[z, y, 2] [ ,4}“( , 2,)

Nakoniec rovnicu rozpiseme po zlozkach

r = 1=\,
1
= 1—=A
Y o7
3
z = -+ MeR

4
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Priklad 88 Napiste rovnicu dotykovej roviny a normély plochy
o:r(u,v) = (usin(v),In(u), ucos(v)) v bode P = (0,0, 1].

Riesenie: Najskor si vypocitame parametre u, v pomocou suradnic bodu P. Budeme

riesit sustavu troch rovnic o dvoch neznamych

usin(v) = 0,
In(u) = 0,
ucos(v) = 1.

Obr. 4.1.2. Plocha o : r(u,v) = (usin(v),In(u), ucos(v)) a jej dotykova rovina v bode
P =10,0,1].

Z druhej rovnice priamo dostavame

In(u) =0 = u=1.
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Parameter v vypocitame
lcos(v) =1 A 1lsin(v) =0 = v =0,

a potom dostdvame P = r(1,0). Na napisanie rovnice pre dotykovi rovinu a normélu

potrebujeme poznat prvé parcidlne derivacie r(u,v) podla u a v vy¢islené v bode P

r, = (sin(v), 1, cos(v)) = r,(P)=(0,1,1),
r, = (ucos(v),0,—usin(v)) = r,(P)=(1,0,0).

Dosadime do rovnice dotykovej roviny pre vektorovo zadani plochu
(X = P) - (ro(P) x1,(P)) =0
a dostédvame
([x,y,2] —10,0,1]) - ((0,1,1) x (1,0,0)) = 0.
Spocitame najskor vektorovy sicin
((0,1,1) x (1,0,0))=(1-0—-1-0,1-1-0-0,0-0—1-1)=(0,1,-1),
dosadime ho do rovnice
(x,y,2—1)-(0,1,-1) =0
a spocitame skalarny siacin
Oz +1ly—1(z—1)=0.
Cleny s¢itame a dostdvame rovnicu dotykovej roviny v tvare
y—z+1=0.
Zostava nam uz iba dosadit do rovnice norméaly

X = P+ Ary(P) xr,(P))

[z,y,2] = [0,0,1] + A((0,1,1) x (1,0,0))
a dostavame

[x,y,z] = [0,0,1]+A(0,1,—1).
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Rovnicu normaly rozpiseme este po zlozkach

xr = 0+0\
y = 0+A
z = 11—\ MN€ER.

Priklad 89 Napiste rovnicu dotykovej roviny a normaly plochy ¢ : z = sin (%) v bode
P =11,0,0].

Obr. 4.1.3. Plocha ¢ : z = sin (%) a jej dotykova rovina v bode P = [1,0,0].

V tomto priklade si ukazeme dva spdsoby riesenia:
Riesenie A: Pretoze rovnica plochy je zadana v explicitnom tvare, tak ju najskor pre-

piseme do implicitného tvaru

F(z,y,z) = sin (Q) -z,
T
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spoc¢itame gradient funkcie F’

o= e () () en(8) 1) = (R )

a vyjadrime si jeho hodnotu v bode P

vgxp)zz(—o'am(?),ﬂ-q) —(0,1,~1).

12 1

Dosadime do rovnice dotykovej roviny pre implicitni rovnicu plochy

(X = P)-VF(P) = 0,

([z,y,2] — [1,0,0]) - (0,1,—1) = 0.

Vektory odé¢itame

(x—1,y9,2)-(0,1,—1) = 0

a urobime skalarny sucin

(r—1)-04y-1+2-(=1) = 0.

Cleny s¢itame a dostavame rovnicu dotykovej roviny v implicitnom tvare

Rovnica normaly bude mat tvar

X = P+AVF(P)

[z,y,z] = [1,0,0] 4+ A (0,1,-1)
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respektive po zlozkach

r = 140X
y = 0+
z = 00—\ XNER.

RiesSenie B: Rovnicu plochy si prepiSeme do vektorového tvaru. Premenné z a y

nahradime v a v a dostaneme: o: r(u,v) = (u, v, sin ( )) Rovnakym sposobom dostaneme

v
u

sturadnice bodu P = r(1,0). Teraz rovnicu r(u,v) = (u, v, sin( )) zderivujeme podla wu,

v
u

v a vyjadrime hodnoty derivacii v bode P

r,=(1,0-255) = r,(P)=(1,0,0),

u2

r,=(01,%) = r(P)=(0,1,1).

u

Dosadime do rovnice dotykovej roviny a dostavame

(X = P) - (ru(P) x1y(P)) = 0
([, y. 2] — [1,0,0]) - ((1,0,0) x (0,1,1)) = 0.

Spocitame najskor vektorovy sucin
((1,0,0) x (0,1,1))=(0-1-0-1,0-0—-1-1,1-1-0-0) = (0,

dosadime ho do rovnice
(x—1,9,2)-(0,-1,1) =0

a urobime skalarny sucin
(x—1)-0+y-(—1)+2-(1)=0.

Dostavame rovnicu dotykovej roviny v implicitnom tvare

_y+2207

_17 1) )
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alebo po uprave v explicitnom tvare

z=1y.

155

Ako vidime, dostali sme rovnaku rovinu ako pri prvom sposobe riesenia, a preto rovnice

normaly

4.2

znovu pocitat nebudeme.

Prva a druha zakladna forma plochy o

Prva zikladna forma plochy o: ¢; = E(du)? + 2Fdudv + G(dv)?,

or 0 or o
kde F=% -5 =r,r,, F=%2 -2 =1, T,

Ou  Ou ~ Ou  Ov
G:%-%:rv-rv.
Vektor n, (u,v) = % # 0 sa nazyva jednotkovym vektorom

normdly plochy ¢ v bode P(u,v).
Druhé zikladna forma plochy o: ¢y = L(du)?+2Mdudv + N (dv)?,

_ _ 0*r __
N, = Ty - Ny, M = dudv Ty - Ny,

_ 0°r |

kde L= 53
_ 9%r _
N = 55 =Ty - Dy

Normalova krivost krivky K na ploche o: x, = %.

Priklad 90 Napiste prvi a druhi zdkladnt formu plochy o: r(u,v) = (u, v, arctan ( )) .

v
u

Riesenie: Budeme postupovat tak, ze si postupne vypocitame potrebné parametre, ktoré

dosadime do vzorcov pre zakladné formy plochy. Za¢neme s vypoctom parcidlnych deri-

vacii r(u, v) podla u a v

r, =

r, =
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ktoré pouzijeme pri vypocte koeficientov F, F' a G

—v —v 'U2
E=r, r,= 1707u2_+v2) : (170, u2+vz) =1+ e

(
F=ryor,=(1,0,55%) (0,1, 2%) = — e
G=r,1o= (0,1, %) (0,1, 2h) = 1 + e

Teraz uz moézeme napisat prvu zédkladni formu plochy o v tvare

1 = E(du)® 4 2Fdudv + G(dv)* =
= (1 + ﬁ) (du)® +2 (—ﬁ) dudv + (1 + m) (dv)?.

1.5

Obr. 4.2.4. Plocha o: r(u,v) = (u,v,arctan (5))

Na vypocet druhej zakladnej formy plochy potrebujeme aj normalu n,. Pre lepsiu

prehladnost vypoctu vektorové nasobenie r, x r, a velkost vektora r, X r, vypocitame
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skor
—v U v —u
ry XTIy = 1707> X (0717> - ( ) 71) -
( u? + v? u? + v? u? + 02’ u?2 4 02
1
= e (v,—u,u2+v2),
1 1
r, Xr,| = —— (V2 4+ u u? + v = v2 4y u? + v?)2.
| | (u2+v2)2(2+ 2 4 (42 +22)2) u2+02\/2+ 2 4 (42 +02)?
Normala bude mat tvar
1 2 2 2 2
Iy XTIy m(va_uvu + v%) (v, —u, u® + v°)

n,

C ey x|

u2+v?

\/v2 +u? + (u? 4+ v2)? - \/112 u 4 (u? +02)?

Spocitame teraz druhé parcidlne derivacie r(u,v) podla u a v

2uv
[ 0707 7o ., _ono |
= (005 )
v? — u?
Yy = Tou = (0,0, (u2+02)2> )

—u)2
r = (01, ZW2 )
(u2 + v?)?
ktoré pouzijeme k vypoctu koeficientov L, M a N

(U,—u,u2+v2) 2V
\/U2+u2+(u2+v2)2 - (u2+02)\/v2+u2+(u2+v2)2’
2 2) 2,2
M =1y, -1, = (0,0, it ) - = i
wo 7 T (uP40?)? \/v2+u2+(u2+v2)2 (u2+v2)\/v2+u2+(u2+v2)2
T A i A
o 7 T (uP40?)? \/v2+u2+(u2+v2)2 (u2+v2)\/v2+u2+(u2+v2)2'

L=r, n,= (0, 0, (uﬁ‘;)z)

2

(v,—u,u2+v

Nakoniec napiSseme druhu zékladnt formu plochy o v tvare

0o = L(du)® +2Mdudv + N(dv)* =
2uv(du)? + 2(v? — u?)dudv — 2uv(dv)?
(u2+02)\/v2 Fud+ (W2 + 02?2

Priklad 91 Napiste prva a druhu zakladnt formu plochy o pre a,b,c > 0 (trojosi elip-
soid): r(u,v) = (acos(u) cos(v),bsin(u) cos(v), csin(v)) a vypocitajte normalovi krivost

krivky na ploche o v bode P = [a, 0, 0].
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Riesenie: Postupovat budeme rovnako ako v predoslom priklade. Zacneme tym, ze vy-

pocitame parcidlne derivacie r(u,v) podla u, v

r, = (—asin(u)cos(v),bcos(u)cos(v),0),

r, = (—acos(u)sin(v),—bsin(u)sin(v), ccos(v)),

a vyjadrime v bode P. Suradnice bodu P najskor prevedieme na parametre u a v tak, ze

vyriesime sustavu rovnic

acos(u)cos(v) = a,
bsin(u) cos(v) = 0,

csin(v) = 0.

Z tretej rovnice priamo dostavame

csin(v) =0 = sin(v) =0 = v=km, ke Z
Parameter u potom vypocitame

acos(u)l =a A bsin(u)l=0 = u=km, ke Z

a dostavame P = r(0,0). Potom r,(P) a r,(P) bude mat tvar

ru(P) = (0,0,0),
r,(P) = (0,0,c).

Koeficienty F, F' a GG vyjadrime vo vseobecnom bode aj v bode P. V tomto pripade pre

komplikovany tvar vektorov r, a r, uvedieme rovno vysledny tvar koeficientov

E =r, -r, = a*sin?(u) cos?(v) + b? cos®(u) cos?(v) = FE(P)=b
F=r, r,=(a*—b?) sin(u) cos(u) sin(v) cos(v) = F(P)=0,

G =r, 1, =a’cos?(u)sin?(v) + b? sin®(u) sin®(v) + 2 cos?(v) = G(P) =%
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Obr. 4.2.5. Plocha o: r(u,v) = (acos(u) cos(v), bsin(u) cos(v), csin(v)) a bod P = [a, 0, 0]

s r, (Cervend) a r,(zlt4) pre a = 2, b =4, ¢ = 6.

Prva zékladni formu plochy ¢ napiseme uz v trochu zjednodusenom tvare

pr = E(du)’+2Fdudv 4 G(dv)® =
= cos’(v) (a2 sin?(u)(du)? + b* cos?(u) (du)? + C2(d’l))2) +

4+ (a* — b*) sin(2u) sin(v) cos(v)dudv + sin*(v)(a? cos®(u) + b*sin®(u))(dv)?.

Potom prva zakladna forma plochy o v bode P bude maft tvar
©1(P) = E(P)(du)® + 2F (P)dudv + G(P)(dv)? = b*(du)? + ¢*(dv)?.

Rovnako ako pri koeficientoch E, F' a GG, aj tu budeme pisat uz upraveny tvar koeficientov

L, M, N a norméaly n,. Pre vSeobecny bod u a v m6zeme napisat rovnicu normaly

r, XTr, (be cos(u) cos?(v), acsin(u) cos?(v), absin(v) cos(v))

no_ = =
Ty X 1| \/b202 cos?(u)cos*(v) + a2 cos?(v)(b? sin?(v) + 2 sin?(v) cos?(v))
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a jej tvar v bode P bude

r(P) xro(P) _ (0,6,0)x(0,0,¢) _ be(1,0,0) _ )

B (P) = B X oy (P~ 1(0.5.0) % (0,0,0) be

Teraz si spocitame druhé derivacie r(u,v) podla u a v a vyjadrime ich hodnoty v bode P

ru, = (—acos(u)cos(v), —bsin(u) cos(v), 0) = ru(P)=(-a,0,0),

Tyuy = Iy, = (asin(u) sin(v), —bcos(u) sin(v), 0) = r,(P)=ruw(P)=10,0,0),

ry, = (—acos(u)cos(v), —bsin(u) cos(v), —csin(v)) = ry,(P) = (—a,0,0).
Spocitame uz iba koeficienty L, M a N

I — Yoy - Ny = f(abccos3(v).) : - L(P) = —a,

\/b202 cos?(u)cos* (v)+a2 cos? (v) (b2 sin? (v)+c2 sin? (v) cos2(v))
M=r, n,=0 = M(P)=0,
N =rp- n, = —(abe cos(v) = L(P)=—a.

\/b2 2 cos? (u)cos(v)+a? cos?(v) (b2 sin?(v)+c2? sin?(v) cos?(v))

a mozeme napisat druhi zakladnt formu plochy o v uz upravenom tvare

ps = L(du)?+2Mdudv + N(dv)? =
(abe cos(v)((1 4 cos(20))(du)? + 2(dv)?)

- 2\/6202 cos2(u)cost(v) + a2 cos2(v) (b2 sin?(v) + 2 sin?(v) cos2(v))

Rovnicu si vyjadrime este v bode P
©o(P) = L(P)(du)* 4 2M (P)dudv + N (P)(dv)? = —a((du)? + (dv)?)

a vyjadrime normalovia krivost v tomto bode

pa(P) _ —a((du)? + (dv)?)

on(P) = o1 (P)  b2(du)? + (dv)?

Ako sme mohli na tomto priklade vidief, napisat prvi a druht zakladnu formu plochy
pre goniometrické funkcie moze byt velmi zdlhavé a ndrocné, ak chceme rovnice napi-
saf vo vseobecnom bode. Po dosadeni stradnice bodu P sa vypocet a samotné vyrazy

zjednodusili.

Priklad 92 Napiste prvi a druht zédkladna formu plochy a normélova krivost plochy o

r(u,v) = (%,u—kv,%) v bode P = {1 -2 1].

27 2
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Obr. 4.2.6. Plocha o: r(u,v) = (%,u + v, %) abod P = [%7 -2, %}

Riesenie: Najskor si prevedieme stiradnice bodu P na parametre u a v tak, ze vyriesime

sustavu rovnic

u_2 = 1:u:il
2 2 ’
U—Q = 1:>u:i1
2 2 ’
u+v = -2 => u=—-1ANv=-1

a dostavame P = r(—1,—1). Dalej budeme postupovat tak, ze vypoditame parcidlne

derivécie r(u, v) podla u, v a vyjadrime ich hodnoty v bode P

r, = (u,1,0) = r,(P)=(-1,1,0),
r,=(0,1,v) = r,(P)=(0,1,-1).
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Koeficienty F, F' a G vyjadrime vSeobecne aj v bode P

E=r,-r,=(u,1,0)- (u,1,0)=1+u* = E(P)=2,
F=r, r,=(1,1,0)-(0,1,0) =1 =~ F(P)=1,
G=r, 1r,=(0,1,v)-(0,1,v) =1+v> = G(P)=2.

Potom uz vieme napisat prva zakladni formu plochy o v tvare
©1 = B(du)? + 2Fdudv + G(dv)? = (1 4+ u?)(du)? + 2dudv + (1 + v?)(dv)?.

V bode P bude mat tvar
©1(P) = E(P)(du)® 4+ 2F(P)dudv + G(P)(dv)* = 2(du)? + 2dudv + 2(dv)>.

Dalej si spo¢itame normélu n, a koeficienty L, M, N najskor vieobecne a potom v bode P

o o T xr,  (u,1,0)x(0,1,v)  (v,—uv,u) (v, —uv,u)
7 |ru er| ‘(U,l,O) X (07171])‘ ‘(U,—UU,U” \/U2+U2(1+U2)’
HO-(P) _ rU(P) X r”U(P> _ (_17 ]-70) X (0717_1) _ (_]-7_17_1)

r(P) x v (P)| - [(=1,1,0) x (0,1, ~1)] V3
Spocitame druhé derivacie r(u,v) podla u a v a vyjadrime ich hodnoty v bode P

Fyu = ruu(P) = (17070)7
Fyw = TYou = ruv<P) = rvu(P> = (07070)7

ryy = Iy(P)=1(0,0,1).

Teraz spocitame koeficienty L, M a N najskor vseobecne a potom v bode P

— — (v,—uv,u) — v _ 1
L — ruu ° no' - (17 07 0) . \/v2+u2(1+v2) —= \/v2+u2(1+v2) :> L(P) — —%,

. o (v,—uv,u) . 0 o .
M = Ty "Ny = (07 07 0) . \/U2+u2(1+vz) - \/v2+u2(1+v2) =0 = M(P) = O7

_ _ (v—uvu) u _ 1
N = R (07 07 1) ’ \/v2+u2(1+v2) N \/’U2+u2(1+v2) = L(P) - _%

Nakoniec mozeme napisat druhi zakladnta formu plochy o v tvare

0y = L(du)* +2Mdudv + N(dv)* =
+ - (du)? + 2 - Odudo +
\/112 + u?(1 + v?)
v(du)? + u(dv)?

\/v2 + u?(1 4 v?)

U
\/112 + u?(1 4 v?)

(dv)* =
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a pre bod P ju prepiseme do tvaru

2 (dv)? + (du)Q'

@o(P) = L(P)(du)? + 2M (P)dudv + N(P)(dv) 7

Ako posledné vyjadrime normalovi krivost krivky

u(dv)?4v(du)?
- ﬂ . \v2+u2(1+0v2)

v1 (14 w?)(du)? + 2dudv + (1 4 v2)(dv)?

Kn

a prepiseme jej tvar v bode P

e1(P)  2v/3((du)? + dudv + (dv)?)’

py_ 2P) (du)? + (doy
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4.3 Krivosti a hlavné smery plochy o

Krivosti plochy o:

Hlavné krivosti: k1 = H + VH? — K a ke = H —vH? — K,

_ EN-2FM+LG _ LN—M?
kde H = EN-2FMALG pr

2(EG—F?) EG—FZ
£ , 9 s _ M2
Uplna alebo Gaussova krivost: k; = k1 - kg = 7%%_% = K,
’ . . __ kKitks _ NE-—2MF+LG __
Strednd krivost: k, = #1552 = 20BG-F?) — H,

Absolttna krivost: kaps = || + |Ks]-

Rovnica pre hlavné smery plochy o:

(LF — ME)(uW)? + (LG — NE)u'v' + (MG — NF)(v')? = 0.
Podmienka prirodzenej parametrizacie o: |r,u’ + r,v'| = 1.
Hlavné smery plochy o st vektory:

!/ / / /
S1 = IyU] + IyU; & Sy = IyUy + I'yUs.

Priklad 93 Vypocitajte hlavné krivosti, iplnt a strednt krivost a hlavné smery plochy

o:z= %3 +y? vbode P = [1, 1, %} (ak predpokladdame pravotocivy siradnicovy systém).

Riesenie: Najskor prepiseme explicitne zadané vyjadrenie plochy pouzitim vektoro-

vého (parametrického) zépisu. Premenné z a y nahradime u a v a dostaneme:

Rovnakym spdsobom dostaneme siradnice bodu P = r(1,1). Chceme spocitat krivosti
v danom bode P, a preto musime spocitat prvé i druhé parcidlne derivacie vektorove;

funkcie r(u,v) podla u, v a vyjadrit ich hodnoty v danom bode P

r, = (1,0,u?) = 1,(P)=(1,0,1),

r, = (0,1,2v) = r,(P)=1(0,1,2),

ru, = (0,0, 2u) = r.(P)=1(0,0,2),

Ty = Ty = (0,0,0) = 14, (P) = ryu(P) = (0,0,0),
r, = (0,0,2) = 1,(P)=1(0,0,2).
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Obr. 4.3.7. Plocha o : z = z—; +y*abod P = [1, 1, %}

Na vypocet potrebujeme normalu n,(P), ktori spoc¢itame podla

ry(P)

mo(P) = )

XTr
X rv(P)| N |(17071) X (07172)| |(_ ’_271)|

o(P)  (1,0,1) x (0,1,2)  (—1,-2,1) _(_ 12 L)
1 VB VEVE)

Pri vypocte samotnych krivosti potrebujeme este poznat hodnoty E, F, G, L, M, N koefi-

cientov v bode P.

E(P) =ry(P)-r,(P) = (1,0,1) - (1,0,1) = 2,
F(P) = r,(P) -1,(P) = (1,0,1) - (0,1,2) = 2,
G(P) =ry(P) - r,(P) = (0,1,2)-(0,1,2) =5,
L(P) = ruu(P) - np(P) = (0,0,2) - (— &, — &, &) = Z,
M(P) = r(P) - 1y(P) = (0,0,0) - (- J, %, &) =0,
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Pred vypoctom hlavnych krivosti este spoc¢itame pomocné parametre H a K

E(P)- N(P)+ L(P)-G(P) = 2F(P) - M(P) _ 275+ 75-2-2-0

HP) = 2(E(P)-G(P) — F(P)?) T 2(2-5-27)
S
K(p) = I;J((PP)).-JZJ((]]DD))_—A]*{((;;)); - % 556 —_2202 :;
Hlavné krivosti v bode P budd mat tvar
() = P+ HER KR = g (o) 5= %
ko(P) = H(P)—\/H(P)? — K(P)= 6\7/6 - (6\7/6>2 - ; = 3\1/6

Nakoniec spocitame ostatné krivosti v bode P v tomto pripade bez pouzitia H a K

b _ L) NP - MPR3i-0
P = B G —FPE T 25-2 9
b N(P)-B(P)— 2M(P) - F(P) + L(P) - G(P) _
mlP) = 2E(P) - G(P) — F(P)) -
B %-2—2-0-%%-5_ 7
- 2(2-5—22) 66
fane(P) = |Ht<P)\+|nS<P)|:;+6;6:36(4+N6).

Potom vypocitame hlavné smery. Na to vyuzijeme rovnicu pre hlavné smery plochy a

dosadime uz zname hodnoty v bode P

(L(P) - F(P) = M(P) - E(P))(u)* + (L(P) - G(P) = N(P) - E(P))u"v +

+(M(P)-G(P) = N(P)- F(P))(v')* = 0
2 2

<;6.2_0.2>(u/)2+<\/_-5—6 2>u'1}’+<0-5—\36-2>(1/)2 = 0.

Jednotlivé vyrazy séitame

22 N2 3\/7// 22 /2_0
%(u) + %uv— %(v) =

D
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a pre jednoduchost zapisu predelime % a dostavame
I:2(u)* + 3u'v' — 2(v')* = 0.

Ako vidime, mame jednu rovnicu, ale dve nezndme u’ a v'. Potrebujeme teda este jednu
rovnicu, aby bola tato tloha riesitelna. Pouzijeme rovnicu podmienky prirodzenej para-

metrizacie plochy, ktorta vyjadrime v bode P

v, (P)u +1,(P)| = 1
[ (1,0, 1) v +(0,1,2)0'] = 1
| (v, 0" 0 +20)] = 1

\/(u')2 + )2+ W +20)? = 1

IT:2(u)? + 4u'v' +5(0')* = 1.
Mame ststavu dvoch rovnic o dvoch neznamych, ktori vieme riesit
I:2(u)* + 3u'v' —2(v)> = 0
IT:2(u/)? + 4u'v' +5(0')* = 1.
Jeden z postupov riesenia: Budeme postupovat tak, Ze rovnicu I predelime v?

I:2u)* 4+ 3uv —2(0)? = 0 /:(v)?
2(u/)2 3u'v’ B 2(1}/)2 B
(v’)2 + (U/>2 (U/>2 = 0

. 7 7 / 7 . 7 .
Zavedieme pomocnt premennt a = 7 a dostdvame kvadraticki rovnicu
2a°> +3a —2 =0,

ktorej rieSenim je a = {—2, 1}. Predelenim rovnice II premennou (v)? rovnako zavedieme

zvoleny parameter a v tvare

I1: 2()? + du'v' + 5(0')2 = 1 /:(v')?
)

2(u')? N 4u'’ N 50 1
)2 )2 @) ()
1
20> +4a+5 =
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Teraz pre kazdé a = {—2, %} najdeme prisluchajice riesenie v’ a v'. Najskor pre a = —2

dostavame

=1 =4

1 _
(v)? TV

Vyberieme jedno riesenie, napr. v; = % a chceme vypocitat prislichajice u}. Pouzijeme

222 +4(-2)+5=

vztah a = 771 a dostdvame
1

/
uy , 2

7 V5

’ A Ve _ l ’
Rovnaky sposobom pouzijeme pre a = 5 a dostavame

1\2 1 1 2
2(=) +4(=)+5= L=y =
) @) 5 wp I

Vezmeme jedno riesenie, napr. vy = \/12—5 a prislichajice uf spoc¢itame ako

1
2 /2 T V30

Hlavny smer plochy tvori dvojica vektorov

s = ru(P), +ro(P), = _(1,0,1)} (0,1,2) \}5 _ (-2 L o)

. — ru<p>u;+rv<P>v;:<Lo,1>¢§—0+<07l72>\[5 (F \TD

Ostatné kominécie, napr. v] = —%, netreba uvazovat, lebo by sme vypocitali rovnaky

vektor iba by mal opa¢ny smer. Nakoniec je vhodné spravit kontrolu

wm= () (VD) =~ o+ VB 0 VE-

Priklad 94 Vypocitajte hlavné krivosti, iplnu a strednu krivost a hlavné smery plochy
o:r(u,v) = (e“" cos(u),u + cos(v)) v bode P = r(0,0) (ak predpokladdme pravotocivy

sturadnicovy systém).

RieSenie: Zadanie je naformulované tak, Ze nepotrebujeme robit Ziadne jeho tupravy a

mozeme rovno pristupit k vypoctom. Zacneme tak, ze spocitame prvé i druhé derivacie



4.3. KRIVOSTI A HLAVNE SMERY PLOCHY o 169

vektorovej funkcie r(u,v) podla u a v, ktorych hodnoty si vyjadrime v danom bode P

r(u,v) = (e“, cos(u),u + cos(v)) = r(0,0)=P =10,0,1],

= (e, —sin(u), 1) = r(P)=(1,0,1),

ry = (4,0, —sin(v)) = (P)=(1,0,0),

ryy = (€'Y, —cos(u),0) = r.(P)=(1,-1,0),

Ty = Ty = (€77,0,0) = Tu(P) =T, ( ) =(1,0,0),
ry = (€"77,0, — cos(v)) = r,(P)=(1,0,-1).

Obr. 4.3.8. Plocha o : r(u,v) = (e"*, cos(u), u + cos(v)) a bod P = [0,0,1].

Dalej vypocitame normalu n, (P)

n,(P) =
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a hodnoty konstant F, F,G, L, M, N v bode P

E(P) = ru(P) - ru(P) = (1,0,1) -
F(P)=1,(P) r,(P) = (1,0,1) -
(P) =1,(P) - 1,(P) = )
L(P) =ruw(P) -n,(P)=(1,-1,0)-(0,1,0) = —1,
(P) = ru(P) - n,(P) = (1,0,0) - (0,1,0) = 0,
(P) = 10u(P) - 1, (P) = (1,0, ~1) - (0, 1,0) = 0.

= 5

Na vypocet hlavnych krivosti st potrebné pomocné parametre H a K

H(PY — E(P)-N(P)+ L(P)-G(P)—2F(P)-M(P) 2-04(-1)-1-2-1-0 _
(P) = 2(E(P) - G(P) — F(P)?) B 2(2-1—12) N
-1
- 2
_ L(P)-N(P)-M(P)? (=1)-0-0* _
KGU__<MPyGGU—FGW__ -1z O

a hlavné krivosti v bode P budi mat tvar

m@)::HGﬂ+¢H@P—KGU:;y+ (;>—0=Q

(P zzﬂm—¢pr—Kpr;— (;f—oz—x

Ostatné krivosti spoc¢itame s pouzitim hlavnych krivosti

Ke(P) = Ki-khe=0-—-1=0,

0 —1 —1
HS(P> = Kl+,€2: +< ):7,
2 2 2
1 1
kan(P) = IsuP) + (P = 04| 3] = 2

Hlavné smery vypocitame z rovnice pre hlavné smery plochy

(L(P)F(P) — M(P)E(P))(u)* + (L(P)G(P) — N(P)E(P))u'"v" +
+HM(P)G(P) = N(P)F(P))(v')* = 0
(=) 1-0-2) (W) +((-1)-1=0-2)uv+(0-1-0-1)(v')> = 0
I:—(u)?—udv = 0.



4.3. KRIVOSTI A HLAVNE SMERY PLOCHY o 171

Ako druht rovnicu pouzijeme rovnicu podmienky prirodzenej parametrizacie plochy v bode P

[t (P)u +1,(P)| = 1
|(1,0,1)u" + (1,0,0)2']| = 1
VW +vp2+ @) =1
IT:2(u/)? + 2u'v' + (V) = 1.

Teraz mame dve rovnice o dvoch neznamych

I:—()—uv = 0

IL:2(u/)? + 2u'v" + (V) = 1.

Navrhovany postup riesenia: Pouzijeme s¢itaciu metédu, pri ktorej rovnicu I prendsobime

dvoma a obe rovnice s¢itame a dostavame
(W)P=1 = v ==+l

Vezmeme jedno rieSenie, napr. v" = 1, potom prisltiichajice u' spoc¢itame dosadenim v’ do

rovnice I

I:—(W)?—v = 0

—u'(u'+1) = 0 = uj=0V uy=—1.

Teraz uz mozeme napisat hlavny smer plochy ako dvojicu vektorov

s; = r,(P)uj +r,(P)v;=(1,0,1)0+ (1,0,0)1 = (1,0,0)

S; = ro(P)ul+1,(P)v)=(1,0,1)(=1) + (1,0,0)1 = (0,0, —1).

Nakoniec je vhodné urobit kontrolu s; - s3 = (1,0,0) - (0,0,—1) = 0.

Priklad 95 Vypocitajte hlavné krivosti, uplni a stredni krivost a hlavné smery plochy
o:z=1a%>+y?>—xy v bode P = [1,1,1] (ak predpokladdme pravotocivy stradnicovy

systém).
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Riesenie: Najskor prepiseme explicitne zadané vyjadrenie plochy pouzitim vektorového
(parametrického) zapisu. Premenné = a y nahradime w a v a dostaneme: o: r(u,v) =
(u,v,u* + v? — uv). Rovnakym spdsobom dostaneme stradnice bodu P = r(1,1). Pre
néjdenie riesenia spocitame prvé i druhé derivéicie vektorovej funkcie r(u,v) podla u a v

a vyjadrime ich v bode P

r, = (1,0,2u —v) = r,(P)=(1,0,1),
r, = (0,1,2v —u) = r,(P)=(0,1,1),
r.. = (0,0,2) = ruw(P)=1(0,0,2),
Ty =Ty = (0,0,—1) = 1, (P)=r.,(P)=1(0,0,-1),
r,, = (0,0,2) = r,(P)=1(0,0,2).
Spoc¢itame normélu n, (P)
P P 1,01 1,1 -1,—-1,1 1
nU(P)—ru( )er( ) — (707 )X(07 ) ) — ( ) ) ) :_(_17_1’1)
|rU<P) X rU(P)| | 1707 ]-) X ) a1)| |<_17 ]-7 1>| 3

Obr. 4.3.9. Plocha ¢ : z = % +y?>abod P = [1, 1, %]
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Vyjadrime hodnoty konstant E, F, G, L, M, N v bode P

E(P) = ry(P) - 1o(P) = (1,0,1) - (1,0,1) = 2,
F(P) = 1,(P) -1,(P) = (1,0,1) - (0,1,1) = 1,
G(P) = 1ro(P) - 1,(P) = (0,1,1) - (0,1,1) = 2,
L(P) = tuu(P) - n,(P) = (0,0,2) - 2 (=1, -1 1)

1 z,
M<P):ruv(P>'na(P):<0707 1) L( 1,— >—_

N(P) =r1,(P) -n,(P)=(0,0,2) - J= 5 (=L-1,1)=

2
V3 V3°

Na vypocet hlavnych krivosti pouzijeme pomocné parametre H a K

H(P E(P)-N(P)—2F(P)-M(P)+ L(P)-G(P) _
2 5-21(-5)+ %2 5
B 2022 12) =375
_ L(P) N(P)—M(P)2_%-%_(_%)2_1
K(P) = E(P)-G(P) — F(P)? RS 3

Potom hlavné krivosti v bode P buda mat tvar

w(P) = HP)+ JHPP—K(P) = | (555) — 55

@sz.mm—¢HWV—Kwr:5——()—1='l.

33

1 1
t( ) 1 2 3\/§ 3
K1+ Ko \/§+ﬁ 5
K’S(P) = = = N
2 2 3V3
1 5 1
/’fabs(P) = ’/Qt(P)’—f—lﬁS(P)‘:§+ﬁ:§(3+5\/§).

173

Na vypocet hlavnych smerov vyuzijeme rovnicu pre hlavné smery plochy a dosadime uz



174 KAPITOLA 4. DIFERENCIALNA GEOMETRIA PLOCH

zname hodnoty v bode P

(L(P)F(P) = M(P)E(P))(u)* + (L(P)G(P) = N(P)E(P))u'v" +

Jednotlivé ¢leny séitame

4 4

%(UI)Q - ﬁ(UI)Q =0

a pre jednoduchost zapisu vynasobime ? a dostavame

I:(u)*—(v)*=0.

Ako druht rovnicu pouzijeme rovnicu podmienky prirodzenej parametrizacie plochy vy-

jadrenu v bode P

v, (P)u + 1, (P)] = 1
1(1,0,1)u/ + (0,1, 1) = 1
(v, 0" 0 +0)] = 1

\/(u’)2+(v’)2+(u’+v’)2 - 1

IT: 2(u/)? + 2u'v' +2(¢))* = 1.
Mame dve rovnice o dvoch neznamych

I: (W)= () = 0,

IT: 2(u/)? + 2u/v' +2(¢v')* = 1.
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Navrhovany postup riesenia: Prva rovnicu upravime

I: (W) =) =0
u/) — (U/)Q

¢ -

u
v

[\

[\

— = =1

!/

1. v . oy .ouh ul) .
Vidime, Ze dostdvame dve riesenia .} =1 = u} = vj a } = —1 = uy = —vy. Tieto dve
1 2

rieSenia dosadime do rovnice II. Pre riesenie u}j = v} dostavame

IT: 2(v))* 4+ 2050) +2(v))? = 1

6(v))* = 1
GP =
v, = j:\}6
a vyberieme jedno z rieseni napr. v] = \%, potom u) = % Pre u), = —v},

2(v5)* = 1
1
U, 2 _
WP = 5

/ :l: 1

vy = +——

2 \/i

rovnako vyberieme jedno z rieseni napr. vy = % a dostdvame uh, = —%. Hlavny smer

plochy potom tvori dvojica vektorov

1 1 1 1 2
s; = r,(P)uj +r,(P)v;=(1,0,1) % +(0,1,1) — <, ’ ) ’
1

1 1 1
sy = r,(P)uy+r,(P)vy=(1,0,1) <— +(0,1,1) —= = (— ,2,()) .
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4.4 Geodeticka krivost krivky na ploche

Geodeticka krivost krivky
P(t) = r(u(t),v(t)) = (z(u(t), v(t)); y(u(t), v(t)); z(u(t), v(t))) na ploche

o(P)XF -
o v bode P: k, = ReD)x7
g 7| 2

kde 7 = 7(u(t),v(t)) = ryt + r,0,
P = F(u(t), v(t)) = Tuu(1)? + 254U + Ty ()% + 140 + 1,0.

Priklad 96 Vypocitajte geodetickt krivost krivky K s u-krivkami u(t) = ¢ a v-krivkami

v(t) = —t% (pre ty = 0) leZiacej na ploche o : r(u,v) = (u,v,u*> —v*) v bode P = [0,0, 0]

(ak predpokladdme pravotoéivy stradnicovy systém).

, S “:\“&§§§§\\

Obr. 4.4.10. Plocha o : r(u,v) = (u,v,u? —v?) a krivka K : u(t) = t,v(t) = —2.

Riesenie: Rovnako ako v predchadzajucich prikladoch spocitame hodnoty, ktoré budeme

neskor dosadzovat do vzorca. Na tivod spocitame prvé a druhé derivacie vektorovej funkcie
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r(u,v) podla u a v, ktorych hodnoty vyjadrime v danom bode P = r(u,v) = (0,0)

r, = (1,0, 2u) = r,(P)=(1,0,0),

r, = (0,1, —2v) = r,(P)=(0,1,0),

r.. = (0,0,2) = r.(P)=1(0,0,2),

Tyw =Ty = (0,0,0) = 1y (P)=r, =(0,0,0),
r,, = (0,0, -2) = 1,(P)=(0,0,-2)

Vypocitame normélu n, (P)

ry(P)

X | X

Dalej vyjadrime derivacie premennych v a v v hladanom bode P, pre ktory plati ¢, = 0

Ako posledné vyjadrime parametre 7 a # v hladanom bode P dosadenim do vzorcov

#(P) = ru (P)u(ty) + r,(P)i(ty) = (1,0,0) .1+ (0,1,0).0 = (1,0,0),

#(P) = ruu(P)(ilto))” + 2ru(P)i(to)0(to) + ruu(P)(0(t0))* + ru(P)i(to) +
+ 1, (P)i(ty) =
= (0,0,2)-12+2(0,0,0)-1-0+(0,0,—2) - 0%+ (1,0,0) - 0+ (0,1,0) - (=2) =
= (0,-2,2).

Teraz uz mozeme spocitat geodeticka krivost krivky

(0,0,1) x (1,0,0)
|(1,0,0)]

(0,1,0)
(0,-2,2) = T

F#(P) = (0,-2,2) = —2.

Priklad 97 Vypocitajte geodeticku krivost krivky K s w-krivkami u(t) = ¢t — 1 a v-
krivkami v(t) = 2t (pre ty = 1) leZiacej na ploche o : r(u,v) = (v + sin(u), v + cos(u), v?)

v bode P = [2,3,4] (ak predpokladdme pravotocivy stradnicovy systém).
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Obr. 4.4.11. Plocha ¢ : r(u,v) = (v+sin(u),v + cos(u),v?) a krivka K : u(t) = t —
L,v(t) = 2t.

RiesSenie: Najskor prepiseme suradnice bodu P tak, aby sme poznali parametre u a v.
Mame dve moznosti ako to vyriesit:

A. Klasicky budeme riesit sustavu troch rovnic o dvoch neznamych:

V¥ = 4 = v+2

v+sin(u) = 2 A v+4cos(u)=3 = u=0 A v=2

a dostavame P = r(0, 2).

B. Pouzijeme parametre krivky K a pre tyg = 1 najdeme prislichajice u a v:

U(to) = 1—-1= u=0,

v(ty) = 21 = v=2,
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rovnako dostdvame P = r(0,2). Potom spocitame prvé a druhé derivicie vektorovej fun-

kcie r(u,v) podla u, v a ich hodnoty vyjadrime v bode P = r(u,v) = (0, 2)

r, = (cos(u), —sin(u),0) = r,(P)=(1,0,0),

r, =(1,1,2v) = r,(P)=(1,1,4),

ry, = (—sin(u), —cos(u),0) = ryu,(P)=(0,-1,0),

Pyy = Tyy = (07 0, 0) = ruv(P) = Tyy = (0’ 0, 0) )
ry, = (0,0,2) = 1, (P)=(0,0,2)

Normélu n, vyjadrime v bode P

S
—~
v
~—
—~
=
=
(==
~—
X
—~
I
~—
—~
=
\;—‘
~—

n,(P)

1y (P)xr B 1,1 B —4 B Oii
- [ru(P) xx N ( N 4 |_<’\/1_7’ 17>'

Vyjadrime derivacie premennych u a v v hladanom bode P : ty = 0

<
—~~
&)
—
—
—
=
(@]
S~—
X
—_
—
I
SN—
—
=
|
—_
SN—

i=1u(te) =1, ©=0(tg) =2, i=ito) =0, ©=7ity)=0

a parametre 7 a 7 v hladanom bode P
r(P) = r,(P)i(ty) +r,(P)ilto) = (1,0,0) 1+ (1,1,4)2 = (3,2,8),
#(P) = ruu(P)(alto))* + 2ru(P)ilto)d(to) + rus(P)(0(t0))* + ru(P)i(to) +

+ 1 (P)ifto) =

= (0,—1,0)1* +2(0,0,0)2 4+ (0,0,2) 2% + (1,0,0) 0 + (1,1,4) 0 = (0, —1,8).

Spocitame geodetickt krivost krivky

o D) xiP) L (0 ) X (328
= e T T e 0TS
B (VTT)3 L TNTT O TTY1309

Priklad 98 Vypocitajte geodetickti krivost krivky K s u-krivkami u(t) =t*—1 a
v-krivkami v(t) =t + 1 (pre to = 1) leziacej na ploche o : r(u,v) = (2sin(u), 2 cos(u), v)
v bode P = [0, 2, 2] (ak predpokladame pravotocivy stradnicovy systém).
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6\ —
4
r— —
2 —— ——
N 0~ —
2 4
4

Obr. 4.4.12. Plocha o : r(u,v) = (2sin(u),2cos(u),v) a krivka K : u(t) = t* — 1,v(t) =
t+ 1.

RieSenie: Ako prvé prepiseme siradnice bodu P na parametre u a v. Riesenie je velmi

jednoduché, z rovnice pre premennu z vidime, ¢comu sa rovna parameter v = 2, a potom

2sin(u) = 0 A 2cos(u) =2 = u=0

dostavame P = r(0,2). Alebo pouzijeme parametre krivky K a pre ¢, = 1 ndjdeme

prislichajice u a v:

ulty) = 1*—1 = u=0,

v(ty) = 1+1 = v=2.

Spocitame prvé a druhé derivacie vektorovej funkcie r(u,v) podla u, v a ich hodnoty
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vyjadrime v danom bode P = r(u,v) = (0,1)

r, = (2cos(u), —2sin(u), 0) = r,(P)=1(2,0,0),

r, = (0,0,1) = 1, (P)=(0,0,1),

ry, = (—2sin(u), —2cos(u),0) = r,(P)=(0,-2,0),

Tuw = Iy = (0,0,0) = ry(P) =1, =(0,0,0),
r,, = (0,0,0) = 1w(P) =(0,0,0).

Vypocitame normélu n,(P)

S
—~
“U
~—
—~
\."\D
=
(=)
~—
X
—~
=
=
—_
~—
—~
=
no
~

n,(P)

r.(P) x

" . (P) x r,(P)]  [(2,0,0) % (0,0,1)]  [(0,-2,0)]

Vyjadrime derivacie premennych u a v v hladanom bode P : ty =0

a parametre 7 a 7 v hladanom bode P

#(P) = ru (P)u(ty) + r,(P)i(ty) = (2,0,0) -2+ (0,0,1) -1 = (4,0,1),
#(P) = ruu(P)(ilto))* + 2ru(P)i(to)0(to) + ruu(P)(0(t0))* + ru(P)i(to) +
+ 1, (P)i(ty) =
= (0,-2,0)-2*42(0,0,0)-2-1+(0,0,0) -1+ (2,0,0) - 2+ (0,0,1) - 0 =

= (4,-8,0).

Teraz spocitame geodeticku krivost krivky

n,(P) x 7(P) (0,—1,0) x (4,0,1)

W= aeE T T aep. RS
_(L04) o d
= i GO = T
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4.5 Ulohy na precvicenie
Uloha 16 Vypoditajte hlavné krivosti, uplni a stredni krivost a hlavné smery:

a) helikoidu o daného vektorovou rovnicou r(u,v) = (ucos(v), usin(v), 2v)

vbode P = [0, 1, 7] oo

— 2 —_2 —_4 — - (L 1 /2 — (L 1 /2
'{"il_57l<"’2_ 57’%15_ 257f€s_0751_( V10 27\/;)752_( \/ﬁuﬁ7\/;)}

_ 1 _ 1 _ 1 _ _ (1 2 2 _
............... |:I€1 = §,K/2 = —g,:‘it = _ﬁafis —O,Sl = (5757—§) , 89 = (57%,5)}

¢) plochy o danej rovnicou 7(u,v) = (u+2 cos(v), u+2sin(v), u*) v bode P = [-2,0,0].
.................... (k1 =0,ky = =2,k = 0,ks = —1,81 = (0, —1,0) ,82 = (1,0,0)]
d) plochy o danej rovnicou z = 2% — 2zy + y? v bode P = [0,—1,1]. ................
"""" [“1 gr b2 = 0,k = 0,5y = 52,81 = (_ﬁ ﬁ‘%) 152 = (%%O)}
e) plochy o danej rovnicou r(u,v) = (u,v,u® + v* — 3uv) v bode P = [1,1,-1]. .....
............... [m =9, ky =3,k = 27, ks = 6,8, = (%%o) Sy = (LQ, —%,0)}

f) plochy o danej rovnicou r(u,v) = (u,v,u* + v3 — 4uv) v bode P = [1,1,-2]. .....

26 1 1 1 2V2

_ __2 __ 4 _ _ _ (1
--{fﬁ =2,Ry = —55, Kt = —57,Ks = 57,81 = (—37—370) ;S2 = (3\/5: 3v2) 3 )}

Uloha 17 Vypoditajte geodeticki krivost krivky K s u-krivkami a v-krivkami leZiacej na

ploche o v bode P:

b) o : r(u,v) = (ucos(v),u?sin(v),u) v bode P = [-1,0,1], K: (u(t) = t, v(t) = t?)
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d) o:r(u,v) = (u,v,u* + v¥ —wv) v bode P = [-2,0,1], K: (u(t) = t, v(t) = t*) pre

= L e {“g:ﬁ}






Kapitola 5

Sféricka trigonometria

Zakladné prvky sférického trojuholnika (ST) st vrcholy A, B a C'. Strany
a,b, ¢ su dizky sférickych oblikov BC, AC a AB. Uhly a, 3,7 sd vnui-

torné uhly ST ABC. Vsetky prvky sa meraji v stuptnoch.

Zakladné vlastnosti ST:

- vSetky strany a uhly ST sa duté uhly, a teda st mensie ako ,

- pre strany a,b,c plati: a <b+c¢,b > a+c,c < a+0b,

- pre strany a, b, ¢ plati: a + b+ ¢ < 2,

- pre uhly o, B,y plati: m < a+8+y <37, 1 <a+p—7v<m,
—T<a—-f+y<ma-nm<-—-a+pf+y<m,

- oproti vacsej strane lezi vacsi uhol,

- oproti zhodnym stranam lezia zhodné uhly.

Obr. 5.0.1. Oznacenia vo vseobecnom sférickom trojuholniku.

185
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5.1 Pravouhly sféricky trojuholnik

Sféricky trojuholnik, ktory ma aspon jeden uhol pravy, nazyvame pra-
vouhly ST. Pravy uhol v oznac¢ime R.

Napierovo pravidlo pre pravouhly ST:

Kosinus Iubovolného prvku je rovny stucinu:

a) sinusov protilahlych prvkov (1. Napierovo pravidlo),

b) cotangensov prilahlych prvkov (2. Napierovo pravidlo).

R-b R-a

C

Obr. 5.1.2. Oznacenie prvkov pre pravouhly sféricky trojuholnik.

Priklad 99 Rieste pravouhly ST, ktory je urceny preponou ¢ = 69° 25 00" a prilahlym
uhlom o = 54° 54’ 00" ak v = R = 90°. Dopocitajte prvky a, b a (3.

RieSenie: Na vyriesenie pravouhlého ST budeme pouzivat iba zadané hodnoty. Nami
vypocitané hodnoty prvkov pri dalsom vypocte pouzivat nebudeme. Ako prvé je vhodné

nakreslit si v patuholniku prvky pravouhlého ST s oznacenim zadanych hodnot.

R-b R-a

C

Obr. 5.1.3. Priklad 99 - zadané prvky st oznacené ¢ervenou farbou.
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Ako prvi neznamu budeme pocitat R — a a pouzijeme

R-b R-a 1. Napierovo pravidlo. Grafické znazornenie tohto pravidla
je na Obr. 5.1.4.
@ 5 cos(R — a) = sin(a) = sin(«) - sin(c),
sin(a) = sin(54° 54’ 00") - sin(69° 25" 00"”) = 0, 76592.
C

Pre tvar funkcie sin(a) na intervale (0, 7) dostavame dve

Obr. 5.1.4. Priklad 99 - pro- _ _ .
riesenia:
tilahlé prvky ku R — a v pra-

vouhlom ST. ap = 49°59' 20",

az = 180° — a; = 130° 00" 40".

Pouzitim pravidla oproti mensej strane lezi mensi uhol, dostavame

a<y = a<c = a =a=49°5920".

R-b R-a Dalej budeme pocitat uhol 5. Na vipocet pouzijeme
2. Napierovo pravidlo. Grafické znazornenie tohto pravidla

jena Obr. 5.1.5. Je dobré si uvedomit, Ze neznama hodnota

@ 5 nemusi byt vzdy na lavej strane rovnice.
(©) = cotan(a) -cotan(3) = cotan(3) = -\
cos(c) = cotan(a) - cotan cotan(ff) = ———
C cotan(ar)’
1
Obr. 5.15. Priklad 99 - pri- 208 = tan(a) cos(c)
lahlé prvky ku ¢ v pravouh- = 1 =1,99907.

tan(54° 54’ 00”) - cos(69° 25" 00”)
lom ST.

Potom dostdvame rieSenie [ = 63° 25’ 27"

Ako posledny spocitame prvok R — b. Pouzijeme rovnaké

pravidlo ako pri vypocte uhla 5. Grafické znazornenie tohto pravidla je na Obr. 5.1.6.

cos(a@) = cotan(c) - cotan(R — b) = cotan(R — b) = ﬁjg
n\c

tan(b) = cos(«) - tan(c) = cos(54° 54" 00”) - tan(69° 25" 00”) = 1,53113.
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Dostdvame riesenie b = 56° 51’ 03",

Na zaver je potrebné urobit kontrolu vypoctu pouzitim

sinusovej vety Rob A
sin(a)  sin(b)  sin(c)
sin(a)  sin(B)  sin(y)’
potom dostdvame «Q 16
3 : o / /!
S.m(a) _ s%n(49 59/ 20") — 0,93616,
sin(a) sin(54° 54’ 00") ¢
3 : [e] 1/ "
s.m(b) _ s%n(56 51 03") — 0,93616. / .
sin(() sin(63° 25/ 27") Obr. 5.1.6. Priklad 99 - pri-
sin(c) _ sin(69°25"00") — 0.93616. lahlé prvky k o v pravouh-

. - . 900
sin(7y) sin(90°) lom ST.

Priklad 100 Rieste pravouhly ST, ktory je urceny odves-
nami a = 52°13'12” a b = 37°60' 30" ak v = R = 90°. Dopocitajte prvky ¢, a a (.

Riesenie: Zacneme s oznacenim zadanych prvkov pravouhlého ST.

R-b R-a

C

Obr. 5.1.7. Priklad 100 - zadané prvky su oznacené cervenou farbou.

DIzku strany ¢ vypoditame pouzitim 1. Napierovho pravidla. Grafické zndzornenie tohto

pravidla je na Obr. 5.1.8 a).

cos(c) = sin(R—10)-sin(R — a) = cos(b) - cos(a),
cos(c) = cos(37°60"30") - cos(52°13"12") = 0,48271 = ¢ = 61° 08" 16".
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R-b R-a R-b R-a R-b R-a

a) C C

Obr. 5.1.8. Priklad 100 - znézornenie Napierovho pravidla pre pravouhly ST.

Uhol a spocitame pouzitim 2. Napierovho pravidla. Grafické znazornenie tohto pravidla

je na Obr. 5.1.8 b).

cos(R —b) = cotan(a) - cotan(R — a) = cotan(a) = sin(b) - cotan(a),

tan(a)  tan(b2°1312") oy

t = = = 2,09512 = 64°29'05".
(@) = 500 T Sm(3Te0 80 2 -

Ako posledny spocitame uhol 5. Pouzijeme rovnaké pravidlo ako pri vypocte uhla a.

Grafické znazornenie tohto pravidla je na Obr. 5.1.8 c).

cos(R—a) = cotan(R — b) - cotan(5) = cotan(/5) = sin(a) - cotan(b),

tan(b)  tan(37° 60’ 30”) Lo
¢ - - = 0,98880 = (3 = 44° 40/ 39"
B = Gl " smeriziy) =F

Na zaver urobime kontrolu pouzitim sinusovej vety

. o / "

S.m(a) _ sin(52° 13 12") _ 0.87578.
sin(«) sin(64° 29’ 05")

: (e} / !/

s'm(b) _ sin(37°60'30") _ 0.87578.
sin() sin(44° 40 39")

: [¢] / 1z

S‘ln(C> _ sin(61°08'16") _ 087578,
sin(7) sin(90°)

Priklad 101 Rieste pravouhly ST, ktory je urceny odvesnou a = 52° 44’ 23" a prilahlym
uhlom 5 = 79°01'01" ak v = R = 90°. Dopocitajte prvky «, b a c.

Riesenie: Zacneme s oznacenim zadanych prvkov pravouhlého ST.
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R-b R-a

C

Obr. 5.1.9. Priklad 101 - zadané prvky st oznacené cervenou farbou.

Velkost uhlu v vypocitame pouzitim 1. Napierovho pravidla. Grafické znazornenie tohto

pravidla je na Obr. 5.1.10 a).

cos(a) = sin(R —a) -sin(f) = cos(a) - sin(p),
cos(a) = cos(52°44"23") - cos(79°01'03") = 0,59435 = a = 53° 32" 02".

R-b R-a -a R-b R-a
¢ C

R-b R
.5 O‘( >ﬁ O‘.ﬁ
b) C c)

Obr. 5.1.10. Priklad 101 - znazornenie Napierovho pravidla pre pravouhly ST.

Q
a)

Stranu b spocitame pouzitim 2. Napierovho pravidla. Grafické znazornenie tohto pra-

vidla je na Obr. 5.1.10 b).

sin(a) =sin(a) - tan
cotan(f) (a) - tan(B),

tan(b) = sin(52°44'23") - tan(79°01'03") = 4,10120 = b = 76° 17" 49".

cos(R—a) = cotan(R —b) - cotan(3) = tan(b) =

Ako posledni spocitame stranu c. Pouzijeme rovnaké pravidlo ako pri vypocte strany b.
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Grafické znazornenie tohto pravidla je na Obr. 5.1.10 ¢).

cos() = cotan(R — a) - cotan(c) = cotan(c) = cos(b) - tan(a),
tan(a)  tan(52°44’23") e
t = = = 6,90034 = 81°45"15".
an(c) cos(B)  cos(79°01’03") 7 e

Na zaver urobime kontrolu pouzitim sinusovej vety

. o / 1
S'ln(a) _ sin(52°44'23") — 0, 98966,
sin(«) sin(53° 32/ 02")

: 1 /4 /!

S.1n<b) _ sin(76°17°49 ) — 0, 98066,
sin(B)  sin(79°01703")

: 104 / 1

s'm(c) _ sin(81°4515”) — 0, 98066,
sin(7) sin(90°)

Priklad 102 Rieste pravouhly ST, ktory je urceny dvoma uhlami oo = 61°19'09” a g =
45°23' 15" ak v = R = 90°. Dopocitajte strany a, b a c.

Riesenie: Zacneme s oznacenim zadanych prvkov pravouhlého ST.

R-b R-a

C

Obr. 5.1.11. Priklad 102 - zadané prvky st oznacené c¢ervenou farbou.

Velkost strany ¢ vypocitame pouzitim 2. Napierovho pravidla. Grafické znazornenie

tohto pravidla je na Obr. 5.1.12 a).

cos(c) = cotan(a) - cotan(f) = cos(c) = tan(a )1tan(ﬁ)’
1

1
— = =0,53970 = ¢ = 57°20' 13".
cos(c) tan(61°19'09”) - tan(45° 23/ 15”)  1,85288 ’ ‘
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R-b R-a R-b R-a R-b R-a

a) C b) C c) C

Obr. 5.1.12. Priklad 102 - znazornenie Napierovho pravidla pre pravouhly ST.

Stranu a spocitame pouzitim 1. Napierovho pravidla. Grafické znazornenie tohto pra-

vidla je na Obr. 5.1.12 b).
cos(a)

sin(3)’
cos(61° 19 09”)
= =0,67418 = a = 47° 36" 34".
cos(a) = sy is ¢

cos(a) = sin(R —a)-sin(f) = cos(a) =

Ako posledné vypocitame velkost strany b. Pouzijeme rovnaké pravidlo ako pri vypocte

strany a. Grafické znazornenie tohto pravidla je na Obr. 5.1.12 ¢).

cos(8)

cos(f) = sin(R —b)-sin(a) = cos(b) = sin(a)’

cos(45° 23" 15")
- = 0,80053 = b = 36°49' 10"
cos(@) = e 1900n)

Na zaver urobime kontrolu pouzitim sinusovej vety

3 : 4 (e} / 4//

s‘ln(a) _ s%n( 7° 36’ 34") _ 0, 84186,
sin(a) sin(61° 19" 09")

: : o / /!

s.m(b) _ s?n(36 49'10") _ 0, 84186,
sin(f) sin(45° 23" 15")

. : (o) /1 "

s.ln(c) _ sm(57 20" 13") _ 0,84186.
sin(7) sin(90°)

Priklad 103 Rieste pravouhly ST, ktory je urceny odvesnou a = 32° 24’ 68" a protilah-
Iym uhlom « = 40° 34’ 59", ak v = R = 90°. Dopocitajte strany b, ¢ a (3.

Riesenie: Zacneme s oznacenim zadanych prvkov pravouhlého ST.
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R-b R-a

C

Obr. 5.1.13. Priklad 103 - zadané prvky st oznacené ¢ervenou farbou.

Velkost strany b vypocitame pouzitim 2. Napierovho pravidla. Grafické znazornenie

tohto pravidla je na Obr. 5.1.14 a).

cos(R—0b) = cotan(a) - cotan(R — a) = sin(b) = Ezz((z)),
_ tan(32° 24 68")
b) = =0, 74141.
sinb) = Gan(aoesrs0n) ~ 7

Pre tvar funkcie sin dostavame dve rieSenia;:

by = 47°51'05",

by = 180° — by = 132°08'55".

Pouzitim pravidla oproti mensej strane lezi mensi uhol, i ked uhol g zatial nepozname,

dostavame
b>a = [>a.

7 nerovnosti vidime, Ze obe rieSenia by, by spliiaji tto podmienku. Preto st obe hodnoty
rieSenim a uhol § musi byt véicsi ako uhol .
Stranu c spocitame pouzitim 1. Napierovho pravidla. Grafické znazornenie tohto pravidla

je na Obr. 5.1.14 b).

cos(R—a) = sin(a)-sin(c) = sin(c) = sin(a)

sin(a)’
sin(32° 24' 68”)

in(a) = — 0, 82408,

sina) = Gnaosrse)
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Dostavame dve riesenia:

cp = 55°29'43",

co = 180° — ¢y = 124°30"17".
Pouzitim pravidla oproti mensej strane lezi mensi uhol dostavame

Y >a=c>a.

Obe riedenia ¢;, ¢» spliiaji tito podmienku, pouzitim strany b a uhla 3 budeme vediet

napisat velkost prepony c jednoznacne.

R-b R-a R-b R-a R-b R-a

a) ¢ b) C c) ¢

Obr. 5.1.14. Priklad 103 - znazornenie Napierovho pravidla pre pravouhly ST.

Zostava nam preto vypocitat velkost uhla . Pouzijeme rovnaké pravidlo ako pri vy-

pocte strany c. Grafické znazornenie tohto pravidla je na Obr. 5.1.14 ¢).

cos(a) = Sin(R—a)'Sin(ﬁ)ésin(ﬁ):ZZZEZ? ,
o - A s

Aj tu dostavame dve riesenia:

f1 = 64°06' 56",

Bs = 180° — B; = 115°53' 04”.

Obidve najdené riesenia splnaji podmienku, ze st vacsie ako uhol a. Uhol «v a stranu a uz

pri pouziti pravidla oproti mensej strane lezi mensi uhol nemézeme pouzit. Pre zostavajice
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strany a uhly pouzijeme pravidlo oproti mensej strane lezi mensi uhol. M6zeme napisat
<y = b<c = =0 =64°0656".
7, druhej casti nerovnosti dostavame
by <cp A by <cy = b=0b =47°51'05".
Ako poslednu uréime velkost prepony ¢ pouzitim pravidla
c<a+b = c=c =55°2943".

Urobime kontrolu pouzitim sinusovej vety

3 20 24/ "
S'ln(a) _ sin(3 68") — 0, 82408,
sin(«) sin(40° 34’ 59")

. / 1

s'm(b) _ sin(47°51'05") _ 0, 82408,
sin(3)  sin(64° 06' 567)

: o / 1

s.m(c) _ sin(55°29'43") — 0, 82408,
sin(7) sin(90°)

Rovnako vsak mozeme napisat nerovnost i v tomto tvare
B>7 = b>c = [B=[,=115°5304".

7, druhej casti nerovnosti dostavame
by >c1 A by >cy = b=by=132°08"55".

Prepony ¢ nevieme jednoznacne urcit pouzitim pravidla ¢ < a + b, preto pouzijeme pod-

mienku
b<a+c = c=cy=124°30"17".

Na zaver urobime kontrolu pouzitim sinusovej vety

sin(a) sin(32° 24’ 68")
sin(a) sin(40° 34’ 59") ’ ’
: b 1 20 / "
S‘ln( ) _ sin(132° 08’ 55") _ 0, 82408,
sin(f) sin(115° 53 04")
. o / 1"
sin(c) _ sin(124° 30" 17") _ 0, 82408,

sin(7) sin(90°)
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Priklad 104 Rieste pravouhly ST, ktory je uréeny odvesnou a = 22° 15’ 00" a preponou

¢ = 55°09'00" ak v = R = 90°. Dopocitajte prvky b, o a 5.

RieSenie: Zacneme s oznacenim zadanych prvkov pravouhlého ST.

R-b R-a

C

Obr. 5.1.15. Priklad 104 - zadané prvky st oznacené ¢ervenou farbou.

DIzku strany b vypoditame pouzitim 1. Napierovho pravidla. Grafické zndzornenie tohto

pravidla je na Obr. 5.1.16 a).

cos(c)

cos(c) = sin(R—b)-sin(R —a) = cos(b) = cos(a)’

cos(55° 09" 00")
b) = = 0,61740 = b = 51° 52/ 24".
cos) = sz 100 ~

a) C b) C c) C

Obr. 5.1.16. Priklad 104 - znazornenie Napierovho pravidla pre pravouhly ST.

Uhol a spocitame pouzitim rovnakého pravidla ako pri vypocte strany b. Grafické
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znazornenie tohto pravidla je na Obr. 5.1.16 b).

sin(a)

)

cos(R —a) = sin(a)-sin(c) = sin(a) = sin(c)

, sin(22° 15" 00")
- — 0,46140.
sin(@) = G5 097007

Pre tvar funkcie sin dostavame dve riesenia:

a = 27°28'39",

Ay = 1800 - b1 == 1520 31,21”.

Pouzitim pravidla, oproti mensej strane lezi mensi uhol, dostavame

a<c = a<y = a=aqa =27°2839".

197

Ako posledny spocitame uhol . Pouzijeme 2. Napierovo pravidlo. Grafické znazornenie

tohto pravidla je na Obr. 5.1.16 c).

tan(a)  tan(22°15'00")

cos(f) = cotan(c)-cotan(R—a) =

Na zaver urobime kontrolu pouzitim sinusovej vety

. o / /!
S.ln(a) _ sin(22°15°00 ) _ 0, 82065,
sin(«) sin(27° 28 39")

: / 1

s'm(b) _ sin(51°52'24") — 0, 82065,
sin() sin(73° 26’ 56")

: o / 2

sin(c) _ sin(55°09'00”) _ 0, 82065.

sin () sin(90°)

tan(c)  tan(55° 09’ 00”)

=0,28487 = [ = 73°26'56".
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5.2 Vseobecny sféricky trojuholnik

Sféricka sinusova veta:

sin(a)  sin(b)  sin(c)

sin(a)  sin(B)  sin(y)’

Sférické kosinusové vety:
cos(a) = cos(b) - cos(c) + sin(b) - sin(c) - cos(a),
cos(a) = —cos(f) - cos(y) + sin(p) - sin(7y) - cos(a)

a ostatné cyklické rovnosti.

Sférické sinus-kosinusové vety:

cos(a) - sin(b) = sin(a) - cos(b) - cos(y) + sin(c) - cos(a),

cos(a) - sin(3) = —sin(a) - cos(a) - cos(c) + sin(7y) - cos(a)

a ostatné cyklické rovnosti.

Napierové analégie:

tan (#) = ZZZEZ{;% - cotan (%) , tan ("‘%) = zigZi:) - cotan (%) ,
2 2
ton (%3%) = ats) tan (5), tan (752) = §§ tan ()

a ostatné cyklické rovnosti.

Priklad 105 Rieste ST, ktory je urceny tromi stranami a = 43° 04’ 30", b = 68° 17" 20"

a ¢ = 75°48 10”. Dopocitajte jeho ostatné prvky.

Riesenie: K vyrieSseniu vseobecného ST budeme pouzivat iba zadané hodnoty. Nami
vypocitané hodnoty prvkov pri dalsom vypocte pouzivat nebudeme. Ako prvé je vhodné

nakreslit si vSeobecny ST s oznacenim zadanych hodnot.
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A B

C

Obr. 5.2.17. Priklad 105 - zadané prvky st oznacené ¢ervenou farbou.

Pri rieseni vSeobecného ST je vhodné sa vediet orientovat vo vzorcoch, ktoré sa pou-
zivaju pre riesenie vseobecného ST. Na vypocet nezndmych uhlov budeme pouzivat kosi-

nusovi vetu pre strany. Zacneme vypoctom uhla o pouzitim vzorca
cos(a) = cos(b) - cos(c) + sin(b) - sin(c) - cos(a).

Vzorec upravime

cos(a) — cos(b) - cos(c)
sin(b) - sin(c)

cos(a) =

a dosadime zname hodnoty

(a) cos(43° 04/ 30") — cos(68° 17" 20") - cos(75° 48" 10”)
cos(a) = :

sin(68° 17/ 20") - sin(75° 48" 10")
Spocitame jednotlivé vyrazy

~0,73046 — 0,36993 - 0,24526  0,63973
N 0, 92906 - 0, 96946 ~0,90068

cos(av) = 0,71027
a dostavame

a = 44° 44’ 35",

Pri vypoc¢te uhla § budeme postupovat rovnako. Zac¢neme napisanim spravneho tvaru

kosinusovej vety pre strany

cos(b) = cos(c) - cos(a) + sin(c) - sin(a) - cos(3).
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Vzorec upravime, dosadime zname hodnoty a vypocitame uhol

cos(B)

cos(b) — cos(c) - cos(a) _

sin(c) - sin(a)
cos(68° 17 20") — cos(75° 48' 10") - cos(43° 04/ 30")  0,36993 — 0, 17915
sin(75° 48/ 10") - sin(43° 04’ 30") B 0,66209

0,19078

= 0,28814 =73°15"13".
0. 6620 0,28814 = 8 =73"15"13

Ako posledny spocitame uhol ~y

cos(c)

cos(7)

cos(a) - cos(b) + sin(a) - sin(b) - cos(7y),
cos(c) — cos(a) - cos(b)
sin(a) - sin(b) B
cos(75° 48 10”) — cos(43° 04" 30") - cos(68° 17'20")  0,24526 — 0,27022
sin(43° 04/ 307) - sin(68° 17/ 207) T 0,63451
—0, 02496
0,63451

= —0,03933 = v = 92°15'15".

Na zéaver kazdého prikladu je potrebné urobit kontrolu vypoctu pouzitim sinusovej vety

sin(43° 04’ 30")

=0,97021
sin(44°44'357) 0T
sin(68° 17" 20")

= 0,97021
sin(73° 15/ 13") ’ ’
sin(75° 48/ 107)

= 0,97021.
sin(92° 15/ 15") ’

Priklad 106 Rieste ST, ktory je urceny tromi uhlami o = 63°19"42" 5 = 70°01' 07" a

~v = 59°52'59”. Dopocitajte jeho ostatné prvky.

Riesenie: Riesenie zacneme tak, ze nakreslime vSeobecny ST, v ktorom oznac¢ime zadané

hodnoty.
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C

>

Al [y

C

Obr. 5.2.18. Priklad 106 - zadané prvky st oznacené ¢ervenou farbou.
Pozname vsetky uhly, a preto na vypocitanie stran pouzijeme kosinusové vety pre uhly.
Ako prvi vypoditame dizku strany a s pouzitim vzorca

cos(a) = —cos(f3) - cos(7y) + sin(f) - sin(7y) - cos(a),

ktory si upravime do potrebného tvaru

cos(ar) + cos(3) - cos(7)
sin(3) - sin(y) '

cos(a) =

Dosadime zndme hodnoty a vypocitame dizku strany a

cos(63° 19" 42") + cos(70° 01" 07") - cos(59° 52 59”)  0,44888 + 0, 17146
sin(70° 017 07") - sin(59° 52’ 597) T 0,81293
0,62034

— — :4 01l4 /l‘
0.81203 0,76309 = a 0° 15" 47

cos(a) =

Rovnako budeme postupovat aj pri vypocte dalsich stran. Ako dalsiu vypocitame dizku

strany b. Vzorec napiSeme pouzitim cyklickych rovnosti a dostavame
cos(B) = —cos(y) - cos(a) + sin(y) - sin(«) - cos(b).

Nasou neznamou je b, preto vzorec este upravime do pozadovaného tvaru

cos() + cos(7) - cos(a)
sin(y) - sin(«) '

cos(b)
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Dosadime hodnoty a vypoéitame dizku strany b

cos(70° 01’ 07") 4 cos(59° 52 59”) - cos(63° 19 42")  0,34171 4 0,22523
sin(59° 52/ 59”) - sin(63° 19’ 42") B 0, 77296 B
0, 56694

= - = 4 = 42°49"18".
0. 77296 0,73347 = b 918

cos(b) =

Zostava uz iba vypocitat dizku strany c. Vzorec si napiSeme pouzitim cyklickych rovnosti

cos(y) = —cos(a) - cos(f) + sin(a) - sin(f) cos(c)

a upravime

cos(7y) 4 cos(«) - cos(f)
sin(a) - sin(f) '

cos(c) =

Dosadime hodnoty a vypoéitame dizku strany ¢

cos(59° 52/ 59") + cos(63° 19" 42”) - cos(70°01' 07”)  0,50177 +0,15339
sin(63° 19/ 42”) - sin(70° 01’ 07") B 0, 83980 B
0,65516

— — 1 — 04/ I/.
0. 83980 0,78013 = ¢ = 38"43" 39

cos(c) =

Na zaver urobime kontrolu pouzitim sinusovej vety

. o / 1"

s.m(a) _ sin(40° 15" 47") _ 0, 72396,
sin(a) sin(63° 19" 42)

. 4 4 /1 "

s.m(b) _ sin( 9'18") _ 0,72326.
sin() sin(70° 01/ 07")

: 4 !/ /!

S.IH(C) _ sin(38°43'39") _ 0,72325.
sin(7) sin(59° 52/ 59")

Dopustili sme sa malej chyby sposobenej zaokrihlovanim. Tato chyba nie je velka, a preto

povazujeme nas vypocet za spravny.

Priklad 107 Rieste ST, ktory je urceny stranou a = 64°02'41” a prilahlymi uhlami
f=22°48"09" a v = 106° 43" 40”. Dopocitajte jeho ostatné prvky.

Riesenie: Ako prvé je vhodné nakreslit vSeobecny ST s oznacenim zadanych hodnot.
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Obr. 5.2.19. Priklad 107 - zadané prvky st oznacené ¢ervenou farbou.

Zacneme s vypoc¢tom uhla o a pouzijeme pritom kosinusovi vetu pre uhly.

cos(a) = —cos(f) - cos(y) + sin(f) - sin(7y) - cos(a) =
= —c0s(22°4809") - cos(106° 43" 40") +

+ sin(22°48'09"”) - sin(106° 43’ 40") - cos(64° 02' 41") =

0,26533 + 0, 16244 = 0,42777 = a = 64° 40’ 25".

Na vypocet stran b a ¢ budeme pouzivat Napierové analdgie, ktoré riesia vzdy dva

prvky spolu.

22° 48’ 09" —106° 43’ 40"

b+c cos (232) ay  cos( ; ) 64° 02/ 41"
tan | =5 B By tan (2) - 22048 09/ 11067 a5 407 | A0 2 -
cos (T) Cos ( : )
0, 74358 b+c
= - -0,62541 = 1,0908 = =47°29"13"
0,42633 7 ’
b— ¢ sin (%) a sin (22048' 09”—2106° 43’ 40”) 64° 02 41"
tan | =5 = o (Em) n (2) = mwwae oy T T
sm( : ) sm( > )
—0, 66865 b+c
= ——————.0,62541 = —0,4623 = —— = —24°48"40".
0,90457 ’ 2

Spocitali sme iba polovi¢ny stucet a rozdiel neznamych. Aby sme dostali vyslednii hodnotu

strany b, musime tieto dva c¢iastkové vysledky scitat

_b+c+b—c
2 2

b = 47°29 13" + (—24° 48/ 40") = 22°40' 33",
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Pre vypocet hodnoty uhla § hodnoty od¢itame

_b+c_b—c

5 7 = 47°29'13" — (—24° 48" 40") = 72°17'53".

Cc

Na zaver urobime kontrolu pouzitim sinusovej vety

i in(64°02'41”
sinfa) - s(OPOPAL) () gqy75,
sin(a) sin(64° 40" 25")

. : o / "

s'm(b) _ s%n(22 40/ 33") — 0,99476,
sin(f) sin(22° 48" 09")

. : 20 1 ! 1

sin(c)  sin(72°17'53") — 0,99475.

sin(y)  sin(106° 43/ 40”)

Priklad 108 Rieste ST, ktory je urceny dvoma stranami a = 42° 05’ 43" a b = 38° 46’ 41"
a uhlom medzi nimi v = 25° 45’ 54”. Dopocitajte jeho ostatné prvky.

RieSenie: Na tivod nakreslime vseobecny ST s oznacenim zadanych hodnot.

A B

C

Obr. 5.2.20. Priklad 108 - zadané prvky st oznacené cervenou farbou.

Zacneme s vypoctom strany c a pouzijeme pritom kosinusovi vetu pre strany
cos(c) = cos(a) - cos(b) + sin(a) - sin(b) cos(7y)
a po dosaden{ zndmych hodnét spocitame dizku strany ¢

cos(c) = cos(42°05 43") - cos(38° 46" 41") +
+ sin(42° 05 43") - sin(38° 46 41") - cos(25° 45’ 54”) = 0, 57847 + 0, 37811 =

= 0,95658 = ¢ = 16° 56" 42".
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Dalsie dva prvky budeme poditat stc¢asne pouzitim Napierovijch analdgii

o+ B cos <a2b) - cos (420 05’ 43”;38o 46’41”) 950 45 54
tan 9 - ath 2> - 1205 1 ase ap 4 - Cotan 9 -
cos (52 : )
0,99958 a+p

= = . 4,37237 = 5,74224 = 2 — 80°07' 16"
076112 87237 = 5, 74224 = — 80°07' 16",

t a—B - sin (a2b> t "wo <in (420 05/ 43”;380 46 41”) t 95° 45/ 54/ B
an " sin <a+b> scotanl (2)  sin (420 05/ 43//.5380 46/ 41/,) - cotan 9 =
0, 02894 a—pf

- . 4.37237 = 0,1 e E 11002/ 21",
061561 37237 = 0,19509 = — 0

- cotan (

COS (

Aby sme dostali hodnotu uhla «, musime tieto dva cCiastkové vysledky scitat

=2 ;r b S P 80° 07 16" 4 11°02' 21" = 91° 09/ 37"

e

a pre vypocet hodnoty uhla 5 hodnoty odcitat

oz+ﬁ_a—/6’
2 2

B = =80°07" 16" — 11° 02" 21" = 69° 04’ 55".

Na zaver urobime kontrolu pouzitim sinusovej vety

. o / 1
s'm(a) _ sin(42°05"43 ) — 0. 67050,
sin(«) sin(91° 09’ 37")

i ©46'41”

s'm(b) _ sin(38° 46’ 41") — 0. 67050,
sin() sin(69° 04’ 55")

i 16° 56’ 42"

S‘ln(C) _ sin(16° 56’ 42") — 0, 67050,
sin() sin(25° 45" 54"

Priklad 109 Rieste ST, ktory je dany stranou a = 37°02'10”, prilahlym uhlom g =
54°42' 23" a protilahlym uhlom a = 71° 28 43”. Dopocitajte jeho ostatné prvky.

Riesenie: Pri tomto type tlohy mozu nastat tieto tri pripady, ktoré vychadzaju so sinu-

sovej vety

sin(a) _ sin(b) = sin(b) =

sin(a) - sin(3)
sin(a)  sin(f) '

sin(a)

a) sin(a) - sin(f) > sin(a) = sin(b) > 1 = ST neexistuje,
b) sin(a) - sin(f) = sin(«a) = sin(b) = 1 = b = R, jedinériesenie,

c) sin(a) - sin(f) < sin(a) = by, by = 180° — by, k vyrieSeniu musime pouzit b.
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Aj v tomto priklade nakreslime ST s oznacenim zadanych hodnot a za¢neme s vypoctom

velkosti strany b

C

A B

C

Obr. 5.2.21. Priklad 109 - zadané prvky st oznacené cervenou farbou.

_ sin(a) -sin(3)  sin(37°02"10”) - sin(54°42'23")  0,49161

in(b) = - = 0,51847.
sin(b) sin(a) sin(71° 28 43" 0,04821

Dostavame b; = 31°13'46"” a by = 180° — by = 148°46' 14”. Pouzitim pravidla oproti

mensiemu uhlu leZi mensia strana dostavame
B<a = b<a = b =b=231°1346".

Ako vidime z moznosti ¢) dalSie rieSenie prikladu nie je mozné bez pouzitia uz vypocitane;
strany b. Toto je pripad, kedy pri rieseni musime pouzit nami vypocitani hodnotu. Na
vypocet strany c a uhla v pouzijeme Napierové analdgie a pre jednoznacnost rieSenia si
vyberieme vzorce obsahujice kosinus. Ako prvi vypocitame stranu c

n (210 - ) tan (5) = ton (2) = tan (0. (+4)

2  cos (M) 2 2 2 . cos (a%) 7

2
podla vzorca vypocitame iba poloviéni hodnotu strany ¢, a preto treba na to pamatat

pri vypocte

71° 28’ 43" 4+54° 42 23" )

C 370 02/ 10// + 310 13/ 45// CcOSs ( 3
tan <> = tan . —

2 cos (710 28/ 43”;540 42/ 23”)
0,45255 c
= 0,67788 - ——— =10,31009 = — = 17°13'41" = ¢ = 34° 27 22".
! 0,98931 2 ¢
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Rovnako budeme postupovat aj pri vypocte uhla ~

o

a—b a+

i (22 U)o (1) o (3 = an (252 2UE)

2 CoS (‘ib> 2 cos (“_ )

2

w ‘
o

Teraz uz len dosadime zname hodnoty

ol 71° 28/ 43// + 54° 42/ 23// coS (370 02’ 10”—;—31O 13/ 45”)
cotan () = tan ( 2 ) ’ 37902107 —31° 1345\
COS ( 5 )
0.82774

= 1,97047 - =1,63402 = % = 31°27'58" = v = 62°55'56".

0,99872

Na zaver urobime kontrolu pouzitim sinusovej vety

= 0,63527.

: . (e] 2/ 1 /!
siln(a) _ s%n(37 0210") _ 0.63522.
sin(a) sin(71° 28" 43")
s'm(b) _ s%n(?) 3'46") _ 0,63522.
sin(5) sin(54° 42/ 23")
sin(c) sin(34° 27" 22")
( )

sin(62° 55’ 56"

~—

sin(~y
Ako vidime tato chyba je vicsia, ale i tak mozeme nas vypocet povazovat za spravny pri

pouziti presnosti na paf desatinnych miest.

Priklad 110 Rieste ST, ktory je dany dvomi stranami a = 83°12'35"” a b = 73°12' 53",
(a > b) a uhlom protilahlym k vicsej z nich a = 21° 27 28”. Dopoéitajte jeho ostatné

prvky.

Riesenie: V tomto priklade na tvod rozoberieme podmienky existencie vseobecného
ST. Podobe ako v predchadzajicom priklade pouzijeme sinusovi vetu, ale tentokrat bude

nasou neznamou uhol 3

) s 0

sin(a)
Rovnako mo6zu nastat tri pripady
a) sin(a) -sin(b) > sin(a) = sin(f) > 1 = ST neexistuje,

b) sin(a) - sin(b) = sin(a) = sin(8) = 1 = b = R, jedinériesenie,

¢) sin(a) -sin(b) < sin(a) = f1, B2 = 180° — by, k vyrieSeniu musime pouzit g.
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Nakreslime vSeobecny ST s oznacenim zadanych hodnot a zacneme s vypoctom velkosti

uhla .

A B

C

Obr. 5.2.22. Priklad 110 - zadané prvky st oznacené cervenou farbou.

, sin(a) - sin(b)  sin(21° 27 28") - sin(73° 12’ 53")  0,35023
- - - = 0, 35250.
sin(6) sin(a) sin(83° 12/ 35") 0,99329

Dostavame dve rieSenia 8; = 20° 38’ 46" a f5 = 180° —b; = 159°21’ 14”. Pouzitim pravidla

oproti mensej strane lezi mensi uhol dostavame
b<a = f<a = f=0F=20°3846".

Zostava nam vypocitat velkost strany ¢ a uhla . Pretoze plati bod ¢) budeme k vypoctu
pouzivat vypocitany uhol S a pouzijeme Napierové analdgie rovnako ako v predchadza-

jucom priklade. Zacneme s vypoc¢tom velkosti strany c

an(5) = (1) (37) _

2 2 cos (QT_B)
(830 12/ 35// 4 730 12/ 53//> COS (210 27’ 28//45200 38’ 46”)
= tan . —
21° 27/ 28'"—20° 38’ 46"
2 COS ( 5 )
0, 93326

= 4,82340 - = 4,50162 = g = 77°28'32" = ¢ = 154° 57" 04",

0,99997

Rovnako budeme postupovat aj pri vypocte uhla ~y

tan (05 + ﬁ) _ COos (aT_b) - cotan <;) = cotan (g) — tan <Oé —;— ﬁ) . coSs (‘*%‘)

2 cos (‘%Lb) coS (%) '

il
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a+b
cotan (g) = tan (OH—/@) COS( : )

2 Cos (a b)
21° 27 28" 4 20° 38" 46"\ cos (830 12' 35”4573o 12/ 53“)
- ( 2 ) . cos (83" 12’ 35”;730 12/ 53//) -
0,20301 5

= 0,38490 - =0,07845 = 5= 85°30' 52" = v =171°01"44".

0, 99608

Na zaver urobime kontrolu pouzitim sinusovej vety

. o / 1
s'ln(a) _ sin(83°12'35") _ 9. 71598,
sin(«) sin(21° 27/ 28")

: / 1

s.m(b) _ sin(73°12'53") _ 9 71508,
sin(3) sin(20° 38 46")

: o /! "

s‘m(c) _ sin(154° 57" 04") _ 9. 71504,
sin(7) sin(171° 01’ 44")

V tomto priklade sme sa dopustili malej chyby. Pokial ale chyba nebude vyssia ako 1074,
nie je potrebné priklad znovu prepocitavat s vyssou presnostou ako na pat desatinnych

miest.
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5.3 Ulohy na precvicenie

Uloha 18 Rieste pravouhly ST ak v = R = 90°.

a)

Ak existuje pravouhly ST, ktory je uréeny odvesnou a = 10°32'00” a prilahlym
uhlom 5 = 12°03' 00", dopocitajte jeho ostatné zakladné prvky....................
.................................... [b=2°14"05", ¢ = 10°45' 55", a = 78° 09" 55"

Ak existuje pravouhly ST, ktory je urceny odvesnou b = 21°3900” a k nej proti-
Tahlym uhlom £ = 42° 10" 00", dopocitajte jeho ostatné zékladné prvky. ..........
Prvé riesenie ................... [a; = 25°59 38", ¢; = 33°20/ 21", a; = 52° 53" 15”]
Druhé rieSenie ............... [ag = 154° 0" 22" ¢ = 146° 39’ 39", ay = 127° 06 45"

Ak existuje pravouhly ST, ktory je urceny odvesnou a = 42°12'00” a preponou
¢ = 64° 40/ 00”, dopocitajte jeho ostatné zakladné prvky. .........................
.................................... [b=54°43 07", o = 48° 0 14", B = 64° 34’ 45"

Ak existuje pravouhly ST, ktory je urceny preponou ¢ = 69°25'00” a prilahlym
uhlom o = 54° 54’ 00", dopocitajte jeho ostatné zakladné prvky....................
................................... [a =49°59 20", b = 56°51'03", 5 = 63° 25" 27"

Ak existuje pravouhly ST, ktory je uréeny odvesnou b = 46° 45" 00” a k nej proti-
Tahlym uhlom £ = 59° 12" 00", dopocitajte jeho ostatné zékladné prvky. ..........
Prvé rieSenie ................... [a; =39°19 23", ¢; = 57°59' 29", o = 48° 21’ 28"]
Druhé rieSenie ............... [ag = 140°40" 37", co = 122°0' 31", ag = 131° 38’ 32”]

Ak existuje pravouhly ST, ktory je urceny preponou ¢ = 66°52'04” a prilahlym
uhlom a = 57°45' 20", dopocitajte jeho ostatné zakladné prvky....................
................................... [a=51°03"28", b =51°18 56", 5 = 58° 05" 12"]

Ak existuje pravouhly ST, ktory je uréeny odvesnou b = 56° 55" 00” a k nej proti-
[ahlym uhlom g = 69° 21’ 12", dopocitajte jeho ostatné zakladné prvky. ..........
Prvé rieSenie ................... [a; = 35°20" 13", ¢; = 63°33'29", oy = 40° 14’ 16”]
Druhé rieSenie .............. [ag = 144° 39 47", co = 116° 26" 31", ay = 139° 45" 44"
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Uloha 19 Rieste vieobecny ST:

a) Nech st dané duté uhly a = 72° 16’ 00", 8 = 54° 18 00", v = 56° 47" 00”. Ak existuje
sféricky trojuholnik so stranou a a uhlami (3, v, vypocitajte jeho ostatné zakladné

PIVKY. + oo [b=51°07 11", ¢ = 53° 19/ 06", @ = 96° 28’ 22"

b) Nech st dané duté uhly a = 39°20/ 14", b = 112°16'30" a v = 54°39'49”. Ak
existuje sféricky trojuholnik so stranami a, b a uhlom ~, vypocitajte jeho ostatné

zékladné prvky. ................. [c = 87°21'29", a = 31°10' 30", B8 = 130° 54’ 49"

¢) Nech st dané duté uhly o = 57° 16’ 01”7, 5 = 75° 18/ 30" a ¢ = 35° 20’ 19”. Ak existuje
sféricky trojuholnik so stranou ¢ a uhlami « a 3, vypocitajte jeho ostatné zakladné

DIVKY. oo [a = 34°54'53", b = 41°09' 35", v = 58° 13/ 18"]

d) Nech st dané duté uhly o = 75° 14’ 20", 5 = 95° 25" 30", v = 105° 36’ 40”. Ak existuje
sféricky trojuholnik s uhlami «, [, v, vypocitajte jeho strany. ....................

................................. [a=73°0021", b = 100° 05 12", ¢ = 107° 43’ 55"

e) Nech st dané duté uhly a = 53° 15" 00", b = 81° 11’ 00", ¢ = 115° 29/ 00”. Ak existuje
sféricky trojuholnik so stranami a, b, ¢, vypocitajte jeho uhly. ....................

................................. [a = 41°52"12" = 55°24' 07", v = 131° 14’ 24"

f) Nech st dané duté uhly a = 112°32' 12", o = 73° 35’ 12", f = 60° 44’ 00”. Ak existuje
sféricky trojuholnik so stranou a a uhlami «, 8 vypocitajte jeho ostatné zakladné

PIVKY. + oo [b=57°08 12", ¢ = 104° 16' 54", v = 96° 28’ 04"

g) Nech st dané duté uhly a = 57° 13" 41", b = 74° 16’ 34", o« = 40° 15" 18". Ak existuje
sféricky trojuholnik so stranami a, b a uhlom «, vypocitajte jeho ostatné zakladné

DIVKY. © oo [c=13°41"10", B = 47°42' 38", v = 125° 41’ 10/']
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Kapitola 6

Prilohy

6.1 Priloha ¢. 1 - Derivacie elementarnych funkcii

1. (¢))=0

2. (%) = ax®', kde a je Tubovolné redlne ¢islo
3. (@) =a"Ina, kdea >0, a #1

4. (") =¢€"

5. (log,z) = -, kde a >0, a # 1

6. (Inz) =2

7. (sinx) = cosx

8. (cosz) = —sinx

9. (tanz) = —1—

cos?

10. (cotanz)’ = ———

11. (arcsinz)’ = \/11_7, z e (—1,1)
12. (arccosz) = —ﬁ, z e (-1,1)
13. (arctanz) = 1_’_1x2

14. (arccot z)' = — 7
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6.2 Priloha ¢. 2 - Integracné vzorce

xa+1
a+1

1. [z%dx = +c,akae R\ {—1}.
2. [ldz=In|z|+c

3. [e*dx =¢e"+c.

4. fa*dr =& +c,ak a € (0,1) U (1, 00).

Ina

5. [sinzxdr = —cosx + c,
6. [cosxdxr =sinz + c.

7. [ L=dz=tanz +¢,

cos?

8. [ -%-dr = —cotanz +c.

sin“ x

arctanx + c

Ne)

[ lydz =

1422

— arccot x + c.

10. [1%; =1In|EE| +e.

1—22 1-x

arcsinzx + ¢

11'f\/1df7:

— arccos x + c.

12. f\/g%zln|x+\/a:2+a|+c.

1

w

L dz = In|f(z)| +c
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6.3 Priloha ¢. 3 - Diferencidlna geometria kriviek

Oskulaénd rovina krivky K: 7: (X — P(t)) - (P(t) x P(t)) = 0,
Normélové rovina krivky K: v : (X —P(t)) - P(t) = 0,

Rektifikaéna rovina krivky K: p: (X —P(t)) - (P(t) x P(t)) x P(t)) = 0,
kde X = [x,y, z] je bod na krivke K.

Doty¢nica krivky K: d = P(t) + AP(t), A\ € R

Hlavna norméla krivky K: n = P(t) + A(P(t) x P(t)) x P(t))

Binormaéla krivky K: b = P(t) + A(P(t) x P(t))

Prva krivost krivky K (flexia):

() = 2O X PP
(P(t) - P(t))°

Druha krivost krivky K (torzia):

(B() x P@) - B(t)
PO x PP

7(t) =

Polomer krivosti
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6.4 Priloha ¢. 4 - Diferencialna geometria pléch

Vektorova rovnica plochy o: r(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z2(u, v)),
Explicitnd rovnica plochy o: z = f(x,y), (z,y) € Q,
Implicitna rovnica plochy o: F(x,y,z) = 0.

Dotykova rovina plochy ¢ v bode P:

pre vektorovi rovnicu plochy: (X — P) - (r,(P) x r,(P)) =0,
pre implicitni rovnicu plochy: (X — P) - VF(P) =0,

kde X = [z,y, z] je bod na ploche o, r, = % ar, = %7

_ (0F 9F OF
VE = (55 %)
Normalova rovina plochy ¢ v bode P:
pre vektorovii rovnicu plochy: X = P + A(r,(P) x r,(P)), A€ R,
pre implicitnii rovnicu plochy: X = P + AVF(P).

Prva zékladna forma plochy o: ¢, = E(du)? + 2Fdudv + G(dv)?,

kde E*ar~@:ru~ru, F*ar~&:ru~rv,

~ du  du — du v
G% . % =T, Ty
Jednotkovym vektorom normély plochy o n,(u,v) = % # 0 v bode

P(u,v).
Druhi zikladna forma plochy o: ¢, = L(du)? + 2Mdudv + N(dv)?,

_ 9%r _ _ 9%r
kde L—W'ng—ruu'ng, M = = Iyy - g,

_ 0’r _
N—W—I‘UU-HU.

Normalova krivost krivky K na ploche o: k, = %.

Geodeticka krivost krivky

K(t) = (z(u(t),v(t)); y(u(t), v(t)); z(u(t), v(t))) na ploche o v bode P: k, = %
T

kde 7 = r(u(t),v(t)) = r i + 1,0,

P = 7 (u(t), v(t)) = Tuu ()2 4 28y U0 + Ty ()2 + Tyl + 1, 0.
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6.5 Priloha ¢. 5 - Sféricka trigonometria

Sféricka sinusova veta:

sin(a)  sin(b)  sin(c)

sin(e)  sin(8)  sin(y)’

Sférické kosinusové vety:

= cos(b) - cos(c) + sin(b) - sin(c) - cos(a),
= cos(c) - cos(a) + sin(c) - sin(a) cos(f),
= cos(a) - cos(b) + sin(a) - sin(b) cos(7).

)
)
) )

cos() = —cos(f) - cos(y) +sin(p) - sin(7) - cos(a)
) = —cos(y) - cos(a) +sin(y) - sin(a) cos(b),
) (

= —cos(a) - cos(f) + sin(a) - sin(3) cos(c).
Sférické sinus-kosinusové vety:

cos(a) - sin(b) = sin(a) - cos(b) - cos(y) + sin(c) - cos(a),
cos(a) - sin(8) = —sin(«) - cos(a) - cos(c) + sin(7y) - cos(a)
a ostatné cyklické rovnosti.

Napierové analdgie:

tan (#) = COS(jb) - cot (g) , tan (a;> = S%n<af:b) - cot (g) :

cos( 22
tan (242) = <3 | :

2

a ostatné cyklické rovnosti.
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6.6 Priloha ¢. 6 - Zobrazenie rotacnych telies z Ka-

pitoly 1

Obr. 6.6.1. Priklad ¢. 25: Oblast ohrani¢end grafom funkcie f(z) = z* — 4z + 5, osou o,

a priamkami x = 1 a x = 4; rotéacia okolo o,.

B

Obr. 6.6.2. Priklad ¢. 26: Oblast ohrani¢end grafom funkcie f(x) = €, osou o, a priamkami

x =0 a x = 1; rotacia okolo o,.

e

Obr. 6.6.3. Priklad ¢. 27: Oblast ohranicend grafmi funkcii f(z) = /7 a g(z) = z?%; rotécia

okolo o,.
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Obr. 6.6.4. Priklad ¢. 28: Oblast ohranicend grafmi funkcii f(z) = /2 a g(x) = § pre

z € (0, 8); roticia okolo o,.

Obr. 6.6.5. Priklad ¢. 29: Oblast ohranic¢ena grafom funkcie f(z) = x —sin(x) a priamkami

s
72

Obr. 6.6.6. Priklad ¢. 30: Oblast ohranicena grafmi funkcii f(z) = \/r a g(x) = x?; rotécia

y = 0 v intervale <0 >; rotacia okolo o,.

okolo priamky y = —1.
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