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Angela Handlovicova, Matus Tibensky:
Zaklady funkcionélnej analyzy a varia¢ného poctu

Citatel’ovi....

Zacali ste listovat’ v ucebnici zdkladov funkciondlnej analyzy a variacného poctu.
Mozno dobre padne par slov o com to celé viastne bude, pre koho a preco vznikla tato
ucebnica a na c¢o by mala sluzit.

Najskor teda pre koho a preco: hlavne pre nasich snazivych Studentov Studijného
odboru aplikovanda matematika, ktory je Specificky tym, Ze treba vela vediet zo
vselicoho a niektoré veci aj poriadne. To vobec nie je jednoduchy problem a preto je
taka ,,polopatisticka“ ucebnica niekedy celkom vhod. Ako vravi jeden moj
priatel’":, Vies, najtazsie a najdélezitejsie je povedat aj zlozité veci jednoducho .

Ma to samozrejme jedno uskalie, Ze sa clovek mozZe dopustit’ nejakych nepresnosti
a exaktni matematici z toho urcite nebudu nadseni. Ale aplikovana veda je plna
kompromisov, ked' je clovek nuteny robit zjednodusenia, takze, ¢o uz...na prvé citanie
su niektoré vyborné ucebnice a knihy funkciondlnej analyzy dost tazké (aj hrube !!!)
a menej huzevnatych rychlo odradia. A to by bola velka Skoda! Tato ucebnica chce
nejakou jednoduchsou formou otvorit' dvere, ktorymi sa da nazriet do cara tejto casti
matematiky, ktora okrem toho, zZe je velmi krasna, vie byt aj uZasne uzitocnd.

A teraz cosi o tom, na co je to vsetko dobré: aplikovana matematika, alebo presnejsie
jej velka cast, sa zaoberd modelmi inzinierskej praxe, ktoré spravidla vedu k uloham,
ktoré sa matematicky daju opisat’ diferencialnymi rovnicami. Riesenim tohto
probléemu moze byt nejakd funkcia, ktorej viastnosti a priebeh nas mimoriadne
zaujimaju, pretoZe je to napriklad stav podzemnej vody, ¢i rozlozenie teploty
v miestnosti, stav opcie na burze... alebo vselico iné tiez velmi uZitocné. Clovek to
chce poznat, opisat’ a vypocitat, ked’ to inak nejde, aspon priblizne. Navyse, taky
problém vobec nemusi byt opisany nejakou hladkou ,,peknou* funkciou o jej derivacii
ani nehovoriac. A predsa to chceme vediet, ved napriklad tepelny tok suvisi prave
s derivaciou teploty... TakZe treba skumat aj takéto objekty, nejako ich opisat,
vymysliet' matematické Struktury, ktorych prvky (napriklad funkcie) budu mat
spolocné vlastnosti a ak sa da, vybudovat na tychto Strukturach nejaké rozumné
meranie prvkov a hlavne ich ,vzdialenost™, aby sme vedeli, ako , ,daleko* sme od
skutocného riesenia. No a v neposlednom rade je tu problem, c¢i vieme zostrojit taku
metodu, ktora nas probléem vie vypocitat tak dobre, Ze jej rieSenie ma so zjeminovanim
velkosti parametrov aproximacie stale mensiu ,,vzdialenost* od skutocného riesenia.
Tomuto hovorime konvergencia numerického rieSenia a je to v numerickej matematike
velmi doleZita vlastnost. No a preco pojem vzdialenosti je v uvodzovkach? PretozZe to
meranie moze byt rozne a dobry ,,numerik* by mal vediet, kedy o ktoré ide a co to
znamend... a o tom to celé je.
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A teraz, uz hor sa na vec! Tak ako tento akoZe uvod aj ostatné nie celkom
matematické myslienky budu pisané kurzivou a citatel ich moze pokojne vynechat, ale
niekomu mozZno pomozu urobit si o niektorych veciach taku svoju ,, ludsku
predstavu ...
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Uvod

,, Funkcionalna analyza je ¢ast’ matematiky, v ktorej objektom skiimania su skupiny
funkcii a vzt'ah medzi nimi. Jedna z charakteristickych ¢t funkcionalnej analyzy je,
7e prenasa rad pojmov a metéd matematickej analyzy na prvky vSeobecnejSieho
charakteru. Okrem pojmov a metdod matematickej analyzy pouziva aj metddy a pojmy
algebry a geometrie “. Tolko citat zo slovenskej verzie Wikipédie, ktora je dnes,
najmi pre mladych zdrojom poznania (niekedy nie najpresnejSim). Z predhovoru k
funkcionélnej analyze od Ladislava Misika [M] sa dozvieme: ,, Zakladny priestor vo
funkcionalnej analyze je lienarny topologicky priestor “.

Tato ucebnica ma v ndzve zéklady funkciondlnej analyzy a v tejto Casti sa obmedzuje
naozaj len na zékladné funkcionalne priestory a vzt'ahy medzi nimi.

Ako ale d’alej piSe Wikipédia: ,, Funkciondlna analyza vznikla za¢iatkom 20. storocia.
Korene funkciondlnej analyzy treba hl'adat’ v klasickych disciplinach matematiky,
najmd vo variachom pocte, v tedrii integralnych rovnic a v teorii diferencidlnych
rovnic “.

Vidime, ze hned’ tu sa objavi Uzke prepojenie funkciondlnej analyzy a varia¢ného
poctu. Takze ¢o hovori ten druhy pojem? Opét citat Wikipédia:

,,PoCet variaény je disciplina matematiky, ktord sa zaobera hl'adanim lokalnych
extrémov funkciondlov. Mozno vystiznejSie pre naSu ucebnicu je to napisané v
predhovore ku knihe Solomona Michlina [Mi]: V mnohych pripadoch mozno
integrovanie diferencialnej rovnice nahradit’ ekvivalentnou ulohou ziskania funkcie,
ktord minimalizuje nejaky integral. Ulohy takéhoto typu sa nazyvaja variaéné .

V tomto kontexte si opit’ treba uvedomit’, Ze uéebnica si dava za ciel’ zvladnut’ naozaj
len zéklady tejto matematickej discipliny.

V uvodnej casti si uvedieme oznacenia, ktoré budeme v knihe pouZivat. Tieto nam
v dalsom ulahcia pracu a zrozumitelnost textu.

Oznacenia

G — N-rozmerna oblast’: otvorena suvisla mnozina euklidovského podpriestoru Ey .
ohranicend oblast’ s Lipschitzovskou hranicou
I', G — hranica oblasti G

G — uzaver oblasti G: G = G+I" — uzavreta oblast’

X1, X2, X3, ...., XN - suradnice bodov v Ey

x= (X1, X2, X3, ...., XN) — bod v Ex.

Viacrozmerné integraly: ”II u( (X1, X2, X3, ...., Xn) dx; dx; ....dxn= J'u(x)dx
G G

Funkcie definované na oblasti G — realne funkcie.
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1.Zakladné pojmy

Definujeme zdakladné priestory v ich abstraktnej definicii a tiez aj ich definiciu pri
praci s priestormi funkcii, ktoré nas budu zaujimat predovsetkym. Tie abstraktné
robime zamerne, aby si citatel uvedomil, aka Siroka a domyselnd ta matematika je
a ako pekne sa daju jednym sposobom vystizne opisat rozne veci.

Linearny priestor

Pojem linearneho priestoru si definujeme len pre teleso realnych cCisel R, ¢o je pre
nase potreby postacujlice. VSeobecnejsiu definiciu ako aj definiciu pojmu teleso mdze
Citatel’ ndjst’ napriklad v [M].

Definicia 1.1:

Linearny priestor nad R nazyvame Stvoricu (X,R,+,.), kde
X je neprazdna mnozina, na ktorej st definované operacie
+: XxX — X (operacia scitania)

. : RxX — X (operacia nasobenia skalarom)

Operacie +a. su zobrazenia s vlastnostami:
Vx,y,zeX:(x+y)+z=x+(y+2)
Vx,yeX:x+y=y+x

Vx,yeX JzeX:x+z=y

Vx,yeX VaeR:a(x+y)=ox+ay
VxeX Va,feR:(a+pf)x=o0x+ px
VxeX Va,feR:a(fx)=(f)x

VxeX lx=x

NSk =

Poznamka 1.1:

Z uvedenej definicie vyplyva, Ze mnozina X musi byt taka, aby operacie + a . boli
definované dobre, teda sucet 'ubovolnych prvkov z X je tiez z X a tak isto sucin
I'ubovolného prvku z X a l'ubovol'ného skalara je tiez z X. Tejto vlastnosti hovorime
uzavretost’ na operdcie + a . . Z toho teda vyplyva, Ze 'ubovol'na linearna kombinacia
prvkov z X s l'ubovol'nymi skalarmi z R je opit’ z X:

Vx,ye X,Va,feR ox+pfyeX.

Poznamka 1.2:

Existujii samozrejme aj priestory nad inym telesom ako R, napriklad nad telesom
komplexnych cisel, ale tato oblast’ presahuje ramec tejto ucebnice, a preto sa s fiou
v d’alSom nebudeme zaoberat’.

L-Priklady linearnych priestorov:

1. Prikladom linearneho priestoru moze byt aj samotnd mnozina R, s obvyklou
definiciou scitania a nasobenia, kde samozrejme platia vlastnosti z vysSie
uvedenej definicie.

2. Dalsi bezny priklad je euklidovsky priestor Ey, kde N je dimenzia daného
priestoru pri obvyklej definicii s¢itania vektorov a ndsobenia skalarom.
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3. Pre nés buda zaujimavé priestory funkcii. Napriklad majme mnozinu vSetkych
redlnych spojitych funkcii definovanych na uzavretom intervale <a,b>

s obvyklou definiciou scitania funkcii andsobenia skalarnom (redlnym
¢islom). Z vlastnosti spojitych funkcii hned’ vyplyva, ze takto definovana
mnozina tvori linedrny priestor.

Teraz sa blizsie pozrieme na to, akym spésobom mozZeme jednotlivé prvky mnoziny
alebo v lepsom pripade linedarnej mnoziny ,,merat”. Intuitivnou predstavou je
najjednoduchsia euklidovska vzdialenost dvoch bodov, kde je velmi jednoduché
pochopit, ¢i su dva body vzdialené alebo blizke. Vo vSeobecnosti mozZeme zaviest
takéto ,,meranie” prvkov rozmanitym spésobom, musi ale spliiat urcité pravidla.
Takze podme na to!

Metricky priestor

Definicial.2:

Metrickym priestorom rozumieme dvojicu (A,p ), kde

A je neprazdna mnoZina,

p: AXA—R je zobrazenie- metrika s nasledujucimi vlastnost’ami:
I. Vx,yeAd: p(x,y)20, pxy)=0x=y

2. Vx,yed: p(x,y)=p(y,x)

3. Vxyzed: pxy)<pxz)+p(z,y)
Poslednu vlastnost’ nazyvame trojuholnikova nerovnost’.

M- Priklady metrickych priestorov:
1. Prikladom metrického priestoru méze byt opiat’ mnozina R, kde definujeme
nejaka metriku, napriklad

1 #
px,y) = {0 4 (ukézte, Ze je to ozaj metrika).
xX=y

2. Je jasné, ze metrik na tej istej mnozine modzeme definovat mnoho.
NajbeznejSia a najznadmejSia metrika je urcite absolitna hodnota rozdielu
prvkov

Vx,yeR: |x — y| (ukazte, ze je to ozaj metrika).

3. Euklidovsky priestor Ex, kde N je dimenzia daného priestoru ma tak isto
najbeznejsiu takzvant euklidovsku metriku

N[ =

i=1

Vx=(x,.xy) y=0yy)€E, : p; =[Z('xi _yi) ]

(ukazte, Ze je to ozaj metrika).
4. Pre mnozinu M vSetkych redlnych spojitych funkcii definovanych na
uzavretom intervale <a,b> mozeme tiez definovat’ metriku napriklad

Vf.geM: pc(f,g)= max

f(x)— g(x)| (ukazte, ze je to ozaj metrika).

Nuz, vzdialenost' (metriku) by sme mali. Ozaj dost vseobecny pojem! Teraz skumanie
zuzime na linedrne mnoziny, ved aj tych je dost. Zaujimavé a dolezité je aj vediet
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’33)

,,merat’ velkost” samotného prvku linearnej mnoziny. Asi tak ako je to s absolutnymi
hodnotami (ako keby metrika z prikladu cislo 2, ked ide o vzdialenost od nulového
prvku).

Linedarny normovany priestor

Definicia 1.3:
Linearnym normovanym priestorom rozumieme dvojicu (A,

), kde
A je linearny priestor (nad polom R),
|||| : A— R je zobrazenie — norma s nasledujicimi vlastnost’ami:

1. Vxed: ||x||20, ||x||=0©x=0
2. Vxe AaeR: ||0cx|| = |a|||x||
3. Vxyed: |x+y|<|d+|y

Posle dné nerovnost’ sa nazyva trojuholnikova nerovnost’.

Tvrdenie 1.1:
Nech je A linearny normovany priestor s normou |||| .

Potom vztahomVx,ye 4: p(x,y) = ||x — y|| definujeme metriku atato metriku

nazyvame indukovanou metrikou.
Doékaz:
vyplyva ihned’ z vlastnosti normy.

N-Priklady normovanych priestorov:
1. Prikladom normovaného priestoru mdze byt opat’ mnozina R, kde definujeme
normu ako absolutnu hodnotu realneho ¢isla:

VxeR: |x| (ukazte, ze je to ozaj norma).

2. Euklidovsky priestor Ex, kde N je dimenzia daného priestoru ma tak isto

najbeznejsiu takzvanu euklidovska normu, ktorou je velkost’ vektora v Ey.
1

N 22
Vx=(x,.xy) €E, :|x|E = (z (xl.) J (ukazte, ze je to 0zaj norma).
i=1
3. Analogicky pre M mnoZinu vSetkych redlnych spojitych funkcii definovanych
na uzavretom intervale <a,b> mozeme tiez definovat’ normu

VfeM: |f

max | f (x)| (ukazte, ze je to 0zaj norma).

¢ - xe<a,b>
Poznamka 1.2:
Vsimnite si, ze vSetky vysSie uvedené priklady st normy ktoré indukuji metriky
z vysSie uvedenych prikladov metrickych priestorov M-2., 3., 4.

Ta euklidovska metrika je ¢loveku blizka od malicka. Dokonca sa velmi lahko nauci
zakladné pojmy a vlastnosti prdce s vektormi. Hlavne v dvoj- a trojdimenziondlnom
svete si to clovek vie lahko predstavit a zvladne pojmy ako je skalarny sucin vektorov
a vie podla neho zistit, ¢i su dva vektory na seba kolmé, co je velakrat velmi uzZitocnd
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vec (jasné, skalarny sucin sa vtedy rovna nule). ,, Matik” vidy Spekuluje, ako sa daju
uzitocné veci zovseobecnit, aby priniesli prospech aj inde. A tu to mame:

Linearny priestor so skalirnym stc¢inom

Definicia 1.4:

Linearnym priestorom so skalirnym su¢inom rozumieme dvojicu (A,(.,.)), kde
A je linearny priestor (nad polom R),

(.,.): AXA— R je zobrazenie — skalarny stcin s nasledujicimi vlastnost'ami:

VxeAd: (x,x)ZO, (x,x)=O<:>x:0

1
2 Vx,ye A: (x,y): (y,x)

3. Vx,y,zeA: (x,y+z):(x,y)+(x,z)
4 Vx,ye A:,;Va eR (ooc,y):a(x,y)

Tvrdenie 1.2:

Nech je Alinearny  priestor so skalarnym su¢inom (.,.). Potom vztahom
1
Vx e A:(x,x)i definujeme normu atito normu nazyvame norma indukovana

1
skalarnym sac¢inom. Budeme ju opit oznalovat ||x||=(x,x)2. Navyse plati tzv.

Cauchyho-Schwarzova nerovnost’:
(1.1) Vx,ye A: |(x, y)| < ||x||||y||

Doékaz:

Takto definované zobrazenie ma vlastnosti normy, ¢o sa ukdze velmi jednoducho,
trojuholnikovl nerovnost’ ukaZzeme na konci.

Pri dokaze pouzijeme casto pouzivanu skutocnost, ked mame dokdazat nerovnost.
Vyuzijeme nezdpornost’ definovanej normy pre lubovolny prvok a tento zvolime tak,
aby sme dostali kvadraticku funkciu nejakej nami zvolenej premennej o ktorej vieme,
Ze je nezdporna a vyuzijeme fakt, Ze v tom pripade musi mat’ nekladny diskriminant:

Vx,yeAd,e e R:(x+ Ay, x+ )= (x,x)+2(x,y) + 1 (, ),
kde sme vyuzili vlastnosti skalarneho sti¢inu. Na pravej strane nerovnice dostdvame

kvadratickl funkciu premennej A, ktora je nezaporna, teda jej diskriminant musi byt
nekladny, z ¢oho méme

40,0 -4 <0 = ) <M = ) <y
¢o sme mali dokazat'.

Trojuholnikova nerovnost’:

[ = v oty =+ 26 )+ A7 <[+ 2l + DA = (] + 1)
kde sme vyuzili vlastnosti skaldrneho sucinu a Cauchyho-Schwarzovu nerovnost’.

Ked’ si uvedomime, zZe norma je nezaporné Cislo, po odmocneni ihned’ dostavame
trojuholnikovl nerovnost’. O

9
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S-Priklady priestorov so skalarnym sucinom:

1. Prikladom takéhoto priestoru moze byt opdt mnozina R, kde definujeme
skalarny sucin obvyklym spdsobom nasobenia redlnych ¢isel
Vx,yeR:(x,y)=x.y.

2. Euklidovsky priestor Ex, kde N je dimenzia daného priestoru ma tak isto
skalarny sucin, ktory je obvykly skalarny sucin vektorov v Ex:

N
Vx=(x,.xy) y=heyy)€Ey ()= xy;.

i=1
Pozniamka 1.3:
Vsimnite si opét, ze vySSie uvedené priklady  indukujuo metriky z uvedenych
prikladov normovanych priestorov N-1. a 2.

Poznamka 1.4:

Ak mame priestor so skaldrnym su¢inom, mame zaroven aj normovany priestor
s indukovanou normou a d’alej metricky priestor s indukovanou metrikou.

Ale existujii aj normované priestory s normami, ktoré nie su indukované ziadnym
skalarnym stcinom a analogicky existuju metrické priestory, ktorych metrika nie je
indukovana Ziadnou normou.

A teraz sa pustime do toho, co sme si predsavzali. Venovat' sa problematike funkcii
a priestorov, ktoré sa daju vybudovat' nad mnozZinami nejakych funkcii s urcitymi
viastnostami a opisat’ si ako na nich mozeme vybudovat rozne normy, metriky
a skalarne suciny, ktoré nam poskytnu uzasnu Skdalu moznosti ich merania. Ale po
poriadku: najskor si vybudujeme len tie najjednoduchsie, tie zloZitejsie si nechame az
do druhej polovice ucebnice.

Skalarny sucin funkcii, norma, metrika

Teraz vybudujeme linearny priestor so skalarnym suc¢inom, ktorého prvky budu
funkcie. Tento bude v d’alSich kapitolach hrat’ dolezita ulohu a oznacenie, ktoré tu
zavedieme, budeme pouzivat’ pre tento skalarny suc¢in, normu a metriku aj v d’alSich
Castiach ucebnice.

Poznamka 1.5:

Mnozinu M, ktorej prvky st funkcie definované na oblasti G, nazyvame linearny
priestor (linedl, linedrna mnozina), prave vtedy, ak pre l'ubovolné¢ dve funkcie
u(x),v(x)zM apre lubovolné dve redlne cCisla a,bplati, ze aj ich linedrna
kombinacia, to je funkcia au(x)+ bv(x) patri do mnoziny M. Na tejto mnozine su
operacie sCitania a nasobenia skaldrom (v nasom pripade bude pole skalarov vzdy
tvorit mnoZina vSetkych redlnych cisel) definované obvyklym spdsobom a maju
vlastnosti z definicie 1.1. Tuto vlastnost nazyvame uzavretost na linearne
kombinécie.

Priklad 1.1:

Oznaéme M mnozinu vietkych spojitych funkcii definovanych na uzavretej oblasti G
s obvyklou definiciou suctu dvoch funkcii a ndsobenia funkcie konstantou. Potom M
je linedrny priestor.

13
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RieSenie:

Tento fakt vyplyva z vlastnosti spojitych funkcii, kde sticet dvoch spojitych funkcii je
opat’ funkcia spojita a tak isto spojitd funkcia vyndsobend redlnou konstantou je opit’
spojita funkcia.

Definicia 1.5:
Skalarnym stiéinom funkcii u(x), v(x)definovanych na G z linearneho priestoru M

rozumieme integral

(1.2) ju(x)v(x)dx

G
a oznacujeme ho: (u,v).

Veta 1.1:

Skalarny sucin je dobre definovany. Pre takto definovany skaldrny sucin plati:

Nech su u(x),v(x),u,(x),u,(x) lubovolné funkcie definované na oblasti G
z linearneho priestoru M a «, f st l'ubovol'né realne Cisla. Pre skalarny sucin
definovany vztahom (1.2) plati:

1.3) (u,v) = (v,u),

(1.4) (au, + pu,,v) = au,,v)+ fu,,v),

(1.5) (u,u) >0,

(1.6) (uu)=0u(x)=0 v G

Vzt'ah (1.3) vyjadruje symetriu, vztah (1.4) homogénnost’ a aditivitu skalarneho
sucinu.

Doékaz:

To, Ze je skalarny stcin na tejto mnozine dobre definovany vyplyva z faktu, Ze sucin
dvoch funkcii definovanych a spojitych na G je funkcia ohrani¢ena na G, a teda ma
kone¢ny Riemannov integral.

Vztahy (1.3)-(1.5) st priamym dosledkom vlastnosti Riemannovho integralu
vzhl'adom na vzt'ah (1.2), ktory definuje tento skalarny sucin. Vlastnost’ (1.6) je z
jednej strany (<) trividlna a z opacne;j plati preto, Ze ide o spojita funkciu. o

Dosledok 1.1:

Nech st u(x), v,(x), v, (x)'ubovolné funkcie definované na oblasti G z linearneho
priestoru M a a ,a, su l'ubovolné redlne ¢isla. Potom pre skalarny sucin
definovany vztahom (1.2) plati:

(1.7) (u,a,v, +a,v,) =a,(u,v,)+a,(u,v,).

Dokaz:
Ponechavame ako jednoduché cvicenie.

Definicia 1.6:
Nech je danad funkcia u(x) zlinedrneho priestoru M. Normou funkcie u(x)

rozumieme c¢islo
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(1.8) ||u||=q/(u,u)=(_[u(x)2dx) :

G

Veta 1.2:
Nech st u(x), v(x) 'ubovol'né funkcie definované na oblasti G z linearneho priestoru

M a a je 'ubovol'né redlne ¢islo. Potom pre normu definovanu vztahom (1.8) plati:
1.9  |u|=0,
(1.10)  |u[=0<u(x)=0 v G,

(1.11) ||au|| = |a|. u
(1.12) | (e, v)| <[ M,
113) v < |+ v
(14) e = ol < e =

M

V)

9

Dokaz:
Tvrdenia (1.9)- (1.13) vyplyvaja ihned’ z Tvrdenia 1.2.
Nerovnost’ (1.14):

[ =l +A <l +M = =<~
M =lo=w+u<ly=ul+lu] = M-Ju] <y~
Ak si teraz uvedomime, ze norma je nezaporna a ||u —v|| = ||v—u|| nerovnost’ (1.14)

plati. O

Definicia 1.7:
Nech st dané funkcie u(x), v(x) z linedrneho priestoru M.

Vzdialenost’ou (metrikou) funkcii u(x), v(x) rozumieme ¢islo
(1.15) pu,v)= ||u - v||

Veta 1.3:
Nech su u(x),v(x),z(x) 'ubovolné funkcie definované na oblasti G z linearneho

priestoru M. Pre metriku definovant vztahom (1.15) plati:
(1.16) p(u,v) >0,
(1.17) pu,v)=0u(x)=v(x) v G,

(1.18)  pu,v) = p(v,u),
(1.19) pu,z) < p(u,v)+ p(v,z)

Dokaz:
Vyplyva ihned’ z konStrukcie metriky, ktora je indukovand normou. o
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Poznamka 1.6:

Takto indukovand norma a metrika vytvori samozrejme iny normovany (metricky)
priestor, ako je ten, ktory sme definovali vpriklade M-4., N-3, v
jednodimenziondlnom pripade, kde hovorime otzv. C- norme (metrike) (C —
z anglického continuous) alebo maximovej norme (metrike).

Ako uz vieme, metrika ¢i norma nemusi byt definovana len takym spdsobom, ako
sme uviedli vo vztahu (1.15).

Podobne ako v prikladoch N-3, M-4 definujeme normu a metriku aj pre funkcie viac
premennych.

Na priestore redlnych funkcii definovanych na oblasti G existuji aj iné metriky
napriklad definujeme normu takto (podobne ako v priklade pre metrické priestory pre
funkcie jednej realnej premenne;j):

(1.20) ||u|| o= m%x|u(x)| a potom z nej odvodend metrika bude

(121 po(uv) = maxu(x) - v(x)}
Priestor s takto definovanou metrikou bude potom iny metricky priestor. Spravidla ho
oznacujeme C(G).

Poznamka 1.7:

Takto sme zaviedli dve zname normy a metriky na tej istej linearnej mnozine M,
pomocou ktorych moézeme nejakym spoésobom ,,merat* vzdialenost’ dvoch funkeii —
prvkov linearneho normovaného priestoru. Teraz si ukdzeme na tvrdeni a priklade,
aky je vzdjomny vzt'ah tychto dvoch metrik.

Priklad 1.2

Ak st funkcie ,,blizke* vo vietkych bodoch oblasti G, to je ak pre nejaké malé & > 0
plati:

(1.22) |u(X) — V(X)| <e VxeG,

potom aj ich metrika v priestore C(G), to je vzdialenost medzi nimi je mala:
pc(u,v) <e. Plati to aj opacne: ak je metrika mald aj vzdialenost’ medzi funkciami

v kazdom bode je mala.
Tento fakt vyplyva priamo z definicie maximovej metriky a faktu, Ze maximum sa
dosahuje v nejakom bode z € G :

Ind je situdcia pre metriku odvodenu z normy (1.7).
Ak je rozdiel funkcii maly, je aj metrika mala: teda, ak plati (1.22), potom

p(u,V):(I (u(x)—v(x))zde s(j (s)zde =&P, kde P je obsah (objem)

G
oblasti G. Opacéné tvrdenie neplati.

Priklad 1.3 [R]:
Nech su dané funkcie
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0 0,01<x<1
vix)=0 0<x<1

{IOSin(IOOnx) 0<x<0,01
u(x) =

1 1/2

Pre tieto funkcie je p(u,v) = U (u(x) — V(x)) de ~ (0.224 . Ako vidno metrika ma
0

mali hodnotu, ale vzdialenost' tychto funkcii, napr. vbode x=0,005 je velkd

v porovnani s metrikou (rovna sa 10), ako vidno aj na Obrazku 1.1.

10

(=9
1

C' i A 1 A A J
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Obrazok 1.1

Budeme tym chapat’ funkcie, ktorych vzdialenost’ je mala, teda plati
p(u,v) < g, pre vhodne zvolené kladné realne ¢islo ¢ a nejakt konkrétnu metriku.

Poznamka 1.8:

V numerickej a inzinierskej praxi pri odhadoch chyb zohrava pouzitie urcitej metriky
velky vyznam nielen pri interpretacii a porozumeni chyby, ktorej sa dopuastame pri
pouziti prisluSnej normy, ale v neposlednom rade aj pri numerickej analyze
a odhadoch chyb pre riesenia, ktoré, ako uvidime neskor, nemusia byt rieSenia
v klasickom zmysle.

Lebesgueov integral

V dalsich kapitolach budeme predpokladat, Ze Citatel’ vie aspon nieco z tedrie tzv.
Lebesgueovho integralu, nemusi to byt zase velmi vela a pri jednoduchych funkciach
je to aj tak obycajny integral alebo jeho intuitivne rozsirenie (ked’ napriklad funkcia
nie je spojita alebo nie je definovana v niektorych bodoch). Ale pre istotu si o nich
nieco mdlo povieme.

Vyssie zavedena definicia priestoru funkcii so skalarnym sacinom (1.1) sa dé rozsirit’

aj na &irsiu triedu funkcii, ako je mnozina vietkych spojitych funkcii na G . Integral,
ktory je v definicii skalarneho sic¢inu mozeme chapat’ aj v Lebesgueovom zmysle
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a tak rozsirit’ zakladni mnozinu funkcii. Lebesgueova miera (Casto budeme pouZivat’
len vyraz miera), Lebesgueov integral, jeho definicia a zdkladné vlastnosti pozri napr.
[R], alebo pozri [L]. Preto teraz len vel'mi strucne.

Definiciu Lebesgueovho integralu najskor urobime pre funkcie jednej premennej, teda
oblast’ integrovania je nejaka mnozina realnych cisel.

Bod P sa nazyva vnutorny bod mnoziny M, ak existuje nejaké okolie tohto bodu,
celé leziace v mnozine M. (Tento bod teda patri do mnoziny M).

MnozZina M sa nazyva otvorena, ak kazdy jej bod je vnitorny bod. (priklad —otvoreny
interval).

Zjednotenie spocitate'ne mnoho otvorenych mnozin je otvorend mnozina.

Mnozinu nazyvame ohranicend, ak cela lezi v nejakom intervale (-R,R), kde R je
dostato¢ne velké Cislo.

Veta 1.4.:

Kazdl neprazdnu ohrani¢enti otvoreni mnozinu M mozno vytvorit’ ako zjednotenie
nanajvys spocitatelne mnoho otvorenych intervalov Iy, ktoré sa neprekryvaju
(disjunktné) a ktorych koncové body nepatria do danej mnoziny.

Bod P sa nazyva hromadny bod mnoZiny M, ak v kazdom jeho 'ubovol'ne malom
okoli lezi nekone¢ne mnoho bodov mnoziny M (tento bod mdze a nemusi patrit’ do
M).

Mnozina M" vSetkych hromadnych bodov mnoziny M sa nazyva derivovana
mnoZina M. Ak je M'c M, potom mnozinu M nazyvame uzavreta (priklad —
uzavrety interval).

Prienik kone¢ného poctu uzavretych mnozin je uzavretd mnozina.

Interval (—o0,0)je zaroven uzavreta aj otvorena mnozina.

Veta 1.5.:

Kazda neprazdna uzavretd mnozina N je alebo uzavrety interval alebo sa da vytvorit
tak, Ze z vhodného uzavretého intervalu I vyberieme konecny alebo spocitatelny
pocet otvorenych intervalov I , ktoré sa neprekryvaju a ktorych koncové body patria
do danej mnoziny.

Lebesgueova miera

Definicia Lebesgueovho integralu je zalozena na pojme tzv. Lebesgueovej miery.
Tato je vhodnym zobecnenim pojmu dizky intervalu. Urgitej triede mnozin tzv.
Lebesgueovsky meratenym mnoZinam je priradend tzv. Lebesgueova miera,
oznacujeme ju mM alebo uM alebo measM, ktorda ma urcité vlastnosti analogické ako
dizka (aditivnost). Miera prazdnej mnoziny je definitoricky nulovd. Miera
ohrani¢eného intervalu je jeho diZka. Ak je M otvorend mnozina, potom podla Vety
1.4 definujeme jej mieru ako

(1.23) mM=> ml, .
k

Takto sa d4 definovat’ miera 'ubovolnej neprazdnej ohranicenej otvorenej mnoziny
M. Ak je N uzavretd mnozina, potom podla Vety 1.5 definujeme jej mieru

(1.24) mN=ml-) mI, .
k
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Takto je definovana miera 'ubovolnej neprazdnej uzavretej mnoZziny M.
Nech teraz M je I'ubovolnéd ohraniend neprazdna mnozina, nemusi byt ani otvorena
ani uzavreta.

Definicia 1.8:

VonkajSou (vnutornou) Lebesgueovou mierou neprazdnej ohrani¢enej mnoziny M
rozumieme infimum mier vSetkych ohranic¢enych otvorenych mnozin, ktoré obsahuju
mnozinu M. (suprémum mier vSetkych ohrani¢enych uzavretych mnozin, ktoré
obsahuje mnozina M). Oznacenie m M, (m+=M).

(1.25) m'M =infmN, m.M = supmN
N

Pri infime uvazujeme systém ohranicenych otvorenych mnozin takych, ze M c N.
V pripade supréma uvazujeme systém ohrani¢enych uzavretych mnozin takych, ze
NcM.

Tvrdenie 1.3.:
Pre kazdu neprdzdnu ohrani¢ent mnozinu plati

(1.26) 0<m.M <m™ M.

Definicia 1.9.:
Ak plati m,M =m M, hovorime, ¢ mnozina M je meratePna v Lebesgueovom

zmysle (Lebesgueovsky meratel'na, stru¢ne meratelnd) a pod jej mierou rozumieme
spolo¢nu hodnotu vonkajsej a vnutornej miery:

(1.27) mM =mM =m M.

Priklad 1.4.:
(v Lo 1 . .. )
Dokazte, ze mnozina —,n = 1,2,... je mnozina miery nula.
n

Podobnym spdsobom sa da ukazat, ze ak je M l'ubovolna spocitateI'na ohrani¢ena
mnozina, jej miera je nula.

D4 sa ukéazat, ze existuju aj Lebesgueovsky nemerate'né mnoziny. V technickych
a inzinierskych aplikaciach sa pouzivaji len merateI'né mnoziny.

Pojem Lebesgueovsky merate'na mnoZina sme zaviedli iba pre ohranicené mnoziny
atakto ho budeme aj pouzivat. Pod pojmom ,skoro vsSade® budeme strucne
oznacovat’ ,, s vynimkou bodov tvoriacich mnozinu nulovej miery*.

Definicia 1.10.:

Nech f(x) je redlna funkcia definovana na ohrani¢enej meratel'nej mnozine M Ak je
mnozina vSetkych x z M pre ktoré plati f(x)<C meratel'na, ak za C zvolime akékol'vek
Cislo, hovorime, ze f je na mnoZine M Lebesgueovsky meratel’na.

Vlastnosti Lebesgueovsky meratel’nych funkecii:
Nech fag st na M Lebesgueovsky meratel'né funkcie. Potom aj af(x)+bg(x) pre
I'ubovol'né realne Cisla a, b je Lebesgueovsky meratel'na funkcia.
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Ak je f Lebesgueovsky meratelnd funkcia, potom aj |f | je Lebesgueovsky meratel'na

funkecia.

Vsetky funkcie spojité a po Castiach spojité si Lebesgueovsky meratelné.

Funkcie beznej technickej, inzinierskej a prirodovedeckej praxe si Lebesgueovsky
meratelné.

Lebesgueov integral pre ohranicené funkcie.

Nech na ohrani¢enej meratel'nej mnozine M je dand ohrani¢ena meratel'na funkcia f:
k<f(x)<K, x z M. Na intervale (k,K) zvol'me body y <y, ... <yn.1 ayo=k, y,=K. Takze
interval <k,K> sme rozdelili na n podintervalov <y, yi;;>, i=0, 1, ..., n-1. Toto delenie
oznacime d. Dalej oznacime M;, i=1, 2, ..., n mnoZinu vSetkych tych x z m, pre ktoré
plati

y.; <f(x) <y, akzvolenému deleniu zostrojme horné resp. dolné sucty:

(1.28) S(d)=Y y,mM,, s(d)y=> y, mM,,
Jj=1 J=1

kde mM; je miera mnoZiny M;. Zvolime vSetky mozné delenia d intervalu <k,K>,
dostaneme urciti mnozinu hornych a dolnych stctov. Obe tieto mnoziny st mnoziny
redlnych ¢isel. Da sa ukazat’, Ze pre kazdu ohrani¢ent meratel'nt funkciu definovanu
na meratel'nej mnozine M sa infimum mnoziny hornych Lebesgueovych suctov rovna
suprému mnoziny dolnych Lebesgueovych stctov.

Definicia 1.11:

Spolo¢nt hodnotu infima mnoziny hornych Lebesgueovych suctov a supréma
mnoziny dolnych Lebesgueovych suctov nazyvame Lebesgueov integral ohranicene;j
meratel'nej funkcie f na meratel'nej mnozine M a oznacujeme

(1.29) j F(x)dkx.

Ak by hrozila zdmena s inym typom integralov oznacujeme ho pismenom L pred
integral.

Potom mdzeme hovorit’ o funkciach integrovatel’'nych v Lebesgueovom zmysle.

Pre ohranicené¢ funkcie je Lebesgueov integral podstatnym zovSeobecnenim
Riemannovho integralu vtom zmysle, Ze integracnym oborom je I'ubovolna
ohrani¢ena meratelnda mnozina. Plati, Zze ak je funkcia integrovatel'na
v Riemanovskom zmysle je aj Lebesgueovsky integrovatelnd. Opacné tvrdenie
neplati.

Priklad 1.5.:
Funkcia f je dana predpisom

]"
wefo 10

Riemanov integral z tejto funkcie neexistuje. Lebesgueov ano a rovna sa nule.
V technickej praxi sa spravidla stretdvame s funckiami, ktoré st aj Riemannovsky
integrovatel'né a teda st aj Lebesgueovsky integrovatel'né a tieto integraly su rovnaké.
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Lebesgueov integral pre neohranicené funkcie.

Nech je dand meratel'nd neohrani¢end nezépornd funckia f na meratelnej oblasti M.
Zvol'me ¢islo C>0 a definuyme na mnozine M funkciu fc takto:

f(x), f(x)<C
fo(x)=
C, f(x)>C
Této funkcia je na M meratel'na a ohrani¢ena. Preto existuje jej Lebesgueov integral
I f.(x)dx . Definujme potom
M

(1.30) j f(x)dx = lim j f.(x)dx. Tato limita existuje, pretoze limitnd funkcia je
M M

neklesajica funkcia parametra C. Pritom limita je bud’ kone¢na, alebo nie. V prvom
pripade hovorime, ze je Lebesgueov integral konvergentny v druhom pripade, ze

diverguje.
Ak je funkcia vSeobecna, teda nie nutne nezaporna a neohrani¢end, potom zostrojime
f(x), f(x)>0 —f(x), fix)<0
RLCIE G R
0, fix)<0 0, f(x)>0

A plati: f(x)=f/(x)-f.(x). Pritom obe funkcie fi(x),f(x) si nezaporné a meratelné na
M. Existuju teda integraly: jf+ (x)dx aJ-f_(X)dX pricom nemusia byt konecné.
M M

Hovorime, Ze integral jf(x) dx existuje a definujeme ho
M
(1.31) jf(x) dx = jt; (x)dx — j f (x)dx ak aspof jeden z tychto integralov kone&ny.
M M M

V pripade, Ze sa oba integraly rovnaji plus nekone¢nu, nemé prava strana zmysel
a hovorime, Ze integral neexistuje.

Ak je prvy integral nekonecny a druhy konecny, potom plati, ze integral If(x)dx je
M

divergentny. Ak je prvy integral kone¢ny a druhy nekone¢ny aj v tomto pripade je
integral J f(x)dx divergentny.

M

Vlastnosti Lebesgueovho integralu:

(132) f(x)<g(x) v M= [f(x)dr< [gx)dx

(1.33)

j F(x)dx < j |/ (0)|dx

(1.34) j(af(x) +bg(x))dx <a j F(x)dx+ bj g(x)dx a,beR

Niektoré vlastnosti Lebesgueovho integralu, su ale podstatne iné, ako vlastnosti
Riemanovho integralu, hlavne, ked pracujeme s funkcionalnymi priestormi ako je
napriklad priestor L,(G), kde napriklad pre uplnost’ tychto priestorov ma

Lebesgueov integral prvorady vyznam.
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Lebesgueovu definiciu integralu mdzeme prirodzenym sposobom rozsirit aj na
viacrozmerné pripady.

Napriklad roz8irenie v dvojdimenzionalnom priestore. Vyznam otvoreného intervalu
tu ma otvoreny Stvorec a obdobne sa definuje aj okolie bodu, ako otvoreny Stvorec.
Preto definicia vnitorného a hromadného bodu st bez zmeny. Treba zmenit’ definiciu
miery otvorenej ohrani¢enej mnoziny, pretoze veta 17.1 plati pre konecné alebo
spocitateI'né zjednotenie uzavretych Stvorcov, ktoré nemaji spolocné vnutorné body.
Lebesgueovu mieru $tvorca, ktorému moze patrit Cast’ alebo cela jeho hranica
definujeme ako druhtt mocninu diZky jeho strany. Potom mieru neprazdnej otvorenej
ohranienej mnoziny M mdzeme definovat ako sucet mier uzavretych Stvorcov,
z ktorych je tito mnozina vytvorend. Mieru neprdzdnej ohraniCenej uzavretej
mnoziny N potom definujeme ako rozdiel mier niektorého otvoreného Stvorca Nj,
v ktorom N lezi amnoziny N;-N. Analogicky potom definujeme vonkajSiu
a vnutorn mieru l'ubovolnej neprazdnej ohrani¢enej mnoziny. Budeme mat’ opat
pojem ohranicenej Lebesgueovsky meratelnej mnozZiny. Potom analogicky
definujeme pojem meratelnej funkcie apre kazdii meratelna funkciu definujeme
pojem Lebesgueovho integralu.
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Cvicenia:
Clovek sa midry vraj nerodi, ale sa midry stdva, a to je tak viade aj s futbalom alebo

s hudbou, ani Hamsik ani Liszt to nemali hned, ale museli priloZit ruku k dielu...takze,
ked’ vonku bude prsat’™...

Linearne priestory

1.1. Ozna¢me S mnozinu vSetkych polynomickych funkcii stupnia nanajvys n
definovanych na oblasti G. Ukazte, Ze S je linearny priestor.

1.2. Vyberme z mnoziny M z prikladu 1.1. mnozinu vSetkych takych funkcii, pre
ktoré plati: |u(x)| <7, Vx e G. Oznaéme tuto novu mnozinu H. Ukézte, ze mnozina

H nie je line4rny priestor.
Priklady inych ako funkcionélnych linearnych priestorov:

1.3 Ukazte, ze mnozina vSetkych komplexnych ¢&isel s obvyklou definiciou suctu
komplexnych ¢isel a nasobenia readlnym ¢islom tvori linearny priestor

1.4. Ukazte, ze mnozina vSetkych konvergentnych postupnosti redlnych Ccisel
s obvyklou definiciou suc¢tu postupnosti a nisobenia realnym Ccislom je linearny
priestor.

1.5. Ukazte, ze mnozina vSetkych ohrani¢enych postupnosti redlnych ¢isel s obvyklou
definiciou stc¢tu postupnosti a ndsobenia realnym cislom je line4rny priestor. Je to

linedrny podpriestor (€o to presne je si uvedieme neskor) linedrneho priestoru z vyssie
uvedeného prikladu.

Skalarny sucin, norma
1.6. Nech oblast G je $tvorec s hranou 1 a lavym spodnym vrcholom v pociatku
suradnicovej sustavy. Majme dve funkcie u(x,y) = x* +y>, v(x,y)=2. Vypoéitajte

skalarny stcin z tychto funkcii v zmysle vzt'ahu (1.2).

1.7. Uvazujme na intervale <0, > funkcie u =cosx, v =sinx . N4jdite ich normu

v zmysle vztahu (1.8) . Na tomto konkrétnom pripade overte platnost’ vztahu (1.12).

1.8. Pre funkcie zcvicenia 1.6. ndjdite hodnotu normy tychto funkcii v zmysle
vzt'ahu (1.20).
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Metrika

1.9. Pre funkcie zcvicenial.6. néjdite hodnotu metriky odvodenej z normy (1.8)
a potom aj z normy (1.20).

1.10. Majme linearny priestor M. Definujme

L ak f=g
Pl -8) = {0, ak f#g

Ukazte, ze dané zobrazenie ma vlastnosti metriky.

1.11. Na linedrnom priestore z cvi¢enia 1.5 s prvkami x = (x,,X,,...,X,,....) definujme
zobrazenie:
p(x,y) = sup|yk - xk| . Ukazte, Ze je to metrika na tomto priestore.
k
DalSie tlohy:

1.12. Nech M je mnozina vSetkych konStantnych funkcii definovanych na intervale
<0,1>. Zistite, ¢i takto definovand mnozina je linedrna mnozina.

1.13. Nech N je mnozina vSetkych linearnych funkcii definovanych na intervale
<0,1>. Zistite, ¢i takto definovand mnozina je linedrna mnozina.

1.14. Nech A je mnozina vSetkych polynomov stupiia n definovanych na intervale
<0,1>. Zistite, ¢i takto definovand mnoZina je linedrna mnozina.

1.15. Nech B je mnozina vSetkych funkcii definovanych a spojite diferencovatelnych
na oblasti G R" . Definujme funkciu ((.,.)) : BxB — R takto:

((u,v)) = IVu.Vvdx Yu,veB.
G
Definuje tato funkcia skalarny sucin? Ak nie, preco?

1.16. Ak je odpoved v predchadzajucom cviceni zdpornd, vedeli by ste upravit
mnozinu B na B tak, aby vyssie definovana funkcia bola skaldrny stéin na BxB ?

1.17. Na line4arnej mnozine M z prikladu 1.1 definujme funkciu ||.||;: L - R takto:

|| u ||1=j|u(x)|dx Vu e L. Ukazte, ze tato funkcia definuje normu na linedrnej
G
mnozine M.

1.19. Funkcia f: R — R je prosta. Je zobrazenie definované ako p( x, y) = | f(x) — f(y)|
metrikou na R?

1.20. Aké podmienky musi spiiat’ funkcia f: R — R, aby zobrazenie p( x, y) = | f(x-y)|
bola metrika na R?

24



Angela Handlovicova, Matis Tibensky:
Zaklady funkcionélnej analyzy a variaéného poctu

2. Priestor L,

V tejto casti sa budeme zaoberat tym asi najdoleZitejsim priestorom funkciondalnej
analyzy. Je dostatocne vel'ky, ma velmi pekné viastnosti a aj je velmi uzitocny.

Teraz vyuZijeme zdkladné vedomosti z poslednej kapitoly o Lebesgueovom integrale,
a vybudujeme novy priestor s podobne zavedenym skaldrnym sucinom (1.1) ale
integral budeme odteraz chipat’ v Lebesgueovom zmysle.

Definicia 2.1:
Hovorime, Ze redlna funkcia u(x) je integrovatelna v oblasti G s druhou mocninou

(kvadratom), ak existuji a su konecné integraly (v Lebesgueovom zmysle) I u(x)dx
G

a I u?(x)dx.

G

Priklad 2.1:
Kazd4a funkcia spojita alebo po <&astiach spojitd v uzavretej oblasti G je
integrovatel'na s kvadratom.

Poznamka 2.1:
Integraly v predchadzajucej definicii chapeme v Lebesgueovom zmysle.

Tvrdenie 2.1:

Mnozina vSetkych redlnych funkcii integrovate'nych v oblasti G s druhou mocninou
tvori linearny priestor, ozna¢ime ho L.

Dokaz:

Staci ukazat’, ze linedrna kombindcia funkcii integrovatel'nych s kvadratom je tieZ
integrovatel'na s kvadratom:

Vf,geLVa,feR  [(af (x)+fe(x) dx <2a’ [ f(x) dx+ B [ g(x)*dx) < =,

kde sme vyuzili jednoducht nerovnost: Va,b € R : (a +b)* < 2(a” +b?%).
Tuto dostaneme celkom jednoducho ked’ si uvedomime:
Va,be R:0<(a-b)’ =a’ —2ab+b* =2ab<a’ +b’

a teda

Ya,beR:(a+b)’ =a’ +2ab+b*> <2(a’ +b%)
O

Definicia 2.2:

Pre realne funkcieu(x),v(x) integrovatelné v oblasti Gs druhou mocninou chceme
definovat’ podobne ako v predchadzajucej kapitole skalarny si¢in, normu aj metriku.

2.1)  (uv)= j u(x)v(x)dx

G
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22)  |u=yu = ( j u(x)zdxj

G

(2.3) p(u,v) = ||u - v|| = U (u(x) - V(x))2 dx}

Poznamka 2.2:
Ak je funkcia spojitd v G, potom zo vztahu juz(x)dx =0 plati, Ze u(x) =0 v G. Ak
G

ale plati u(x)eL,(G), potom zuvedeného vztahu sa nedd usudit, ze u(x)=0.

Napriklad funkcia vSade nulova, len v jednom bode nenulova. Dokonca to plati aj pre
funkciu, ktord ma nenulovych bodov spocitatel'ne vela. V tychto dokonca funkcia
nemusi byt definovana. To isté plati aj pre funkciu, ktora ma pocet takychto bodov
mnoziny Lebesgueovej miery nula.

Definicia 2.4:

Nech st redlne funkcieu(x),v(x) integrovatelné v oblasti G s druhou mocninou
a v oblasti G sa rovnaju skoro vsade, to jest liSia sa len na oblasti s Lebesgueovou
mierou nula. Hovorime. Ze v priestore L,(G) st tieto funkcie ekvivalentné. PiSeme
u=v.

V tomto priestore to budll sebe rovné funkcie. Takéto funkcie st charakterizované
vlastnostou

(2.4) j (u(x) - v(x))’dx =0.

G

Funkecie ktoré nie st ekvivalentné su charakterizované vlastnost'ou

(2.5) j (u(x) = v(x))dx #0.

G

Ak vezmeme funkcie ekvivalentné s nulovou funkciou, je len jedina funkcia spojita
a vSade sa identicky rovna nule.

TakZe, ak napiSeme, Ze zo vztahu juz (x)dx =0 plynie u=0 v L,(G),znamena
G

to, Ze funkcia u je v tomto priestore ekvivalentna nulovej funkcii (identicky sa rovna
nule az na mnozinu miery nula). Takto vytvorené triedy ekvivalencii tvoria teda
funkcie, ktoré sa liSia len na mnoZine s mierou nula a predstavuju v tomto priestore
prvky daného priestoru. Tento fakt budeme mat’ na zreteli vzdy, ked’ budeme hovorit
o tomto priestore, aj ked’ budeme triedu ekvivalentnych funkcii ako prvok tohto
priestoru nazyvat’ funkcia.

Definicia 2.3:
Linearny priestor funkcii integrovatel'nych v oblasti G s druhou mocninou s metrikou
(2.3) nazyvame metricky priestor L,(G) .
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Veta 2.1:

Nech st u(x),v(x),z(x),u,(x),u,(x)l'ubovol'né funkcie z L,(G) a a,a,a, st
lubovolné redlne ¢isla. Pre skalarny sucin (2.1), normu (2.2) a vzdialenost' (2.3)
platia vztahy:

(2.6) (u,v) =(v,u),

(2.7) (aju; +a,u,,v) =a,(u;,v)+a,(u,,v),

(2.8) (u,u) >0,

(2.9) (u,u)=0<=ux)=0 v G
(2.10)  |u|=0,
1)  |u|=0=u(x)=0 v G,

(212)  lau/ = al|u|,
(2.13) | (u,v)| < ||u|| v
214)  Ju+v] < || +]
@15 ul-pll< -
(2.16) pu,v) =0,

3

\%

b

b

(2.17) p(u,v) =0 u(x)=v(x) v G,

(2.18)  p(u,v) = p(v,u),
(2.19) pu,z) < p(u,v)+ p(v,z).

Doékaz:

Po zavedeni tried ekvivalencii plati aj vztah (2.9) a (2.11), ostatné su priamym
dosledkom toho, ze (2.1) definuje skaldrny sucin, (2.2) indukovani normu a (2.3)
indukovant metriku. o

Nerovnost’ (2.13) je v literatire zndma ako Cauchyho-Schwarzova (Hoélderova
alebo Cauchyho-Buiiakovského nerovnost’).
V priestore L,(G) ma tvar

< [qu (x)de U v (x)de .

G G

(220)  |Ju(v(x)dx

G
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CvicCenia:

2.1. Ukazte, ze funkcia u(x) = T je funkcia na intervale (0,1) integrovatel'na a je aj
X
integrovatelna s druhou mocninou.

vt . | . , .
2.2. Ukazte, ze funkcia u(x)=—= nie je integrovatelnd s kvadratom na intervale

Jx
(0,1).

2.3. UvaZzujme na intervale <0,2> funkcie u=Inx, v=x. Ngdite ich normu

v priestore L,((0,2)). Na tomto konkrétnom pripade overte platnost Cauchyho-
Schwarzovej nerovnosti.
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3. Konvergencia v priestore L,

Konvergencia

Vtejto  casti  pristupime  k pojmu  konvergencie v priestore  zavedenom
v predchadzajucej casti. Pripominame len, Ze pojem konvergencie, tak ako bude
definovany, sa da definovat’ pre kazdy metricky priestor a je to obdoba toho, co citatel
poznda z klasickej analyzy pre konvergenciu funkcii.

Pre aplikovanu matematiku a numericku analyzu je to klicovy pojem, bez ktorého sa
neda vybudovat konvergencia priblizného rieSenia k presnému rieseniu v nejakom
rozumnom zmysle.

Pripominame, ze v d’alSom budeme skalarny suc¢in, normu a metriku v priestore

L,(G) oznatovat' : (u,v), [u], p(u,v).

Definicia 3.1:
Hovorime, ze postupnost’ funkcii {un}eL2 (G) konverguje v priestore L,(G)

k funkcii u € L,(G), ak plati:

3.1) limp(u,,u)=0,

teda hng( j (u, (x) - u(X))ZdXJ =0.

Zapisujeme limu (x)=u(x) v L,(G).Struéneu, »>u v L,(G).

Funkciu u(x) nazyvame limita postupnosti {un (X)} v L,(G).

Priklad 3.1 [R]:

1
Mame postupnost’ funkciiu (x)=x2?"" na intervale (-1,1) (pozri Obrazok 3.1).

KaZzda z nich je spojita na intervale < —1,1 >, teda su z priestoru L,(-1,1). UkéZte, Ze

-1 pre -1<x<0
funkcia u(x) = 0 pre x=0
1 pre 0<x<l1

je limitou uvedenej postupnosti v priestore L,(—L1).Funkcia u(x) nie je spojitd
funkcia aj ked’ postupnost’ k nej konvergujlica je postupnost’ spojitych funkcii.
(Dokaz bude ponechany na cvicenie).
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Obrazok 3.1

Pripominame, ze funkcia unie je jedind moznad funkcia, ku ktorej postupnost
konverguje v L,(-1,1). Tato konverguje ku kazdej funkcii, ktora je siiou
ekvivalentna, teda k tomuto prvku z L, (-1,1).

Definicia 3.2 (ekvivalentna definicia):
Hovorime, Ze postupnost’ funkciiu, € L,(G)konverguje v priestore L,(G)
k funkcii u e L,(G), ak plati:

Ve>0 dn,e N:Vu,; n>ny:p(u,,u)<e.

n?o

Poznamka 3.1:
V kazdom metrickom priestore mézeme vyslovit’ definiciu konvergencie analogicku
definicii v metrickom priestore L,(G).

Veta 3.1:

Postupnost’ funkcii u, € L,(G) modZe mat v priestore L,(G)najviac jednu limitu
(ttto tvori prvok navzajom ekvivalentnych funkcii, to je takych, ktoré sa liSia na
mnozine miery nula).

Doékaz:

Sporom. Nech existuju dve takéto limity u a v, pre ktoré plati u # v. Potom

lim p(u,,,u) =0 li_1>n pu,,v)=0=

p(u,v) =lim p(u,v) <lim p(u, ,u) +lim p(u,,v) =0

Z posledného vztahu a vlastnosti (2.7) metriky dostavame u = v, €o je spor. O
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Poznamka 3.2:
Pozor, hovorime o funkcii z priestoru L,(G), teda ide o ekvivalenciu funkcii, ktoré
-1 pre -1<x<0
sa liSia na mnozine miery nula. Preto aj funkcia v(x) =
1 pre 0<x<l1

je limitou postupnosti z predchadzajuceho prikladu.

Ked’ze sme v tejto Casti zaviedli novy pojem konvergencie, je celkom pochopitelné,
ze nas bude zaujimat’ v akom vztahu je tento novy pojem k uz zndmym pojmom
konvergencie z klasickej analyzy. Této hierarchia konvergencii (hovorime o tom,
ktora konvergencia je ,,silnejSia®) je pre numericku analyzu vel'mi dolezita.

Veta 3.2:
Ak postupnost’ funkeii {un (X)} konverguje k funkcii u(x) rovnomerne, potom
konverguje aj v priestore L, (G) k tejto funkcii. Opacné tvrdenie neplati.

Dokaz:
Treba dokézat’ podl'a definicie (3.2)

2
Ve>0 dn,eN:Vu,, n>n0:(J(u,1—u)2de <e.
G

Vieme, Ze postupnost’ konverguje rovnomerne, takZze plati:

Ve>0VxeG dn,eN:Vu,; n>n, :|un (x) —u(x)| < ¢ ateda staci zvolit’

£ g
VxeG dnyeN:Vu,; n>n,:|u,(x)—u(x) < ,

kde m(G) je miera oblasti G.
Z toho mame

(l(”n —“)zdez < [i(%} dx} < m(G)ﬁ =¢.

To, ze opacné tvrdenie neplati vyplyva zprikladu (3.1), kde sme ukazali
konvergenciu v L,(G). Postupnost’ ale nemdze konvergovat’ rovnomerne, pretoze ide
o postupnost’ spojitych funkcii atd rovnomerne konverguje k spojitej funkcii.
Z jednoznacnosti limity potom dostdvame, ze postupnost’ rovnomerne nekonverguje.

Uplnost’

Definicia 3.3:
Postupnost’ funkcii u, € L,(G) sa nazyva cauchyovska (fundamentalna) v priestore
L,(G), ak plati:

(3.2) limp(u,,,u,)=0.

n—>x0
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Poznamka 3.3:
Pojem cauchyovskej postupnosti plati v tejto podobe aj pre iné metrické priestory.

Definicia 3.4:
Postupnost’ funkcii u,z metrického priestoru P smetrikou p, sa nazyva
cauchyovska (fundamentalna) v priestore P, ak plati:

limpP(um’un) = O

n—0

Veta 3.3:

Kazda postupnost’ konvergentna v danom metrickom priestore P je v tomto priestore
cauchyovska.

Doékaz:

Ak je postupnost’ konvergentna, tak plati

0=1impu,,u), O0=lmp(u,,u) =

0<limp(u,,u,)<limp(u,,u)+limp(u,,u)=0.

n—0

Z toho okamzite dostdvame tvrdenie vety 3.3.0

Poznamka 3.4:

Opacné tvrdenie neplati. O tom sa 'ahko presved¢ime na postupnosti z prikladu 3.1,
kde za zakladny priestor zvolime priestor M vsetkych spojitych funkcii definovanych
na <-1,1> s metrikou odvodenou zo skaldrneho sucinu (2.1). Lahko sa ukéze, Ze tato
postupnost’ je vtomto priestore cauchyovskd, ale nie je konvergentnd, kedZze
konverguje k nespojitej funkcii.

Definicia 3.5:
Metricky priestor P sa nazyva tplny ak kazda cauchyovska postupnost’ je v iom
konvergentna. To jest ku kazdej cauchyovskej postupnosti u, ztohto metrického

priestoru P sa da najst’ prvok u, leziaci vtomto priestore, ktory je limitou tejto
postupnosti.

Priklad 3.2:
Euklidovsky priestor so Standardnou metrikou je uplny priestor
(Cauchyho-Bolzanovo kritérium).

Veta 3.4 :
Priestor L,(G)je uplny priestor.

Dokaz:
Citatel’ moze najst’ dokaz napriklad v [K]. o

Poznamka 3.5:
Nie kazdy metricky priestor je uplny (pozri poznamku 3.4).
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Hustota. Separabilnost’.

Metrika nam okrem pojmu konvergencie podla metriky umoziiuje zaviest' aj pojmy,
ktoré su bezne zname v obore redlnych cisel. Najmd pojem hustoty je pre
funkcionalne priestory velmi dolezity, pretoze hovori o aproximacii funkcie z tohto
priestoru nejakou funkciou z jej hustej podmnoziny (samozrejme, ide o aproximdciu
v metrike funkcionalneho priestoru, to majme vzdy na pamditi), ale toto uz z realnych
cisel vieme, Ze lubovolné realne cislo mozeme s akoukolvek presnostou aproximovat
¢islom raciondlnym... a mnozina racionalnych cisel je predsa spocitatelna.

Definicia 3.6:
Nech je 0>0 Tubovolné kladné realne Cislo. &- okolim funkcie u(x) v priestore

L,(G) rozumieme mnozinu vSetkych funkcii veL,(G), pre ktoré plati
(3.3) p(u,v)<3.

Priklad 3.3:
V priestore L,(0,1) lezia v &-okoli nulovej funkcie zrejme napriklad vsetky

konStantné funkcie tvaru v(x) =k, k<9.

Definicia 3.7:
Nech je M mnozina funkcii v priestore L,(G). Hovorime, Ze funkcia ueL,(G) je

hromadnym bodom tejto mnoziny M , ak v kazdom l'ubovol'nom 6 -okoli funkcie
u lezi nekonec¢ne vela funkcii z mnoziny M.

Veta 3.5:
Funkcia uje v priestore L,(G) hromadnym bodom mnoziny M prave vtedy, ak

existuje postupnost’ funkcii u, € M, ktora konverguje v L,(G) k funkcii u.

Dokaz:
Prenechavame na cvicenie.

Poznamka 3.6:
Hromadny bod nemusi byt’ nutne prvkom mnoziny M.

Definicia 3.8:
Mnozina M, ktora vznikne zjednotenim mnoZiny M a vietkych jej hromadnych
bodov sa nazyva uzaver mnoziny M v priestore L,(G).

Ak plati M = M, potom mnoZinu M volame uzavreta.

Definicia 3.9:
MnozZina M sa nazyva husta v priestore L,(G), ak kazda funkcia z priestoru L, (G)

je jej hromadnym bodom, to je M =L, (G).

Definicia 3.10: (Ekvivalentnd definicia)
Mnozina M sa nazyva hustd v priestore L,(G), ak ku kazdej funkcii u z priestoru

L,(G) je mozné najst’ postupnost’ funkcii u, € M konvergujicich v L,(G) k funkcii
u.
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Poznamka 3.7:

Z poslednej definicie vyplyva, ze funkcie uau, s vmetrike priestorul,(G)
I'ubovol'ne blizko, ak je n dostato¢ne velké. MnoZina M hustd v priestore L,(G)
prave vtedy, ked kazda funkciu z L,(G) moZno slubovolnou presnostou
aproximovat’ v metrike tohto priestoru funkciami z mnoziny M.

Poznamka 3.8:
Z Weierstrassovej vety je zname, ze kazda spojiti funkciu na uzavretom intervale
<a,b>mozno slubovolnou presnostou aproximovat mnohoc¢lenom, dokonca

rovnomerne a teda tym skor v priestore L,(a,b). Toto plati aj pre funkcie z L,(a,b).

Veta 3.6:
Mnozina vSetkych mnoho¢lenov je v priestore L,(G) husta.

Dokaz:
pozri napriklad [K].

Veta 3.7:

Linearny priestor vietkych spojitych funkcii v uzavretej oblasti G je husty v L,(G).
Dokaz:

pozri napriklad [K].

Definicia 3.11:

M sa nazyva spocitate’'na mnozina, ak jej prvky sa daju zostavit’ do postupnosti, teda
existuje vzajomne jednoznacné priradenie medzi danou mnoZinou a mnoZinou
prirodzenych ¢isel.

Definicia 3.12:
Mnozina je nanajvys spocitatel’na ak je alebo spocitatel'na alebo konecna.

Definicia 3.13:
Metricky priestor je separabilny ak v nom existuje nanajvys spocitatelnd mnozina
husta v tomto priestore.

Veta 3.8: Priestor L,(G) je separabilny.

Dokaz :

pozri napriklad [K].

Rozklad priestoru L,(G) na ortogonalne podpriestory

V tejto podkapitole trosku predbehneme pojem ortogonalnosti, ktorému je venované

viac priestoru v dalSej podkapitole, ale vysledky v tejto casti uvedené logicky patria
k vlastnostiam L,(G)priestoru a tym zakoncuju tuto cast.
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Definicia 3.14:
Linearnym podpriestorom priestoru L,(G) budeme nazyvat uplny linearny
podpriestor priestoru L,(G) s prisluSnou metrikou tohto priestoru.

Priklad 3.4:

Nech M je mnozina vsetkych konsStantnych funkcii definovanych na intervale (0,1).
Ukéazte, ze je to linearny priestor. UkaZte, Ze s metrikou linearneho priestoru L,(0,1)
je to linearny podpriestor priestoru L,(0,1).

RieSenie:

prikladu ponechdvame ako cvicenie.

Priklad 3.5:
Nech L je mnozina spojitych funkcii na uzavretom intervale < —1,1 >. Tento linearny

priestor nie je smetrikou priestoru L,(—1,1) Gplnym priestorom, preto nie je
podpriestor L, (—1,1).

RieSenie:

prikladu ponechdvame ako cvicenie.

Oznatme M, ., linearny priestor, kde M < L,(G) s metrikou priestoru L, (G).

Veta 3.9:
Priestor M, ., je linedrnym podpriestorom priestoru L,(G) prave vtedy, ked’ je M
uzavretd mnozina v L, (G).

Dokaz:
ponechdavame ako cvicenie

Veta 3.10:

Nech N je linedrny podpriestor priestoru L,(G). Nech uje l'ubovolnd funkcia
v priestore L,(G). Potom tato funkciu je mozné jednoznacéne rozlozit’ na sticet

(3.4) u(x) =v(x)+ w(x),

kde v je funkcia z linearneho podpriestoru N a funkcia w je ortogonalna ku kazdej
funkcii z N (to je (w,f) = 0 pre vSetky fz N).

Funkcia v sa nazyva ortogonalna projekcia funkcie u do podpriestoru N. Vlastnost’
funkcie w zapisujeme kratko w L Na hovorime, ze w je ortogonalna na
podpriestor N.

Dokaz:

pozri napriklad v [L].

Priklad 3.6:
Uvazujme v priestore L,(0,1) linedarny podpriestor vSetkych konStantnych funkcii

definovanych na intervale (0,1) s metrikou priestoru L,(0,1). Rozlozte funkciu
u(x) € L,(0,1) na sucet, kde jeden sc¢itanec bude ortogonalna projekcia do uvedeného

podpriestoru.
RieSenie:
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Ak ma takyto rozklad existovat musi sa dand funkcia dat’ napisat’ ako sucet
konstantnej funkcie a nejakej inej funkcie, ktora bude z ortogonalneho podpriestoru.
Oznacéme tato konstantnt funkciu ako a. Potom plati:

u(x) =a+ (u(x)—a),kde a musi byt taka konstanta, aby platilo: w(x) =u(x)—a je
kolma na vsetky konstantné funkcie, teda plati pre l'ubovolné

1 1 1
keR: jk(u(x) —a)dx=0= jku(x)dx =jkadx -
0 0 0

1 1
kju(x)dx =ka = a = ju(x)dx Vk #0,
0 0

v pripade, Ze k = 0 je to splnené automaticky.
1

Z toho hned’ méme: a = j u(x)dx,pretoze konstanta k je 'ubovolna. Dostali sme, Ze
0

projekciou funkcie u(x) do priestoru vSetkych konStantnych funkcii definovanych na
1

intervale (0,1) s metrikou priestoru L,(0,1) je konStantna funkcia v(x) = ju(x)dx.
0

D4 sa ukazat’, ze mnozina vSetkych funkcii ortogonalnych k danému podpriestoru je
tiez linearny podpriestor priestoru L,(G). Oznaéme ho K. Hovorime, Ze priestor

L,(G) je ortogonilnym suctom podpriestorov N a K a zapisujeme
(3.5) L,(G)=N®K.
Podpriestoru K hovorime ortogonalny doplnok podpriestoru N v priestore L,(G).

Vlastnosti skalarneho suc¢inu

Veta 3.11:

Nech postupnost’ {un(x)} konverguje v priestore L,(G) k funkcii u(x) a postupnost’
{vn(x)} konverguje v priestore L,(G) k funkcii v(x). Potom postupnost’ skalarnych
sucinov (u,,v,) konverguje k skalarnemu sucinu (u,v).

Stru¢ne: u, > u,v, >v v L,(G)=(u,,v,)— (V).

Dokaz:
Z definicie konvergencie v priestore L, (G) vieme, Ze plati:

limp(u,,u,)=0 A lim p(v,,v) = 0)<:>

timlu, ~u[=0 A lim|y, ~v|=0)
Sw n—o

Mame dokazat’:

lim((un V,)—(u,v) = O), preto pocitajme vyuzijuc vlastnosti skalarneho sucinu
Nn€—0

a Cauchyho - Schwarzovu nerovnost’:

|((un WV, — (u,v))| = |(un -u,v, =v)+W,v, =v)+(v,u, — u)| <

|(un -u,v, —v)|+|(u,vn —v)| +|(v,un —u)| <

v, =+

v, = A+ M

u, —ul| u, —

Ked’ teraz v tomto vyraze prejdeme k limite dostavame:
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vy =+ i, =) =0,

0 < 1im|(u,v, ) — (u,v)| < lim(( v, = ||+ [u]

n—©

u, —u|

kde sme vyuzili vysSie uvedené vlastnosti konvergencie jednotlivych postupnosti. o

Désledok 3.1:
l.Akje u, »>u, v L,(G) velL,(G)= (u,,v) > (u,v).

2.Akjeu, »u, v L,(G)=> ||u”|| —>||u||

Doékaz:
1. vyplyva okamzite z Vety 3.11, ak polozime v, (x) = v(x)pre kazdé n e N.

2. vyplyva okamzite z Vety 3.11,ak polozime v, (x) =u,(x)  v(x) =u(x) pre kazdé

neN.O

Veta 3.12:
Nech M je hustd mnozina v L,(G) anech u(x) je ortogonalna ku kazdej funkcii

zmnoziny M potomu=0v L,(G) (toje (u,v)=0, VveM).

Doékaz:
M je hustd mnozina v L,(G), teda sa da n4jst’ takd postupnost’ funkcii u,(x) zM , ze

plati: limu, (x) =u(x) v L,(G). Z predpokladu vety ale plati: (u,,u)=0 pre vSetky

ne N .Z dosledku 3.1 hned’ mame
lim(u, ,u)= (u,u)=0 <= u=0v L,(G).0
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Cvicenia:
3.1. Uvazujme na intervale < 0,1 > postupnost’ funkcii

B 10sin10*"' ¢ 0<x <107
() = 0 107" < x <1,

Ukazte, Ze limu, (x)=0 v L,(0,1). Uvedomte si, Ze napriek konvergencii

v uvedenom priestore pre maximovu normu plati:

max |u, (x) —u(x)| =10,Vne N, kde u(x)=0 v L,(0,).

xe<0,1>

3.2. Ukézte konvergenciu postupnosti z prikladu 3.1.

3.3. Ukazte, Ze postupnost’ z prikladu 3.1. je cauchyovska aj v priestore M pozri
poznamku 3.3.

3.4. Ukazte, ze v priestore L,(0,1) v d-okoli nulovej funkcie lezia funkcie tvaru

v(x)=k, keR,

k|<3.

3.5. Ukazte, Ze v priestore L,(0,1) v o6-okoli nulovej funkcie leZia aj funkcie

z prikladu 3.1. pre dostatocne vel'ké n (pre aké?).

3.6. Nech mnozinu M predstavuju vsetky funkcie definované v priklade 3.1. pre

n =1, 2, .... Uké&zte, Ze nulova funkcia je ich hromadny bod.

3.7. Ukazte, ze linearny priestor vSetkych spojitych funkcii na intervale < —1,1 > nie

je uzavreta mnoZina v priestore L,(—1,1).
1
Néavod: Konvergenica postupnostiu, (x) = x?"".

3.8. Dokazte vetu 3.5.

3.9. Uvazujme v priestore L,(0,1) linedrny podpriestor vSetkych konstantnych funkcii
definovanych na intervale (0,1) s metrikou priestoru L,(0,1) ako v priklade 3.6.

Rozlozte funkciu u(x)=x’, xe<01> na suet, kde jeden s&itanec bude

ortogonalna projekcia do uvedeného podpriestoru.

3.10. N3jdite projekciu funkcie f(t) = t3 na priestor linedrnych funkcii na intervale
< 0,1 >, ktoré tvoria podpriestor priestoru L2( 0,1).
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4. Ortogonalne systémy v priestore L,(G)

Zaklady tejto kapitoly uz Ccitatel zrejme pozna z linearnej algebry pre linedrnu
zavislost vektorov. Citatel’ u? tiez zrejme pocul o bdze vektorového priestoru. To je
taka uZasna mnozina vektorov, ktoré nielen Ze su linearne nezavislé, ale tiez aj kazdy
vektor sa da napisat’ ako linedrna kombindcia bazy. Keby cosi podobné platilo aj pri
funkcionalnych priestoroch, tak by sme aj rieSenie nejakej ulohy, ktoré by
predstavovala funkcia z tohto funkcionalneho priestoru mohli zapisat’ ako linedrnu
kombinaciu bazy. Ako sa ukdze, nie je to zase celkom rovnaké, ako pri vektorovych
priestoroch (tazko mozZno ocakdvat, ze by takato baza bola konecna), ale pre vhodné
funkciondlne priestory (napriklad pre L,(G)) to nie je to zase az také zlé. Navyse

teorie funkciondlnych radov, ¢i rieSenia okrajovych uloh pre diferencidalne rovnice uz
nejaké poznatky citatel’ zrejme ma. V tejto kapitole viastne zhrnieme tieto uz zname
vysledky a zov§eobecnime ich pre priestor L,(G).

Linearna zavislost’ a nezavislost’ v L,(G).

Ak si citatel’ pamdta definiciu linearnej kombindcie vektorov a linedrnej zavislosti
hned' vidi, Ze je to pri funkciach analogicke.

V d’alSom budeme pod funkciami u a v rozumiet’ funkcie z priestoru L, (G).

Definicia 4.1:
Hovorime, ze funkcia uje v priestore L,(G)linedrnou kombinaciou funkcii

v,(x),v,(x),...,v,(x), z L,(G), ak sa da v tomto priestore vyjadrit’ v tvare

4.1) u(x)=a,v,(x)+a,v,(x)+...+a, v (x), kde a,,a,,.,a, su vhodné redlne

T

konstanty.

Definicia 4.2:

O funkciach v,(x),v,(X),...,v,(x), zpriestoru L,(G) hovorime, ze su linearne
zavislé, ak aspon jednu z nich mozno vyjadrit’ ako linearnu kombinaciu ostatnych k-1
funkcii. Ak sa ani jedna ztychto funkcii neda vyjadrit’ ako linedrne kombinacia
ostatnych, hovorime, ze funkcie su linearne nezavislé.

Stru¢ne nazyvame takyto systém funkcii linearne zavisly alebo linedrne nezavisly.

Veta 4.1:

Funkcie u,(x),u,(x),...,u, (x), z priestoru L,(G) st viiom linedrne zavislé prave
vtedy ak existuju konStanty b,,b,...,b, , z ktorych aspoii jedna je nenulova a také, ze
plati:

(4.2) bu,(x)+b,u,(x)+...+b,u, (x)=0.
Funkcie u,(x),u,(x),...,u, (x),su linearne nezavislé prave vtedy ak rovnost’ (4.2)
nastava len v pripade, ze su vSetky konstanty b,,b,...,b, nulové.

Dokaz:
ponechame ako cvicenie.
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Poznamka 4.1:

Systém funkcii u,(x),u,(x),....,u,(x) je zpriestoru L,(G), ateda si to funkcie
integrovatelné s kvadratom a rovnost’ (4.2) sa chape v zmysle tohto priestoru, to je
ekvivalencie funkcii odliSnych na mnozine miery nula. Prava strana (4.2) je teda
nulovy prvok v L,(G), teda trieda funkcii, ktoré sa od nulovej konStantnej funkcie
lisia len na mnoZine miery nula.

Priklad 4.1:

Funkcie sin’ xy,cos’ xy,4 st linearne zavislé v L,(G), kde G je l'ubovoln4 oblast
Vv rovine Xxy.

RieSenie:

Tento fakt je jasny zo vztahu: 4sin® xy+4cos’xy=4  Vx,y € R, teda konstantna

funkcia 4 sa da vyjadrit, ako linedrna kombinécia ostatnych dvoch s kombina¢nymi
¢islami 4,4.

Rozhodnut, ¢i je mnozina funkcii linearne zavisla, nie je vzdy vo vseobecnosti také
jednoduché. Vieme z linearnej algebry, zZe ani pri vektoroch to nie je jednoduché, aj
ked' to nie je tazké, je to niekedy zdlhavi praca a méze nam napriklad poméct, Ze
vektory napiseme do matice a skumame jej hodnost alebo determinant a tu to bude
podobne.

Nasledujuca veta poskytuje kritérium linearnej zavislosti funkcii, ale ako sa ukaze,
analogicky, ako pri vektoroch je to tiez zdlhava praca.

Veta 4.2:
Funkcie u,(x),u,(X),...,u,(x), z L,(G) st v priestore L,(G)linearne zavislé prave
vtedy ak je tzv. Gramov determinant rovny nule:

(upu)  (uyuy) o (ug,uy)

(4.3) D(ul,uz,...,uk):(uz,ul) (uy,u,) ... (uz,uk)'

(upou)) (ue,uy) oo (uy,uy)
Dékaz:
KedZe ide o ekvivalenciu, vetu dokdzeme ako dve implikdacie (treba to dokdzat na
. 14 Ve . . ’ . . %
obidve strany ). Vyuzijeme pri tom poznatky z linearnej algebry, kde vieme, Ze
homogénny systém n rovnic o n neznamych ma nenulové rieSenie prave vtedy, ked je
matica systemu singuldrna, to jest jej determinant matice je nulovy.

= Nech su funkcie linedrne zavislé. Existuju teda konstanty, oznac¢ime ich

b,,..b, € Rnie vsetky nulové, také ze v L,(G) plati: bu, +..+bu, =0.
Prevedieme nasledujici postup: Danu rovnicu postupne vyndsobime funkciami
u,....u, akazdua takto vzniknutt rovnicu zintegrujeme cez oblast G. Vyuzijuc
definiciu skalarneho sucinu (2.1) dostavame nasledujuci systém, rovnic:

(ug,up)by + (ug,uz)by + -+ + (ug, u)bx =0
(4.4) (uz,u1)b1 + (uz,uz)bz + et (uzluk)bk =0

(ug, ug)by + (ug, uz)by + -+ (U, uy )by, =0
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Ked’ si uvedomime, Ze prislusné skaldrne suciny su Cisla — koeficienty tejto ststavy,
dostavame linedrny homogénny systém k rovnic o k neznamych, ktorého rieSenim su
nase koeficienty b,,..0, € Ratoto rieSenie, je z predpokladu nenulové. To je ale
mozné iba tak, ze matica systému je singularna, a teda jej determinant je nulovy.
Determinant tohto systému je ale Gramov determinant, ktory je nulovy.

<Mame dokazat, zZe system funkcii je linearne zavisly teda existuje linedrna
kombindcia tychto funkcii s aspon jednym nenulovym koeficientom, ktora dava nulovy
prvok v L,(G). Vytvorime takuto linearnu kombindciu a ukdzeme, Ze jej norma je

nulova. Potom z vlastnosti normy ihned’ vyplyva, Ze tento prvok musi byt nulovy, c¢o
potrebujeme dokdzat.

Nech teraz je Gramov determinant rovny nule. NapiSeme si sustavu (4.4)

Ked'Ze jej determinant je nulovy, musi mat’ tito sstava nenulové rieSenie (dokonca
ich je nekone¢ne vel'a). Vyberieme jedno z nich a oznac¢ime hob,,...b, a vytvorime
funkciu

4.5) v(x)=bu,(x)+...+bu,(x).

UkéaZzeme, Ze norma v je nulova. Na to sta¢i ukazat’, ze (v,v) = 0, pretoze ||v||* =
(v,v). Rovnicu (4.5) postupne nasobime funkciami u,,...,u, a zintegrujeme na G
dostavame

(ug,up)by + (ug, uz)by + -+ + (ug, wp)byx = (uyg,v)
(4.6) (uz,ug)by + (up, up)by + -+ + (up, )by = (up,v)

(ug, ug)by + (U, uz)by + -+ + (U, u) by = (uy, v).

Kedze ¢isla b,,...b, st podla predpokladu rieSenim sustavy (4.4), musia byt vSetky
koeficienty pravej strany v (4.6) nulové:(uy,v) =0, (uy,v) =0, ... (U, v) = 0. Ak
teraz tieto nulové rovnosti postupne ndsobime Ccislamib,,...b, a rovnosti s¢itame

dostavame po vyuziti vlastnosti skaldrneho stcinu rovnost’:
(by uy +byuy +--+ by u,v) =0= (v,v) =0. m

Veta 4.3:
Funkcie u, (x),u,(x),...,u, (x) z L,(G) st v priestore L,(G)linedrne nezavislé prave

vtedy, ak je Gramov determinant rézny od nuly.
Doékaz:
Vyplyva priamo z predchadzajuce;j vety.

Priklad 4.2:
Funkcie sinx,cosx,l su linearne nezavislé v L, (0, ), prenechame ako cvienie.

Ortogonalne a ortonormalne systémy v L,(G)

Definicia 4.3:

Dve funkcieu € L,(G), v e L,(G)sa nazyvaju ortogonalne v priestore L,(G), ak sa

ich skalarny si€in rovna nule: (u,v) =0.Zapis: u L v v L,(G).
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Definicia 4.4:
Funkciau € L, (G), pre ktoru plati: ||u|| = I sa nazyva normovana v priestore L, (G).

Definicia 4.5:
Systém funkcii

4.4) 90,(x),0,(X),.... 9,(X),.... e L,(G), 1=12,...,

ktoré st navzajom ortogondlne v L,(G)sa nazyva ortogonalny sytém. Ak su tieto
funkcie navySe normované, hovorime , Ze systém je ortonormalny.

Priklad 4.2:
. o2 . 2 . 2 . . ; .
Systém funkcii ,|—sinx, ,[—sin2x, ... ,/—sinnx,...je ortonormalny v priestore
T T T
L,(0,m).
RieSenie:

Staci len ukazat, ze pre k # nplati

0= (\E sin kx, \E sin nx] _2 [ sinioo) sin(nx)dx
V4 T 7Ty
apre k =nplatil = {\/z sin kx, \/zsin kxj = 3J.sin2 (kx)dx.
T T Ty

Definicia 4.6:
Systém funkcii @,(x), ,(X),..., ®;(X),.... € L,(G), 1=12,... je linearne nezavisly, ak
kazdy systém vytvoreny z kone¢ného poctu tychto funkcii je linedrne nezavisly.

Poznamka 4.1:

Ak vyberieme z ortonormalneho systému l'ubovolny konecny pocet funkcii, tento
bude linearne nezavisly, pretoZze Gramov determinant sa bude rovnat’ 1. Teda kazdy
systém ortonormalny v L,(G)je v tomto priestore linearne nezavisly.

Priklad 4.3:

Nech je funkcia u(x) dand ako linearna kombindcia ortonormalneho systému.

Vypocitajte jej normu.

RieSenie:

Plati: (4.5) u(x)zZak¢k(x), a, €R, k=12,..n Pouzijeme vlastnost normy
k=1

a skalarneho sucinu, z ktorého je indukovana a vypocitame kvadrat normy:

n

”””2 = (u,u) :[iak¢ aiaz¢zj:iak[¢k’iaz¢1}:iakzal(@’@):iai >

k=1 =1
Kde sme na konci vyuzili, Ze systém funkcii je ortonormalny.

Zaviedli sme pojem konvergencie postupnosti funkcii v priestore L,(G)pomocou
metriky v iom definovanej. Nech mdme rad funkcii

(4.5) iuk (x), u, € L,(G),k=12,...

k=1
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Podobne ako je zvykom u funkciondlnych radov, zavedieme postupnost’ ¢iastocnych
suctov

5, ()= > u, (x).

Definicia 4.7:
Hovorime, Ze rad (4.5) konverguje v priestore L,(G)a ma stcet s(x) ak postupnost’
{sn (x)} jeho ¢iastocnych stictov konverguje v priestore L,(G)a ma limitu s(x) .

Uz z teorie Fourierovych radov vieme, co to je rozvoj funkcie do Fourierovho radu.
Vsimnite si, Ze to je vlastne spocitatelna linearna kombindcia systému funkcii, pri
beznych Fourierovych radoch to bol systém sinusov a kosinusov.

Vynara sa preto analogicka otdzka rozvinutia danej funkcie z priestoru L,(G)do

ortonormalneho systému funkcii.

Veta 4.4:
Ak je systém funkcii (4.4) ortonormalny v priestore L,(G) potom rad

(4.6) D a,9.(x), a, eRk=12,..

k=1
konverguje v priestore L,(G) prave vtedy, ked’ konverguje rad

4.7) iai.

Dokaz:

Tento dokaz je ekvivalencia a dokdzeme ho priamo, ako ekvivalenciu z definicie
jednotlivych konvergencii.

Rad (4.6) konverguje v priestore L,(G) prave vtedy, ked postupnost’ {sn(x)} jeho
¢iastoénych suctov konverguje v priestore L,(G).

Ciselny rad (4.7) konverguje prave vtedy, ked’ postupnost’ {Gn} jeho ¢iastocnych
suctov konverguje (ako ¢iselna postupnost) teda v R.

Uvedomme si dolezita vec, ze aj priestor R aj L,(G)su Uplné priestory, a teda
postupnost’ v nich konverguje prave vtedy ked je cauchyovska, o znamend pre
postupnost’ v L, (G)

s (x)=s, (x)”2 =0

lim p(s, (x),s,,(x)) =0 < lim|s, (x)-s,, (x|| =0< lim
a pre postupnost’ v R plati
lim|o, -0, |=0.

n—>x0
m—»0

Ked’ si teraz uvedomime, Ze pre Ciastoény sucet s, (x) plati:s,(x) = Zak¢k podl'a
k=1

prikladu (4.3) méme: ||sn (x)”2 = Z a; a teda bez ujmy na vieobecnosti nech m<n
k=1
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(ak nie, len vymenime v d’alSom m za n):
n

_ 2

o, = zak
k=1

Ciastocné suéty rovnaju, ateda alebo oba sucasne konverguji alebo sucasne
diverguji. O

n
s (x)—s,, (x)”2 = Za,f a zaroven plati

k=m+1

n
2 r .. r W .
o, —0'm| =0,—0, = Zak. Z uvedeného je jasné, Ze sa tieto

k—m+1

Fourierove rady

Definicia 4.8:
Nech je dany ortonormalny systém (4.4) a funkcia u(x) € L,(G). Potom ¢isla

(4.8) o, =(u,¢,) = Iu(x)@k(x)dx, k=12,..

sa nazyvaju Fourierove koeficienty funkcie u vzhl'adom k systému (4.4) a rad

49) Y 0,0, (x)

sa nazyva Fourierovym radom funkcie u vzhl'adom k systému (4.4).

Priklad 4.4:
Najdite Fourierove koeficienty pre funkciu u(x) = x pri ortonormalnom systéme

v priestore L, (0, ).

(4.10) \/zsinx,\/Zsin2x,,...\/zsinnx,....
T T i

RieSenie:
N2

Fourierov koeficient o, = \/Z _[ xsin kxdx = (=1)*"! P
T

0
Prislusny Fourierov rad je

S 1>"“@f -5

4ap SIN kx

Na Obrazku 4.1 vidime pdvodnu funkciu (vlavo) a ¢iasto¢né sucty Fourierovho radu
pre 3,10,50 a 100 ¢lenov radu (vpravo).
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Obrazok 4.1

Veta 4.5:
Nech je dany ortonormdlny systém (4.4) afunkcia u(x)eL,(G). Nech n je
I'ubovol'né, ale pevné prirodzené Cislo. Oznacme

(4.11) u, (x)= Zn:akqok (x),

kde a,,k=12,... su Fourierove koeficienty funkcie u vzhladom k systému (4.4).
Oznacme d’alej

s, (x)= Zbkqok (x), kde b,,k =1,2,...s0 'ubovol'né realne Eisla.
k=1
Potom plati
p(u,,u) <p(s,,u), pricom ostra nerovnost’ nastava prave vtedy, ked’ je aspon jedno

z ¢&isel b, rézne od o,k =12,..,n.

Dokaz:

V dokaze podstatne vyuZzijeme viastnosti ortonormalneho systemu. KedZe metrika je
indukovand normou a ta skalarnym sucinom budeme odhadovat kvadrat z metriky,
aby sme sa vyhli odmocninam:

loz(snﬁu) = ||Sn _M”2 = (Sn _u9sn _u) = (Zbk(ok _u7zbk¢k _u) =
k=1 k=1

200 =23 b+l =207 =2 b+l =

k=1 k=1 k=1 k=1

n

n n n n
Zb,f —2Zbkak iZa,f +||u||2 = Z(bk -a,)’ —Za,f +||u||2
=1 =1 = =

k=1
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V tejto Uprave Cislo Z(bk —a,)’ je vzdy nezdporné a nulové vtedy a len vtedy ked’
k=1

pre vSetky k plati b, =, . Ostatné dva cleny st pre kazdu funkciu pevne dané,
pretoze druhy je sucet Stvorcov jej Fourierovych koeficientov a treti Stvorec z normy
danej funkcie. Teda tento vyraz bude najmensi vtedy a len vtedy ked pre vSetky k
plati b, = &, , z coho mame tvrdenie vety. O

Veta 4.6:
Pre kazdua funkciu u je rad Stvorcov

(4.12) Zoci Fourierovych koeficientov tejto funkcie vzhladom k I'ubovolnému

k=1
ortonorméalnemu systému z priestoru L, (G) konvergentny. Pritom plati:

(4.13) iocf( £||u||2. (Besselova nerovnost’)
k=1

Doékaz:
Z dokazu predchadzajlicej vety pri tom istom oznaceni Specidlne pre Fourierove
koeficienty hned’ méme:

0< p* () ==Y a7 +u = S <[
k=1 k=1

Ked' Ze posledny odhad je na pravej strane nezavisly od premennej k, z toho hned’
mame Besselovu nerovnost a aj konvergenciu prislusného radu, ktory je rad

nezapornych &lenov ohraniéeny kvadratom z normy.”

Veta 4.7:

Nech je dany ortonormalny systém (4.4) a funkcia u(x) € L,(G). Potom Fourierov
rad prislichajuci k tejto funkeii je konvergentny v priestore L, (G).

Doékaz:

ihned’ vyplyva z predchadzajtcej vety a Vety 4.4. o

Veta 4.8:
Nech je dany ortonormdlny systém (4.4) a funkcia u(x) € L,(G). Ak konverguje rad

Zbk% (x) vpriestore L,(G) k funkcii u, potom su b,k =1,2,...nutne Fourierove
k=1

koeficienty tejto funkcie vzhl'adom k systému (4.4).

Dokaz:

Rad konverguje v priestore L,(G) k funkcii u, ak plati, Ze k funkcii u konverguje
v priestore L, (G)

limita jeho Ciastonych suctov (a aj ich kvadratov), teda podobne ako v dokaze vety
4.5 mame

n n n
0=1lim p*(s,,u) = lims, —u[" = ig;(bk ~a,)? —mkz;a; e 2 m;(bk ~a,)?,

kde sme v poslednej nerovnosti vyuzili Besselovu nerovnost’. Posledny ¢len je ale vo
vSeobecnosti nezaporny, ak teda ma byt nulovy, musia byt nutne vSetky jeho ¢leny
nulové, ¢ize b, =a, k=12,.. 0
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Poznamka 4.2:
Opacna veta nemusi vo vSeobecnosti platit. Fourierov rad Tl'ubovolnej funkcie
u(x) € L, (G) je konvergentny, ale nemusi konvergovat’ prave k funkcii u.

Priklad 4.5:

. , 2 . 2 . 2 . . . .
Uvazuyyme systém ,/—sinx, ,|—sin3x, ,./—sinSx,...Tento je zrejme v priestore
T T T

L,(0,m) ortonormalny. Zostrojte Fourierov rad funkcie u(x)=sin2x a ukazte
k ¢omu konverguje.

RieSenie:

V priklade 4.2, sme si ukézali, Ze tieto funkcie tvoria ortnormalny systém funkcii, ale
vSimnite si, ze na rozdiel od systému z prikladu 4.2, tu sme vybrali z tejto mnoziny
len neparne n. Iste aj tento systém je spocitatelny ortnormalny systém funkcii
v L,(0,m) len je tych funkcii ,,menej”. Vieme ale, ze az na konStantu bola funkcia
u(x) =sin2x v povodnom systéme z prikladu 4.2, teda je nutne ortogondlna ku

vSetkym funkcidm z tohto systému. Preto plati, Ze v tomto novom systéme jej vSetky
Fourierove koeficienty st nulové a teda aj cely Fourierov rad je nulovy, a preto nutne
konverguje k nulovej funkcii v L,(0,m)a nie k funkcii u(x) =sin2x z vlastnosti
jednoznacénosti limity.

Definicia 4.9:
Ortonormalny systém funkcii (4.4) sa nazyva uplny v priestore L,(G), ak pre kazda

funkciu u(x) e L,(G) konverguje v priestore L,(G)Fourierov rad k nej vytvoreny

prave k tejto funkcii.
Podmienka takejto konvergencie vyplyva priamo z definicie konvergencie v priestore
L,(G) : r111_1)1; p(u,,u) =0, kde v tomto pripade je u, n-ty ¢iastony sti¢et Fourierovho

radu. Pre dany ortonormalny systém plati:

P2 () =|u, —ul == a,p, u=Y ap)=wu)-2> a,wp)+Y al =
k=1 k=1 k=1 k=1

n
2 2
e = >
k=1

Ateda  lim(Juf - @?)=0, zSoho
k=1

n—0

414 Juf =>af.
k=1

Podmienka (4.14) vyjadruje nutni a postacujucu podmienku, aby Fourierov rad
funkcie u(x) € L,(G) konvergoval v L,(G) k tejto funkcii a nazyva sa Parsevalova
rovnost’.

Definicia 4.10:
Ortonormdlny systém funkcii (4.4) sa nazyva uzavrety v priestore L,(G), ak

neexistuje Ziadna funkcia v(x)e L,(G)ortogondlna ku vSetkym funkciam daného
systému s vynimkou funkcie nulovej v L, (G).
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Veta 4.9:

Ortonormalny systém funkcii (4.4) v L,(G) je Uplny prave vtedy, ked’ je uzavrety.
Dékaz:

= Dokaz prevedieme sporom:

Nech je systém uplny v L,(G), potom plati, ze pre kazdi funkciu u(x) € L,(G)
konverguje v priestore L,(G)Fourierov rad k nej vytvoreny prave k tejto funkcii.
Nech navySe existuje nenulova funckiav(x)eL,(G)ortogondlna ku vSetkym
funkciam daného systému v L,(G). Teda tato funkcia ma vSetky Fourierove

koeficienty nulové a preto nutne jej Fourierov rad konverguje k nulovej funkcii a nie
k nenulovej funkeii v(x), €o je spor.

<= Dokaz prevedieme sporom:

Nech je systém uzavrety, teda neexistuje Ziadna funkcia v(x) € L, (G) ortogonalna ku
vSetkym funkciam daného systému s vynimkou funkcie nulovej v L,(G).Nech
existuje funkcia v(x)eL,(G), ktorej Fourierov rad konverguje k funkcii
w(x) € L,(G) aplati: v(x) #w(x) v L,(G).

Z Vety 4.8 ale plati, ze potom tento rad je Fourierovym radom funkcie w(x) a teda pre
jeho koeficienty plati:

(v(x),9) = (W(x), 0, ) = (v(x) = w(x), ;) = 0.

Funkcia

0 # z(x) = v(x) — w(x)

ma teda nulové koeficienty a ked’ze systém je uzavrety, funckia z(x) musi byt nutne

nulova v L, (G), ¢o je spor. =

Priklad 4.6:
Z uvedenej vety vyplyva, Ze systém z predchddzajuceho prikladu nie je uplny
v L,(0,m).

Priklad 4.7:
Na intervale< a, b >je systém funkcii

1/ 2 Sinnn(x—a), n=12,...,..
b-a b-a

uplny ortonormalny systém funkcii v L, (a,b).

Analogické tvrdenie plati pre viacrozmerné oblasti.

Priklad 4.8:

Nech G je obdiznik0 < x <a, 0 < y <b.Potom systém funkcii
2 sin mnrx sin nzy ,m=12,.n=12,...

Jab  a

je uplny ortonormalny systém v L, (G).

Pozniamka 4.3:
Ak je ortonormalny systém uplny v L,(G), potom kazdu funkciu mozno vyjadrit

v tvare jej Fourierovho radu, teda ako linedrnu kombindciu (nekone¢ného) systému
tychto funkcii, a preto tomuto systému hovorime ortonormalna baza.
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Definicia 4.11:
Systém funkcii
(4.15) VLW WY, 2 Ly(G) (nemusi byt ani ortogonalny ani normovany) sa

nazyva uplny v L,(G) ak je mnozina vSetkych linedrnych kombinacii prvkov tohto
systému husta v L,(G).
To je: Ku kazdej funkcii u(x) € L,(G) aku kazdému &> 0mozno ngjst’ prirodzené

n
gislo n a &isla a”,a3",...,al" tak, Ze plati: p(u, > a{"y,) <e.
k=1
Ak je okrem toho uvedeny systém linearne nezavisly vL,(G), potom tvori bazu

v L,(G).

Poznamka 4.4:
Existujt aj iné definicie bazy, napr. Schauderova baza.

Priklad 4.9:
Neortonormalnou bazou v priestore L, (a,b) je postupnost’

1,x,x%,...,x",....a podobne vo viacdimenziondlnom priestore je to systém

mnohoclenov, napriklad pre dvojrozmernu oblast’ je to systém mnohoc¢lenov
2

l,x,y,xy,xz,y -

Poznamka 4.10:

Z Gplného systému, ktory nie je vo vSeobecnosti ani ortogonalny ani ortonormalny sa
da wvytvorit' takyto systém. Tato metéda sa vold Grammov-Schmidtov
ortogonaliza¢ny, resp. ortonormaliza¢ny proces (pozri Rektorys. strana 62).
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Cvicenia:
4.1. Dokazte tvrdenie z prikladu 4.2.

., / 2 . / 2 . / 2 . . ,
4.2.Ukézte, ze systém funkcii ,/—sinx, ,/—sin2x, ...,,[/—sinnx,...je ortonormalny
s i i

v priestore L, (0, ).

. / 2 . — )
4.3.Ukézte, ze systém funkcii " sin nnlgx 3) , n=12,...,...je ortonormalny
—a —a

v priestore L,(a,b).

44Nech G je obdiznikO<x<a0<y<b. Potom systém  funkcii

sin X gin 7Y ,m=12,..n=12,..je iplny ortonormalny systétm v L,(G)

2
Jab  a

n

4.5.Neortonorméalnou  bazou v priestore L,(a,b)je  postupnost’l,x,x’,....,x",.....

Pouzitim Grammovho-Schmidtovho ortonormalizacného procesu, znej vytvorte
ortonormalnu bazu.
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5. Funkcionalne priestory v§eobecne

OL,(G) priestore sme si povedali zdkladné viastnosti. Stdle bolo zdoraziiované, Ze

tieto vlastnosti moze mat’ aj iny priestor, takZe v tejto kapitole to celé zhrnieme vo
v§eobecnej rovine, aby sme sa v tom utvrdili, pojmy teda nebudu uz nové, zmenia sa
len prvky linearnej mnoziny a ich merania.

Unitarny priestor

Nech M je l'ubovol'na mnozina prvkov (funkcie, vektory...). Uvedieme tu vysledky
predchadzajtcich kapitol vo vSeobecnom pripade.

Definicia 5.1.:

Hovorime, ze M je linearny priestor nad telesom realnych disel, (vektorovy
priestor...) ak ma tieto vlastnosti:

1. Pre 'ubovolné prvky u,vz M je definovany stcet u + v a pre kazdy prvok uz M
a kazdé redlne Cisloa z R je definovany sucinau, priCom u+ v aj au s opit’ prvky
z M.

2. Pre takto zavedené operacie suctu a sucinu platia axiomy:

S.D) u+v=v+u, u+(v+z)=u+v) =z,
(5.2) au+v)=au+av, (a+b)u =au+bu,

(5.3) a(bu)=(ab)u, lu=u.

3. Existuje taky prvok 0eM, ze platiu+0=upre kazdé ue M. Tento prvok
nazyvame nulovym prvkom.

4. Ku kazdému prvku ue M existuje prvok v e M tak, Ze plati u+v=0. Tento
prvok nazyvame opaénym k prvku u.

Nulovy prvok v M ako aj opacny prvok k prvku u st jednoznacne urcené.

Priklad 5.1:
Euklidovské priestory, mnozina vietkych spojitych funkcii na uzavretej oblasti G .

Definicia 5.2:
Hovorime, Ze na linedrnom priestore je definovany skalarny sicin , ak je kazdej
dvojici prvkov u,v z M priradené redlne ¢islo, oznacujeme ho (u,v) s vlastnostami:

54) (u,v)=(v,u)
(5.5 (aju,+a,u,,v)=a,(u,v)+a,(u,,v)

(5.6) (u,u)=0, (u,u)=0<=u=0 \% M
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Priklad 5.2:
Klasicky skalarny stcin v euklidovskom priestore, integral zo sucinu funkcii
v priestore Lo, ...

Definicia 5.3:
Nech na linedrnom priestore M je definovany skalarny sucin v zmysle
predchadzajucej definicie. Potom disla:

(5.7) ||u|| =,/(u,u),

(5.8) p(u,v) = ||u - v||

nazyvame norma a vzdialenost’ (metrika) v M.

Veta 5.1:
Nech st u(x), v(x),z(x),u,(x),u,(x) 'ubovol'né prvky z M a a je I'ubovolné redlne
¢islo. Potom pre vyssie definovanu normu a vzdialenost’ platia vztahy:

(5.9) |4|=0,

(5.10) |u|=0<=ux)=0 v M,

(5.11) ||au|| = |a|||u

3

(5.12) |(u,v)| < |

v

>

V|

b

(5.13) [ju+v] < ul| +|

(5:14) [l =M < e =

2

(5.15) p(u,u) >0,

(5.16) p(u,v) =0 u(x)=v(x) v M,

(5.17) p(u,v) = p(v,u),

(5.18) p(u,z) < p(u,v)+ p(v,z).

Definicia 5.4:
Linearny priestor s metrikou, kde norma je odvodena od skaldrneho sucinu, nazyvame
unitarny priestor.

V d’'alSom budeme takyto priestor oznacovat’ S, .
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Definicia 5.4:
Hovorime, Ze postupnost’ prvkov u € S,konverguje v priestore S, k prvku ueS,,
ak plati:

(5.19) limp(u,,u)=0.

Zapisujeme limu, =u v S,.Struéneu, >u v S,.

n—o

Prvok u nazyvame limita postupnosti {un} vS,.

Veta 5.2:
Postupnost’ funkcii u, € S, moze mat’ v priestore S, najviac jednu limitu.

Definicia 5.5:

Postupnost’ funkcii u_, €S, sa nazyva cauchyovska (fundamentilna)v priestoreS,,
ak plati:

(5.20) lim p(u,, ,u,)=0.

n—>0

Veta 5.3:
Kazda postupnost’ konvergentna v S, je v tomto priestore cauchyovska.

Poznamka 5.1:
Opacné¢ tvrdenie neplati.

Definicia 5.6:
Priestor S, sa nazyva uplny, ak kazd4d cauchyovskd postupnost’ je v ilom
konvergentna.

Definicia 5.7:
Ak je unitarny priestor S, uplny, nazyvame ho Hilbertovym priestorom. Spravidla
ho oznacujeme symbolom H.

Priklad 5.3:
Priestor L,(G) je Hilbertovym priestorom.

Definicia 5.8:
Nech H je Hilbertov priestor. Postupnost’ prvkov ¢, € H  voldme ortonormalna

postupnost’ prave vtedy, ked’ plati: ||(p,|| =1 pre vSetky i a ((oi 0, ) =0,i# J.

Definicia 5.9:
Ortonormalna postupnost’ v Hilbertovom priestore H sa nazyva maximalna ak plati
ue HA (u,0,)=0,Vi=u=0.
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Definicia 5.10:
Maximalna ortonormalna postupnost’ v Hilbertovom priestore sa nazyva
ortonormalna baza v H.

Veta 5.4:
V kazdom separabilnom Hilbertovom priestore existuje spocitatelna baza.
Dokaz: [M].

Definicia 5.11:
Linearny normovany metricky priestor, ktory je uplny v metrike indukovanej normou
sa nazyva Banachov priestor.

Priklad 5.4:
Priestor L,(G) je Banachov priestor.

Veta 5.5
Ak je v LN (linedrnom normovanom) priestore s metrikou indukovanou normou

postupnost’ {un } cauchyovskd, potom je postupnost’ ﬂ|un||} prislusnych noriem

konvergentna.

Veta 5.6:
Ak je v LN (linearnom normovanom) priestore s metrikou indukovanou normou

postupnost’ {un} konvergentna alebo aspon cauchyovska, potom je v norme

ohranicend, teda existuje ¢islo K, také, ze |un < K pre vSetky n.
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CvicCenia:

5.1. Nech M je mnozina vSetkych vektorovych funkcii

u(x) = u,(x)i+u,(x)j, ktorej zlozky u,(x),u,(x) st funkcie integrovatel'né s druhou
mocninou v oblasti G. Definujeme s¢itanie vektorovych funkcii a nasobenie
vektorovej funkcie skalarom po zlozkach. Ukazte, ze M je linearny priestor s nulovym
prvkom nulovou vektorovou funkciou.

Definujeme skalarny sucin vektorovych funkcii vztahom

(w,v) =(u,,v,)+(u,,v,), kde jednotlivé zlozky st skaldrne suciny funkcii. UkaZte,
7e takto definované zobrazenie je naozaj skaldrny sicin.

5.2. Uvazujme linearny priestor (LP) M, ktorého prvky su funkcie spojité aj so
spojitymi prvymi derivaciami na uzavretom intervale <0,1> s obvyklou definiciou

s¢itania funkcii a ndsobenia funkcie skalarom. Nulovym prvkom je nulové funkcia.
1

Definujme (u,v) = Iu(x)v(x)dx +ju’(x)v'(x)dx.

0
Ukéazte, Ze tymto vztahom je na LP M definovany skalarny sucin.

5.3. Ak uvazujeme ten isty LP M ako v predchadzajiicom priklade a definujeme
1

(u,v) = Iu’(x)v'(x)dx . Ukazte, ze tento vzt'ah nedefinuje skalarny sti¢in na M
0
a zdovodnite preco.

5.4. Vysvetlite, co znamena konvergencia postupnosti funkcii v priestore
definovanom v priklade 2.

5.5. Nech x a y st prvkami Hilbertovho priestoru H. Ukazte, Ze ak plati
(x,h) = (y,h) pre vSetky prvky h z H, tak x = y.

5.6. Ak x,y, su prvkami redlneho Hilbertovho priestoru H a x je ortogondlne s y, tak
2 2 2 /v . v s .

Ix|” + (¥ =[x+ - Ukézte aj opacné tvrdenie.

5.7 Nech x a y su prvkami Hilbertovho priestoru H a x # 0. Potom existuje A € R.

tak, Ze prvok x je ortogonalny na prvok Ax+ y.

5.7. Dokazte, Ze norma je indukovand skalarnym sucinom prave vtedy, ked’ plati
) 2 2_ 2 2
rovnost’ || X +y ||+ [| x =y [ = 2( [Ix[I + [Iy]l")-
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6. Operatory v Hilbertovom priestore

Priestory by sme mali, alebo aspon malicku cast znich. A podobne ako
v matematickej analyze, ked’ mame realne cisla, zacali sme budovat na nich funkcie.
Teraz to len trosku zovseobecnime. Miesto redlnych cisel mame nejaky Hilbertov
priestor (jasné, ze to mozZe byt aj ten nas R, ten do tohto celého pekne zapada, ale
nemusi to byt len on, pokojne to moze byt aj L, alebo nejaky iny) a vybudujeme na
nom analogické zobrazenie, ako sme urobili pri funkciach, akurdt dostanu iné meno,
v§eobecnejsie.

Uvod

Najskor motivdcia...preco a ako to bude fungovat... rdta sa s istymi znalostami
pojmov z diferencialnych rovnic, ale len zdkladnymi...

Budeme sa zaoberat’ rovnicou typu
(6.1) Au=f, kde

A —je urcité zobrazenie, v aplikaciach najCastejsie diferencidlne,
f —je dany prvok, spravidla nejaka funkcia z niektorého Hilbertovho priestoru,
u — je hl'adané riesenie.

Priklad 6.1:
Uvazujeme rovinnl oblast’” G s hranicou I'. RieSme na oblasti G Poissonovu rovnicu
s homogénnou Dirichletovou podmienkou:

(6.2) Au(x,y) = f(x,y),

(6.3) u=0 na T.

Nech zatial’ je funkcia f spojita v uzavretej oblasti G .

N3jst’ tzv. klasické rieSenie tohto problému znamena najst’ tak(l funkciu u(x,y), ktora
je v uzavretej oblasti G spojitd aj so svojimi derividciami druhého radu, v oblasti G
spiia Poissonovu rovnicu v kazdom bode G a na hranici G je nulova. Ked'ze funkcia
f je spojita, rieSenie hl'addme v mnozine funkcii spojitych az do druhych parcialnych
derivacii v G, teda je z priestoru C*(G) a navyse sa tieto funkcie na hranici rovnaju
nule. Mnozina tychto funkcii tvori linedrny priestor (pri obvyklej definicii s¢itania
funkcii a nasobenia skalarom vid’ kapitola 1). Oznac¢me tito mnoZinu M, . Takze
ulohu mézeme preformulovat’ takto:

Mame rie$it’ rovnicu Au=fv linearnom priestore M; O linearnom priestore M;
hovorime ako o definiénom obore uvedeného zobrazenia A (tomuto zobrazeniu
budeme hovorit' operator). Na prvky tohto priestoru potom aplikujeme uvedeny
operator, ktory kazdej funkcii ue M, priradi spojiti funkciu v vztahom:v =Au.
Tieto funkcie v tvoria opit’ linearny priestor (to si ukdZeme neskor), oznaéme ho N
a budeme ho nazyvat’ obor hodnét dan¢ho operatora.
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Operator a jeho zakladné vlastnosti

Uz zo strednej skoly Student ovlada pojem funkcia (presnejsie redlna funkcia jednej
redlnej premennej) ako Specidalny pripad zobrazenia z mnoziny redlnych cisel do
mnoziny realnych Ccisel. Teraz tento pojem rozsirime na pojem lubovolného
operatora, ale vsimnite si, Ze ak ovladate dobre pojem a zakladné viastnosti funkcii,
tato latka sa osvojuje ovela jednoduchsie.

Definicia 6.1:

Nech st dané¢ dve mnoziny M; a M,. Hovorime, Ze na mnozine M; je definovany
operator A zobrazujuci mnozinu M; do mnoziny M, ak je dany predpis, podla
ktorého je kazdému prvku u € M, jednoznacne priradeny urcity prvok ve M,.
PiSeme:

(6.4) v=Au.

Mnozinu M; volame definiény obor operitora A a oznacujeme ho Da. MnoZinu
N c M,, ktorti dostaneme zo vztahu (6.4) pre vSetky ue M, nazyvame oborom
hodnét operatora A. Oznacujeme ju Ra.

Definicia 6.2.:
Ak plati Ry = M,, hovorime, Ze operator A zobrazuje mnozinu M; na M,
(surjektivny operator, surjekcia).

Poznamka 6.1: (Ekvivalentna definicia)
Hovorime, Ze operator A zobrazuje mnozinu M; na M; ak ju zobrazuje do mnoziny
M a ku kazdému prvku v € M, existuje prvok u e M, tak, ze Au=v.

V d’alSom sa predovsetkym sustredime na diferencidlne operatory. Existuju ale aj iné
operatory.

Priklad 6.2:
Priklad operatora, ktory nie je diferencidlny je napriklad Stvorcova matica n-tého

stupiia, ktora podla predpisu v=Au priradi kazdému vektoru u=(u,u,,..u,)"
z linearneho priestoru vSetkych n-rozmernych vektorov vektor v = (VI,VZ,...VH)T

z toho istého linearneho priestoru. Ak je matica reguldrna, je tymto vztahom dané
zobrazenie na (surjekcia).

Priklad 6.3:
Definicnym oborom operatora A z prikladu 6.1 je linedrny priestor M; funkcii z

C*(G) nulovych na hranici G. Operator zobrazuje M; do priestoru vietkych spojitych
funkcii v G . Zatial' nevieme odpovedat’ na otazku, ¢i je to zobrazenie na (surjekcia).
Vieme len, Ze tento problém je ekvivalentny ulohe, ¢i existuje rieSenie problému
(6.2), (6.3) pre kazdl spojita pravi stranu f € M, .

Pojem operatora mame a teraz analogicky, ako pri funkciach nasleduju jeho zakladné
vlastnosti a vztahy.
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Definicia 6.3.:

O dvoch operatoroch A a B hovorime, Ze sa rovnaju a zapisujeme A = B, ak sa
rovnaju ich defini¢né obory a zaroveit ak Au = Bu (tato rovnost’ sa chape v zmysle
definicie rovnosti prvkov v obore hodnoét) pre vSetky u z definicného oboru.

Priklad 6.4:
Vezmeme operator a defini€ny obor tohto operatora ako je v priklade 6.1. a ozna¢me
ho A. Zrejme mdzeme definovat’ ten isty operator, ozna¢me ho B, len pre funkcie z

C*(G). Potom tento novy operator sa nerovna operatoru A, pretoze sa nerovnajii ich
defini¢né obory. V tomto pripade plati M,  C*(G) a tato inkliizia je ostra. Zarovei
pre kazdé u € M, plati Au= Bu = Au. V takomto pripade hovorime

7e operator B je rozSirenim operatora A.

Definicia 6.4:

Majme operatory A aB s definicnymi obormi Dp resp. Dg. Ak plati: D, < D,
D, # Dy azaroveil Au = Bu pre kazdé ueD,, hovorime, Ze B je rozsirenim
operatora A. Naopak, operator A je ziZenim operatora B.

Definicia 6.5:
Nech st dané dva operatory A aB s definicnymi obormi Dj, resp. Dg . Sucet
operatorov je definovany vztahom

(6.5) (A +B)u=Au+ Bu adefiniénym oborom tohto operatoraje D, N D;.

Sucin operatorov je definovany vztahom

(6.6) (AB)u = A(Bu) adefiniénym oborom tohto operitora je D,, mnoZina tych
prvkov u z Dg, pre ktoré je Bu z Da.

Poznamka 6.2:
Vo vSeobecnosti je AB # BA . Prikladom je operator z prikladu 6.2, pretoze sucin
matic nie je vo vSeobecnosti komutativny.

Definicia 6.6:
Ak plati BA = AB, tieto operatory nazyvame navzajom komutativne.

Definicia 6.7:
Operator A sa nazyva prosty na svojom definicnom obore D4, ak pre kazdé dva
prvky u, #u, zDa je Au, # Au, . (Injektivny operator, injekcia).

Definicia 6.8:

Nech operator A zobrazuje mnozinu M; na mnozinu M, a nech je prosty (surjekcia +
injkecia = bijekcia, bijektivny operator). Operator B, ktory priradi prvku v e M,
prave ten prvok ueM,, pre ktory plati Au = v, sa nazyva inverzny operator
k operatoru A a oznatuje A
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Tvrdenie 6.1:
Pre vSetky u e M, apre vSetky v e M, plati:

(6.7) A'Au=u, AA7'v=v.

Dokaz:
Oznaéme Au =v. Potom plati: A'v = u. Zvlastnosti opertora A a inverzného
operatora k nemu hned’ mame:

u=A"v=A"(Au)= A" Au
a analogicky
v=Au=A(A"'v)=A4"v. i

Priklad 6.4:
Uvazujeme rovinnu oblast’ G s hranicou I'. RieSme na oblasti G Poissonovu rovnicu
s homogénnou Dirichletovou podmienkou:

(6.2) Au(x,y) = f(x, ),

(6.3) u=0 na T.

Tento operator je prosty.

RieSenie:

Oznac¢ime. Au =Au s definiénym oborom ako v priklade 6.1. Treba ukazat’, ze ak
u, #u, = Au, # Au,. Tento fakt sa dd ukézat nepriamo s vyuZzitim poznatku
o jednoznacnej rieSitelnosti danej tulohy (poznatok =z tedérie parcidlnych
diferencialnych rovnic). Ak by totiz platilo Au, = Au, mal by tento problém dve
rozne rieSenia, ¢o z jednoznacnej riesitel'nosti nie je pravda.

Lineadrne operatory

Definicia 6.9:
Operator A sa nazyva linearny, ak je jeho definicnym oborom linearna mnoZina Dy
a plati: pre 'ubovolné prvky u;,uy,...u, z Da a pre l'ubovol'né redlne ¢isla a;,ay,...a,

(6.8) A(au, +au, +..+au,)=aAu, +a,Au, +...+a, Au,.

Ekvivalentna forma definicie: Operator A sa nazyva linedrny ak je jeho definiénym
oborom linearny priestor D, a plati:

(6.9) A(au) =aAu, Yue D, VaeR,

(6.10) A(u, +u,)= Au, + Au,,Vu,,u, € D,.

Ekvivalencia tychto definicii je zrejmd. O
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Priklad 6.5:
Operator dany na linesrnom priestore C'(a,b) dany predpisom Au = j_u je linearny

operator.
RieSenie:
Uvedomme si, Ze treba splnit’ dve podmienky: Definicny obor je linearna mnozina,
tato vlastnost’ je zrejma, linedrna kombinacia funkcii z C'(a,b) je opit funkcia z

C'(a,b). Vlastnost (6.8) vyplyva ihned’ z linearity derivacie.

Tvrdenie 6.2:

Nech A je linearny operator. Potom

a) jeho obor hodnot R4 je linearny priestor,

b) nulovy prvok z D sa zobrazi na nulovy prvok v Ry,

¢) ak existuje jeho inverzny operator A™, tak je tiez linearny.

Dokaz:

a) treba ukdzat,, Ze pre I'ubovolné dva prvky w,z z R a pre l'ubovolné skalary a, b
z R aj linearna kombinécia aw +bz z Ry .

Ak w,z st z Ra potom ale musia existovat’ nejaké prvky u, v z Dy tak, Ze plati Au =
w a sucasne Av = z. A je linedrny operator, teda Da je linedrna mnozina, a preto pre
Iubovolné skalary a,b zR aj prvok autbv je z Dy . Ma preto zmysel prvok
A(autbv). Vyuzijeme opit’ linearitu A a dostavame:

A(au + bv) = adu + bAv = aw + bz . Teda k prvku aw+bz existuje v Do prvok au+tbv,
ktory sa nanl zobrazi z coho mame, Ze aw +bz je z Rx .

b) Ked’ze A je linedrny operator, pre 'ubovol'ny prvok uz D4 plati au je z Da , pre
I'ubovol'ny skaldr a z R. Zaroven vieme, ze nulovy prvok z Dy sa d& vyjadrit’ ako
akykol'vek prvok z D vyndsobeny nulou. Ak ozna¢ime Au = v, mame:

A0)= A(0u) =0A4(u)=0v=0.

Pozor, ta prva nula v tomto vztahu je nulovy prvok z D, (teda napriklad to méze byt
nulova funkcia), ta druha nula je nula ako skalar, teda obycajnd redlna nula.
Oznacujeme ich rovnako a z kontextu ma byt jasné, o aku ,,nulu“ ide, ale pre istotu
obcas na to upozornime.

¢) ak exituje A, tak A musi byt surjekcia z linedrnej mnoZiny D, na linearnu

mnozinu R, aplati D ,=R,, R, =D,, takze definicny obor A je linearny

priestor podla a). ESte ukdazeme vlastnost’ linearity, Nech pre I'ubovolné dva prvky
w,zz Ra existuju nejaké prvky u, v z Dy tak, Ze plati Au=w a A” w = u a siéasne
Av=za A'z=v. Potom vyuZijic vlastnosti linearity A dostavame

A7 (aw+bz) = A7 (adu + bAv) = A7 (A(au + bv))

= A" A(au+bv)=au+bv=ad” w+bAz.

O

Veta 6.1:
Nech A je linedrny operator s definiénym oborom Dj a oborom hodndt Rs. Potom
k tomuto operatoru existuje inverzny operator A prave vtedy, ak plati

(6.11) Au=0 v R, =>u=0 v D,.
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Dokaz:

Uz z predchadzajucej vety vieme, Ze nula sa zobrazi linearnym operatorom na nulu.
Teraz ukaZeme, ¢ na nulu sa zobrazi iba nula, Ziaden iny prvok. Co je vlastne
jednoduché a suvisi s tym, Ze treba ukazat’, ze operator A je prosty.

Treba dokézat’ ekvivalenciu.

Ak existuje inverzny operator, tak povodny operator je prosty, a preto sa na nulu
moze zobrazit’ iba jediny prvok (nula).

Nech sa na nulu zobrazi iba nula. Treba ukazat, ze potom je linearny operator
A prosty, teda Vu,ve D,,u #v= Au# Av.Nech teda mame dva rozne prvky z Dx

Teda ich rozdiel je urcite nenulovy
Ozu—v=>02Au-v)=Au—Av=>0# Au—Av= Au# Av . O

Poznamka 6.3:

Ak A je linedrny operator, splnenie vztahu (6.11) staci na existenciu inverzného
operatora , ¢o oproti dokazu bijekcie vSeobecného operatora znacne zjednodusSuje
situdciu pri linedrnych operatoroch.

DalSie doleZité operatory a ich vlastnosti

Linearne operatory v Hilbertovom priestore hraji v matematike vyznamnt ulohu.
Existuju vSak aj iné operatory, tiez vel'mi ddlezité, ktoré nemusia byt’ vo vSeobecnosti
linedrne. Uvedieme jeden dolezity priklad.

Definicia 6.10:

Nech P je metricky priestor s metrikou p. Nech operator A zobrazuje prvky tohto
priestoru P opdt’ do priestoru P. Operator A sa nazyva kontraktivny v tomto
priestore ak existuje také ¢islo a, 0 <a <1, ze pre kazdi dvojicu prvkov x, y zP

plati: p(Ax,Ay) < ap(x,y).

Veta 6.2.: Banachova veta o pevhom bode

Nech je A kontraktivny operator v iplnom metrickom priestore P. Potom rovnica

X = Ax

ma v priestore P prave jedno rieSenie, to znamena, Ze existuje prave jeden prvok
u z P, pre ktory plati u = Au. Tento prvok mozno ziskat’ ako limitu postupnosti prvku
Xy Z P,

u=Ilimx,, kde

n—oo
X, =Ax,,n=12,..,
pri¢om prvok x; mozno zvolit’ l'ubovolne.

Poznamka 6.4:
Veta ma vel'mi dolezité miesto napriklad v numerickych metddach, ale aj v linearne;j
algebre pri rieSeni sustav linedrnych rovnic.

Dalej sa budeme zaoberat’ operatormi definovanymi na Hilbertovom priestore H a do

toho istého Hilbertovho priestoru, teda na priestore s metrikou a normou indukovanou
skalarnym suc¢inom.
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Definicia 6.11:

Operator I sa nazyva jednotkovy operator, ak priraduje kazdému prvku u e D, ten
isty prvok. Operator O nazyvame nulovy operator, ak priraduje kazdému prvku
u € D, nulovy prvok priestoru H.

Pre jednotkovy operator teda plati: lu=u, VueD,.

Pre nulovy operator plati: Ou =0, Yue D, .

Definicia 6.12:
Operator A: H—>H sa nazyva spojity v bode uy zD, ak pre kazda postupnost
prvkov u, € D,, pre ktoru plati

limu =u, Vv H (teda lim”u —u0|| =0), plati

limAu, =Au, vH (teda hrn”Au —Au0|| =0).

Ak je operator A spojity v kazdom bode svojho definicného oboru D hovorime, Ze je
spojity v Da.

Definicia 6.13:
Operator A sa nazyva ohranifeny na svojom definicnom obore Du, ak sa dd najst’
¢islo K > 0 také, Ze pre vSetky u e D, plati

(6.12) |Au| < K]u].

NajmenSie z ¢isel K (d& sa ukazat’, Zze vzdy existuje), pre ktoré plati vztah (6.12)
nazyvame norma operatora A a oznacujeme ho ||A|| .

Preto plati
(6.13) |Au| <[A[Ju]| prekazdéuzDa.

Uvedieme si teraz netrivialny a uzitocny priklad ohraniceného operdtora.

Priklad 6.6:

Nech je dand funkcia dvoch premennych K(s,x) definovand a s kvadratom
11

integrovatel'na na Stvorci Q = <0,1> x <0,1>. Ozna¢me d’alej I J. K*(s,x)dxds =C*, C
00

kladné.
V Hilbertovom priestore L, (0,1) nech je dany operator A predpisom

(6.14) Au=v= jK(s, x)u(x)dx .

Tento integral za danych predpokladov existuje a navySe funkcia v, ako funkcia
premennej s je z priestoru L, (0,1). NavySe podl'a Schwarzovej nerovnosti:

= U K(s, x)u(x)dx} jK (s,x)dx. ju (x)dx ateda

0
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j v (s)ds < Jl. U K (s, X)dx..l[ u’(x)dx |ds = j. j. K (s, X)dX.dS.j. j. u’ (x)dxds
aOZ tOhO 0\0 0 00 00

2
L,(0,1)

2

L,(0,1) = ”Au

<C ||u

< C2||u

v

L,(0,1) L,(0,1)"

Operator (6.14) je teda v Hilbertovom priestore L,(0,1) ohranieny. Pre normu
A plati”A” <C.

Priklad 6.7:
V Hilbertovom priestore L, (0,1) uvazujme lineal Dy = C'(0,1) a na fiom definujeme

operator A predpisom

du . . o
Au = e Tento operator nie je na D ohraniceny.
X

RieSenie:
Stac¢i ukazat’, Ze neexistuje takd konstanta K, aby platilo

||Au

< K||u

YueD,.

L,(0.1) L,(0,1)

UkaZeme to tak, Ze nijdeme taka postupnost’ {un }le prvkov z Dy | ktorych norma

obrazov to je {Aun }:):1 sa bude so vzrastajicim n zvéacSovat, a teda nebude moct’ byt’
ohrani¢end, hoci norma vzorov je pre vSetky n ohranicena.
Staci zvolit’ napriklad u, (x) =sin(nax). Z toho, ze funkcia sin je ohranicena, hned’
mame ohraniéenost’ kazdého prvku tejto postupnosti v L,(0,1). Dalej dostavame:
Au, (x) =nmcos(nmx) pre vsetky n. Norma potom bude:

1 1/2 1 1/2
(I (Au, (x))’ de = (J. (717rc0s(n7zx))2 dx) = n;zi. T4 to norma, ako vidime so
0

) V2

vzrastajucim n narasta, a teda nebude ohrani¢end rovnomerne pre vSetky n. o

Veta 6.3:
Nech je A linearny operator v Hilbertovom priestore H, ktory zobrazuje linedl
D, < H do H. Ak je operator na D4 ohraniceny, potom je spojity.
Doékaz:
Linearny operator je ohraniceny, teda plati (6.13). Mame ukdzat’, Ze je spojity v D4 ,
teda pre kazdy bod u z D, musi platit’:
ak limu, —u| =0, tak lim|Au, — Au|=0.
n—o n—o

Odhadujme teda limitu:
0 < lim||du, — Au|| = lim||A(u, —u)|| < lim K|

n—m0

u, —u” =0. Vyuzili sme fakt, ze A je
linearny operator a je ohraniceny. O

Veta 6.4:
Nech je A linearny operator v Hilbertovom priestore H, ktory zobrazuje lineal

D, < H do H spojity v Da, potom je ohraniceny.
(Bez dokazu)
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Z uvedeného vyplyva, ze mame smolu, pretoze nase diferencidlne operdtory su sice
linearne priklad 6.5 a jeho zovseobecnenia, ale nie su ohranicené, priklad 6.7, a teda
ani spojité, takze tuto uzasnu vlastnost nemaju, preto treba hladat iné dobré
vilastnosti, ktoré by mohli mat.

Vety o hustote

Nasledujuce dve podcasti vyzeraju, Ze celkom s danym problémom nesuvisia, ale ako
sa neskor ukaze, hraju pre urcenie vlastnosti diferencidalnych operatorov velmi
dolezitu ulohu.

Oznacenia:
Uz v predchadzajicom texte sme pouzivali nasledujice oznacenia, alebo ich Specialne
pripady, takze si to teraz zhrnieme:

C*(G) — linearny priestor vetkych spojitych realnych funkcii definovanych na G,
ktoré su spojité aj so vietkymi svojimi derivaciami az do k-teho radu véitane na G.
C”(G) — linearny priestor vetkych spojitych realnych funkcii definovanych na G,
ktoré st spojité spolu so vsetkymi derivaciami naG .

Zavedieme teraz este jedno dblezité oznacenie
C; (G) - linearny priestor tych funkcii z C*(G), ktoré st rovné nule v ur¢itom okoli
hranice oblasti G. Casto sa oznaduju aj ako “A(G) a st zndme pod menom funkcie

s kompaktnym nosi¢om v G.
Nosiom funkcie ¢(x) - oznacujeme to supp ¢, rozumieme uzaver (v priestore Ex)

mnoziny tych bodov x € G pre ktoré plati @(x) # 0.
Teda @ € C;'(G) znamena, ze ¢ € C*(G) asuppp = G.

Priklad 6.8:
V jednodimenziondlnom pripade je funkcia s kompaktnym nosi¢om v intervale (-2.5,
2.5) napriklad funkcia

—1/(4-x2) _
u(x) = e ,  xe(-22),
0, inde.

Ma spojité derivacie vSetkych rddov a mé kompaktny nosi¢. Na Obrazku 6.1 mame
danu funkciu aj jej detail v okoli bodu -2, aby bolo lepSie vidiet’, ze funkcia je spojita
aj so svojimi vSetkymi derivaciami.

64



Angela Handlovicova, Matis Tibensky:
Zaklady funkcionélnej analyzy a variacného poctu

0 08

Obrazok 6.1

Vseobecnejsie: Uvazujeme funkciu y(p, X, t) definovant predpisom

e—l/(pz—(x—t)z)

(P, x,0) :{ 0, [x—q2p,

x—1]< p,

kde p je pevne dané Cislo. Na Obrazku 6.2 je x=3, p=1.
04

03f

4.5

Obrazok 6.2

Dé sa ukazat’, ze pre kazdé¢ realne ¢islo x ma uvedena funkcia ako funkcia premenne;j t
vSetky derivacie a je nenulova len v intervale (x-p,x+p) (pozri Obrazok 6.2).
Navyse, ak vypocitame plochu danu touto nezapornou funkciou:

© X+p +p
(6.15) Iw(p,x,t)dt = Je'l/(p R =_[e‘”<p “)dz = h(p), tento integral nezavisi
- X—p -P

od premennej x, ¢ize plocha je len funkciou parametra p.

y(p,X,t) '

Vezmeme teraz ¢(p,X,t) =
h(p)
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Tato funkcia je teda taka, ze I(p(p, X,t)dt =1, a nazyva sa regularizujice jadro. Na

—0

Obrazku 6.3 regularizujuce jadro pre parametre x =3, p=1.

08}
0.6
0.4
0.2
2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5
Obrazok 6.3

Uvazujme lubovolni funkciu ueL,(a,b)a predizme ju nulou na cely interval
(—o0,0) . Uvazujme integral
U(p,x) = Ju(t)go(p, x,t)dt, kde p je kladné ¢islo.

Z predchadzajuceho je zrejmé, Ze funkcia p(p,x)bude nulovd pre vSetky x mimo

intervalu (a-p, b +p). Z hladkosti funkcie ¢ plynie aj hladkost’ funkcie p a ak bude p
dostatocne malé, bude sa na intervale (a,b) funkcia p len malo lisit’ od funkcie u.

Veta 6.5:
Funkcia p(p,x) ma vintervale (—oo,00) derivacie vsetkych radov priCom mimo
intervalu (a-p, b +p) je tato funkcia nulova. Navyse plati:

(6.16) lin(}},t(p, x)=u(x) v L,(a,b).
p—>
Bez dokazu, pozri [K].

Namiesto dokazu sme vo vypoctovom softvéri Mathematica pripravili Obrazok 6.4,
na 'avom je po Castiach kon$tantnd funkcia a na pravom vidime okrem nej aj funkcie
pu(p,x) pre hodnoty parametrov p = 0,5, 0,2, 0,1. Z obrazku je pekne vidiet

konvergenciu tychto funkcii k povodnej po Castiach konsStantnej funkcii.
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(5. S sk

20t 20l

05t 03

Obrazok 6.4

Tvrdenie 6.3:
Nech ueL,(a,b). Potom ku kazdému n>0 sa da ndjst” také 6>0, Ze plati:

d
(6.17) J.uz(x)dx<77, pre <c,d>c<a,b>,

d— c| <0.
Bez dokazu, pozri [K].

Veta 6.6:
Linearny priestor C; (a,b) je husty v L,(a,b).
Bez dokazu, pozri [K].

Poznamka 6.5:
Z uvedeného vyplyva, ze kazdu funkciu feL,(a,b) mdzeme s lubovolnou

presnostou aproximovat funkciami z linedrneho priestoru Cg(a,b), ale tym skor

funkciami z linedrneho priestoru N, ktory tvoria vSetky funkcie spojité aZ do druhého
radu vratane na intervale <a, b> a spliiuje podmienky u(a) = u(b) = 0, pretoze tento

2413

urcite obsahuje vSetky funkcie z C;(a,b) (je ,,vacsi). Toto plati aj pre linedrny

priestor P, takych funkcii z linearneho priestoru N, ktoré spiiaju ovel'a vieobecnejsie
okrajové podmienky:

ciu'(a)+c,u(a)=0, cyu'(b)+c,u(b)=0, kde aspon jedno ¢islo v kazdej z dvojic

(c;5¢,),(cy,c,) je nenulové.

Tato tedria sa da zovSeobecnit’ aj pre viacdimenzionalne oblasti, ale tieto musia mat’
isté vhodné vlastnosti, ktoré si ukazeme v nasledujuce;j Casti.
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Definicia 6.12: (Oblast’ s Lipschitzovskou hranicou)

Hovorime, Ze ohrani¢ena ( vo vSeobecnosti aj viacndsobne suvisla) oblast’ G je oblast’
s Lipschitzovskou hranicou (Obrazok 6.5 [R]), ak existuji kladné¢ konStanty a, P
a kone¢ny pocet kartezianskych systémov stiradnic Xg”,xg),...,xg),r =1,2,..mam

funkcii a,(x\”,x{,,..x{",), spojitych v (N-1) otvorenych kockach K ‘xfr’
=1, 2, ...N-1, tak, ze
a) kazdy bod hranice I' sa d& vyjadrit aspont v jednom zuvazovanych systémov

stiradnic v tvare: x =[x, x{",..x¥ ,a, (x{",x",..xP)1,

<a,

b) body x = (x\",x",...,.x "), pre ktoré plati

x| <o, i=1,2,..N-1,a

a, (x”,x,,..x0)<x( <a, (x,x",,.x)+ B, resp.

a (x{”,x7,,..xP)-B<x¥ <a x",x\,,.x2,

lezia v G respektive mimo G .

¢) kazda z funkcii a, (x”,x{”,..x{,), =1, 2, ..m je na kocke K“: Lipschitzovska , to

je existuje konstanta L taka, Ze pre kazdé dva body (x!”,x!....x{),

Y,y ¥, 7 tejto kocky plati:

2 2
2, (v, Yy ) —a, (x, x XD € LY = x) (D, —x O,

Obrazok 6.5

Priklad 6.9:

Medzi oblasti s Lipschitzovskou hranicou patri kruh, medzikruZzie trojuholnik gula,
kocka.

Nepatria sem napr. oblasti s bodmi vratu - pozri Obrazok 6.6 [R]
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P G 1 f/\..lll .l.l: }
Ls .-'I 1 | -
¥ "\.._,_/ e f .'\ 2
o '\__// ‘\__//
Obrazok 6.6

Poznamka 6.6.: Obdobnym sposobom ako pri definicii oblasti s Lipschitzovskou
hranicou mozeme definovat’ aj SpecidlnejSie oblasti, kde kladieme poziadavky na
funkcie a,. Napriklad ak maju tieto spojité derivacie vSetkych radov, potom oblast’
nazyvame oblast’ s regularnou hranicou ( alebo skoro vsade reguldrnou ).

A teraz teda nasleduje zovseobecnenie teorie o hustote pre viacdimenziondlne oblasti.

Veta 6.7:
Nech G je oblast’ s Lipschitzovskou hranicou. Potom linearny priestor C; (G) je

husty v L,(G).
Bez dokazu, pozri [K].

Poznamka 6.7:
Analogicky vysledok ako v jednodimenziondlnom pripade plati aj pre
viacdimenziondlny pripad. Napriklad priestor M; z prikladu 6.1 je tieZ husty v L,(G)

pretoze obsahuje vsetky funkcie z C;(G). To isté plati aj pre linearny priestor R

takych funkcii z C*(G), ktoré na hranici spifiaji podmienku 2—u+ cu=0, kde v je
\Y%

vektor vonkaj$ej normaly k hranici I' = 0G, c je bud’ konsStanta (aj nulova) alebo
funkcia dana na hranici I'.

Pozniamka 6.8.:
Na uvazované funkcie mozno klast’ aj iné poziadavky. Napriklad aj linearny priestor

funkcii s kompaktnym nosicom v intervale (a, b) takych , Ze
b

Iu(x)dx =0

je husty v priestore iz(a,b) (v metrike L,(a,b)) tych funkcii f eL,(a,b), ktoré

b
vyhovuji podmienke j f(x)dx = 0.

Veta o divergencii a jej aplikacie

Cielom nasich dalsich uvah je, ako sme uz povedali, zistit' aké iné dobré vlastnosti
mozu mat diferencialne operdtory, zatial’ len linedrne, ked’ uz nie su ohranicené. Tym
vlastnostiam sa budeme venovat' v nasledujucej podcasti a vlastne aj v dalsich
kapitolach.
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Aby sme ich ale ukdzali, na to ndm bude treba nejaké poznatky z tedrie matematickej
analyzy, ktoré si teraz zhrnieme. Nazov tejto podcasti by samozrejme mohol byt aj
iny, veta, o ktorej chceme hovorit' ma dost’ vela ndzvov v zavislosti od dimenzie
priestoru, na ktorom pracuje a je znama pod pojmami: Greenova veta, Gaussova-
Ostrogradského veta, Gaussova veta, veta o divergencii a jej dosledky pod ndzvom
Greenova formula.

N
Veta vlastne hovori o vzajomnom vztahu toku vektorového pola F uzavretou,
jendoducho stvislou hladkou plochou 0G s integralom cez objem G touto plochou
ohrani¢enym z divergencie dané¢ho vektorového pola.

Oblast’, o ktorej budeme dalej hovorit' nemdze byt 'ubovolnd. Povodné vety sa
v matematickej analyze sformuluju pre ,,pekné” oblasti s hladkou hranicou a funkcia
ma tiez dobré vlastnosti spojitosti a aj spojitosti svojich parcidlnych derivacii. Veta
v8ak plati aj vSeobecnejSie, €o sa tyka aj oblasti a jej hranice aj funkcii.

Veta 6.8: Veta o divergencii (Gaussova veta....)
Nech G < R"je ohraniend oblast s dostatoéne hladkou hranicou 6G a nech

N
n =(n,,..n,)je jednotkovy normalovy vektor k tejto hranici orientovny smerom von.

(vektor vonkajSej normély). Nech F =(F,...,F,)je spojité vektorové pole so

s > Y OF,
spojitymi vSetkymi prvymi derivaciam na G anech divF =V.F = Za—’ . Potom
i1 OX;

1

plati

(618)  [F.nds=[V.Fdx
oG G

Z tejto zékladnej podoby vety o divergencii mozno odvodit’ vel'mi uzito¢né formuly.

Napriklad, nech teraz je vektorova funkcia F' = (F,,..., F) ) taka, ze okrem i-tej zlozky
st vSetky zlozky nulové funkcie a pre i-tu zlozku plati F; # 0. Veta potom nadobudne
pri predpokladoch predchadzajtcej vety podobu:

oF,
é[;E”de = igdx.

1

Zvol'me teraz za funkciu F, = f.g sucin dvoch spojitych funkcii, ktoré maju spojité
aj vsetky prvé parcialne derivacie. Potom vyuzijuc vlastnosti derivacie suc¢inu funkcii
dostavame:

o g
fgnds = | — gdx +| —= fdx.
aJ; J;. Ox; 'l Ox;
Vysledok zhrnieme do vety:

Veta 6.9: Greenova veta. Nech G je oblast’ s Lipschitzovskou hranicou 0G a nech
funkcie f(x) a g(x) st spojité véitane vSetkych svojich prvych parcidlnych derivacii
v G =3G UG . Potom plati:
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G B
(6.19) ia—ggdx=lfgnids—£fa—fdx,

kde n; je i-ta zlozka vektora vonkajSej normaly ku hranici.

Symetrické, pozitivne a pozitivne definitné operatory.

V tejto podkapitole sa teda definuju tie dalsie pekné viastnosti a na prikladoch
ukazeme, ze niektoré diferencialne operatory ich maju.

Definicia 6.13:
Nech D4 je linearny priestor husty v H. Operator A linearny v D, sa nazyva
symetricky, ak pre kazdu dvojicu prvkov u, v z Dy plati:

(6.20) (Au,v)=(u, Av).

Priklad 6.9:
Oznacme Dy linearny priestor N, ktory tvoria vSetky funkcie spojité aZz do druhého
radu vratane na intervale <a, b> a splituji podmienky nulové okrajové podmienky:

N ={ueC*(<a.b>)u(a)=u(b) =0},

Z uz povedaného je tento linedrny priestor husty v Hilbertovom priestore L,(a,b).
Na tomto linearnom priestore definujeme operdtor A vztahom: Au = -u". Tento
operator je symetricky.

RieSenie:

Treba ukézat’ vlastnost’ (6.20) v priestore L,(a,b), teda platnost’ rovnosti:

b b
Iu"vdx = I wv"dx . V dokaze pouzijeme Greenovu vetu, ale v jednorozmernom pripade

a a

je to vlastne obycajné per partes:
b b b

b
J.— u'vdx =—[u'v], + ju'v'dx = —[uv] +[w'] - J.uv"dx = Ju(—v")dx,
kde nam hrani¢né &leny vypadli, pretoze obe funkcie splfajii nulové okrajové
podmienky, ked’ze su z Dy,

Definicia 6.14:
Operator A sa nazyva pozitivny na svojom definicnom obore Dx, ak je symetricky
a pre vSetky u z Dy plati:

(6.21) (Au,u)=20, ak (Au,u)=0=>u=0 v D,.

Ak navySe existuje konStanta C>0, taka, ze pre vSetky uzD, plati

2
s

(6.22) (Au,u)>C*|ju

nazyva sa operator pozitivne definitny v Da.

Priklad 6.10:
Operator z prikladu 6.9 je pozitivny.
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RieSenie:

Tento operator je, ako sme uz ukazali, symetricky, takze staci ukdzat’ vlastnost’ (6.21),
b

teda — ju”udx > 0. Postupujeme ako v priklade 6.9:

a

b b b
I—u"udx = —[u'u]z +I(u')2dx = I(u')zdx >0,

kde sme opit’ vyuzili nulové okrajové podmienky. Druha vlastnost’ pozitivity plati z
b

nasledujucej tvahy: Ak je j(u’)z dx =0a vieme, ze u je z N, potom musi byt funkcia
na intervale <a, b> konStantnd, ale ked’ Ze na jej okrajoch je nulova, musi byt tato
konStanta nula.

VSimnite si navyse, aku podstatnu ulohu v tejto viastnosti ma to znamienko - pri

14

druhej derivacii v operdtore Au=—u".

Priklad 6.11:
Operator z prikladu 6.9 je pozitivne definitny.
RieSenie:
Z predchadzajucich prikladov je jasné, Ze staci dokazat’ vztah (6.22).
Analogicky ako v priklade 6.10 dostdvame
b

b
J—u"ua’x :j(u')zdx, staCi preto ukazat, Zze pre vSetky ue N  existuje kladna

a a

b b b
konstanta C%, takd Ze plati j — u"udx = j W) dx=C? j (u)*dx = C*|lu|. Vyuzijeme
nato Newtonov-Leibnizov vzorec a vlastnosti funkcii z N. Mame
2

u(x) = Iu'(s)ds = u’(x)= Uu'(s)dsj < I(u'(s)zds.[ ds,kde sme v druhom kroku,
vyuzili Cauchyho-Schwarzovu nerovnost’ pre funkciu u a v=1. Teraz, ked’Zze na l'avej
strane ide o integraly z nezapornych funkcii a x e<a,b >, zvdc¢Sime prvy integral
posunutim hornej hranice do bodu b a druhy integral vypocitame:

b
u’(x) < (x— a)J‘ (1'(x))* dx . Teraz nerovnost zintegrujeme na celom intervale:

a

b b b _ 2 b
jzﬁ (x)dx < ( j (x— a)dx] j (u'(x))*dx = (b 2“) j (u'(x))>dx , z &oho hned mame
b b
u'(x)) dx > u’ (x)dx.
!( (x)) (b_a)2£ (%)
Nasa vypocitand konstanta teda je C* = 2 =
(b-a)

Samozrejme, nie je to ta najlepsia konstanta, akou sa da uvedeny integral odhadnut,
ale pre nas bude zatial’ postacujuca.
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7. Funkcionaly v Hilbertovom priestore
Rieszova veta

V tejto casti budeme venovat osobitné miesto Specialnemu typu operdtorov a sice
funkcionalom. Vsimnite si hlavne priklad 7.1, velmi uzitocny ako aj Rieszova veta
o reprezentacii, ktora bude mat aj v dalsich dokazoch velky vyznam.

Definicia 7.1:
Operator F, ktory zobrazuje svoj definicny obor Dy do mnoziny redlnych
(resp. komplexnych) ¢isel sa nazyva funkcional (redlny, resp. komplexny).

Budeme skiimat’ hlavne realne funkcionaly.
Funkciondl je Specidlnym pripadom operatora, apreto vysledky predchadzajicej
kapitoly platia v nezmenenej podobe aj pre funkcionaly.

Definicia 7.2:
Redlny funkciondl F sa nazyva linearny, ak je jeho definicnym oborom Dr linedrny
priestor a pre kazdé redlne Cisla ay, ay, ...a, a kazdé prvky uy, uy,..., u, z D plati

(7.1) F(au,+au, +..+au,)=arFu +a,Fu,+..+a Fu,.

Definicia spojitosti a ohranicenosti su tiez podobné. Treba si len uvedomit’, Ze
konvergencia lim Fu, = Fu znamena vtomto pripade konvergenciu postupnosti

n—oo

realnych cisel.

Definicia 7.3:
Funkciondl F sa nazyva spojity v bode uy z Dr ak pre kazdu postupnost’ prvkov
u, € D, pre ktort plati limu, =u,v H plati

n—oo

(7.2) limFu, =Fu, .

n—o

Ak je funkciondl F spojity v kazdom bode svojho defini¢éného oboru D, hovorime. Ze
je spojity v Dg.

Definicia 7.4:
Funkciondl F sa nazyva ohraniceny na svojom definicnom obore Dp, ak sa dd najst’
¢islo K >0 také. ze pre vSetky u € D, plati

(7.3) |Fu|<K|u].

NajmenSie z ¢isel K (vzdy existuje), pre ktoré plati vztah (7.3) nazyvame norma
funkcionalu F a oznacujeme ||F|| .

Priklad 7.1:
Nech v je urcity pevny prvok realneho Hilbertovho priestoru H. Definujme

(74) Fu=(u,v), YueH.
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Vztahom (7.4) je v H dany linedrny ohrani¢eny funkciondl a jeho norma sa rovna
norme prvku v.

RieSenie:

Tento funkcional je definovany na celom H, takze pre vlastnost’ linearity sta¢i ukazat’
splnenie vztahu (7.1). To je ale vel'mi l'ahké, pretoze aj skalarny sucin mé vlastnost’
linearity:

Flau, +au, +...+a,u,)=(au +au, +..+a,u,v)y=a,W,v)+..+a, (u,,6v)=

no
aFu +a,Fu, +...+a,Fu,.
Teraz skimajme jeho normu. Ohranicenie je dané¢ Cauchy Schwarzovou nerovnost'ou
Fu=(u,v)< ||u||||v|| Vu € H. Teda zatial vieme, ze K < ||v||
Treba si uvedomit, zZe norma prvku v je pevné nezdaporné realne cislo.
Ak teraz do tejto rovnice dosadime za 'ubovol'ny prvok u, prave prvok v, mame:
2
Fv= ) =[v[" =[]

V|, a teda musi platit’ K = ||v||

Veta 7.1:Rieszova veta
Kazdy linearny ohrani¢eny funkcional F v Hilbertovom priestore H sa da vyjadrit
v tvare

(7.5) Fu=(u,v),

kde v je urcity prvok priestoru H, ktory je tymto funkciondlom jednoznacne urceny.
Pritom plati:

(7.6) V] =[F|

Dokaz:

Nacrtneme hlavni myslienku dokazu, aby sme poukdzali na jeden fakt, ktory z toho
vyplynie.

Uvazujme najskor pripad, ze F je taky funkcional, ktory vSetky prvky zobrazi na nulu.
V takom pripade staci za prvok v zvolit' nulovy prvok Hilbertovho priestoru H,
pretoze skalarny st¢in z nulovym prvkom je vzdy nula. Velkost normy je potom
samozrejme nula.

Nech teraz F nezobrazi vSetky prvky na nulu. Potom musi existovat’ v H prvok taky,
ze

Fx =a #0. Nech mnozina L je mnozina vSetkych prvkov z H takych, Ze sa zobrazia
funkcionalom F na nulu. Cahko sa ukaze z vlastnosti linearitry F, Ze tato mnoZina je
linedrna mnozina. F je ohraniCeny funkcional, takze sa l'ahko ukaze, Zze L je
podpriestor priestoru H s indukovanou metrikou priestoru H (cvicenie). Z predtym
povedaného vieme, ze cely priestor H mdézeme rozlozit' na podpriestory L a K,
H =L ®K tak, ze vsetky prvky priestoru K su ortogonalne na vsetky prvky priestoru

L. Vezmeme prvok y = * 7 Hilbertovho priestoru H. Pre tento prvok zrejme plati:
a

Fy=1 ateda y je z K. Nech teraz je u l'ubovolny prvok z H a oznatme Fu = /. Ak
zapiSeme

u=w-py)+ Py, potom F(u-py)=Fu—pFy=0, a teda (u—pfy)e L, preto
pyek.

Dostavame:
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1) ==+ B, y) = -, )+B.y) = B[ = Fu=

Fu=(u, 4 =)
|
Hladanym prvkom je teda prvok v = " Jﬁ . Treba uZ len ukazat, Ze takyto prvok je
y
jediny a velkost’ jeho normy definuje prave normu F.

Jednoznacnost’:

Nech su také prvky dva rozne. Oznac¢me ich v a w, Pre kazdy plati

Fu=w,v); Fu=w,w)=>wu,v—w)=0 ak teraz za u zvolime prvok v-w
dostavame

0=(Wv-w,v—w)=>v—-w=0=v=w v H, z coho dostdvame jednoznacnost’.

Dalej vieme |Fu| = |(u, v)| < ||u||||v|| = ||F|| < ||v

, ak teraz v tejto nerovnosti dosadime za

prvok u prave prvok v mame |Fv| = |(v, v)| = ||v||||v|| = ||F|| = ||v|| . O

Veta 7.2:
Linearny funkcional je v Dr spojity prave vtedy, ked’ je ohrani¢eny.
Dokaz: vyplyva z platnosti tohto tvrdenia pre linearne operatory.

Teraz si definujeme este jeden Specialny funkciondl, ktory bude mat' v buducnosti
velky vyznam.

Poznamka 7.1:

Nech A je pozitivny operator v linearnom priestore Dja, hustom v Hilbertovom
priestore H. Nech f je prvok z H. Potom predpisom

Fu = (Au,u) - 2(f,u)

je dany funkcional a nazyvame ho kvadraticky funkciondl, pretoze

(A(au),au) = a*(Au,u), VaeR.
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CvicCenia:

6.1. Ukézte, Ze rozdirenie operatora z prikladu 6.9 na defini¢ny obor C*(a,b) nie je
symetricky operator.

6.2. Definujme na Hilberovom priestore L,(G) linearny priestor Do ako mnoZinu

vietkych funkcii z C*(G), kde G je oblast’ s Lipschitzovskou hranicou takych, Ze na
hranici spiiaju nulovu Dirichletovu podmienku. UkaZte, Ze operator

Au = -Au, (Au je Laplaceov operator) s tymto definiénym oborom je symetricky
operator.

6.3.: Ukazte, ze operator z prikladu 6.2 je pozitivny.

6.4. Nech A je operator s Da , ktory tvoria vSetky funkcie spojité az do druhého radu
vratane na intervale <a, b> a spifia podmienky

u(a) =u(b) = 0. Na tomto linearnom priestore definujeme operator A vztahom:

Au =-u" +cu. Pre aké ¢ € R je operator symetricky, pozitivny a pozitivne definitny?

6.5. Nech B je operator s Dy , ktory tvoria vSetky funkcie spojité az do druhého radu
vratane na intervale <a, b> aspliiuje podmienky u'(a)=u'(b)=0. Na tomto
linearnom priestore definujeme operator A vztahom

Au =-u" +cu. Pre aké c € R je operator symetricky, pozitivny a pozitivne definitny?

6.6. Opiste operator, ktory prislicha jednodimenzionalnej ulohe s Poissonovou
rovnicou a Newtonovymi okrajovymi podmienkami. Aké vlastnosti ma tento
operator?

7.1. Pre Hilbertov priestor L,(0,1) definujete pre funkciu v(x) = 1 na intervale <0,1>
funkcional G ako skalarny su¢in v L,(0,1) s tymto prvkom. Ukazte jeho zakladné
vlastnosti.

7.2 . Pre Hilbertov priestor L,(0,1) definujeme pre funkciu v(x) = 1 na intervale <0,1>
1

funkcional F takto: Fu = J.u ?(x)v(x)dx . Ukazte jeho zakladné vlastnosti.
0

7.3. Pre Hilbertov priestor L»(0,1) definujme pre funkciu v(x) = 1 na intervale <0,1>
funkciondl G ako v priklade 7.1. Ukazte jeho zakladné vlastnosti.
1
7.4. Je operator T definovany predpisom 7f(x)=x I f(t)dt linearny a spojity ako
0
operator z L1(0,1) do L»(0,1) ?

7.5. Je operator z prikladu 7.4. linearny a spojity ako operator z L,(0,1) do L,(0,1)?

-1/5

1
7.6. Je funkcional definovany predpisom Lf :It f(t)dtlinearny a spojity na
0
L»(0,1)?
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7.7. Je funkciondl definovany predpisom Lf = j f(t)dt linearny a spojity na C(<
0,1>)? 0

7.8. Je funkciondl definovany predpisom Lf = jtf (t*)dt linearny a spojity na C(<
0,1>)? 0

1 1

7.9. Nech je zobrazenie A dané predpisom Ax = (J. x(t)dt,J-tx(t)dtJ . Je A surjektivne
0

0
zobrazenie?

7.10. Je zobrazenie f z C(< 0,1>) do C(< 0,1>), ktoré je dané predpisom f(x)(t) =
x2(t) spojitym zobrazenim? Dokazte.
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8. Veta o0 minime kvadratického funkcionalu

V predchadzajucej kapitole sme si zaviedli pojem a zakladné vlastnosti operdtorov
a funkciondlov v Hilbertovom priestore. Teraz by sme tie poznatky chceli vyuzit' na
hladanie riesenia nejakého problému, ktory mozZno modelovat' istou diferencidalnou
rovnicou a okrajovymi podmienkami.

Budeme uvazovat’ Hilbertov priestor H a v iom husty linedrny priestor Do. Na fiom
uvazujeme pozitivny (alebo pozitivne definitny) operator zobrazujiuci D5 do H. Nech
je dany prvok f € H. HPad4ame prvok u € D, , ktory spifia rovnicu

(8.1) Au=f v H.

Tymto zapisom rozumieme, Ze rovnica je splnend v uvazovanom Hilbertovom
priestore H, teda, Ze prvok Au-f je nulovy prvok v H.

Veta 8.1:

Ak je A pozitivny operator v Da, potom ma rovnica (8.1), pre f € H v H, nanajvys
jedno rieSenie ue D, .

Dékaz:

Budeme postupovat’ tak, ako sa spravidla pri dokaze jednoznacnosti postupuje, teda
sporom. Nech existuju dve rieSenia uvedeného problému. Teda plati:

Ju,,u, e H; u #u,v H AN Au,=fA Au,=fv H.

A je ale pozitivny operator, teda aj linearny, od¢itanim dvoch poslednych rovnic preto
plati
Au, — Au, =0= A(u, —u,) =0. Teraz staci poslednli rovnicu skaldrne vyndsobit’

prvkom u, —u,. Potom z vlastnosti pozitivnosti (6.21) hned mame: u, =u, vH .o

Veta 8.2: O minime kvadratického funkcionalu.
Nech A je pozitivny operator v D, f € H. Nech mé rovnica (8.1) rieSenie u, € D,

(teda Aup=f v H). Potom kvadraticky funkcional
(8.2) Fu=(Au,u)-2(f,u)

nadobiida v Dy minimum prave vprvku uy to jest pre vSetky ue D, plati
F(u) 2 F(u,) pricom rovnost nastava len pre u = uy.

Opacne: Nech funkciondl (8.2) nadobtiida na Do minimum v bode uy. Potom ug je v H
rieSenie rovnice (8.1) (plati Aup=fv H).

Dékaz:

Tvrdenie je vlastne ekvivalencia, len je podrobne rozpisand, aby si Citatel uvedomil
jej zavaznost’, a teda ho dokaZeme na dve strany.

=

Nech teda najskor plati, Ze prvok ug je v H rieSenie rovnice (8.1), teda plati Auy= f
v H.

RozpiSme si hodnotu funkcionalu F v bode u:
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Fu = (Au,u)=2(f,u) = (Au,u) = 2(Auy,u) = (Au,u) = (Auy,u) = (u, Au,) =

(Aua u) - (Auo ’u) - (Au7 uO) * (AuO > uO) =

(A(u —uy),u) — (AW —uy),uy) + (Aug,uy) =

(A —uy),u—uy)—(Au,,u,),

kde sme vyuzili vlastnost’ linearity a symetrie operatora A. Operator A je ale
pozitivny, teda zposledného riadku uvedené¢ho odvodenia je hodnota Fu pre
I'ubovol'né u rozdiel dvoch nezapornych cisel.

NavySe zuvedeného plati:

F(u,)=—(Au,,u,) a pre kazdé u rézne od uy je prvy ¢len rozdielu kladné cislo, z
¢oho hned mame F(u) = F(u,) arovnost nastava len pre u=uo,

P —

Nech teraz pre vsetky u € D, plati F(u) > F(u,), pricom rovnost’ nastava len pre u =

Ug.
Treba ukazat, Ze pre prvok ug plati Aup=fv H.

Zvolime takyto postup: chceme vyuZit, Ze prvok je minimom funkciondlu, a teda ak
hodnotu funkcionalu pre nejaki podmnozinu prvkov vyjadrime ako funkciu redlneho
parametra napriklad t, budeme moct vyuzit vedomosti o minime funkcie jednej
premennej (parametra t).

Nerovnost” F(u) =2 F(u,) plati pre vSetky u € D, a teda aj pre prvok u,+tveD,,
kde te R a ve D, I'ubovolny (D4 je linedrna mnozina) . Preto

Fuy+tv)2 F(u,) = F(u, +tv)—F(u,) > 0.

Podobne ako v predchadzajucom pripade pocitajme hodnotu F(u, +tv):

Fuy+tv) = (A(u, +tv),uy, +tv) =2(f,u, +tv) =

(Aug,utg) +(Av,uy) + 1(Aug,v) +1* (Av,v) = 2(f ,uy) = 26(f,v) =

(Aug,ug) +2t(Aug,v) +1° (Av,v) = 2(f,uy) = 26(f V),

kde sme opat’ vyuzili symetriu operatora A.

Prvok ug je pevne dany je to minimum funkciondlu a v je 'ubovolny, ale pevny prvok
z definicného oboru operatora A. Vyjadrili sme teda hodnotu funkciondlu ako
kvadraticku funkciu premennej t, ktora nadobuda minimum pre t = 0 (v bode uy).

Nutnou podmienkou, aby kvadratickd funkcia premennej t mala v tomto bode
minimum

je to kvadraticka rovnica premennej t apri kvadrdte je nezdporny koeficient z
pozitivnosti operadtora A

je, aby jej prva derivdacia (podl'a t) bola nulova pre t= 0. Z toho hned’ mame
%F(uo +tv) =2(Au,,v) +2t(Av,v) = 2(f,v),

pre t =0 bude

%F(u0 +tv)|  =2(A4u,,v)—-2(f,v), z coho 2(4v,u,)—-2(f,v) =0,

t=0
ateda
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(Au, — f,v)=0.

Teraz len uvazime, ze ako prvok v bol zvoleny I'ubovolny prvok z Dy, a teda tato
rovnost’ plati pre vSetky prvky z hustej mnoziny (Ds je hustd v H z definicie
pozitivneho operatora). Potom podla Vety 3.12 nutne Au, = f v H.

Vsimnite si v dokaze vety, Ze vSetky predpoklady s naozaj nutné a postupne sme ich
v dokaze aj vyuzili. o

Aky je prinos vety o minime kvadratického funkcionalu? Zatial’ si treba uvedomit, Ze
veta neriesi problém existencie riesenia ulohy Au = f, hovori len otom, ze pri
uvedenych predpokladoch je tento probléem ekvivalentny hladaniu minima
kvadratického funkcionalu.

Teraz si ukazeme na priklade podobu tohto kvadratického funkcionalu pre rovnicu 4.
radu, ktora pri istych zjednodusujucich predpokladoch predstavuje ohyb pruta.

Priklad 8.1:
Uvazujme diferencialnu rovnicu

(8.3) (En")"=q,
s okrajovymi podmienkami
(8.4) u(0)=u(l)=0, u'(0)=u'(l)=0.

Predpokladajme, ze funkcie E(x), I(x) st na intervale <0,/ >, />0 spojité az do
derivécii druhého radu vratane a funkcia q je spojitd na intervale <0,/ >. NavySe

nech plati (8.5) E(x)>0, I(x)>0 v <0,/>.

Rovnica (8.3) predstavuje rovnicu pre prichyb osi prata dizky / s modulom pruZnosti
E(x), momentom zotrvacnosti I(x) a s prienym zat'azenim q(x). Okrajové podmienky
(8.4) znamenaju, ze prut je na oboch koncoch votknuty.

Ak su funkcie E alna uvedenom intervale konStantné, rovnicu mézeme zapisat
v tvare

Elu® =q.

Zvolme H =L,(0,/) alinearny priestor D, bude priestor vSetkych spojitych funkcii
az do $tvrtého radu vratane, ktoré spiiiaju podmienky (8.4) . Z predchadzajuceho
vieme, Ze tento linedl (linedrna mnozina) je husty v L,(0,/). Na D4 definujme
operator predpisom

(8.6) Au=(EIu")".
Potom problém (8.4), (8.5) moZeme zapisat’ jedinou rovnicou
(8.7) Au=q.

Operator A je pozitivny. (Ukazte - pozri cvicenia).
Definujme funkcional

(8.8) Fu = (Au,u)—2(q,u) = j EI(u")’dx -2 j qudx.
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Z pohl'adu fyziky tento funkcional vyjadruje pri danom priehybe u € D, dvojnasobnu
celkovu potencialnu energiu Lu uvaZzovaného pruta:

1 1 , 1
(8.9) Fu=2Lu= 2(5£ EI(u")*dx — ! qudx)j

Pre tento funkcional plati tvrdenie predchadzajucej vety.

Toto tvrdenie neznamend ni¢ iné len princip minima potencialnej energie znamy
z tedrie pruznosti a ukazuje tesni suvislost’ tejto matematickej vety s varianym
principom mechaniky.

Poznamka 8.1:

Veta o minime kvadratického funkciondlu ma podmieneny charakter a ni¢ nehovori
o existencii bud’ minima funkcionalu alebo o existencii rieSenia tlohy.
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9. Priestor H,

Logicky by teraz mala nasledovat’ cast, ktora nam pomoze k tomu, aby sme vedeli
povedat nieco o tom, kedy takyto prvok, ktory minimalizuje uvedeny kvadraticky
funkcional, existuje. Zrejme si len s pozitivnym operatorom nevystacime...

Nech je v Hilbertovom priestore H husty linearny priestor Do. Na iom uvazujeme
operator A zobrazujuci D, do H. Nech je A pozitivne definitny na D,. To znamena
symetricky a taky, ze existuje konstanta C>0 tak, ze plati

(9.1) (Au,u)>C[u|’, VueD,.

Na linearnom priestore Dy oznacme
9.2) (u,v), =(Au,v), Yu,veD,.

Tvrdenie 9.1:

Vztah (9.2) definuje skalarny sticin v Dj4.

Dokaz:

Overime vlastnosti skalarneho stcinu pre zobrazenie (9.2):

Symetria plati pretoze operator A je symetricky.

Linearita plati pretoze operator A je linearny a prava strana je povodny skalarny
sucin.

Zostava ukézat’

(wu,u), 20 A  (wu),=0u=0 v H.

(u,u) , = (Au,u) > C* |u||2 >0

u=0= (Au,u)=0= (u,u) , =0

0=(u,u), =(Au,u) =>u=0.

Tu sme vyuzili, Ze operator A je pozitivne definitny a zaroven vidno, Ze ak uvedené

zobrazenie (9.2) ma byt skalarnym sucinom, je podmienka pozitivnej definitnosti
nutna.o

Priklad 9.1:

b
V priestore L,(a,b) so skalarnym suc¢inom (u,v) = I u(x)v(x)dx uvazujme linearny

priestor vietkych funkcii u e C*(<a,b>) takych, Ze plati: u(a) =0, u(b)=0.
Na tomto liearnom priestore definujme operator A vztahom
(9.3) Au=-u".

V predchéadzajucich prikladoch sme ukézali, ze na D4 je uvedeny operator pozitivne
definitny a plati

9.4) (u,v), ="v.

Teda v tomto pripade, je novy skalarny sucin funkcii u a v dany ako pdvodny skalarny
sucin derivacii u’, v’ tychto funkcii.

Z nového skalarneho sucinu mézeme hned’ odvodit’ normu a metriku:

82



Angela Handlovicova, Matis Tibensky:
Zaklady funkcionalnej analyzy a variaéného poctu

(9.5 |u, ="

(9.6) p,(u,v)=|u—v,.

Teda linedrny priestor D s danym skaldrnym st¢inom (9.2) a odvodenou metrikou
(9.6) tvori unitarny priestor, ozna¢ime ho Sx.
Navyse pre kazdy prvok u e D, plati

A’

1
O [ull, = ol = Ju < <

kde konstanta C je konstanta z (9.1).
Zo vztahu (9.7) dostavame:

Tvrdenie 9.2:

Ak pre postupnost’ prvkov {un} zDa plati 1im||un - u0|| =0, potom tiez plati
n—oo A

lim”un - u0|| =0

Dokaz:

Vyplyva hned’ z (9.7) a z nezdpornosti noriem:

0 < limlu, —u0||£%1im u, —u| =0=limfu, —u,|=0. o

n—»o0 n—»o0 A n—»o0

Poznamka 9.1:
Analogické tvrdenie ako 9.2 plati aj pre cauchyovské postupnosti (pozri cvicenie), ale
obratené tvrdenie neplati.

Poznamka 9.2:

Priestor S, nemusi byt vo vSeobecnosti uplny v metrike (9.6). Da sa pridanim
idedlnych elementov z neho urobit’ Uplny obal priestoru S, Ozna¢me tento priestor
Ha.

Za vyssie uvedenych predpokladov na operator A sa dd ukazat,, Ze priestor Hy sa da
zostrojit’ z prvkov pdvodného priestoru H. (Konstrukcia priestoru Ha- pozri[R]).

Veta 9.1:
Nech A je pozitivne definitny operitor definovany na linedrnom priestore Da,
hustom v Hilbertovom priestore H . Priestor Hy je uplny priestor v metrike danej
konStrukciou priestoru (tato je indukovand metrika zo skalarneho sucinu, ktory je
rozSirenim skaldrneho sucinu (9.2) na priestor s pridanymi idedlnymi prvkami)
a linearny priestor D, je v iom husty.

Pre takto vzniknutti novi metriku (budeme ju oznacovat’ opiat’

(9.7).
Dokaz: [R].

| plati tiez vztah

83



Angela Handlovicova, Matis Tibensky:

Zaklady funkcionalnej analyzy a variaéného poctu

10. Existencia minima funkcionalu v H,
ZovSeobecnené riesenie

Nasledujuce uvahy su velmi podobné uvahdam o rozsireni definicného oboru funkcie
(v tomto pripade pojde nie o funkciu, ale o funkciondl). Toto rozsirenie nam pomoze
najst existenciu minima na tejto rozsirenej mnozine pre kvadraticky funkcional.

Z predchadzajucich kapitol vieme, Ze pre kvadraticky funkcional
(10.1) Fu=(Auw,u)-2(f,u), ueD,,

kde A je pozitivny operator, plati veta o minime, ktord hovori, Ze minimum tohto
funkcionalu existuje prave vtedy, ked’ ma rovnica

(10.2) Au=f v H rieSenie aje to prave minimalny prvok daného funkcionalu.

Naviac vieme, Ze ak je operator A je pozitivne definitny, dé sa skonStruovat’ Hilbertov
priestor Ha, so skalarnym stucinom

(10.3) (w,v), =(Auw,v), ueD,, veD,.
V tomto Hilbertovom priestore mézeme funkciondl F zapisat’ v tvare:

Fu=(uu), —2(f,u), ueD,.

Ak je prvok u € H, , tak je tento prvok aj z H, skalarny stcin (u,u), méa zmysel aj pre
prvky z Ha, nielen z D, Teda funkcional F mézeme predpisom (10.4) rozSirit’ na
cely priestor Ha.

(10.4) Fu=(u,u), —2(f,u), ueH,.

Ukézeme, zZe takto rozSireny funkciondl nadobtda v priestore Hy svoje minimum uy
a tento prvok je jednozna¢ne uréeny danym prvkom f € H .

Ako uz vieme z predchadzajiceho, pre pevné f e H je funkciondl (f,u) linearny
a ohraniceny v H. Tento funkciondl je linedrny a ohrani¢eny, ako vyplyva z vlastnosti
skalarneho sucinu aj v Ha:

(10.5)

(f, u)| < ||f ||||u|| < @”ﬂ ,» kde C je konstanta z pozitivnej definitnosti operatora

A.
KedZe Ha je Hilbertov priestor, podla Rieszovej vety existuje prvok u, €H,,
ur¢eny jednoznacne prvkom f € H , taky, Ze plati:

(10.6) (uy,u), =(f,u), YueH,. Pre funkciondl F preto mame:

(10.7) Fu=(u,u), ~2(60) = (u,w), = 2019,0) , =[]’y = 20u,u) o £ g [y ==, [ = oo -
Z vlastnosti normy vyplyva:

||u—u0||A=Oc>u—uO:O v H, a ||u—u0||A>O pre u#u, v H,.
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Z tohto je zrejmé, Ze funkcional F nadobiida minimum prave v prvku uy. Dokazali
sme vetu

Veta 10.1:

Nech je A pozitivne definitny operadtor na linedrnom priestore Dja, hustom
v Hilbertovom priestore H. Nech Ha je Hilbertov priestor skonStruovany
v predchadzajiicej kapitole. Potom funkciondl F dany v Ha predpisom (10.4)
nadobuda v Hy minimdlnu hodnotu. Prvok ug, ktory toto minimum v Hy realizuje je
dany jednoznaéne vztahom (10.6).

Vsimnite si, Ze na existenciu minima sme pouzili Rieszovu vetu, ktora sice zarucuje
existenciu a jednoznacnost uvedeného prvku, ale ni¢ nehovori o konstrukcii takéhoto
prvku.

Definicia 10.1:
Prvok wy, ktory v priestore Hn minimalizuje funkcional (10.4) a ktory je urceny
jednoznacéne vztahom (10.6), nazyvame zovSeobecnenym rieSenim rovnice Au = f.

Poznamka 10.1:
Veta 10.1 nedava navod, ako toto rieSenie skonStruovat’, len tvrdi, Ze toto rieSenie
existuje.

Poznamka 10.2:
Z (10.6) hned mame

108) fua0, | =[(0]<

Specialne pre u=uy mame

o VueH,.

=, <

f
109 fuff <, f

Tato rovnica vyjadruje spojitu zavislost' zovSeobecneného riesenia na pravej strane f
danej rovnice Au = f.

Ak sa teda pravé strany rovnic Au = fa Av = g malo liSia v norme priestoru H, potom
aj ich zovSeobecnené rieSenia up a vo sa malo liSia v norme priestoru Hy. Uvedomme
si, Ze tu podstatnou mierou vyuzivame fakt, Ze operator A je linedrny, pretoze len tak
plati

(uy,u) , =(f, )N (vy,u),=(g,u) YueH, =z,=u,—Vv, je zovseobecnenym
rieSenim rovnice

|l -l
Az=f-g=(zpu), =(f—gu) VueH, =[u,—vy, gﬁ

C
Tato poznamka md pre numerické rieSenie ulohy velky vyznam, pretoze v praxi
nemozeme ocakavat, Ze namerané data su ozaj bezchybné. Teda prava strana bude
zrejme zatazena nejakou chybou meranou v metrike H. Nastastie, potom aj
zovSeobecnené riesenie bude zatazené chybou meranou v metrike Hy, ktoru vieme

dopredu odhadnut’ z vyssie uvedenej nerovnosti.
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Tento fakt sa d4 vyuzit aj pri odhade chyby rieSenia. Ak pre n-ti aproximaciu u, z Da
plati Au, = f,,, a prvok f, sa malo 1i$i od pdvodnej pravej strany f potom pre tito
aproximaciu a zovseobecnené rieSenie ug plati:

f, ] _|Au, 1

C C

(10.10)

u, —u0||A <

Poznamka 10.2:
Ak vieme, Ze funkcional F nadobtida svoje minimum v bode uy v Ha, potom sa tato
minimalna hodnota rovna ¢&islu:

2
A

(10.11) minFu = —u,|
¢o vyplyva zo vztahu (10.7).

Definicia 10.2:
O postupnosti prvkov {un} z Ha hovorime, Ze je minimalizujuca pre funkcional
(10.1) alebo, Ze je p — postupnost’, ak plati

(10.12) lim Fu, = |u,|’,.

n—»0

Veta 10.2:
Ak je {un } 1L — postupnost’, potom plati

(10.13) lim

u, —u0||A =0.

Naopak, ak plati (10.13) potom {u11 } je 1 — postupnost’.

Dékaz:

Opdt ide viastne o ekvivalenciu, takze dokazZeme na obe strany.

{un} i — postupnost, teda plati (10.12). Mame dokézat’ platnost’ (10.13). Z (10.7)

vieme, Zze Fu = |u - u0||i1 = o i , G0 vyuzijeme v nasledujiicej Uprave:

lim
n—>0

Teraz opacne, nech plati (10.13). Madme dokazat’ platnost’ (10.12):

2 2 _ 2
u, =tg[, =Jual[[) = o[-

u, =ty = Him(F ) + g = lim FGu,) + o[ = oo+, =0

lim(F (u, ) = lim(

Poznamka 10.3:

Zaviedli sme pojem zovSeobecneného rieSenia rovnice Au = f. V Specidlnom pripade
moze byt toto rieSenie z Dj, Co je hlavne u diferencidlnych operatorov obdoba
klasického riesenia. To, ¢i zovSeobecnené rieSenie uy z Ha je aj z Da zdvisi hlavne od
pravej strany f a vlastnosti operatora A.

Na priklade s Poissonovou diferencidlnou rovnicou snulovymi okrajovymi
podmienkami vidime, Ze klasické rieSenie (vyzadujeme spojiti funkciu na Gso
spojitymi druhymi derivaciami na G nie zmieSanymi a splnenie okrajovej podmienky)
sa li§i od rieSenia vD, (vyzadujeme funkciu z C*(G) snulovymi okrajovymi
podmienkami).

Zovseobecnené rieSenie ma vo vSeobecnosti podstatne rozdielne vlastnosti, napriklad
v tomto pripade sa vyZaduje len existencia derivacii prvého rddu a aj to len v tzv.
zovseobecnenom zmysle, ako uvidime neskor.
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Poznamka 10.4:

Ak prvok wuy z D, minimalizuje funkciondl v Ha, potom tym skor minimalizuje
funkcional v Da ateda podla vety o minime kvadratického funkciondlu je v H aj
rieSenim rovnice Au = f.

Nasledujuce tvrdenie je velmi dolezité pre to, aby Struktura pojmu zovseobecneného
rieSenia pekne zapadla do pojmu klasického riesenia. Z poznamky 10.4, vidime, Ze ak
zovseobecnené riesenie je z D, , tak presne toto je riesenim aj klasickym. Teraz treba
eSte ukazat, ze ak uloha ma zovseobecnené rieSenie, ktoré nie je z D, tak uz nemoze
mat klasické riesenie.

Veta 10.3:
Ak prvok wug nie je zD, a minimalizuje funkciondl v Ha, potom rovnica Au = f
nemoOze mat’ rieSenie v Da.
Doékaz :
Urobime sporom.
Prvok up nie je z Do a minimalizuje funkcional v Ha, teda plati:
. 2
irelllir}Fu =Ffu, = —||u0||A.
Nech teraz existuje prvok u; z Du , ktory je rieSenim rovnice Au=f.
Tento potom podla vety o minime kvadratick¢ého funkciondlu je minimom
funkciondlu F na mnozine D, . KedZe ale Dy je podmnozinou Hy a ug nie je
z Da urcite plati

Fu, = Fu, =|u, —u,|, =a>0 steda Fu, +a=Fu,.

Z hustoty mnoziny Dy, v Hp vieme, ze existuje postupnost’ {un} zDy ,

u, —u0|| , =0. Musi preto existovat’ prvok z tejto

a
u, — i, <\/;.

2 2 a 2 2 v e
Fu, :”u,7 —u0||A —||u0||A <5—||u0||A < a—”uO”A =Ffu,+a=Fu, = Fu, < Fu,, Co je

konvergujuca k prvku up:  lim

postupnosti s dostato¢ne velkym indexom, pre ktory plati

Pocitajme a odhadujme teraz hodnotu funkcionalu F v tomto prvku:

spor s tym, Ze prvok u; z D minimalizuje kvadraticky funkcional F na D4. O

Poznamka 10.5: Nehomogénne okrajové podmienky.

Vybudovana teoéria predpoklada, Ze definiénym oborom operatora A je linearny
priestor. Aj numerické metddy st zaloZené na hl'adani aproximadcie rieSenia v tvare
linedrnej kombinacie prvkov =z linearneho priestoru Dy pripadne z linearneho
priestoru Ha.

V pripade homogénnych okrajovych podmienok sme tito skutocnost zahrnuli do
definicie linearneho priestoru Da.

Pre nehomogénne Dirichletove okrajové podmienky zahrnutie tejto podmienky do
definicie priestoru D bude znamenat’, Ze D nie je linearny priestor. To isté plati aj
o podmienkach Newtonovho typu (pozri cvicenia).

Vynara sa preto otdzka ako zahrit' do takto vybudovanej tedrie problémy
s nehomogénnymi okrajovymi podmienkami.

Prvd moZnost' je previest nehomogénny problém na problém s homogénnymi
okrajovymi podmienkami.
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Priklad 10.1:
Uvazujme na oblasti G s hranicou I' Dirichletov problém

(10.14) —Au=f v G, u=g na I.

Nech vieme najst’ funkciu w spojiti na G = G + I', ktora spifia okrajovii podmienku
w=g na I' anavySe —Aw e L,(G). Potom rieSenie problému (10.14) hl'adame
v tvare

(10.15) u=w+z,
kde z riesi nasledujaci problém:

(10.16) —Az=f+Aw v G, z=0 na T

Ked’ze prava strana tohto problému je funkcia z L,(G), tomuto problému sme sa uz
venovali.

Priklad 10.2:

Zovseobecnime tulohu z predchadzajuceho prikladu na operator A pre nejaké
nehomogénne okrajové podmienky. Pre jednoduchost’” uvazujme zékladny Hilbertov
priestor H = L,(G). Ak najdeme funkciu w taku, Ze spiiia dané okrajové podmienky
anavySse Awe H, potom poloziac h = f-Aw, kde h e H, rieSeniec uvedeného
problému hl'adame v tvare suctu

(10.17) u=w+z,
kde z rie$i problém

(10.18) Az=h v G, z=0 na TI.

Vo vSeobecnosti, ale nie je l'ahké ndajst’ funkciu w. JednoduchSie pripady pozri
cvicenia.

Poznamka 10.6:

Nehomogénne okrajové podmienky, druhd formuliacia. Vyjdeme z prikladu 10.1.
Pre funkciu z (10.16) opit plati, ze D4 je linearny priestor spojitych funkcii na G az
do druhého radu vratane, ktoré spiiiaji homogénnu okrajovii podmienku. Pre operator
Au =—Au sme ukazali, Ze je pozitivny a plati

(10.19) (Au,u):ji(ﬂj dx .

5 o\ 0K,
Prislu$ny priestor Hy zhruba povedané tvoria funkcie rovné nule na hranici oblasti G,

ktoré maju prvé parcidlne derivacie integrovatelné s druhou mocninou v G. Prislusny
kvadraticky funkcional

(10.20) Gz=(z,z), —2(f +Aw,z) = JZ(

G i=1

2
0
% dx—2J.(f + Aw)zdx
ox; G

nadobuda v Hy minimum a prvok zy z Hy ,v ktorom sa to minimum nadobuda je
zovSeobecnenym rieSenim problému (10.16). Funkcia uy = w+zp je potom
zovSeobecnenym rieSenim problému (10.14). Pretoze ze H spifta nulové okrajové

podmienky a pouzitim Greenovej vety mame
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ow 0z

(10.21) jszdx = —ilz;ggd

preto funkcional (10.20) moézeme napisat’ v tvare

(10.22) GZ—JZ( jdx 2jfzdx+2jza—wa—zd

G i=l Gll

Tento zapis dovoluje zovSeobecnit’ poziadavky kladené na funkciu w. Zo vztahu
(10.22) je vidiet, Ze stati zvolit' funkciu w tak, aby spiiala okrajovi podmienku
a a by mala parcidlne derivécie prvého radu integrovatel'né v G s druhou mocninou.
Okrem toho vieme, ze skaldrny sucin

ov Oz

(10.23) (v,z), = jZa—gd

bol definovany pre triedu funkcii, ktoré spifiaju nulova okrajova podmienku. Vztah
(10.23) ale plati pre omnoho SirSiu triedu funkcii, ktoré nemusia splnat’ dant
homogénnu okrajovi podmienku. Tento integral pre tito vSeobecnejsiu triedu funkcii
ozna¢ime

ov 0z

(10.24) ((v,2)) = j'z@—@?d

Teraz méZeme dany funkcional napisat’ v tvare

(10.25) Gz =((z,z))-2(f,z) +2((w,z)), zeH,.

Ked’ teraz do tohto tvaru dosadime za z = u-w, dostaneme

(10.26) G(u-w) =((u,u))=2(f,u)—((w,w))+2(f,w), zeH,,

teda m6zeme rovno hl'adat’ prvok uy, ktory minimalizuje funkcional (10.26), alebo, ¢o
je to isté, funkcional

(10.27) Fu=((u,u))—2(f,u),

pretoze posledné dva Cleny (10.26) sa s meniacim sa u nemenia. Tento funkcional ma
teda ten isty tvar, ako funkciondl pre homogénne okrajové podmienky. Rozdiel je

vtom, ze tento funkciondl neminimalizujeme v priestore Ha, ale v priestore
dostato¢ne hladkych funkcii, ktoré spliiaji nehomogénnu okrajovi podmienku.

Poznamka 10.7:
Z historického hl'adiska vlastne bola tato uloha skumana ako prva, ked’ sa rieSenie
Laplaceovej rovnice spolu s nehomogénnymi okrajovymi podmienkami:

(10.28) —Au=0, v G, u=g na I

hl'adalo ako minimalizujuci prvok Dirichletovho integralu
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(10.29) ((u,u)) = j Z({%} dx

G i=1 1

na mnozine dostatoéne hladkych funkcii spifiajticich okrajovii podmienku.

Nuz a teraz nastava chvila, kedy by nads zaujimalo, ako to riesenie (o ktorom vieme
zistit, ¢i existuje a je jednoznacné) ndjst, pripadne, co sa stava ovela castejsie, ako
najst nejaku jeho vhodnu aproximdciu. Ako sa v dalSom ukadze, je niekolko metod
hladania tohto rieSenia, aj ked' tu spomenieme len tri z nich o dalsich sa moze citatel
dozvediet z mnozZstva dalsich knih venovanych tejto problematike.
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Cvicenia:
8.1. Ukazte pozitivnost’ operatora z prikladu 8.1.

8.2. Pre Poissonovu rovnicu s Dirichletovymi okrajovymi podmienkami definujte
operator A , Da Definujte prislusny kvadraticky funkciondl a presvedcte sa, Ze platia
predpoklady vety o minime kvadratického funkcionalu.

8.3 . Nech A je operator z D4 , ktory tvoria vSetky funkcie spojité az do druhého radu
vratane na intervale <a, b> a spiiia podmienky

u(a) = u(b) = 0. Na tomto linedrnom priestore definujeme operator A vzt'ahom:

Au = -u" +cu. Pre aké c € R je operator pozitivny? Definujte prislusny kvadraticky
funkcional.

8.4 . Nech A je operator z Da , ktory tvoria vSetky funkcie spojité az do druhého radu
vratane na intervale <0, 1> a spliia podmienky u'(0) = (1) = 0

Na tomto linedrnom priestore definujeme operator A vzt'ahom:

Au=-u" +cu. Pre aké c € R je operator pozitivny? Definujte prislusny kvadraticky
funkcional.

8.5. Definujme priestor X ako priestor dva krat spojite diferencovatel'nych funkcii na
intervale <0, 1> , ktoré spifiaji homogénne Dirichletove okrajové podmienky
a priestor Y budu tvorit spojité funkcie na intervale <0, 1>. Operator A definujeme
predpisom  Ax = x". Existuje k operatoru A inverzny operator? Ak ano najdite jeho
predpis.

9.1. Dokazte: Ak je postupnost’ prvkov {un} cauchyovskd v S, potom je {un}
cauchyovska aj v H.

10.1. Pre Poissonovu rovnicu a nehomogénne Dirichletove okrajové podmienky
zahrnutie tejto podmienky do definicie preistoru Dy znamend, Ze D4 nie je linedrny
priestor. Dokazte. To isté plati aj o podmienkach Newtonovho typu.

10.2. Na priestore L,(0,1), je dand Poissonova rovnica a nehomogénne okrajové
podmienky: u(0) =-2, u(l) =3. Hladajte rieSenie tlohy v tvare suctu funkcii, kde
jedna spiiia okrajové podmienky a druhé riesi Poissonovu rovnicu s homogénnymi
okrajovymi podmienkami.
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11. Metoda ortonormalnych radov

Nech je v Hilbertovom priestore H husty linearny priestor Ds. Na fiom uvazujeme
operator A zobrazujici Da do H. Nech je A pozitivne definitny na Ds. Nech Hy mé
taky vyznam, ako v predchadzajucich kapitolach.

Dalej budeme predpokladat’, ze Hilbertov priestor Hy je separabilny. Da sa ukazat’,
napr. v [Mi], Ze k tomu je postacujuce, aby priestor H bol separabilny.

Kedze je priestor separabilny, tak obsahuje spocitatelni mnozinu prvkov husta
v danom priestore. NavySe v tomto priestore podla Vety 5.4 existuje spocitatelna
baza, to jest spocitatelny systém nezavislych prvkove,,,,...,@,,...., ktory je uplny
v tomto priestore, teda taky, Ze pre kazdy prvok uz H a pre kazdé €>0 sa daju najst’

¢isla a!” tak, e plati:

AL1) p(w,Yale,) <.
k=1

Ak méame husti mnozinu, tito baza sa da vytvorit’ z prvkov prave tejto mnoZiny
a dokonca sa da vytvorit’ ortonormalna.

Nech je teda ¢,,9,,...,9,,.. ortonormalna baza v priestore H,. Hl'adané

zovseobecnené rieSenie je prvok z priestoru Hy , ateda ho mézeme vyjadrit’ ako
linearnu kombindciu bazy v tvare Fourierovho radu:

(11.2) u,= Zak(pk, a, = (uo,(pk)A, k=12,..,n,..

k=1
Z konstrukcie prvku ug ako zovSeobecneného rieSenia tillohy Au = f vieme, Ze plati

(11.3) (ue,0) 4 =(f>00)-

Teda koeficienty vieme naratat’ jednoduchym sposobom.

Konvergencia uvedeného radu v priestore H, priamo vyplyva zkonvergencie
Fourierovych radov a konvergencia v priestore H zase z odhadu noriem priestorov H
a HA.

Veta 11.1:

Nech A je pozitivne definitny operator na linedrnom priestore D, hustom
v separabilnom priestore H. Nech prvok f je zH. Nech ¢,,¢0,,....,9 ,.... je
ortonormalna badza v priestore Hy . Potom zovSeobecnené rieSenie uy rovnice Au=f je
dané radom (11.2) s koeficientmi (11.3). Tento rad konverguje k zovSeobecnenému
rieSeniu v priestore H aj priestore Hx.

Dokaz:

Ihned’ vyplyva z kapitoly o Fourierovych radoch. o

Poznamka 11.1:
Uvedomme si, Ze treba zvolit’ bazu v priestore Ha a tazkost’ tejto metddy je prave

v najdeni uvedenej ortonormalnej bazy.

Priklad 11.1:
RieSme metoddou ortonormélnych radov problém
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—u"=x v <01l1>, u(0)=u(1)=0.

Nas zakladny priestor je priestor L,(0,1). Operator je definovany ako Au=-u"
Jeho definiény obor spliiia okrajové podmienky a ako v predchadzajucich kapitolach
vieme skonS$truovat’ jeho rozSirenie na priestor Hy . RieSenie budeme hladat’ v
priestore Hu v tvare nekonecného radu pri vhodnej vol'be bazy:

®,(x) =—Zsinmzx, n=12,..,.
m

Treba ukézat’, Ze tento systém funkcii je v priestore Hy ortonormalny. Uvedomme si,
7e skalarny suéin funkcii v priestore Hy , kde Au =-u"je definovany ako (pozri
priklad 9.1.):

(u,v), =@' V)= J.u (x)v'(x)dx.

Takze mame:
‘ 0 #
I(on (x)e!, (x)dx —££7m7zm COS 1/ Cos mmxdx = {1 e

0 n=m

V2 V2

1
Koeficienty radu teraz podl'a (11.3) budti a, = — .[ xsinnmdx =——; (D"
0 z°n

mn

a teda prisluény rad ma tvar
Za 0,(0=—5( 1) sin n7x.

Zvolili sme takyto Dirichletov problém zdmerne, pretoze sa velmi jednoducho da
ndjst’ jeho presné rieSenie, ktorym je funkcia

1
u(x) = gx(l —x°).

Na Obrazku 9.1. vidno tato funkciu (vlavo) a jej aproximacie vytvorené 2,5 a 10
¢lenmi Fourierovho radu (vpravo).

0.06F
0osE 0.05
004 0.04[
003r \ 0.03F
002f \  oof
0.01F \  oolf

L 1 | L 1 1 1 1 1

02 04 0.6 08 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obrazok 9.1.
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Poznamka 11.2:

Treba si uvedomit, ze nie vzdy je potrebné len tak malo ¢lenov radu na dobru
aproximaciu, v tomto pripade ide o pekny priklad. VSimnime si, Ze uvedené rieSenie
je aj klasickym rieSenim dané¢ho problému.
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12. Ritzova metoda

Tato metoda vychadza z inych principov ako metoda ortonormalnych radov
a nepredpoklada existenciu ortonormdlnej bazy, ale opdt predpoklada, Ze priestor je
separabilny a ma teda bazu.

Nech je opidt’ dany separabilny Hilbertov priestor H ana D ktory je v H husty
linearny priestor, je definovany pozitivne definitny operator A. Nech Ha je
separabilny Hilbertov priestor skonstruovany ako v predchadzajucich kapitolach.

V tomto priestore uvazujeme bazu

12.1) o,0,,..0,,...

Vo vSeobecnosti nemusi byt’ tdto baza ortogonalna. Proces ortogonalizacie je vel'mi
pracny a v praktickych pripadoch sa vyuziva len pre Specialne typy uloh.

Z predchadzajuceho uz vieme, ze zovSeobecnené rieSenie rovnice
(12.2) Au=f

je prave ten prvok uy z Ha, ktory minimalizuje funkcional

(12.3) Fu=(u,u), —2(f,u)

a teda, pre ktory plati

(12.4) Fu, = minFu.

ueH,

Zvol'me prirodzené Cislo n a hl'adajme aproximaciu u, prvku uy v tvare
(12.5) u, => 2,9,
k=1

kde @k pre k =1, 2, ...n su prvky bazy (12.1). Koeficienty ai su zatial’ nezndme redlne
konstanty. Tieto ur¢ime z podmienky

(12.6) Fu, = min Fv,

v,eH Ay
kde H , oznaCuje mnoZinu vSetkych moZznych linedrnych kombinacii z (12.5).

Chceme teda, aby medzi vSetkymi aproximaciami tvaru

(12.7) v, = Zbk(pk ,
k=1

kde by st Tl'ubovolné redlne konStanty, nadobudal funkciondl ako funkcia n-
premennych najmen$iu hodnotu prave pre aproximaciu (12.5). Urcenie takychto
konstant je jednoduché. Ak nasu aproximaciu (12.7) dosadime do kvadratického
funkciondlu (12.3), mame

(12.8) Fv, = (zbk¢kazbk(/7k),4 _Z(fazbk(pk) =
k=1 k=1 k=1

b12 (@1,90) 4 +bby(@1,0,) 4+ v bD,(01,0,) , + ...

blbn(¢n5¢l)A +bnb2(¢n’¢2)A +""+b;f((0n’¢n)A -
2b,(f,0) =2b,(f,0y) =i = 26, ([ 0,)
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Ked vezmeme do uvahy symetriu skalarneho stcinu, mézeme vztah upravit

(12.9) Fv, = b12(¢71:(/’1)A +2b.0, (01, 0,) 4+t 20D, (01, 0,) 4 e +bnz(¢na¢7n)/1 -

2bl(fﬂ¢1)_2b2(fa¢2)_ """" _2bn(f’¢n)'

Pretoze skaldrne suciny vo vztahu (12.9) st pevné (Cisla, je tento funkcional
kvadratickou funkciou n- premennych bj, b,,....,b,. Aby tato funkcia nadobudala
minimum (bude to minimum, lebo pri kvadratickom clene je nezdporny koeficient)

v bode
(a,,a,,...,a,), je nutné aby boli splnené rovnice:

oFv, oFv,

(12.10)

L lb=a,,...b,=a, n b =a,..,b,=a,

Z ¢oho mame:

(12.11) 2a1(¢1,¢1)A +2a2(¢1,¢2)A +..+2a, ((”1,(”,1)/1 -2(f,9) =0,

2“1 ((pl,(pz)A +2a2((02,(p2),4 +---+2an (¢)2,(P,1)A _2(fa¢2) =0,

2al (¢1,§0nl)A + 2a2 (¢2,¢n)A t..+ 2an (¢n,¢n)A - 2(f9¢n) = O

a po Uprave mame:
(12.12) al((pl,¢1)A +a2(¢1,¢’2)A t..+a, (¢’1,(pn)A =(f,9),

a1(¢1,§02)A +a, (¢2,¢2)A +..ta, (¢2,¢n)A =(f,9,),

al (¢1,¢n )A + aZ (¢27¢n )A +...t an (¢n,¢n )A = (f’ ¢n )
Vysledna sustava je sustava n- rovnic on neznamych a;, aj,...a,. Pretoze prvky
@, 9, ..., su linedrne nezavislé, determinant tejto sustavy je Grammov determinant

a teda je rozny od nuly. Z tohto faktu vyplyva, ze uvedena stistava ma jediné riesSenie.

D4 sa ukézat’, (forma z (@:,9,)4b,b; je za uvazovanych predpokladov pozitivne
i,j=1

definitnd), Ze ziskany extrém je ostré minimum.

Poznamka 12.1:
Specialne, ak je baza (12.1) ortonormalna v Ha, jej prvky oznaéme @,,@, ..., potom
rieSenie je vel'mi jednoduché a plati:

(12.13) a, = (fa(zl)a

a, =(f,9,),

a, =(f,9,),

A teda rieSenie je tvaru
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(12.14)  u, =i(f,<5k)5k-

Ako vidiet' z tohto posledného vzt'ahu, nejde o ni¢ iné, ako o koeficienty ziskané
predchadzajiucou metddou, ked’ baza bola ortonormalna.

Veta 12.1:
Nech A je pozitivne definitny operator na linearnom priestore Da hustom

v separabilnom Hilbertovom priestore H anech f e H.Nech dalej ¢,,¢,,..¢,...j¢
baza v priestor Hy. Potom Ritzova postupnost’ {un} s konstantami a;, ay,...a, danymi

pre kazdé pevné n ststavou (12.12), konverguje v Hx k zov§eobecnenému rieseniu uy
rovnice Au = f.

Dokaz:

Postup dokazu je zalozeny na poznamke 12.1. Staci len previest’ bazu z predpokladu
vety Grammovym-Schmidtovym ortogonalizaénym procesom na ortonormalnu bazu,
kde potom plati (12.14) a konvergencia takéhoto radu vyplyva priamo z konvergencie
Fourierovych radov a konstrukcie priestoru Hy. V d’alSom si len treba uvedomit’, Ze
proces Gramm-Schmidtovej ortogonalizacie vlastne len vytvara prvky ortonormalne;j
bazy ako istu linearnu kombinaciu prvkov povodnej bazy.

Podrobnejsi dokaz pozri [R]. O

Poznamka 12.2:

Da sa ukézat, Ze aj ked’ Ritzova postupnost’ konverguje k zovSeobecnenému rieSeniu
up v Ha, nemusi platit, ze Au, konverguje k f v H. Preto pre odhad chyby je vel'mi
dolezity spravny vyber bazy.

Bazu v priestore Hy moZno vzhl'adom na hustotu Dy v Hy zvolit' aj zprvkov
priestoru Da. Potom ststava (12.12) bude mat’ tvar:

(12.14) a (Ao, @) +a,(Ap, @,) +...+a,(Ap ¢,)=(f,9),

a,(Ap @,) +a,(Ap, p,) +...+a,(Ap, 9,) = (f,0,),

a(Ap ) +a,(Ap, 0,)+...+a,(Ap, 0,)=(f,p,).

Vsimnite si, Ze sustava je rozmeru nxn, teda cim presnejsie chcem aproximovat
hladané riesenie, tym vdcsiu sustavu musim riesit a teda rychle a efektivne rieSenie
linearnych sustav rovnic je pre ,,numerika” klucova zalezitost.

Priklad 12.1:
RieSme pomocou Ritzovej metdody problém

—u"+u=(1+7")sin(7),

u(-1)=u)=0.

RieSenie:

Dany priklad sme vybrali tak, aby sme vedeli presné rieSenie tlohy, ktorou je funkcia
sin(zx) a mohli ho v zavere porovnat’ s numerickym rieSenim.

Zakladny linearny priestor bude L,(—L1). Operator A definujeme ako

Au =—-u"+una linedrnej mnozine D, vSetkych do druhého radu spojitych funkcii
spifiajucich okrajové podmienky, ¢o je hustd mnozina v L,(~1,1). Tento operétor je
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na tejto mnozine pozitivne definitny (pozri cvicenie 6.4). Za prvky bazy zvolime

podla [R]

P () =1-2",0,(x) =x(1-x"), @;(x)=x"(1-x"), ¢, ()=x"(1-x)..

Aproximdciu rieSenia hl'adame v tvare

u,(x)= Zbk(pk (x), kde koeficienty ziskame rieSenim (12.4), pricom pre
k=1

koeficienty matice A a koeficienty pravej strany b plati

a; = (A9, (x),0,()) = = [ 0} (I, () + [ @, (X)gp, (x)dx

b, = (1477 )(sin(m0), 0, (x)) = (1+ 7°) [ sin(), (x)dx

Vysledky sme zrealizovali vo vypo¢tovom systéme Mathematica pre rozmer matice 3
a’.

Na lavom Obrazku 12.1 je presné rieSenie a na pravom obidve numerické rieSenia.
Citatel méze vidiet' dosiahnutie vel'mi dobrej zhody uz aj pre takuto jednoduchu
aproximaciou, pretoze ide o pekné, hladké, presné rieSenie.

EAY =0 0.5 10 -1 -0.5 0.5 1.0

Obrazok 12.1

Poznamka 12.3:

Nehomogénne okrajové podmienky. Pre jednoduchy problém Dirichletovych
nehomogénnych okrajovych podmienok hl'addme zovSeobecnené rieSenie opédt
v tvare suctu

(12.15) uy, =w+z,,

kde w je funkcia, ktora spiia nehomogénnu okrajovii podmienku. RieSenie zy potom
hl'addme ako v predchédzajucej kapitole ako minimum v H, funkcionélu

(12.16) Gz=((z,2))=2(f,z)+2((w,2))

Ak hl'addme minimum Ritzovou metddou vyslednd sustava bude mat’ tvar:
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(12.17) a, (¢1,¢1)A +a2(¢1,¢2)A +..+a, (¢1,¢n),4 =(f,9)— (W, 9)),

a, (¢1,§02)A +a2(§02,(02)A t..t+a, ((02,(pn)A =(f,0,)— (W, 9,)),
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13. Galerkinova metoda

Princip tejto metody je zaloZeny na uplne inej myslienke, ako je princip Ritzovej
metody, ktory vychddza z hladania minima kvadratického funkciondlu. Ako sa neskor
ukaze, pri istych predpokladoch je to ta ista metoda, ale pozor, Galerkinova metoda je
vo svojej podstate uplne vSeobecnou metodou na rieSenie operdtorovej rovnice, opdt
ale zalozena na existencii bazy v Hilbertovom priestore.

Uvazujme bazu v separabilnom Hilbertovom priestore H:

(13.1) @,,0,,..0,,...

Pretoze je to baza plati :

Tvrdenie 13.1:
Ak pre dant bazu a 'ubovol'ny prvok u z Hilbertovho priestoru H plati

(13.) (we,)=0, Vk=12,..=u=0 v H.

Doékaz:

Je zaloZeny na tvrdeni Vety 3.12, ktora hovori, Ze ak je mnozina hustd v H a nejaky
prvok je ortogonalny ku kazdému prvku tejto mnoziny, tak je to prvok nulovy v H.
Staci zobrat’ za danti mnoZinu mnoZinu vSetkych linearnych kombinécii danej bazy.
Vel'mi jednoducho sa dokaze (pozri cvicenie), ze ide o husti mnozinu v H a navyse
ak plati (13.1), potom aj skalarny suc¢in prvku u s 'ubovolnou linedrnou kombinaciou
bazy dava z linearity skaldrneho st¢inu nulu, takze prvok u musi byt nutne nulovy. o

Nech je v H dana rovnica

(13.2.) Au=f.

Ak ngjdeme také ug z Da, Ze plati:
(13.3) (Au,—f,9,)=0, Vk=1.2,..

Potom podl'a (13.1) mdéme Aug —f = 0 v H, takZe uy z D, je rieSenim rovnice (13.2)
v H
Tato jednoduché tivaha tvori zdkladnti myslienku Galerkinovej metddy.

Predpokladajme, ze baza a defini¢ny obor operdtora A st také, ze kazda linearna

kombinacia Zak ¢, patri do Dy ahladame priblizné rieSenie u, rovnice (13.2)
k=1
v tvare

(13.4) u,=>a, ¢,
k=1

Kde n je l'ubovolné, ale pevne zvolené prirodzené Cislo a ax su zatial nezndme
konstanty.
Tieto ur¢ime z podmienky

(13.5) (Au, — f,0,)=0, k=12...n.
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Téato podmienka predstavuje n rovnic o n neznamych. Ak operator A je lineédrny,
nadobudne tvar

(13.6) (a,4p, +..a,4Ap, - f,0,)=0, k=12,..n
Podrobne;jsie

(13.7) al(A(01,§01)+ a, (A(”2,¢1) t+...ta, (A%,Cﬂl) =(f,9),

a, (A(Z)L(Dz) +a, (A¢2,¢2)+ -.ta, (A(Dn,(pz) =(f, ?,)s

al (A¢l,¢n) + a2 (A §02,¢n ) +..t an (A¢n,¢n) = (f’ ¢n )
Ak je navySe tento operator pozitivny (teda aj symetricky) a pouzijeme uz skor
zavedeny skalarny suc¢in, mézeme ststavu (13.7) zapisat’ v tvare

(13.8) a(@, ), +a, (@, ¢,)), +...+a,(0.9,), =),

a(P9,) 4+ (0, 0,) 4+t a,(0,0,) =(f,0,),

a (@ P,) 4+ (P 0,) 4+t a,(9,0,),=(]>0,)
Tento je zhodny s tvarom ststavy pre Ritzovu metédu. Znamend, ze ak s splnené
predpoklady pre konvergenciu Ritzovej postupnosti, su splnené aj predpoklady pre
konvergenciu Galerkinovej postupnosti, z coho plynie nasledujica veta:

Veta 13.1:
Nech A je pozitivne definitny operator na linedrnom priestore Da hustom
v separabilnom  Hilbertovom  priestore @ H anech feH.Nech dalej

p,eD,,.p, €D, ..tvoria bazu vpriestor Hy. Potom Galerkinova postupnost

u, = Za .9, S konStantami ay, a,,...a, danymi pre kazdé pevné n podmienkou (13.5),
k=1

konverguje v Hp k zovSeobecnenému rieSeniu ug rovnice Au=f.

Poznamka 13.1:

V pripade pozitivne definitnych operatorov st Ritzova aj Galerkinova metoda
totozné, ale vo vSeobecnosti je Galerkinova metoda omnoho SirSia. Metoda ako taka
nekladie ziadne obmedzenia na operator A ada sa pouzit’ pri velmi vSeobecnych
operatoroch. Osobitne ale treba vySetrit’ problém rieSiteI'nosti sustavy a konvergencie
Galerkinovej postupnosti k rieSeniu.

Priklad 13.1:

Rieste ulohu o priehybe votknutého nehomogénneho pruta premenného prierezu
dizky / naméhaného prieénym zat'azenim q (pozri [R]).

RieSenie:

Matematicky sa dand tloha sformuluje ako rovnica $tvrtého radu s homogénnymi
okrajovymi podmienkami:

(Ex)(x)u")" = q(x),

u(0)=u'(0)=u(l)=u'(l)=0.
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alebo ekvivalentne hl'adanim minima ,,funkciondlu energie”, ktory vyjadruje celkova
potencialnu energiu namahaného prutu.

%jEIu "2 dx — jqudx.
0 0

Funkcia E je funkcia modulu pruznosti materialu a funkcia I je moment zotrvac¢nosti
prierezu vzhl'adom k ohybovej osi a funkcia q predstavuje prie¢ne zataZenie.

Predpokladame, ze funkcie E a I st spojité az do druhych derivécii véitane a funkcia
zatazenia q je spojita funkcia na intervale < 0, 1 >. Ak budeme hl'adat’ rieSenie

n
Galerkinovou metddou, kde aproximacia rieSenia bude v tvare: u, = Za « @, » kde
k=1

bazové funkcie spliiaju okrajové podmienky nasej ulohy, potom nezndme koeficienty
Ak
mozeme vypocitat’ ako rieSenie sustavy rovnic

l " l " l " s
alj.(EIgol )"¢1dx+a2I(El¢2 )"(pldx+...+an'[(EI¢)n )"¢1dx:jq¢1dx,
0 0 0 0

l n l n l n l
alI(E]¢1 )”¢2dx+a2j(E]¢2 )"¢2dx+---+anj(E1¢,, )I'¢2dx:IQ¢2dx
0 0 0 0

l n l n l " l
aJ(EI(z)1 )"(pnabc+az.[(El(p2 )”(ondx+...+anJ.(Elgon )”(pndx=jq¢)ndx
0 0 0 0

Ak by sme tlohu riesili ako minimum uvedeného funkcionélu, dostavame ststavu

l "2 l " " l " " l
a]jEI(pl dx+a2IEI¢1 o, dx+...+anJ‘EI(p1 ®, dx=_[q(pldx,
0 0 0 0

! " " ! "2 ! " " !
alJ-EI(/)1 ®, dx+asz¢2 d)c+...+csz-EIgz)2 o, dx:quozdx,
0 0 0 0

! ” ” ! " ” l "2 !
a]jEI(pl ®, dx+asz¢2 o, dx+...+anjEI(pn dx=jq(pndx
0 0 0 0

Tieto sustavy st formalne rdzne, ved’ aj vychddzaji z inych matematickych principov,
v skutocnosti su totozné za predpokladov, ze pouzita baza splia okrajové podmienky
ulohy, pretoze ako vieme, plati:

I ” " ! : l ” ’
[(EIp, )”(pkdX{(EIcoi ) cok} - [(Elp, Yo, dx=
0 0

0
nwo ! .~
—[El(p,» cok} + (Elqo,« )(ﬂk
0

/

] " ! n
+J.Elgoi ?, dx:J.EI(pi @, dx.
0 0

0
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Cvicenia:

11.1. Rieste metodou ortonormalnych radov problém

—Au=x" v <0,7>, u(0)=u(r)=0.

11.2. Rieste metdodou superpozicie a metddou ortonormalnych radov problém
—Au=x v <0,7>, u0)y=1, u(r)=3.

12.1.: Rieste Ritzovou metodou problém

—Au=x" v <25>, u2)=u(5)=0,

nr(x—2)

kde za prvky bazy zvolime ¢, (x) = sin

13.1. Uvazujme bazu v separabilnom Hilbertovom priestore H: ¢, ,,...¢,,...

Ukézte, ze mnozina vSetkych linedrnych kombindcii danej bazy je hustd mnoZzina v
H.

13.2. Nech je danda u € C2(Q), ktora je nulova na hranici Q anech je dané €

l'ubovolné kladné. Dokézte nerovnost’ [|Vu|*dx < &[ (Au)’ dx + 4i [u?ax.
Q Q SQ

103



Angela Handlovicova, Matis Tibensky:
Zaklady funkcionélnej analyzy a variaéného poctu

14. Friedrichsova nerovnost’.
Poincarého nerovnost’

V' predchadzajucich kapitolach sme sa uz venovali aj zakladnym numerickym
metodam, ktoré mozeme pouzit na rieSenie nasho problému opisaného nejakou
diferencialnou rovnicou a okrajovou podmienkou. Vsetky metody predpokladali, Ze
rieSenie daného problému, aspon teda to zovSeobecnené existuje a je jediné. Ako uz
vieme z predchadzajuceho, na to staci, aby operdtor A, ktory prislicha danému
problému opisaného nejakou diferencialnou rovnicou a okrajovou podmienkou bol
pozitivne definitny. Potom zovseobecnené rieSenie existuje a je jediné v tzv.
energetickom priestore Hy. Teraz sa k otdzke, kedy a ktory operator je pozitivne
definitny chceme vratit pre Sirsi okruh problémov, nielen Poissonovu rovnicu
s homogénnou Dirichletovou podmienkou v jednodimenziondlnom priestore. Nato
nam bude sluzit tato kapitola a nerovnosti v nej prezentované.

Nech je v N- rozmernom euklidovskom priestore dand oblast’ G s Lipschitzovskou
hranicou I'. Nech je dany Hilbertov priestor L,(G) s obvyklou definiciou skalarneho

sucinu, normy a metriky:
14.1) (u,v)= j u(x) v(x)dx, [u]= /juz(x) dx, p(u,v)= \/ j (u(x) - v(x))’ dx .

G G G
Veta 14.1: (Friedrichsova nerovnost’)
Nech G je oblast’ s Lipschitzovskou hranicou. Potom existuji nezéporné konstanty
c1, ¢ zévislé od uvazovanej oblasti, ale nezavislé od funkcii z M tak, ze plati:

(142) [u’®dx<c, Zj(aa—“J dx+c, [u?(s)ds, VueM.
G Xy T

k=1 G

Oznaéme M = C'(G).

V jednorozmernom pripade sa uvedend Friedrichsova nerovnost da zapisat’

v niektorom z tychto tvarov:
b

(14.2) j u?(x)dx < clju'z(x)dx +c,u’(a)
(14.3) j w(x)dx < ¢, j u?(x)dx + c,u’(b)

a

(14.4) j u?(x)dx <c, j u?(x)dx + ¢, (u*(a) +u’(b))

Dokaz:

Vetu dokdzeme len v jednorozmernom pripade pre jeden pripad. Viacrozmerny pripad
je analogicky, ale technicky ovela zlozitejsi.

Dokaz urobime podrobne pre nerovnost’ (14.3).

Zvolme g(x)= cosM av ZE,: u=gv.
4(b-a) g
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Mame

"

u!2 :(gv)fz — gZV!Z +(V2ggr)r_v2gg )
Z toho

(14.5) (v’gg) —v’gg"<u'”.

Integraciou (14.5) dostavame

(14.6) [Vzgg']: - i vigg"dx < jiu'zdx.

Upravime
2
2 n T 2 b T 5
v - u -, |V =- u’(b).
&8 = 15 _a) [vee'] ot ®
Po dosadeni mame
Tcz i 2 ¢ "2 T 2
—2'[1,1 deju dx+——u (b)
16(b—-a)” . 4(b-a)
a z toho
b b Y ~
(14.7) [uldx <c, [u”dx +cu’(b), ¢ = 16(b : a)” , - 4b-a)
a a TE TC
O X7 ) TE(X — b) , . .
Na dokaz (14.2) staci zvolit' g(x) = COSW anerovnost’ (14.4) je dosledkom
—a

predchadzajucich dvoch. Ziskané odhady sa v tomto pripade daji jednoducho zlepsit
(pozri [R]). O

Poznamka 14.1:
Ak funkcie zlinealu (linedrnej mnoziny) spinajii d’aliie podmienky, napriklad ak
ozna¢ime M, linedl tych funkcii z M, pre ktoré plati u(a)=u(b) =0, potom odhad
(14.4) bude tvaru

b b
(14.8) Ju’(x)dx <c,[u?(x)dx, ueM,.

a

. . o e b-a)’
Hodnota c; sa v tomto pripade da stanovit’ optimalne ako c, = ( 5 ) .
T

Veta 14.2: (Poincarého nerovnost’)
Nech G je oblast’ s Lipschitzovskou hranicou. Potom existuju nezaporné konstanty
c3, €4 zavislé od uvazovanej oblasti, ale nezavislé od funkcii z M tak, ze plati:

(14.3) qu(x)dx£c3zn:_[[aauj dx+c4[J.u(x)de YueM.
G Xy

k=1 G G
Dokaz:
Opét’ urobime v jednodimenzionalnom pripade.
Nech u je l'ubovol'na funkcia definované na intervale <a, b> patriaca M. Potom plati
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u(x,)—u(x,) = Tu'(x)dx )

Z toho

u?(x,) +u” (x,) = 2u(x, u(x,) = {J‘u'(x)dx} )

Xy

Vyuzijuc Cauchyho -Schwarzovu nerovnost’ dostavame:

[Tu’(x)dx} <

X

Tu'z(x)dx

Xy

ledx

Xy

ateda odhadnuc prvy integral na pravej strane

mame

u?(x,) +u’ (x) = 2u(x u(x,) < (b - a)Tu'z(x)dx <(b- a)_[u'z(x)dx.

X

Nerovnost’ zintegrujeme na intervale <a,b> najskor pre x; a potom pre x; :

(b—a)[u? (xry)ex, + (b —a) [u’ (x))dx, = 2[u(x,)dx, [u(x, )dx, < (b—a)* [u" (x)dx.

a

Z toho
b 2 b b 2
2 (b-a) ”2 1
:!.u (x)dx < T!u (x)dx + E@ u(x)dxj ,
2
kde nerovnost’ ziskame ozna¢enim c, = b —2a) , C4 = - ! O
—a
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15. Obyc¢ajné diferencialne rovnice s okrajovymi
podmienkami

Takze ziskané nerovnosti z predchadzajucej casti nam teraz mozu pomoct urcit, kedy
je operdtor pozitivne definitny. V tejto kapitole sa sustredime na obycajné
diferencialne rovnice a ich okrajové ulohy pre operatory 2. radu. Je to tak preto, lebo
tieto probléemy modeluju (zatial’ v jednorozmernom pripade) velmi vela dolezZitych
uloh z praxe, napriklad rovnicu potencialu, staciondrne linedrne vedenie tepla,
jednoduchy model ustdaleného stavu prudenia podzemnej vody a iné.

Rovnica druhého radu

Uvazujme ODR druhého radu tvaru

(15.1) —(pu)'+ru=f, feLlL,(a,b), p(x),p'(x),r(x) st spojité funkcie v <a,b,>,

(15.2) p(x)=2p, >0, r(x)20 v <a,b>.

Okrajové podmienky su tvaru:
(15.3) oau'(a)—Pu(a)=0, yu'(b)+du(b)=0,

kde a,B,y,0 st nezaporné redlne Cisla také, ze ziadna z dvojic o, a y,0 nema obe ¢isla
zaroven nulové.

Rozoberieme jednotlivé pripady okrajovych podmienok.

1. Dirichletove okrajové podmienky:
(15.4) u(a)=u(b)=0.

Ozna¢me M; linearny priestor vsetkych spojitych funkcii so spojitymi derivaciami az
do druhého radu na intervale <a, b>, ktoré navySe spliaju okrajové podmienky
(15.4).

Oznaéme A operator definovany na M, takto:
(15.5) Aju=—(pu’)' +ru, ueM,.

Tvrdenie 15.1:

Operator A; je pri splneni podmienky (15.2) na M, pozitivne definitny.

Dékaz:

Z predchadzajlcich Casti vyplyva, ze M; je hustd mnozina v zdkladnom priestore
L,(a,b). Treba ukézat, ze operator je linearny, symetricky a pozitivne definitny.
Linearita je ponechana ako cvicenie.

Symetria: Vu,ve M, plati
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b b b b b
(Au,v) = I(—(pu')' + ru)vdx = [— pu'v]l; + Ipu'v'dx + jruvdx = qu'v'dx + Iruvdx,
z ¢oho hned’ dostavame symetriu operatora.

Pozitivna definitnost’ vyuZijeme vlastnost’ funkcii p ar (15.2):
b

b b b
(Au,u) = J(—(pu')' + ru)udx = Ipu'zdx + Jruzdx > poju'zdx.

a
Teraz vyuZzijeme Friedrichsovu nerovnost’, ktorti sme dokazali v predchadzajucej Casti

konkrétne vzt'ah (14.8) a dostavame:
b

b
(Au,u) = poju'zdx > &juzdx = &”uuz
/ c ¢

1 a

Konstanta pozitivnej definitnosti sa teda v tomto pripade rovna C’ = Po 4

¢

2. Neumannove okrajové podmienky:
(15.6) u'(a)=u'(b)=0.

Ozna¢me M, linearny priestor vsetkych spojitych funkcii so spojitymi derivaciami az
do druhého radu na intervale <a, b>, ktoré navyse spliiaji okrajové podmienky (15.6).
Ozna¢me operator A, operator definovany na LP M, takto:

(15.7) Aju=—(pu)' +ru, ueM,.

Tvrdenie 15.2:
Operator A; je pri splneni podmienky (15.2) na M, symetricky. Ak navyse plati

(15.8) r(x)=r1,>0.

Potom je operator A, pozitivne definitny.

Dékaz:

Z predchadzajtcich Casti vyplyva, ze M, je hustd mnozina v zdkladnom priestore
L,(a,b). Treba ukdzat, ze operdtor je linearny (pozri predchadzajici pripad),
symetricky a za predpokladu (15.8) aj pozitivne definitny.

Symetria: Vu,ve M, plati

b b b b b
(Au,v)= I(—(pu')' +ru)vdx = [ puv] + Ipu'v'dx + J.ruvdx = J-pu'v'dx + Iruvdx,

z ¢oho hned’ dostavame symetriu operatora. O

Vsimnite si, Ze teraz sa nam hranicny c¢len vynuloval vdaka derivacii funkcie u na
rozdiel od predchadzajuceho pripadu, kde to bolo pre funkciu v.

Pozitivna definitnost’: vyuzijeme vlastnost’ funkcii p ar (15.2) a (15.8):

b b b b b b
(Ayu,u) = J‘(—(pu')' + ru)udx = qu'zdx + Jruzdx > poju'zdx + rojuzdx > rojuzdx.

Teda dostavame:
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b
(Au,u) 2 rojuzdx = r0||u||2.
a

Kongtanta pozitivnej definitnosti sa teda v tomto pripade rovnd C”* =7,. Ale pozor,

na rozdiel od prvého pripadu pre Dirichletovu okrajovd podmienku, sme pre tento
vysledok museli zosilnit’ podmienku pre funkciu r (15.8).

Poznamka 15.1.: Tvrdenie 15.2 sa da dokazat’ aj za slabSich predpokladov pre
funkciu r. Stac¢i predpokladat, Ze funkcia r je spojitd a nezdporna na intervale <a, b,>
a je ostro kladna aspon v jednom bode tohto intervalu.

Teraz sa budeme zaoberat pripadom, ked’ nie je splnena podmienka (15.8).

Poznamka 15.2:
Uvazujme osobitne pripad r(x) = 0 na intervale <a, b>. Mame teda riesit’ ulohu

(15.9) —(pu’) =f, u'(a)=0, u'(b)=0.

V tomto pripade sa d4 I'ahko ukézat’, Ze na LP M, nie je operator A, ani pozitivny
(pozri cvicenie).

Predpokladajme, Ze tato tloha ma na M, rieSenie ue M,. Zintegrovanim nasej
rovnice na intervale <a, b> hned mame

b b b
— J. (pu’)'dx = Jf (x)dx z ¢oho — [pu’]: = j f(x)dx a z okrajovych podmienok mame

(15.10) [f(x)dx =0.

Ak teda ma mat uloha (15.9) rieSenie, musi nutne platit’ (15.10). Toto je teda nutna
podmienka rieSenia uvedeného problému.

Ozna¢me iz (a,b) priestor vetkych funkcii z L, (a,b), takych, Ze spiiaji podmienku
(15.10). Da sa ukazat’, ze iz (a,b) je linearny podpriestor priestoru L,(a,b) a teda je
sam Hilbertovym priestorom.

Tvrdenie 15.3.:
Nech M, je linedrna mnoZina tych funkcii z M, ktoré spifaji (15.10). Tato linearna

mnozina je husta v iz (a,b). Na flom, potom definujeme operator Kz predpisom
(15.11) Au=—(pu'), ueM,.

Potom je operator 22 pozitivne definitny.

Doékaz:

Z predchadzajucich cCasti vyplyva, Ze l\N/I2 je hustd mnoZina v zakladnom priestore
L,(a,b). Treba ukdzat, ze operator je linearny (pozri predchadzajuci pripad),
symetricky a aj pozitivne definitny.

Symetria: Vu,ve M, plati
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b b b
(Ayu,v) = —I (pu")'vdx = [— pu'v]z + jpu'v'dx = Ipu'v'dx,
z ¢oho hned’ dostavame symetriu operatora analogicky ako v predchadzajicom
pripade.
Pozitivna definitnost’: vyuZijeme vlastnost’ (15.10) funkcii z M, . Pre takéto funkcie
ma Poincarého nerovnost’ tvar:

b b
juz(x)dxsc3j(u'(x))2dx VueM,. Ak este vyuzijeme vlastnosti funkcie p

mame
b

b
(Ayu,u) = Ipu’zdx > &juzdx.
a C3 a

Teda dostavame:
b
() = 20 [2dy = 20 Ju.
c3 a C3
_Po

Konstanta pozitivnej definitnosti sa teda v tomto pripade rovna C* =~ . o
G

3. Newtonove okrajové podmienky:
(15.11) u'(a)—Pu(a)=0, u'(b)+du(b)=0, >0, 6>0.

Ozna¢me Mj linearny priestor vsetkych spojitych funkcii so spojitymi derivaciami az
do druhého radu na intervale <a, b>, ktoré navyse spiiiaju okrajové podmienky
(15.11).

Oznac¢me operator Az operator definovany na LP M3 takto:

(15.12) Aju=—(pu’)' +ru, ueM,.

Tvrdenie 15.3:

Operator As je pri splneni podmienky (15.2) na Mj pozitivne definitny.

Dokaz:

Z predchadzajucich Casti vyplyva, ze Ms je hustd mnozina v zdkladnom priestore
L,(a,b). Treba ukazat, Ze operator je linedrny (pozri predchadzajice pripady),
symetricky a pozitivne definitny.

Symetria: Vu,ve M, plati (pozor, opdt vyuZijeme okrajové podmienky, aj ked’ teraz
trosku inak)

b b b
(Ayu,v) = j(—(pu')' + ru)vdx = [— pu'v]z + Ipu'v'dx + jruvdx =

p(b)Sub)v(b) + p(a) Bu(a)v(a) + j pu'vidx + j ruvds,

z ¢oho hned’ dostavame symetriu operatora.
Pozitivna definitnost’: vyuZijeme vlastnost’ funkcii p (15.2):
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(Ayu,u) = p(b)ou® (b) + p(a)pu’ (a) + Ipu'zdx + jruzdx >

Py (S’ (b) + Bu’ (@) + [u" dx).

Teraz vyuzijeme Friedrichsovu nerovnost’, ktorti sme dokazali v predchadzajicej Casti
konkrétne vztah (14.4) a dostavame:

(Au,u) > po(min{ﬂ, i ®) +u? @)+ | u'2dx] > min{&,M}”u”{

¢ &)

KonsStanta  pozitivnej  definitnosti sa teda v tomto pripade rovna

C2 :min{&,pomln{ﬁ,é‘}}. 0O

¢ ¢,

4. Zmiesané okrajové podmienky:
(15.13) u(a)=0, u'(h)=0.

Ozna¢me My linedrny priestor vSetkych spojitych funkcii so spojitymi derivaciami az
do druhého radu na intervale <a, b>, ktoré navyse spiiiaju okrajové podmienky
(15.13).

Ozna¢me operator A4 operator definovany na LP My takto:

(15.14) Aju=—(pu')' +ru, ueM,.

Tvrdenie 15.4:

Operator A4 je pri splneni podmienky (15.2) na My pozitivne definitny.

Dékaz:

Z predchadzajucich Casti opdt’ vyplyva, Ze My je hustd mnozina v zdkladnom
priestore L,(a,b). Treba ukazat, Ze operator je linearny (pozri predchadzajice
pripady), symetricky a pozitivne definitny.

Symetria: Vu,veM , plati (opdt vyuzijeme okrajové podmienky, aj ked’ teraz na kazdej
strane pre inu funkciu, pretoze mame na jednej strane Dirichletovu a na strane druhej
Neumannovu podmienku).

b b b b b
(Au,v)= I(—(pu')' + ru)vdx = [— pu 'V]Z + J-pu'v'dx + J.ruvdx =I pu'v'dx +Iruvdx,

z ¢oho hned’ dostdvame symetriu operatora.

Pozitivna definitnost’: vyuzijeme vlastnost’ funkcii p (15.2) :
b

b b b
(Ayu,u) = J.pu’zdx + jruzdx iju’zdx > pOJ.u'zdx.
Teraz opdt vyuzijeme Friedrichsovu nerovnost, analogicky ako pri Dirichletovych
podmienkach, ale teraz konkrétne vzt'ah (14.2) a dostavame:

b b
(Au,u) > po_[u'zdx > &J.uzdx = &”u”z
a G a G
Konstanta pozitivnej definitnosti sa teda v tomto pripade rovna C* = Po 4
¢
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5.VSeobecné okrajové podmienky tvaru (15.3):

Oznac¢me M linedrny priestor vSetkych spojitych funkcii so spojitymi derivaciami az
do druhého radu na intervale <a, b>, ktoré¢ navySe spliiaji okrajové podmienky (15.3).
Ozna¢me operator A definovany na LP M takto:

(15.15) Au=—(pu)' +ru, ueM
Tvrdenie 15.4:
Operator A je pri splneni podmienky (15.2), vpripade =0 a 6 =0 ak navySe

plati (15.8) na M pozitivne definitny.

Dokaz:

Analogicky ako v ostatnych pripadoch je M husta mnozina v zakladnom priestore
L,(a,b). Treba ukéazat, Ze operator je linearny (pozri predchddzajuce pripady),

symetricky a pozitivne definitny. Predpokladajme, ze a#0 a fF#0. Ak nie,

dostavame jeden z predchadzajucich pripadov.
Symetria: Vu,ve M,: plati

(Au,v) = j-(—(Pu')' +ru)vdx = [ pu'v] + J.pu'v'dx + J-ruvdx =
5 ﬂ b . b
—pb)u(b)v(b) +— p(a)u(a)v(a) + Ipu vidx + .[ ruvdx,

4 o a a

z ¢oho hned’ dostdvame symetriu operatora.
Pozitivna definitnost’: vyuzijeme vlastnost’ funkcii p (15.2) :

b b
(A u,u) = ép(b)uz(b) + ﬁp(a)uz (a)+ Ipu'zdx + J.ruzdx >
4 a a a
b

po(éuz(b)+£u2(a)+J.u'2dx).

X o a
Teraz vyuZzijeme Friedrichsovu nerovnost’, ktorti sme dokazali v predchadzajucej Casti
konkrétne vztah (14.4) a dostavame:

pomin(? 2,

(4 u,u)Zpo[min{ﬁ,é}(uz(b)+u2(a))+Iu'zdx >min{ 20, L7 y)?,
a y ¢, c,

KonStanta  pozitivnej  definitnosti sa teda v tomto pripade rovna

) )
pymini? )
C? =min &,—7/ . O
¢ (&)
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Teraz este skonstruujeme prislusné kvadratické funkciondly pre jednotlivé pripady.
Funkcional na Hy pre jednotlivé pripady je tvaru

b b b
l. a=0,y=0 F1u=jpu'2dx+jm2dx—2jfudx
ab ab ' b 8
2. a=0,y>0 Fu = Ipu'zdx + Imzdx - ZJ fudx + —p(b)u’(b)
a a a Y
b b b B
3. a>0,y=0 Fu= Ipu'zdx + J.ruzdx — 2J. fudx + = p(a)u’(a)
o
b b b B 6
4. a>0,y>0 F,u = [pu”dx + [ ru’dx —2[ fudx + = p(a)u’ (a) += p(b)u’ (b)
a a a a y

Tvrdenie 15.5:
Zovseobecnené rieSenie uy(x) problému (15.1),(15.4) je funkcia spojitd na <a, b>,
ktora ma skoro vSade derivaciu uy(x)e€ L,(a,b). Minimalizujuca postupnost’

{un(x)}, u, € M zostrojend niektorou z metdd z kapitoly 14. konverguje rovnomerne
k ug(x) v <a,b,> a postupnost’ {u;(x)} konverguje k uy(x) v L,(a,b).
Dékaz:

Z predchadzajucich vysetrovani uz vieme, ze

b b
2 2 2 g ey i
||u||A = (Au,u) = J pu'“dx + Iru dx. Preto pre priblizné rieSenia dostdvame
a

a

b b
u, —u, i = j pu —u;)zdx+jr(um ~u,)’dx. KedZe postupnost’ pribliznych

rieSeni je v priestore Ha konvergentna a teda aj cauchyovska, a preto plati

n—0

b b
lim”um —un”i1 = }gg[jp(u:n —u;)zdx+Ir(um —un)zdxj =0,z ¢oho vzhladom na
podmienku (15.2) dostdvame
b
(15.16) mr{j(u; —u;)zde = 0.

m—oo\ a

Tento vysledok znamena, Ze postupnost’ {u; (x)} je v priestore L,(a,b) cauchyovska

a vzhl'adom na Uplnost’ tohto priestoru aj konvergentnd. To znamend, Ze existuje
nejaka funkcia, ktorti ozna¢ime
vo(x) € L,(a,b),ze plati

(15.17)  limu) =v,(x) v L,(a,b).

Z okrajovych podmienok a z faktu, Ze postupnost’ {u, (x)},u, € M mame
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u,(x) = Iu'n (®)dt Vn=12,.. z ¢oho pouzitim Cauchyho-Schwarzovej nerovnosti
mame

X 2 X X b
(u, (x)—u,(x)) = (j(u;” —u;)dtj <[VPatf@, —u))dt <(b-a)|(u), —u,)"dt.

Téato nerovnost vzhladom na (15.16) je vlastne Cauchyho-Bolzanovo kritérium
rovnomernej konvergencie postupnosti {u,(x)u, € M vintervale <ab>. KedZze
uvedend postupnost’ je postupnost’ spojitych funkcii, z rovnomernej konvergencie
tejto postupnosti dostdvame, Ze aj limitna funkcia u(x) je spojita na intervale <a, b>.
Z jednoznacnosti rieSenia ulohy a z jednoznacnosti limity dostavame, Ze u(x) = uy(x)
v L,(a,b). Teda aj zovSeobecnené rieSenie je spojitou funkciou na <a, b>.
Z uvedenych faktov dostdvame limu, =u,(x) rovnomerne v <a, b>.

n—x0

Oznacme teraz

(15.18)  V,(x) = j-vo (t)dt,

kde v,(x)eL,(a,b) je limitou postupnosti derivacii z (15.17), takze plati

V!(x) = v,(x), skoro vSade v <a, b>. Dalej plati

u,(x)=Vy(x)= I(u ' (t)—v,(t))dt. Opiat vyuzitim Cauchyho-Schwarzovej nerovnosti
dostavame a

(un (x)=V, (x))2 <(b- a)j (u' (t)—v,(¢))’dt pre kazdé x z v <a,b>. Z konvergencie

(15.17) a ziskanej nerovnosti hned’ dostavame
(15.19)  limu, =V,(x) rovnomerne v <a, b>, preto u,(x)=V,(x) v <a, b> Zo

vztahu (15.18) teda mameu; (x) = v,(x) skoro vSade v <a, b>. O

Poznamka 15.3.: Stabilné a nestabilné okrajové podmienky.

Pri skiimani okrajovych podmienok sme videli, Ze Dirichletove homogénne okrajové
podmienky nam pri dokaze pozitivnosti pomohli a nemali sme s nimi také t'azkosti,
aké sme dostali pri Neumanovych podmienkach. Tento rozdiel sa blizSie vysvetli
v dalSich kapitolach. Teraz si len povieme, ze pre rovnicu druhého radu sa
podmienky, kde sa vyskytuje len hodnota rieSenia (teda Dirichletove) nazyvaju
stabilné okrajové podmienky a ostatné sa nazyvaju nestabilné okrajové podmienky.
VSeobecne: Pre rovnicu 2k-teho radu (k=1, 2 ,...) sa podmienky, v ktorych sa
vyskytuje nanajvys hodnota (k-1) derivacie nazyvaju stabilné okrajové podmienky
a podmienky, kde sa vyskytuju hodnoty derivacie k-teho radu sa nazyvaji nestabilné
okrajové podmienky.

Poznamka 15.4.: Nehomogénne okrajové podmienky. St podmienky typu
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(15.16) au'(a)—Pu(a) =K, yu'(b)+du(b)=L, kde K a L su dané realne disla.

Dany problém modzeme obvyklym spdsobom previest’ na problém s homogénnymi
okrajovymi podmienkami alebo minimalizovat’ funkcionaly

I. a=0,y=0
2. a=0,y>0
3. a>0,y=0

a>0,y>0
4.

b b b
Fu= Ipu’zdx + Imzdx - 2J. fudx
b b b 6 2L
Fu= j pu'’dx + j ru’dx — 2 j fudx + — p(b)u’(b) — = p(b)u(b)
a a a y ’Y
b b b B 2K
Fyu = [pu”dx + [ ru’dx — 2] fudx + = p(a)u’(a) + = p(a)u(a)
a a a (x (X
b b b B 8
Fu= jpu’zdx + j ru’dx — 2j fudx + = p(a)u’(a) +—p(b)u’(b) +
a a a a ’Y

2K s@u(@) - 2 poyu(b)
a Y

na mnozine dostatoéne hladkych funkcii spinajicich dané stabilné okrajové
podmienky (a podmienku (15.10) v pripade, Ze je r(x)=0,8=0,=0 ).
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16. Parcialne diferencialne rovnice druhého radu
s okrajovymi podmienkami

Teraz sa budeme zaoberat parcialnymi diferencidlnymi rovnicami a okrajovymi
ulohami s tymito rovnicami, teda prejdeme do viacdimenzionalneho priestoru.
Hranica oblasti teda nebude uz len dva koncové body nejakej usecky ako
v jednodimenzionalnom pripade, ale cela krivka, v pripade 2D alebo nejakd plocha
v 3D. Tieto musia mat isté pekné vlastnosti, ktoré sme uz definovali a takuto oblast
nazyvame oblast’ s Lispchitzovskou hranicou.

Budeme dalej potrebovat’ Greenovu vetu na dokaz pozitivnej definitnosti operatora
a podstatne aj dve odvodené nerovnosti z kapitoly 14. Navyse, sa budeme musiet
obmedzit' len urcité typy diferencialnych rovnic, ako sa uvadza hned' v prvej definicii.

Nech G je n-rozmerné oblast’ s Lispchitzovskou hranicou I'. UvaZujme rovnicu
< 0’u . Ou

16.1) — > a, +> b —+cu=f, a.(x)=a.(x),

(16.1) Z,,axaxj;,axi fira;(x)=a;(x)

i,j=1 i

kde koeficienty rovnice a;;, b;,c st spojité funkcie v G,afeL,(G).

Definicia 16.1:

O rovnici (16.1) hovorime, Ze je rovnomerne eliptickda v G a o prisluSnom
diferencialnom operatore danom lavou stranou tejto rovnice hovorime, Ze je
rovnomerne elipticky v G, ak existuje takd konStanta p >0, ze pre kazdy realny

vektor (o, ,,...,0, ) plati pre vSetky x z G jeden z nasledujucich vztahov:

(16.2.) Zaij(x)(xiocj > pZaf,
i=1

ij=1

(163.) Dla,(x)a,0; <—p) o,
i=1

i,j=1
Konstanta p nezavisi ani na x z G ani na realnych vektoroch.

Priklad 16.1:
Jednoduchy priklad je Poissonova rovnica, ktord je hned’ z definicie rovnomerne
elipticka v kazdej oblasti.

Priklad 16.2:

2 2
Rovnica —(X2—121+6—121) =0, je rovnomerne eliptickd v kazdej oblasti G ktora lezi
X

ay

v pravej polrovine to je , kde x >0 a ma od osi y kladna vzdialenost’ k.

RieSenie:
Uvedomme, si Ze pri zapise (16.1) plati
2 2
2 2 : 2
a,=x, a,=1 a,=a,=0 :>Zay.(x)aiaj =xa, +a; = mln{k,l}Za. ,

1

i,j=1 i=1

teda hodnota p z (16.2) bude min{k,l}.
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Poznamka 16.1:

Ak vyndsobime rovnicu (16.1) koeficientom -1, rovnica sa nezmeni, len koeficienty
zmenia znamienko. Preto musime v definicii rovnomernej elipticnosti uvazovat’ obe
podmienky (16.2) aj (16.3). Teda ak rovnica spiita podmienku (16.3) prenasobenim
koeficientom -1 ju zmenime na rovnicu spiiiajucu vztah (16.2). Preto budeme
v d’alSom uvazovat’ len podmienku (16.2) ako podmienku rovnomernej elipti¢nosti
rovnice.

Uvazujme v oblasti G s hranicou I' rovnicu (hovorime, Ze je v divergentnom tvare):
S 0 ou
164) — > —|a,— |+cu=1, a,(x)=a,(x),
(164) Za{&] () =a,(x)
kde koeficienty rovnice a; avSetky ich parcidlne derivacie prvého radu ako aj
funkcia c st spojité funkcie v G, a f € L,(G).
Nech v G plati:

(16.5) Y a;(x)a,0,=pY af,
i=1

i,j=1
a

(16.6) c(x) = 0.

Potom uvedena rovnica je rovnomerne elipticka v G.
Tento fakt sa ukaze vel'mi jednoducho, ked’ si uvedomime, ze plati:

n n 2 " od.
_ 0 ai,a_u =— Zai, Ou__ i Ou , takze vlastne ide o rovnicu (16.1)
7 ox, 7 Ox,0x, {57 0x; Ox

P20,

kde st koeficienty b; dané Specidlne, ale to na elipti¢nosti ni¢ nemeni.

i,j=l1 j

K rovnici (16.4) budeme uvazovat’ tri zdkladné typy okrajovych podmienok:
Dirichletove:

(16.7) u=0 na T,
Neumannove:

(16.8) Nu=0 na T,

Newtonove:

(16.9) Nu+o(S)u=0 na I', o(S)=05,>0,kde

A ou o . oy
(16.10) Nu= Zaij —v,,kde vi je i-ta zlozka jednotkového vektora vonkajSej
i,j=1 i
normaly ku hranici I'. Bod na hranici budeme zvyc¢ajne ozna¢ovat’ znakom S, aby sme
ho rozlisili do bodu vo vnutri oblasti.

Vyraz (16.10) sa Casto nazyva derivacia podl’a konormaly. Pre Poissonovu rovnicu
dostavame derivaciu podla vonkajSej normaly.

Ozna¢me teraz postupne M;, M,, M3 linearne priestory vSetkych funkcii spojitych
spolu so vsetkymi parcidlnymi derivaciami prvého a druhého radu na G, ktoré
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spifaju okrajové podmienky (16.7) alebo (16.8), resp. (16.9). Vsetky tieto linearne
priestory si v L,(G) husté. Na nich definujme operatory pre k =1, 2, 3:

(16.11) Au= —zi{aij é_u] eu.
OX;

ij=1
Symetria.

Ukazeme, ze kazdy ztychto operatorov je na prisluSnom linedrnom priestore
symetricky. Na tento dokaz vyuZijeme opdt Greenovu vetu. Jej pouzitim pre
jednotlivé operatory s prihliadnutim na okrajové podmienky dostdvame

ou 0v

(16.12) (A,u,v)= jZau - dx+jcuvdx
G i,j=1
8u 8V
(16.13) (A,u,v)= IZau - dx+J.cqux
G i,j=1
(16.14) (A;u,v) = IZal au 6V dx+.|.cuvdx+.[6uvds
G b=l ' 0x 5 r

Z vlastnosti koeficientov a;; = aJl hned dostavame vlastnost’ symetrie.
Pozitivna definitnost’.
1. Dirichletova okrajova podmienka

Zo vzt'ahu (16.12) hned’ mame:

(16.15) (A,u,u) = jz audx+jcu

ij
G 1j=l 8

Vyuzijuc podmienky (16.5) a (16.6) dostavame.

(Auu)>pz-[[ j dXZC£||u2

i=l G
Friedrichsovu nerovnost’ (pre nulovi funkciu na hranici). Z tohto vztahu hned
dostavame po uvazeni okrajovych podmienok pozitivnost’ operatora A; ako aj jeho
pozitivnu definitnost’.

Zovseobecnené rieSenie ug, problému A u = f, minimalizuje kvadraticky funkcional

(16.16) Fu = J.Z:a1J du du dX—I—J.CU dx— 2J.fudx

Gl GXJ

, kde sme vposlednej nerovnosti vyuzili

2. Newtonova okrajova podmienka

Zo vztahu (16.14) hned’ mame:

(16.17) (A,u,u) = jz U;“ a“d +jcu2dx+jcu s.
G L,j=1 X; 0x

Podobne ako pre Dirichletovu podmlenku odhadneme
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2
(Asu,u) >pZI( J dx+ GOqudS 2C2||u 2, kde C? =min{£,6—°}.

i=1 G T ¢ G
Zovseobecnené riesenie uo, problému Aju = f, minimalizuje kvadraticky funkcional
2 2
(16.18) F,u= J.Z ”8 d +J-cu dx+'|‘6u ds—2J.fudx

G L,j=1
3. Neumannova okrajova podmienka
Zo vztahu (16.13) hned mame:

8u8

(16.19) (Azu,u)=Ji i 5%

G i,j=1

dx+ jcu

Nech navyse plati
(16.20) c(x)=c, >0 v G.Potom

2

(A,u u)>p2j( ] dx+coju2dx200||u ?

i=l G G
teda operator A; je na M, pozitivne definitny.
ZovSeobecnené rieSenie uo, problému Asu = f, minimalizuje kvadraticky funkcional

(16.21) Fu= IZ d +jcu2dx—2jfudx

Gij=1

1_] 6
Akplati ¢(x)=0 v G, operator A, nie je na M, pozitivny.

Podobne ako pre obycajné diferencidlne rovnice predpokladajme, Ze ueM, je
rieSenim problému

(16.22) A u——z

m0x,

a, 2% |=f v G, Nu=0 na T.
ﬁxj

Zintegrovanim tejto rovnice na oblasti G dostdvame

(16.23) j f(x)dx =0.

Analogicky ako pre pripad Neumanovych podmienok pri ODR, uvazujme priestor
L,(G) vsetkych funkcii z L,(G), pre ktoré plati vzt'ah (16.23). V tomto priestore

uvazujme linedrny priestor I\N/I2 tych funkcii zLP M,, ktoré spifajii podmienku
(16.23). Tento LP je husty v iz (G). Na nom uvazujme operator

~ L 0 ou ~
16.24) A,u= M,.
( ) 2u ljzlax [ ij aX ] ue 2

Pre tento operator na M2 plati

(16.25) (A,u,v)= jZa P
G L=l X i

odkial' vzhl'adom na vlastnosti koeficientov hned dostdvame Ze operator A, je
symetricky.
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Dalej plati:

2
(16.26) (A, u,u) = jz U(j—” Mg > p| (;—EJ dx 2 C* [u* ()db,
G ij=l G i=l i G
p>0, ¢* =L,
Cs

kde sme v poslednej nerovnosti pouzili Poincarého nerovnost’. Z tohto vztahu hned’
mame pozitivnu definitnost’ operatora Kz .

Poznamka 16.1:
ZovsSeobecnené rieSenie uy teda existuje prave vtedy, ked’ prava strana patri do

iz (G), teda spiia podmienku (16.23). Funkcie z priestoru H B spinaji podmienku

(16.23), ale vo vieobecnosti nespliiaji okrajové podmienky Nu = 0.

Prislusny funkciondl ma tvar

(16.27) Fu= jz ua—“aa—“dx 2jfudx

G ij=l j

Poznamka 16.2:
Akje u,eD A zovSeobecnenym rieSenim problému (16.22), potom aj uptk, kde k je

I'ubovolné konstanta je rieSenim tohto problému. Ak ug nepatri do defini¢ného oboru
operatora, potom rieSenie ugtk, je rieSenie v urcitom zovseobecnenom zmysle.

4. ZmieSané okrajové podmienky

St podmienky, kde hranica oblasti je rozdelena na niekol'ko Casti a na kazdej Casti
hranice je dany iny typ okrajovej podmienky.
Napriklad: Nech I'=T, UTI,,na hranici I, je dand Dirichletova a na hranici T,

Neumannova podmienka. Pri tomto pripade ale budeme pre dokaz pozitivnej
definitnosti potrebovat’ trosku modifikovant Friedrichsovu nerovnost’, takze sa tejto
ulohe budeme venovat’ podrobne neskor.

5. Nehomogénne okrajové podmienky

Analogicky, ako pre obycajné diferencidlne rovnice aj vo viacdimenzionalnom
pripade mozu byt’ okrajové podmienky nehomogénne:

Dirichletove:
(16.28) u=g(S) na T,
Neumannove:
(16.29) Nu=h(S) na T,
Newtonove:

(16.30) Nu+o(S)u=4k(S) na I', o(S)=c5, >0.
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Podobne ako v kapitole 15. aj tu sa minimaliza¢né funkcionaly zmenia a budu mat’
tvar:
Pre Dirichletove podmienky

Fu = jz i 88)1: Ou dX+Icu2dx ZJ-fudX

G i,j=1 j

Pre Neumannove podmienky

Fu=[3a, aa:: ou dx+jcu2dx—2jfudx 2jhuds

Gij=l j

Pre Newtonove podmienky
Fu= .[Zn: ou aau, dx+ j-cuzdx+ jcuzds — ZIfudx 2jkudS

Poznamka 16.1.:

Pre Neumannove podmienky v pripade, Ze je funkcia ¢ nulova opét’ postupujeme ako
pri homogénnych okrajovych podmienkach, len s tym rozdielom, Ze podmienka
(16.23) bude mat’ tvar:

j f(x) dx+ jh(S)dS = 0.
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Cvicenia:
15.1. Ozna¢me M; linearny priestor vSetkych spojitych funkcii so spojitymi

derivaciami az do druhého radu na intervale <a, b>, ktoré navyse spiiaju okrajové
podmienky (15.4).

Oznaéme A, operator definovany na M, takto: 4u=—(pu') +ru, ueM,.
Ukézte, Ze dany operator je linearny.

15.2. Uvazujme ulohu
—(pu')' = f, u'(a)=0, u'(b)=0.

Ozna¢me M, linearny priestor vsetkych spojitych funkcii so spojitymi derivaciami az
do druhého rddu na intervale <a, b>, ktoré navySe spliiaji uvedené okrajové
podmienky. Ukdzte, ze na LP M, nie je operator A, ani pozitivny.

15.3. Uvazujme tlohu
—(x*u) +xu=(x-1), u2)=0, u3)=0.

Definujte operator ulohy a jeho defini¢ny obor.
Pomocou viet, dokdzanych v kapitole 15. zistite, ¢i operator je pozitivne definitny
a zostrojte k nemu zodpovedajtci kvadraticky funkcional.

15.4. Uvazujme ulohu
— () +xu=(x-2)x(x=1), ¥'1)=0, u'(2)=0.

Definujte operator ulohy a jeho defini¢ny obor.
Pomocou viet, dokdzanych v kapitole 15. zistite, ¢i operator je pozitivne definitny
a zostrojte k nemu zodpovedajuci kvadraticky funkcional.

15.5. Uvazujme ulohu
—((x+D*u) +xu=x, u0)=1, u(3)=3.

Pomocou metddy superpozicie preformulujte dany nehomogénny problém a pre
modifikovant tlohu definujte prislusSny operator a jeho defini¢ny obor.

Pomocou viet, dokdzanych v kapitole 15. zistite, ¢i operator je pozitivhe definitny
a zostrojte k nemu zodpovedajtci kvadraticky funkcional.

15.6. Uvazujme ulohu
—(x*uY +xPu=(x-2)x, u')-ul)=0, u'(2)+2u(2)=0.

Definujte operator ulohy a jeho defini¢ny obor.
Pomocou viet, dokdzanych v kapitole 15. zistite, ¢i operator je pozitivne definitny
a zostrojte k nemu zodpovedajuci kvadraticky funkcional.

122



Angela Handlovicova, Matis Tibensky:
Zaklady funkcionélnej analyzy a variaéného poctu

16.1. Uvazujme tlohu
o’'u 0u

-—2—+t@y+Dhu=xy, (x,y)eCG, G=<02>x<13>,
ox® Oy

u(x,y)=0, (x,y) € 0G.

Definujte operator ulohy a jeho defini¢ny obor.
Pomocou viet, dokazanych v kapitole 16., zistite, ¢i operator je pozitivne definitny
a zostrojte k nemu zodpovedajuci kvadraticky funkcional.

16.2. Uvazujme ulohu

2 2

L0 O u=xoy, ()€ G=<12>x<12>,
ox~ Oy

ou

—=0, (x,y)e@G,

ov

kde vektor v je jednotkovy vektor vonkajsej normaly ku hranici oblasti.

Definujte operator ulohy a jeho defini¢ny obor.
Pomocou viet, dokdzanych v kapitole 16. zistite, ¢i operator je pozitivne definitny
a zostrojte k nemu zodpovedajtci kvadraticky funkcional.
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17. Priestor ,)

V tejto Casti nadviaZzeme na definiciu oblasti s Lipschitzovskou hranicou, ktori sme
definovali v Casti 6 a ukdzeme si d’alSie uzito¢né vlastnosti takejto oblasti ako aj
moznost’ zavedenia Hilbertovho priestoru na hranici tejto oblasti.

Nech je teda G vo vSeobecnosti nejakad n- dimenzionalna oblast’ s Lipschitzovskou
hranicou a tato hranicu budeme oznacovat I'.

Tvrdenie 17.1:

Lipschitzovska hranica ma skoro vSade vonkaj$iu normalu. Sturadnice jednotkového
vektora vonkajSej normaly v,(S),Vv,(S),...,vy(S), st ohrani¢ené meratel'né funkcie.
Funkcie a; z definicie su Lipschitzovsky spojité, to je maju skoro vSade ohraniené
prvé parcidlne derivacie. Tento fakt umoziuje zaviest' ploSny integral na takejto
hranici.

Nadért dokazu:
Uvazujme r-ty suradnicovy systém suradnic a prislusnit N-1 rozmernu kocku na ktore;j

je funkciou a, charakterizovana ast’ hranice oblasti, ozna¢me ju I'”. Plogny element

dS nad elementom dx{”dx{"...dx{}, je

2 2
ds= 1+[aia(i)j +...+(%} dxVdx 7 ...dx P, .
1 Nl

Ak je na ' dana funkcia u(S) = u(x”,x{",..x " a, (x7,x$7,..x()

meratel'na na K, definujme

j u(s)dS =

(r)
I

oa, oa, .
Iu((x(’) 7 xa (x,x7x (P O)[ 1+ (r) tet| —5 dxl(’)dx(’) dx ().
Es Ox oxy’,

Integral na pravej strane berieme v Lebesgueovom zmysle. Pre spojité funkcie je tato
definicia zhodn4 s beZznou definiciou plosného integralu (v pripade, Ze ide o
trojdimenzionalny pripad je hranica oblasti G naozaj plocha, a teda je to plosny
integral, ako ho pozname z matematickej analyzy, vo vSeobecnom pripade ide o N-1
dimenzionalnu nadplochu) .

Integral I u(S)ds nedefinujeme ako sucet integralov Iu(S )ds cez vSetky r. Definicia

r re
sa urobi pomocou tzv. rozkladu jednotky: Oznalime V. B —okolie z definicie
Lipschitzovskej hranice. VsSetky mnoziny V. pre r = 1, 2, .., m tvoria systém

otvorenych mnozin pokryvajuci hranicu I. D& sa ukdzat, ze moZno ngjst’ také

funkcie ¢/(x) s kompaktnym nosi¢om vo V,, ze plati: Z(pr(x) =1,Vx e I'. Ozna¢me

r=1

u,(S) = u(S)9, (x) a definujme ju(S)dS = i ju (S)dS.

T r=1 p()
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Takymto spdsobom modZeme aj definovat’ mieru I'ubovolnej hranice ak v integrale

polozime u(S) =1.

Definicia 17.1:

Ak navySe existuje koneCny integral J u’>(S)ds, hovorime, 7e funkcia je
r
integrovatel’na s druhou mocninou na I'.

Potom obvyklym spdsobom definujeme integral sucinu funkcii integrovatelnych na
hranici s druhou mocninou:

(17.14)  (u,v), = j u(S)W(S)ds,
normu F

bé!
17.15)  |u|, = [ | uz(S)dS]

a metriku z nej odvodenu.

bes
(17.16)  pp(u,v) = U(u(S) —v(S))zde :

Dé sa ukazat’, ze takyto funkcionalny priestor je Hilbertov priestor a ozna¢ime ho
L,(T).
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18. Sobolevove priestory wk(G)

Teraz sa opdt trosku vratime do teorie funkciondlnych priestorov a vybudujeme si
dalsie velmi potrebné priestory. Preco? Vybudovali sme si pekny Hilbertov priestor
L,(G), ale ked sme zacali patrat po existencii rieSenia uloh, ktoré nas zaujimali,
museli sme si vvbudovat novy priestor, oznacili sme ho vo vseobecnosti Hy, pretozZe sa
da vybudovat pre lubovolny Hilbertov priestor H, ale zase uzko suvisi s operdtorom
A. Uz tu sme ale videli, Ze prvky tohto priestoru musia mat dané derivacie v nejakom
rozumnom zmysle, pretoZe tieto sa vyskytovali v definicii skalarneho sucinu nového
priestoru. Navyse, aplikovanim Greenovej vety sme videli, Ze ak bol operator druhého
radu, tak boli pre skaldarny sucin potrebné derivacie len prvého radu. Pri operatore
Stvrtého radu sme potrebovali v skalarnom sucine derivacie druhého radu. Teraz
tento fakt zovseobecnime. Cela teorie dostane uceleny charakter.

Uvazujme opit’ oblast’ G s Lipschitzovskou hranicou I'. Oznaéme C*(G) linearny
priestor spojitych funkcii so spojitymi derivaciami vSetkych rddov v uzavretej oblasti
G. Dalej oznaéme C;(G) LP vsetkych funkcii z C*(G) s kompaktnym nosi¢om
v G.

Navyse v kapitole 6. v Casti sme si hovorili (nedokézali sme si tento fakt) o tom, ze
linearny priestor C; (G) je husty v L,(G). Tento priestor bude hrat’ aj v d'alSom
dolezita tlohu.

Definicia 18.1.:
Nech k je celé nezadporné ¢islo. Symbolom

(18.1) (u,v) u,veC”(G)

Wi (G)’

budeme rozumiet’ sucet skaldrnych sucinov (v L,(G)) funkcii uavaich derivacii
podra tych istych premennych az do radu k vratane.

Priklad 18.1.:
N=1:

b

b
(18.2) ()1 = WV oy + @V 0y = [uvdx + [u'v'dx.

a

(18.3) (”aV)sz(a,b) = (“:V)Lz(a,b) + (u,av,)Lz(a,b) + (”',QV,’)LZ(a,b) =

b b
juvderI dx+j "V'd.

a

N = 2: vynechame oznacenie oblasti G

(184) (), = (u, v)L2+(‘3: %) (a—” -

ou oOv ou
juvdx +I —dx+ I——zdx juvdx +£Vqudx.

v Ox, Ox, v
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Vsimnime si, Ze ten posledny zapis s pouzitim nabla operatora je velmi uzitocny,
pretoze znacne sprehladnuje situdciu, najmd pri viacrozmernych ulohach.

VSeobecny N-rozmerny pripad.
Ozna¢me i vektor tzv. multiindex : i=(i,,1,,...,1y), kde zlozky st celé nezaporné

¢isla (teda niektoré mézu byt aj nulove).

Oznacime:
) ai1+i2+...+iN
D'u = ———— alebo ak oznalime
1 N
0X| ....0XY
|i| =1, +1, +... + 1y, potom
Diu= L
OX ... OX Y

Priklad 18.2.:
V tomto pripade definujeme

(18.5) (u,v),, = ZJ‘DiuDivdx, u,veC”(G).

lii<k G
Sumacia cez |1| < kznamena, ze treba vyCerpat’ vsetky navzajom rdzne vektory
1=(,,1,,...,1y ), pre ktoré plati |1| =1, +1, +...+1 <k.
Priklad 18.3.:
Specialne

(u,v)W21 = ZjDiuD[vdx = J‘uvdx +IVqudx, u,ve C”(G).
G

i<l ¢

Q

Tvrdenie 18.1:
Vztahom (18.5) je na LP C”*(G) definovany skalarny stgin.

Dékaz: Ponechdvame ako cvicenie.
Obvyklym sposobom potom definujeme normu a metriku odvodenti od tohto
skalarneho stcinu.

Definicia 18.2.:
Vzt'ah

(18.6) vl

= /(u,u)w; , ueC”(G) definuje normu

(18.7) p(u,v) =fu-v u,v € C*(G) definuje metriku.

ko
W2

Takze LP C”(G) sa stava metrickym priestorom, oznaéme ho Si(G), stru¢ne S}.

Tento priestor je unitdrny so skaldrnym sucinom (18.5), normou (18.6) a metrikou
(18.7).
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Poznamka 18.1:

Druh4 mocnina normy funkcie uz C*(G) v priestore Si(G) je teda stget druhych

mocnin noriem funkcie u a vSetkych jej parcidlnych derivacii do k-teho radu vcitane
v priestore L,(G). Odtial’ thned’ dostavame

P’ (V) =[u=v[" = p*(D'u,D'V),,.

w iRk

Konvergencia v priestore S;(G) teda znamena:

(18.8) limju, —u lim Z:HDiun —~D'u| =0, odkial plynie:

2
1%k L

2
wE T

Tvrdenie 18.2.:
Postupnost’ {un} konverguje v priestore S5(G) kprvku uprave vtedy, ked

konverguje postupnost’ {un } a postupnosti prislusnych derivacii {Diun },

i|<k,
k funkcii u a k jej derivaciam D'u v priestore L,(G).

Tvrdenie 18.3.:
Postupnost’ {un } je cauchyovska v priestore Si(G) prave vtedy, ked’ postupnost’ {un }

a postupnosti prisluSnych derivacii {Diun}, i| <k, su cauchyovské v priestore

L,(G).
Obe tvrdenia uvadzame bez dokazu, pretoZe plynu priamo z definicie.

Poznamka 18.2:
Pre k = 0 dostavame skalarny sti€in, normu a metriku priestoru L,(G).

Teraz si uvedieme jeden zaujimavy poznatok, ktory bude hrat dolezitu ulohu.

Poznamka 18.3:
Nech uje z S5(G) anech ¢ je funkcia s kompaktnym nosi¢om v G. Podla
Greenovej vety pre kazdé j, 1 < j< N plati

ou

o
(18.9) edx =—|u dx
l‘@x- l OX .

]
Vseobecne dostavame

(18.10) [D'updx = (- 1)’ [uD'edx, ¢eC7(G), uesi(G).
G G

]

Preberme teraz otizku tUplnosti priestoru S5(G). Tento priestor nemusi byt vo
vSeobecnosti tplny priestor.
Pre pripad k = 0 tplny priestor, ktory obsahuje S5(G) je prave priestor L,(G).
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V fiom navyse je LP C*(G) husty. V tomto pripade sa skalarny st&in (18.5) rozsiri
prirodzenym spdsobom z priestoru C*(G) na priestor L,(G), ktory je uplny.

V pripade k>0 sa ale skalarny sucin (18.5) ned4 prirodzenym sposobom rozsirit’ na
vSetky funkcie z L,(G), pretoze nie vSetky funkcie z tohto priestoru maju (asponl
v nejakom rozumnom zmysle) pozadované derivacie. Avsak aj v tomto pripade sa da
vytvorit’ Gplny priestor.

Vytvorenie uplného priestoru je analogické budovaniu priestoru Hy |

Uvazujme l'ubovoln postupnost’ {un} cauchyovski v S5(G). St mozné tieto dva
pripady:

a) postupnost’ {un} je v priestore S5(G) konvergentna, teda konverguje aj spolu
s postupnostami jej prislusnych derivécii v priestore L,(G).

b) postupnost’ {un} nie je vpriestore S5(G) konvergentnd. Ale kedZze je

cauchyovska, je aj kazda z postupnosti {Diun}, i| <k, cauchyovskd v L,(G). Toto je

ale uplny priestor, a teda kazda z tychto postupnosti ma v fiom urcita limitu, oznaéme

ju v

(18.11) limD'u, =v" v L,(G).

Pre |1| =0, ozna¢ime prislusnt limitu u:

(18.12) limu, =u v L,(G).

O funkciach v,

i| > Inemdzeme teraz tvrdit, Ze su derivaciami limitnej funkcie

u, lebo o nej vieme zatial’ len to, Ze patri do L,(G).
Tieto funkcie nazveme zovSeobecnenymi derivaciami funkcie u. Kedze {u,} je
v S5(G), z Greenovej vety pre kazdé i, 1 < |1| <k aprekazdé ¢ € C; (G)plati
(18.13) j D'u pdx = (-1)' j u, D'odx .
G G

Ak teraz v tomto vztahu prejdeme k limite, dostavame:

(18.14) [vPpdx = (-1 [uD'pdx, 1<fi<k, ¢eC;(G).
G G

Takto teda definujeme zovSeobecnené derivéacie funkcie u. Zostava vysetrit’ otazku, ¢i
moze nastat’ pripad, kedy dve cauchyovské postupnosti {un} a {ﬁn}, ktoré maju ta
ista limitu (18.12) maji rozne limity (18.11)? To by totiz znamenalo, Ze t4 ista
funkcia by mala r6zne zovSeobecnené derivacie.

Ukazeme sporom:

Nech mame cauchyovsku postupnost’ {un} v priestore S5(G), pre ktora plati (18.11)
a (18.12) a postupnost’ {ﬁn} v priestore S}(G), pre ktort plati (18.12) a pre derivacie
plati

18.15) limDu. =¥ v L.,(G), 1<lil<k
n 2

n—oo

Podobne ako v predchédzajucej uvahe aj pre tieto derivacie mame:
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(18.16) [¥Vpdx = (-1) [uD'gdx, 1<||<k, peCy(G).
G

G

Teraz pre pevné i, 1 <|i| <k, od¢itame (18.16) od (18.14) a mame:
(18.17) I(V(i) —TMNpdx =0, peCr(G).
G

Tento vztah ale plati pre kazdu funkciu ¢ € C;(G) aLP C;(G) je husty v priestore

L,(G), z toho okamzZite dostavame:
(18.18) v =v", pre kazdéi, 1<|i|<k.

ZovSeobecnené derivacie su teda urCen¢ jednoznacne. Budeme pre ne pouzivat’ ten
isty symbol ako pri klasickych derivaciach to jest D'u. Z definicie ihned’ vyplyva, Ze
D'ueL,(G).
Vel'mi jednoduchou tvahou sa da presvedCit, Ze ak funkcia u je dostato¢ne hladka
pojem zovseobecnenej a klasickej derivacie splyvaju.
Ak priddme k prvkom priestoru S5(G) vsetky limitné funkcie z (18.12) dostaneme
urcity linearny priestor, ktory oznac¢ime Ex a na iom definujeme
(18.19) (u,v), = ZJ.DiuDinX, u,vekE,.

li<k g
Tento je rozSirenim skaldrneho stcinu definované¢ho vztahom (18.5). Tento prislusny
unitarny priestor je Uplny, teda Hilbertov priestor.

Definicia 18.3:
Hilbertov priestor , ktorého prvky tvoria prvky LP Ei
avktorom je skalarny sucin definovany vztahom (18.19), nazveme priestorom

W, (G), struéne W, . Z jeho konstrukcie plynie, Ze
e LP C”(G) jev Wi(G) husty,
e norma a metrika sa definuje vzt'ahmi (18.6), (18.7),
e plati vztah (18.8),
e da sa ukazat, ze priestor W) (G)je separabilny. Prikladom spoéitatelne;
hustej mnoziny v W, (G) je mnozina vietkych polynémov v N premennych
s racionalnymi koeficientami.

Poznamka 18.4:
Konstrukciu Hilbertovho priestoru W) (G) mozno urobit’ aj inak. Najskor sa definuju

zovseobecnené derivacie a potom sa zavedie skalarny sucin, na zéklade ktorého sa
konStruuje unitdrny priestor aukdze sa, ze je to priestor Uplny. Pre oblasti
s Lipschitzovskou hranicou sa ukaZze, ze obe tieto konStrukcie vedu k tomu istému
funkcionalnemu priestoru.

Poznamka 18.5:

Pre k=0 plati Wy (G)=L,(G). Pre k>0 tvoria prvky priestoru W, (G) tie prvky
z L,(G), ktoré maju zovSeobecnené derivacie v zmysle predchadzajucej definicie, do
k-teho radu v¢itane.
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Tvrdenie 18.4:
Ak prvok u e W, (G), potom plati

. ueW)(G), 0<n<k;

. v , . i . . . k-1
2. ich zovSeobecnené derivacie D'u,|il <k, patria do priestoru W, M(G)

a plati D'(D'u) = D™, kde i+ je stiet tychto vektorov.

Poznamka 18.6:

Ak sme v jednorozmernom pripade N = 1, potom funkcia ue W,(a,b) je funkcia
absolttne spojita. Skoro vsade v (a, b) existuje u'(x), ktora je skoro vSade rovna
zovseobecnenej derivacii. Funkcia, ktora ma v nejakom bode skok, teda nemdze byt
z priestoru W, (a,b).
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19. Stopy funkcii z priestoru w}(G)
Priestor wkG)
ZovSeobecnena Friedrichsova a Poincarého
nerovnost’

Pre kazda funkciu spojiti v G =GUT atym skor pre funkcie z C*(G)su
jednoznaéne dané hodnoty tejto funkcie na hranici I' oblasti G. Funkciu u(S), SeT’
budeme nazyvat' stopa funkcie u z C*(G) na I'. Tato je na hranici I' spojita a teda
integrovatel'na s druhou mocninou, a preto plati

(19.1) u(x)e C*(G)= u(S)e L,(I).

Rozsirenie pojmu stopy funkcie aj na funkcie, ktoré nie sa z LP C”*(G)nie je uplne
jednoducha zélezitost, ked’ si uvedomime, Ze pre funkcie z priestoru L,(G), je

hranica I' mnoZina miery nula, a teda Ziadne bodové rozsirenie nie je mozné. Toto
roz§irenie umoznuje nasledujica veta:

Veta 19.1:
Nech G je oblast’ s Lipschitzovskou hranicou. Potom existuje, ato prave jeden,

ohrani¢eny linearny operétor T, ktory zobrazuje priestor W, (G) do priestoru
L,(I) tak, Ze pre u(x) z C*(G) je Tu(x) = u(S).
Na zaklade tejto vety je kazdej funkcii z W, (G) priradena uréita funkcia z L,(T),

stopa na hranici I'.
Toto zobrazenie ma rozumné vlastnosti:

e funkciam z C*(G) prirad'uje ich stopu na T".

e T je spojity a teda dvom ,,blizkym* funkcidm vo W,(G) priradi dve ,,blizke
funkcie v L,(I).

e zhustoty LP C*(G) vo W)(G)vyplyva, ze stopu funkcie nepatriacej do
C”(G) mozno pokladat’ za limitu v priestore L,(I") postupnosti stop up(S)
funkeii u,(x) z C*(G) a konvergujiicich vo W, (G) k uvazovanej funkcii u z
W (G).

e akjeuspojiti v G stopa je dana jej hodnotami na hranici.

Poznamka 19.1:

Ak je funkcia uz W, (G), potom aj tito funkcia aj vietky jej parcialne derivacie
patria do W,(G). Z vety 19.1 potom dostivame, Ze nielen samotna funkcia u, ale aj
vSetky jej parcidlne derivicie maju stopy na hranici I

Vieobecne: ak je funkcia u € Wy (G), potom vietky jej derivacie D'u pre |1| <k-1

stt z W, (G) V tomto zmysle kazdej tejto derivécii D'u(x) zodpoveda stopa funkcie
D'u(S) z L,(I"). Tuto funkciu potom nazyvame stopa funkcie D'u(x).
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Poznamka 19.2:
Pretoze hranica I' je Lipschitzovskd, norméla k nej existuje skoro vSade a definicia
stop funkcie umoziuje definovat pojem derivacie funkcieu e Wy (G) pre k>2
podla normaly:
du < Ou
192) —=) —
( ) ov JZI:@X-

J

(S)v,(S), ue WE(G), k>2.

Poznamka 19.3:
D4 sa veta 19.1. obratit'? Je kazda funkcia v(S) e L,(I")

stopou nejakej funkcie u e W, (G)? Toto tvrdenie neplati.

Plati ale, Ze stopy funkcii, ktoré patria do priestoru W, (G) st v L,(T") husté.

Veta 19.2: (Friedrichsova nerovnost’)
Nech G je oblast’ s Lipschitzovskou hranicou. Potom existuje konStanta k;>0 zavisla

len od danej oblasti a taka, Ze pre kazdu funkciu u e W, (G) plati:

(19.3) ||u||;21(c,)s1<1{i [8“] dx+ | uz(s)ds}

k=1 g an

V prvom integraly st zovSeobecnené derivacie a v druhom stopa funkcie u.
Této veta moze mat’ aj vSeobecnejsi tvar:

Veta 19.3:
Nech G je oblast’ s Lipschitzovskou hranicou I' aI’; je jej Cast majlca kladnu
Lebesgueovu mieru, mI'; >0. Potom existuje konsStanta k,>0 zéavisld len od danej

oblastiana T, atakd, e pre kazda funkciu u e W, (G) plati:

(19:4) Jullyyc, Skz{i j(aa;(} dx+ | u2(s)ds}

k=1 g

Veta 19.4.:
Nech G je oblast’ s Lipschitzovskou hranicou. Potom existuje konStanta k;>0 zavisla

len od danej oblasti a taka, Ze pre kazdu funkciu u € W, (G) plati:

i%(G) < k3{ZJ. (D'u)*dx + J.uz(s) ds}

lil=2 6 r

(19.5) |u

Veta 19.5: (Poincarého nerovnost’)
Nech G je oblast’ s Lipschitzovskou hranicou. Potom existuje konstanta ks>0 zavisla

len od danej oblasti a taka, Ze pre kazda funkciu u e Wy (G) plati:

ivzk(G) < h{ZI(DIu)ZdX + ZUDiude }

=t fi[<k

(19.6) |u

Specialne pre k = 1 mame

2 2
I ou
szl(G) <k, ZJ‘(G_XJJ dx+{judx]

(19.7) |u

Fl G G
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Poznamka 19.3:

V predchadzajucej kapitole sme definovali priestor Si(G), ktorého prvky st funkcie
zLP C*(G) s prislugnym skalarnym stéinom (u, V)Wzk a nim indukovanou normou
a metrikou.

Teraz oznaéme priestor D5(G) priestor stym istym skalarnym stéinom, ale
sprvkami zLP C;(G), teda s prvkami s kompaktnym nosicom v G. Zuplnenim
priestoru Sk(G) sme vytvorili Hilbertov priestor W, (G). Ak analogicky prevedieme
zlplnenie priestoru  D3(G), dostaneme opit Hilbertov priestor, ktory bude

podpriestorom priestoru W, (G). Tento priestor oznaéime W2k (G). Funkcie tohto

priestoru sa vyznacuju vlastnost'ou, Ze sa ,,rovnaji nule na hranici I' vratane derivacii
az do radu k-1

(19.8) D'u(S)=0 na T,

i|<k-1, ue Wy(G).

Tieto vztahy chapeme v zmysle stop funkcie. Plati aj tvrdenie vistom zmysle
obratené, ktor¢ je sformulované v nasledujucej vete:

Veta 19.6:
Nech G je oblast’ s Lipschitzovskou hranicou I'. Potom

(19.9) {v;ve W) (G),v=0 na T (v zmysle stop)}: Wz1 (G)

(19.10) {v;ve W (G),D'v=0 na T (v zmysle stop pre |l| < 1)}: W;(G)

Poznamka 19.4:
Pre ue W2k (G) prejde tvrdenie (19.3) Friedrichsovej nerovnosti do tvaru:

2
N 0
19.11) ol <k 3 j[a_uJ dx
k=l g X

k
a analogicky pre vztah (19.5) méme:

(19.12) |u

e Sk [(Duydx

lil=2 g
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20. Eliptické diferencialne operatory radu 2k
Slabé rieSenie eliptickych rovnic

V zmysle symboliky z predchadzajucich kapitol definujeme operator 2k-teho radu.
Nech su dané funkcie aj(x), definované v oblasti G a N-rozmerné vektory i, j
(multiindexy) s celoc¢iselnymi, nezapornymi prvkami a plati:

=1, +i, +...+1iy,

i =15, +1], + -+ jy. Potom symbolom

(20.1) A= > (-1)"'D'(a,D)

i<k
je definovany operator radu 2k.
Ak su v oblasti G funkcie a;; ako aj u dostatocne hladké, moZeme aplikovat’ operator
A na funkciu u v klasickom zmysle a dostavame:
L ) _ a\i\ 8“‘1/[
202) Au= Y (-1)/'D'(a,D'u) = @, (D))
(20.2) > (=D)"'D'(a;D'u)y= 3 (-1) (@ iy (X) oxonl

- i iy
lil| 1<k lil | 7]<k ox,'...0x

Pre k = 1 dostdvame operator druhého radu

(203) Au=— Y D'(a;D’u)— D .D'(au)+ Y a,D'u+ayu.

lil=Lj]=1 =1 =0 lil=0./j]=1

Priklad 20.1:
Pre N=2,ak =1 ak plati

aij=1pre 1=(L0),j=(L0) a 1=(0,1),j=(0,1)

a;j = 0 v ostatnych pripadoch, dostdvame - Laplaceov operator A .
D4 sa dostat’ aj inym sposobom.

Priklad 20.2:
Pre N=2, ak =2 ak plati

aij =1 pre i= (290)9_] = (290) a i= (0,2),_] = (0,2)

aj =2 pre i=(L1),j=(LD)
a;j = 0 v ostatnych pripadoch dostdvame biharmonicky operator
4 4 4
:611+2 azuz+611:A2u.
0X, 0x,’0x,” 0X,

D4 sa dostat’ aj inym sposobom

Au

Definicia 20.1:
Hovorime, Ze operator (20.1) je elipticky v bode
P(x) = P(x1,X2,..., Xn) ak pre kazdy nenulovy vektor & = (§,&,,...,&y ) plati:

(20.4) > ay(P)EE; #0, kde & =&/'..&% , & =& ..&% .

i | il=k
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Hovorime, Ze tento operator je rovnomerne elipticky v oblasti G, ak existuje také
Cislo ¢>0, zavislé len od danej oblasti a koeficientoch daného operatora a;;, Ze pre
skoro kazdy bod P(xi, X2, ..., Xn) z G a kazdy nenulovy vektor & = (§,,&,,...,Ey ) plati:

(20.5) Y a (P)e&, >clg", kde |’ =& +...+ &2

i j=k

Priklad 20.3:
Operator — A z prikladu 20.1 je rovnomerne elipticky v kazdej oblasti G a pre vSetky
dimenzie N.

Priklad 20.4:

Biharmonicky operator A* z prikladu 20.2 je rovnomerne elipticky v kazdej oblasti G
a pre vSetky dimenzie N.

Priklad 20.5:
Operator
2
A= 1ex2) 0|32
0X, 0X, 0X,

nie je elipticky v Ziadnom bode oblasti G.

Teraz budeme definovat’ pojem slabého rieSenia eliptickej rovnice.
Zacneme prikladom Poissonovej rovnice.
Klasickym rieSenim rovnice

(20.6) —Au=f

rozumieme funkciu u e C*(G) pre f e C(G), taki, ktora spiiia Poissonovu rovnicu

(20.6) v kazdom bode oblasti G.
Teraz prenasobime rovnicu (20.6) 'ubovolnou hladkou funkciou ¢ s kompaktnym
nosi¢om v G a po zintegrovani cez oblast’ G dostadvame:

(20.7) — [ pAudx = [ fodx.

Pouzijeme Greenovu vetu ako v predchadzajucich kapitolach, ale pre funkcie z inych
priestorov:

(20.8) jb—dx = IbcvidS—IaaX—bcdx, b,ce W!(G).

1 G i

Platnost’ tohto vztahu sa 'ahko overi limitnym prechodom so zdkladnymi znalost’ami
konstrukcie priestorov. Wy(G). Vtomto pripade sa teda parcialne derivacie

vystupujuce vo vztahu (20.8) chapu ako zovSeobecnené derivacie a hodnoty funkcii
b a ¢ na hranici st prislusné stopy tychto funkcii.
Vyuiijﬁc vztah (20.8) pre vSetky parcialne derivacie vo vztahu (20.7), dostaneme

(20.9) 2j Op 8“ - _jcpfdx Vo e C2(G).
i=1 G
Hovorime, Ze pre funkc1u u(x) je splnena integralna identita (20.9).
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Ak ale prava strana rovnice f nie je z priestoru C(G), nema rovnica klasické rieSenie.
Preto sa budeme zaoberat’ otazkou, ako zovSeobecnit’ rieSenie aj pre tieto pripady,
napriklad pre pravi stranu f e€L,(G). Ak pre pravl stranu plati taito podmienka,
prava strana integralnej rovnice (20.9) ma zmysel. Lava strana tejto identity ma
zmysel napriklad pre funkcie ue W,(G), kde prislusné derivacie su definované
v zov§eobecnenom zmysle.

Definicia 20.2:

Nech ue W,(G), feL,(G). Ak pre funkciu uje splnend podmienka (20.9),
hovorime, Ze tato funkcia je slabym rieSenim rovnice (20.6).

Tento pojem je definovany rozumne, pretoze navy$e plati, ze ak ueC*(G) a
f € C(G), potom jednoducho obratenym postupom z integralnej identity (20.9)
dostaneme

(20.10) j (Au+T)pdx =0, VoeCZ(G).

G
PretoZe priestor C;'(G)je husty v priestore W, (G) dostdvame odtial
(20.11) Au+f=0 v L,(G).

Ak ale je ueC*(G) a f e C(G), potom funkcia Au+ f je spojitd v G, a teda plati
-Au=f v G.

Ak vyuzijeme priklad 20.1, m6zeme Poissonovu rovnicu zapisat’ v tvare:

(20.12) > (-1)'D'(a,Diu) =
7

a integralna identita (20.9) bude
(20.13) > j a,D'eD'udx = j ofdx, Vo eCZ(G).

lili<t G G
Ak navySe pouzijeme na pravej strane zapis v tvare skalarneho suc¢inu, mame:

(20.14) Y [a;D'eD'udx = (f,9) V¢ eC; (G).

lili<t G

Poznamka 20.1.: Podobne ako pri Poissonovej rovnici plati, ze ak koeficienty
rovnice a riesenie spifiajii predpoklady hladkosti, je dané slabé riesenie aj klasickym
rieSenim.

Podobne mdzeme definovat’ aj slabé rieSenie vSeobecného operatora 2k-teho radu.

Definicia 20.3.: Nech f € L,(G) a funkcie aj;; st vSetky ohrani¢ené merateI'né funkcie

v G. Funkciu u € W2k (G) nazyvame slabé rieSenie rovnice
(20.15) Au=f,

kde operator A je definovany vzt'ahom (20.1), ak plati
(20.16) Y j a,D'eD'udx = (f,0) Vo € C;(G).

liljl<k G
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21. Formulacia problému s okrajovymi podmienkami

Stabilné a nestabilné okrajové podmienky

Na formuléciu tohto problému pouzijeme tedriu vybudovanu v kapitole o stopach
funkcie. Z tejto ¢asti vieme, Ze ak funkcia u € W, (G) ma na I stopu u(S), potom tato

funkcia spifia na T’ okrajovi podmienku u = u(S) v zmysle stop. Tento pojem,
podobne ako v predchddzajiucej kapitole umozni formulovat’ rieSenie okrajového
problému d’aleko vSeobecnejSie ako v klasickom zmysle.

Priklad 21.1:

Ak A je operator druhého radu a treba riesit’ okrajovy problém
Au=fvGau=g(S)nal,kde geL,(I),

potom rieSenie nech je taka funkcia ueW,(G), ktora je slabym rieSenim danej
rovnice v zmysle definicie (20.3) a ktora ma na I" stopu g(S).

Ak navy$e ue W, (G)ma na I stopu nie len tato funkcia ale aj jej zovieobecnené

parcidlne derivacie. Okrem toho, ak hranica oblasti G je Lipschitzovskd, existuje
skoro vSade vektor vonkajSej normaly , takze mdézeme hovorit’ aj o derivacii podla
vonkajSej normély a o Neumanovej okrajovej podmienke (uvazovanej opédt v zmysle
stop).

Poznamka 21.1:

Z predchadzajucej casti vieme, ze ak je operator A 2k-teho radu je rieSenie
u € W,(G). Specialne pre operator druhého radu je rieSenie u e W, (G). Zobrazenie,
ktoré prirad’uje takejto funkcii stopu na hranici je spojité. Odtial’ hned’ dostdvame, Ze
ak konverguje postupnost’ funkcii u, € W,(G) v tomto priestore k funkcii u, potom
aj postupnost’ ich stop u (S) e L,(I') konverguje v priestore L,(I") k stope limitnej
funkcie u(S)e L,(T).

Teda ak vietky funkcie postupnosti spiiaju okrajovii podmienku

u (S)=g(S) na T' (vzmysle stdp),

potom aj ich limitna funkcia spiiia okrajovii podmienku

(21.1) u(S)=g(S) na I (vzmysle stop).

Podmienku (21.1) volame preto stabilna okrajova podmienka.

Poznamka 21.2:
Analogicky pre operator $tvrtého radu, bude rieSenie u e W, (G) a stabilné okrajové
podmienky buda v tomto pripade typu:

ou
u=g,(S), a—V:gI(S), na [.
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Definicia 21.1:

Pre operator 2k-teho rddu budeme pod pojmom stabilné okrajové podmienky
rozumiet’ okrajové podmienky obsahujiice dant funkciu a jej derivacie do k-1 radu
vratane.

Podmienky, ktoré obsahujii derivacie vysSich rddov neZ k-1 nazveme nestabilné
okrajové podmienky.

Priklad 21.2:
Nestabilna okrajova podmienka pre Poissonovu rovnicu je Neumanova podmienka.

Cvicenie 20.2.:Uvazujme jednorozmerny pripad, teda mame  funkcie jednej
premennej. Nech je dana funkcia:

ux)=1-x°, xe<-11>.

Uvazujme postupnost’ parnych funkcii na intervale <-1, 1>, ktoré st na intervale
<0, 1> tvaru:

1-x%, xe< 0,1—l >,
u, (x) = "

—+(m-D1-x)°, xe<1—l,1>.
n n

Ukazte, ze vSetky tieto funkcie st na intervale <-1, 1> spojité aj so svojimi
derivaciami prvého radu. Dalej ukazte, Ze v priestore W, (—1,1) postupnost’ funkcii u,,
konverguje k funkcii u. UkaZzte konvergenciu hodndt postupnosti funkcii na hranici

atiez fakt, ze derivacie tychto postupnosti na hranici nekonverguji k hodnotdm
derivacii funkcie u na hranici.

Priklady slabych rieSeni pre okrajové tlohy.

Priklad 21.3:

Uvazujme Poissonovu rovnicu s Dirichletovou okrajovou podmienkou:

(21.1) —Au=f, u=g(S) na TI.

Klasické rieSenie tohto problému predpoklada, Ze funkcie v probléme spliiaju

podmienky: f € C(G), ge C(I'). Riesenie je funkcia u e C*(G).

Podrla vysSie uvedenej teorie budeme formulovat’ slabé rieSenie tohto problému.
Ozna¢me priestor V priestor s metrikou priestoru W, , ktory spifia v zmysle stop

homogénnu Dirichletovu okrajova podmienku: v=0 na T .

Ako uz bolo povedané, v tomto pripade je V = W, z minulej kapitoly.
LCubovolnou funkciou v e Vteraz prendsobme rovnicu vo vztahu (21.1)
a zintegrujeme cez oblast’ G. Dostaneme:

(21.2) —IVAudX = Ivfdx,

G G
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Pouzijlic teraz Greenovu vetu, madme (vel, teda ma parcidlne derivacie
\% zovéeobecnenom zmysle):

(21.3) Z _[ ﬁa—de = vadx alebo zjednoduseny zapis:

11G

IVu.Vvdx = I Sfvdx.
G

G
Vztah (21.3) ma zmysel, ak pre funkcie plati: ue W, (G) a f € L,(G).
Pojem slabého rieSenia teraz mozeme definovat nasledujicim spdsobom:

Definicia 21.2:
Nech funkcia g(S) je stopa niektorej funkcie w € W, (G) anech f € L,(G). Oznaéme

V= {V;V eW,(G),v=0 na T v zmysle stop}.

Funkciu u € W, (G) nazveme slabé rieSenie problému (21.1) ak plati:

(214) u—-weV,

(21.5) Zj——dx vadx VveV.

11G

Takto definované slabé rieSenie je v stilade s vysSie uvedenou vSeobecnou definiciou
slabého rieSenia, pretoze I'ubovolna funkcia ¢ € C;(G) je funkcia z V, a teda plati

identita (21.5) aj pre takéto funkcie.

Ak je uslabé rieSenie a samotné u a funkcia f spifiajii isté podmienky hladkosti,
potom sa spédtnym postupom da ukazat’, Ze je to aj klasické rieSenie.

Splnenie okrajovej podmienky zarucuje vztah (21.4). Priama definicia funkcie u, aby
spiftala hodnotu funkcie g na hranici, nie je mozna, ako sme sa zmienili v kapitole
o stopéch funkcie v poznamke 19.3.

Priklad 21.4:
Uvazujme Poissonovu rovnicu s Neumannovou okrajovou podmienkou:

(21.6) —Au=f, @zh(S) na [.
ov

V tomto pripade je okrajova podmienka nestabilna, preto priestor V, kde by sme
kladli podmienky na splnenie stabilnej okrajovej podmienky bude rovny W, .
Klasické rieSenie tohto problému predpoklada, Ze funkcie v probléme spliiaju

podmienky: f € C(G), heC(I'). Riesenie je funkcia u e C*(G).

Podl’a vyssSie uvedenej teorie budeme formulovat’ slabé rieSenie tohto problému.
LCubovolnou funkciou v e Vteraz prendsobme rovnicu vo vztahu (21.6)
a zintegrujeme cez oblast’ G. Dostaneme:

21.7) - .[vAudx = jvfdx,

G G
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pouzijuc teraz Greenovu vetu mame (velV, teda ma parcidlne derivacie
v zov§eobecnenom zmysle):

(21.8) Zjﬁa—v dx = J‘fvdx + j vh(S)dS alebo zjednoduseny zapis:

i=1 G
j Vu.Vvdx = j fvdx + j v(S)h(S)dS.
G G r

Vzt'ah (21.8) ma zmysel ak pre funkcie plati: ue W, (G), f € L,(G) a h(S) e L,(T").
Pojem slabého rieSenia teraz moZeme definovat’ nasledujicim spdsobom:

Definicia 21.3:
Nech f e L,(G) a h(S)e L,(I).

Funkciu u € W, (G) nazveme slabé rieSenie problému (21.6), ak plati:

(21.9) zj——dx jfvdx+jvh(3)ds VveW!(G).

11@

Zasadny rozdiel v definicii slabého rieSenia vtomto priklade a v priklade
predchadzajicom je v zahrnuti okrajovej podmienky, ked’ze Dirichletova podmienka
je podmienka pre tito rovnicu stabilnd a Neumanova podmienka je pre Poissonovu
rovnicu podmienka nestabilna.

Priklad 21.5:
Uvazujme Poissonovu rovnicu s Newtonovou okrajovou podmienkou:

(21.10) —Au=f, g—u-i-ou:h(S) na I'.
v

V tomto pripade je okrajovd podmienka opét’ nestabilnd, preto priestor V, kde by sme
kladli podmienky na splnenie stabilnej okrajovej podmienky bude rovny W, .
Klasické rieSenie tohto problému predpoklada, e funkcie v probléme spiiiaju

podmienky: f € C(G), h,o € C(I'). Riesenie je funkcia u € C*(G).

Podrla vysSie uvedenej teorie budeme formulovat’ slabé rieSenie tohto problému.
LCubovolnou funkciou v e Vteraz prendsobme rovnicu vo vztahu (21.6),
zintegrujeme cez oblast’ G. Dostaneme:

(21.11) - IvAudx = J-vfdx,
G G
pouzijuc teraz Greenovu vetu mame (vel, teda ma parcidlne derivacie

\% Zovéeobecnenom zmysle):

(21.12) Z j Ou av o j (S)u(S)(S)dS = j fodx + j Vh(S)dS,

alebo zj ednoduseny Zapis:

j VuVvdx + j a(S)u(SHV(S)dS = j fodx + j V(S)A(S)dS.
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Vztah (21.12) méa zmysel ak pre funkcie plati: ue W,(G), feL,(G) a he L,(T') a
pre funkciu o treba predpokladat’ aspon, Ze je to ohrani¢end, meratel'na funkciana I'.
Pojem slabého rieSenia teraz moéZzeme definovat nasledujicim spdsobom:

Definicia 21.4:
Nech f e L,(G) a he L,(I') ac je ohraniCend, meratelnd funkciana .

Funkciu u € W, (G) nazveme slabé rieSenie problému (21.10), ak plati:

(21.13) zj Cu avd +jauvds jfvdx+jvhds Vv e W) (G).

zlG

Na l'avej strane tejto integralnej identity je integral po hranici chapany v zmysle stop
funkcii u a v. Toto zobrazenie je ale ohranic¢ené preto plati:

||V||L2(F) < C||V||w2‘(G)’

funkciana I’ |G(S)| <m, zo Schwartzovej nerovnosti hned’ mame:

u < clu . Ak teraz je funkcia o ohrani¢ena meratel'na
| ||L2(F) ” ||W2'(G) J

c, = mc’.

<c 1||u ||V

j ovudS
r

Wy (G) M llwy(G)?

Priklad 21.6:
Uvazujme teraz rovnicu s biharmonickym operatorom a okrajovou podmienkou:

(21.14) Nu=f, u=g(S) na T, Mu=h(S) na T,

2

Mu = ocAu+(1- 0')8 u

nex 0<o<l.

Klasické rieSenie tohto problému predpoklada, Ze funkcie v probléme spliiaj
podmienky: f € C(G), ge C(I'). Riesenie je funkcia u e C*(G).

Podrla vysSie uvedenej teorie budeme formulovat’ slabé rieSenie tohto problému.
Ozna¢me priestor V priestor s metrikou priestoru W, , ktory spifia v zmysle stop

homogénnu Dirichletovu okrajova podmienku: v=0 na T.

LCubovolnou funkciou v e Vteraz prendsobme rovnicu vo vztahu (21.10)
a zintegrujeme cez oblast’ G. Dostaneme:

(21.15) IvAzudx = {vfdx,
G G
Vyuzijeme biharmonicky rozklad operatora v dvojdimenzionalnej oblasti:

o*u o*u 84
o 2 2
Oox, o ox; 8x2

0> (0’u o’u 0’ \ o’u 0* (0’u 0’u
S| 5 to—|+2 (1- +t—| 5 +to— |
ox, \ Ox; ox; Ox, Ox, 8x1 Ox, | Ox;\ Ox; Oox,
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Pouzijlic teraz Greenovu vetu, madme (vel, teda ma parcidlne derivacie
v zov§eobecnenom zmysle):

(21.16) IvAzudx =
G

2 2 2 2 2 2 2 2
J-{é u[a v+0_8:j+2(l_0_) ou o°v +8 u(c’? v+o_6 vﬂdx_

ol oxp \ ox! ox; Ox, Ox, Ox,0x, Ox; \ Ox; ox;

ijudS - l %Muds,

r

0 0 | 0’u o’u o’u
kde Nu= —a—V(Au) +(1- G)%{Evlvz ~oxox, (vl2 —vg)—a—xzvlvz}.

Vyuzijuc teraz okrajové podmienky, dostaneme

2 (52 2 2 2 2 (52 2
@117 [|° > g 2V+csa S [r20-0) L A 5 d 2V+ca NIES
G 8x1 axl 6x2 axl axz axl axz 6x2 8X2 axl

[ vidx + jﬁh(S)dS, veV.
G rov

Pojem slabého riesenia teraz mozeme definovat nasledujicim sposobom:

Definicia 21.5:
Nech funkcia g(S) je stopa niektorej funkcie w e W, (G) anech h(S)eL,(T) a

feL,(G).Oznacme V = {V;V eW,(G),v=0 na I' v zmysle stop} .

Funkciu u € W; (G) nazveme slabé rieSenie problému (21.10) ak plati:
(21.18) u—weVvV

a pre kazdé Vv € V je splnend podmienka (21.17).

Slabé rieSenie okrajovych uloh — v§eobecny pripad

Budeme uvazovat’ v§eobecny operator 2k-teho radu, ako bol definovany vo vztahu
(20.1) v predchéadzajucej Casti. Vyssie sme si opisali okrajové podmienky a rozdelili
sme ich do dvoch typov. Nech teda plati, Ze mdme okrajovy problém s operatorom
2k-teho radu a nech je uloha taka, Ze je danych p okrajovych podmienok stabilnych a
k-u nestabilnych okrajovych podmienok.
Oznacéme stabilné okrajové podmienky takto:

0"'u 0"u 0" u

21.19 =g, =g .
( )av* 8or Sow T &

s :gs'
ov* "
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Ostatné podmienky oznacme:

t_
o'u 0" u 0" u

(21.20) e =8, m=gt25"'—v =8,

Priklad 21.7:
V priklade 21.3 tedamame k=1, u =1, s;=0, k- p=0. V priklade 21.4 mame k = 1,
u=0,t;=1,k-pu=1. Vpriklade 21.6 mame k=2, u=1,5,=0, k- p=1,t;=1.

Mozeme vSak mat aj vSeobecnejSie okrajové podmienky ako Dirichletove, a preto
budeme uvazovat, za predpokladu na urcitd hladkost’ hranice, stabilné¢ okrajové
podmienky tvaru

Sy

(21.21) Bu= SV—Z+Flu =g,(5),

0™ u
ov'™
kde operatory F; (1 =1, 2, ..., p) su linedrne operatory radu nanajvys (k-1), ktorych
Cleny obsahuji v lokalnom vyjadreni derivacie podla vonkajSej normaly len tych
radov, ktoré odpovedaju niektorému z Cisel ty, ...ty

Bu= +Fu=g,(),

Priklad 21.8:
Pre operator stvrtého radu predpiseme podmienky:

a +u=g(S), Au = h(S) na r.
ov

Prva z tychto podmienok je pre dany operator stabilna druha nie.
Mame: p=1,s;=1, k- p=1, t; = 0. Navyse, podl'a oznacenia vo vztahu (21.7) mame

Bu= ? + Fu, Fu=u, ¢o je derivacia podl'a vonkajSej normaly zodpovedajtca t; =
\Y%

0.

Definicia 21.6:
Podpriestor vSetkych funkcii v € W, (G) spiiajucich  homogénne okrajové
podmienky (21.7) teda podmienky tvaru

(21.22) B, =0,B,=0,..B, =0 na I oznacime V.

Pre vhodnej$i zapis slabého rieSenia vo vSeobecnom pripade zavedieme eSte
nasledujuce oznacenie:

(21.23) A@w,v)= Y [a;D'vD'udx.
liliskl
Pre tento vyraz zrejme plati, Ze je linearny v oboch premennych:
A(v,cyu,+c,u,) =c,A(v,u,)+c,A(v,u,)
A(c,v,+c,v,,u) =c,A(v,,u) +c,A(v,,u).
Preto ju nazveme bilinearnou formou operatora A.
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Priklad 21.9:
Pre Laplaceov operator s koeficientami ako v priklade 21.3. ma
v dvojdimenzionalnom priestore prislusnd bilinedrna forma tvar:

A v) = J- ov 8u+8V ou dx
X, 0x, O0X, 0X,

a prlslusna integralna identita (21.3) sa teda bude dat’ zapisat’ v tvare:

(21.24) A(u,v)=(f,v), ve V.

Definicia 21.7: (prva predbezna definicia slabého rieSenia okrajového problému).
Nech je dané:
e Oblast’ G s Lipschitzovskou hranicou (pripadne aj s niektorymi podmienkami
hladkosti)
e operator A = Z(—l)m Di(aiij) s ohrani¢enymi Lebesgueovsky meratelnymi
[l i<k
kladnymi koeficientami aj;
e prislusnd bilinedrna forma A(u,v) = Z aijDiVDjudX
lil/iskl G

e funkcia f € L,(G)

e operatory B,,..B,, p<k

e podpriestor V = {V;V € WX(G),B,v = 0,.B,v=0 na F}
e g €L, (F)""’gu eL,(I')
e funkcia w e W, (G), pre ktort plati: B,w = g, -»B,w=g na I'vzmysle

stop
e funkcie h, e L,(I'),...,h, , € L,(")
Funkciu ue W, (G)nazveme slabé rieSenie problému s okrajovymi
podmienkami daného vysSie opisanymi datami ak plati:

e u—-weV
k—p

e A(v,u)=(v,f)+ j h \ds plati pre kazdé¢ ve V.
F

1=1

Interpretacia zmieSanych podmienok:

Priklad 21.10:

Uvazujme opit’ Poissonovou rovnicu, ale tentokrat so zmieSanymi okrajovymi
podmienkami: Na ¢asti hranice I'; je predpisana Dirichletova podmienka a na Casti
hranice I'; je predpisand Neumannova podmienka.

V tomto pripade mame: A(v,u) = (v,f) + IVhdS Vv e V apriestor V vyberame ako:

15}
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V= {V; veW)(G),v=0, na 1"1} Dirichletovu podmienku potom
charakterizujeme funkciou w € W, (G), pre ktora v zmysle stop plati w = g(S) na T,

Poznamka 21.3:
Analogicky sa zmeni priestor V a definicia slabého rieSenia aj pre vSeobecny pripad.

Poznamka 21.4.:

Z prikladu 21.4 vyplyva, ze na zachytenie takéhoto typu okrajovych podmienok
(nestabilnych), musime v integralnej identite doplnit’ d’alsi ¢len definovany na hranici
I', oznacCime ho a(v,u).

Definicia 21. 5:
Nech je a(u,v) vyraz definovany na hranici I', pre ktory plati:
e a(v,u) je bilinedrny vyraz premennych uav.
e existuje konstanta c;, ktora je nezavisla od funkcii u,v e W, (G) tak, Ze plati:

|a(v,u)| < c1||u

v

wy () I lwy(G)*

Vyraz a(v,u) nazyvame hrani¢na bilinearna forma.

Zavedieme eSte oznacenie: ((v,u)) = A(v,u) +a(v,u).
Tento vyraz je bilinedrna forma v premennych uav. ZvysSie uvedenych
predpokladov vyplyva:

(v,u)[<K]u

k
WZ“(G)”V wi@y VoUE W, (G).

Vo vSeobecnom pripade nech plati:

Definicia 21.6: (definicia slabého rieSenia okrajového problému).
Nech je dané:
e Oblast’ G s Lipschitzovskou hranicou (pripadne aj s niektorymi podmienkami
hladkosti)
e operator A = Z(—l)‘i‘Di(aiij) s ohrani¢enymi lebesgueovsky meratelnymi
i<k
koeficientami a;
e bilinearna forma ((v,u)) = A(u,v)+ a(v,u), pre ktoru plati:

(v,u)| < K]u

Wzk(G)”V wkgy» YoUE W;(G),K>0
e funkcia f € L,(G)
e operatory B,,..B,, ....B,,..B,,  najednotlivych Castiach hranice I': I';,

... Ty
podpriestor V = {V;V e WX(G),B,,v = 0,.B, v=0 na F}

* g,€ Lz(lﬂp),...,gppp € Lz(Fp), p=1L..,r
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e funkcia we W, (G), pre ktorti na &astiach hranice T, . p = 1, ..r plati:

B,w=g,..B, w=g, v zmysle stop
e funkcie h, eL,(I,)), p=12,.,r, I=1L..k—p,

Funkciu ue W) (G)nazveme slabé rieSenie problému s okrajovymi
podmienkami daného vyssie opisanymi datami ak plati:
e u-weV

k—p, tol

e ((v,u)=(v,h)+ z Z I%hplds plati pre kazdé¢ ve V.
1

p=1l I=1
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Cvicenia:
18.1.Ukézte, Ze vztahom (18.5) je na LP C*(G) definovany skalarny stgin.

20.1. Definujte podobnym sposobom slabé rieSenie pre rovnicu s biharmonickym
operatorom.
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22. Existencia slabého rieSenia
Laxova-Milgramova veta

Veta 22.1: Laxova- Milgramova veta

Nech je H Hilbertov priestor so skalarnym st¢inom (v,u). Nech B(v,u) je bilinearna
forma definovand pre u,v z H a takd, ze existuju konStanty K>0 a >0 nezavislé od
uav tak, ze pre kazdé ve H, u e H plati:

(22.1) B(v,u) < K||V||||u||

(22.2) B(v,v)= a”v”z.
Potom sa d4 kazdy linearny funkciondl F, ohrani¢eny na H vyjadrit v tvare
(22.3) Fv=B(v,z), veH,

kde z je prvok priestoru H, jednoznac¢ne urceny funkcionalom F. Pritom plati:

(22.4) ||z|| < H , kde ||F || je norma funkcionalu F.
o

Doékaz:

Je zaloZeny na Rieszovej vete. Podla nej moZzno kazdy linedrny ohraniceny
funkcional v H jednoznaéne reprezentovat’ skalarnym sucinom, teda aj pre funkcional
F z vety plati, Ze existuje jediny prvok tz priestoru H, pre ktory plati:

Fv=(v,t), veH A ||t|| = ||F||

Staci preto ukazat, ze kazdému ¢e H mozno jednoznac¢ne priradit’ také z € H, Ze
plati

(22.5)  (v,t)=B(v,z), VveH A ||z|| < M
a
Staci preto ukazat’ (22.5).

Dokaz urobime tak, Ze najskor skonstruujeme operdtor opacny, ktory kazdému z
priradi t. O tomto ukazeme Ze je linearny a bijektivny na H, a teda ma inverzny
operdtor.

Majme teda nejaké ze H pevné. Potom forma B(v,z) predstavuje podla
predpokladov vety linearny ohrani¢eny funkciondl v H. Opét’ z Rieszovej vety mame
existenciu jediného takého ¢t € H , Ze pouzijuc ohrani¢enost’ (22.1) plati:

(22.6) B(v,z)=(v,r), VveH A | <K]].

Takymto spésobom sme kazdému z € H priradili jednoznacne prvok ¢ € H , teda sme
v priestore H definovali operator, nazveme ho C, dany vztahom Cz = t. Tento
operator z H do H je zrejme linearny, pretoze ak pre dva prvky z,,z, € H podla

Rieszovej vety existuju jednozna¢ne dva prvky ¢,,¢, € H tak, Ze

149



Angela Handlovicova, Matis Tibensky:
Zaklady funkcionélnej analyzy a variaéného poctu

B(v,z))=,t,), B(v,z,)=,t,) = B(v,c,z, +c,z,)=(v,ct, +c,t,) Ve,,c, €R.

Z toho teda platiC(c,z, +¢,z,) = ¢,Cz, +¢,Cz, . NavySe je tento operator ohrani¢eny
ako hned’ vyplyva zo vztahu (22.6): ||Cz|| =||t|| < K||z|| Jeho obor hodndt oznacme

L c H. KedZe je C linearny operator, je L linedrna mnozina, na ktorej je definovana
metrika indukovand metrikou Hilbertovho priestoru H. Ukazeme teraz, ze C je
injektivny operator. K tomu z linearity operatora C staci ukazat’, Ze na nulovy prvok
priestoru L sa zobrazi nulovy prvok priestoru H.

Nech teda Cz = 0. Z toho teda mame B(v,z)=(v,0)=0, VveH.Odtial pre v =z

mame ofz|” <B(z,2)=(z,0)=0, = z=0.

Operator C je teda prosty, preto k nemu existuje inverzny operator C ', ktory je
z vlastnosti linearnych operatorov tiez linearny a navyse aj ohraniceny, pretoze plati:

t 1
227)  al7 <B(z,2) = (z.0) <|]ld] = || < ”a—” =< —.

Teraz ukdzeme, ze L je uplny priestor. Nech je postupnost’ {tn} cauchyovskéd v L.
Kedze Lc H a H je uplny priestor, tato postupnost ma v fom limitu:
lim¢, =¢, te H.Treba ukazat, ze te L teda, ze existuje ze H také, Ze Cz=t.

n—»

Posupnost’ {tn} je ale z L teda pre kazdy jej prvok t, musi existovat’ prvok z, v H,
tak, Ze plati Cz, =t, UkaZeme teraz, zZe aj postupnost’ obrazov je cauchyovska v H:
z,—Z, || = HC"ltn -C™'t, H = HC"I (t,—t, )H < HC"1 H”tn —-t, || Z ohranicenosti operatora

C™' méame, Ze ak je postupnost’ {tn} cauchyovska v L, potom je aj {Zn} cauchyovska
v H a z Uplnosti H je tam aj konvergentna. Existuje teda jej limita ze H:
limz, =z, zeH.

n—0

Zo spojitosti operatora C ale dostdvame Cz = 1im Cz, a z toho hned’ mame:

n—0

t=1lim¢, =1imCz, =Cz ateda f € L. L je teda podpriestor H. Teraz ukdZeme, ze L

=H.
Toto ukazeme sporom: Nech L # H. H sa teda da napisat’ ako ortogonalny rozklad
H=L®K, kde kazdy prvok z K je kolmy na L . Existuje teda nenulovy prvok

we K, ktory je ortgonalny ku kazdému prvku z L, teda plati (w,#) =0, € L. Vieme
ale, 2¢ weH, a teda mu zodpovedda nejaky prvok ¢, eL, tak Ze

Cw=t,= B(v,w)=(nt,), VYveH. Zvolime teraz v = w a dostavame:
05||w||2 < B(w,w) =(w,t,) =0, pretoze t, € L aztohow =0, Co je spor. Dokazali sme

teda, ze operator C je na H bijektivny a teda pre kazdy prvok ¢e H existuje
jenodznacne ureny prvok ze H, ze Cz =t , a teda B(v,z) =(v,t). Zaroven ale z
(22.7) mame aj odhad na normu prvku y a teda platnost’ (22.6). O

Riesme teraz otazku existencie slabého rieSenia okrajovej ulohy. Z predchadzajuce;j
Casti vieme, Ze pre operator a okrajové podmienky ako boli definované vyssie, slabé

rieSenie je funkcia u € Wy (G)taka, e plati
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e u—wev,
r k-u, Lyl
o (vu)=O,[ )+ Jsv—vhp,ds pre vietky ve V.
r

1 1=l ”
p= - P

e Posledny vzt'ah mdézeme zjednodusene zapisat’ v tvare

thl

(22.5) ((v,u)) = (v,f) +x(v,h), YveV kde K(v,h)= | Z—tpvhplds.
v
FP

r k_P-p
p=l 1=l

Definicia 22.1:
Nech st dané¢ bilinearne forma ((v,u)) a priestor V ako v predchadzajucej Casti. Forma

((v,u)) sa nazyva V-elipticka, ak existuje konsStanta o>0 taka, ze pre kazdé¢ V& \4
plati:

(22.6) ((v.v))= o]

Veta 22.2:
Nech je dany problém s okrajovymi podmienkami tak, ako bol definovany
v predchadzajtcej Casti. Ak je forma ((v,u)) V—eliptickd, ma dany problém prave

k
jedno slabé riesenie ¥ € W, (G)

a hy tak, Ze plati:

o € c[nfan(G) o

Dokaz: pozri [R]

a existuje kladné konstanta ¢ nezavisla od funkcii f,w

Lz(rp)]
Priklad 22.1:
Ukazeme, ako to funguje pre Poissonovu diferencidlnu rovnicu s Dirichletovymi
okrajovymi podmienkami ako v priklade 21.3. V priklade 21.3 a definicii 21.2 sme
definovali pojem slabého rieSenia pre takuto ulohu. Z neho vieme:

(22.7) |u

r k*ﬂp
W (G) + Z’ ;thﬂ
P

Nech funkcia g(S) je stopa niektorej funkcie w € W,(G) anech f € L,(G). Oznaéme
V= {v;v eW,(G),v=0 na T v zmysle Sl‘Op} = W21 (G).
Funkciu u € W, (G) nazveme slabym rieSenim ak plati:

u-weVvl, jVqudxzjfvdx Yvel.
G G
V tomto pripade teda je bilinedrna forma tvaru

((u,v)) = I VuVvdx Yu,v,eV .
G

Z definicie 20.1 a prikladu 20.3. vieme, ze Laplaceov operator je rovnomerne
elipticky, ¢o v tomto pripade hned’ implikuje V-elipticitu bilineérnej formy v tvare:

((u,u)) = j (Vu)*dx > ||u||V Yuel.

Z tvaru bilinearnej formy je hned’ jasna aj jej ohranicenost’ v priestore V.
Nech je teraz funkciondl F z Lax-Milgramovej vety definovany pre tento pripad takto
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Fv= J.fvdx—((v,w) =(f,v)—((v,w)) VvelV

G

Vzhl'adom na to, ze feL,(G) a vidime, Ze prvy ¢len funkciondlu je obycajny
skalarny stgin v L,(G)a druha &ast je bilinarna forma, tento funkcional spiiia
vlastnosti z Laxovej-Milgramovej vety. Podla Laxovej-Milgramovej existuje teda
jediny prvok z € V', tak, ze plati

((v,2))=(f,v)—((v,w)) Vvel alebo

((v,z+w)=(f,v) Yvel.

Ak teraz definujeme u(x)=z(x)+ w(x), takato funkcia je jediné slabé rieSenie
problému (21.1) v zmysle definicie 20.1.
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