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MATEMATICKA LOGIKA

A

DISKRETNE STRUKTURY

MARTIN KNOR



Predhovor

Tento uc¢ebny text je urceny Studentom prvého roc¢nika stavebnej fakulty Sloven-
skej technickej univerzity, Studujicim na zamerani Matematické a poc¢itacové mode-
lovanie. Predstavuje spisané a po formalnej stranke znacne rozsirené prednasky
z predmetu ,Matematickd logika a diskrétne struktiry“.

Struktira tohoto textu je upravend tak, ze kazd4 kapitola tvori jednu prednésku.
Citatelovi predkladdme 11 kapitol, ¢o je podla nagich skisenosti maximglny mozny
pocet prednasok, ktory sa d4 stihnit pocas 13-tyzdiového semestra. Kedze v ,,zlych
rokoch* sa casto nestihne ani 11 prednésok, tak za pomoci tejto ucebnice si Studenti
mo6zu doplnit svoje vedomosti samostidiom.

Po obsahovej stranke mozno obsah tohoto textu rozdelit na tri rozne velké casti,
z ktorych kazd4 sa venuje inej matematickej discipline.

Prva cast sa zaoberd matematickou logikou. Kapitoly 1 az 3 sa venuju vyrokovej
logike, ¢ize tautologiam a formuliam dokdzatelnym pomocou troch axiém a jedného
odvodzovacieho pravidla (modus ponens). V tretej kapitole dokdzeme, 7ze dokaza-
telné su prave tie formuly, ktoré st tautolégiami. Nasleduji dve kapitoly venované
predikitovej logike. Stvrtd kapitola sa zaoberd vieobecne platnymi formulami, za-
tial ¢o v piatej popisujeme dokazatelné formuly. Tato cast je ukoncéend jednou velmi
peknou aplikiciou predikatove] logiky v teorii grafov.

Druh ¢ast, venovanu teodrii mnozin, tvori jedina kapitola. Uvadzame tu zakladné
pojmy intuitivnej tedrie mnozin, pricom po formadlnej stranke si pomahame formu-
lami predikatovej logiky. Spomenieme tu asociativny, komutativny, distributivny a
niektoré iné zakony, s ktorymi sa stretdvame v nasledujicich kapitolach.

Nasleduje cast venovand Strukturalnej algebre. V kapitolach 7 a 8 sa zaoberame
grupami, v kapitolach 9 a 10 polami a v kapitole 11 zvazmi. Spomenieme tu charak-
terizaciu koneénych komutativnych grip, popiseme vytvorenie Galoisovho pola a
v jedendstej kapitole sa pomocou Booleovych algebier opat vratime k vyrokovej
logike a k tautolégidm.

Ako vidno z predchidzajiceho, predmet ,Matematickd logika a diskrétne §truk-
tiry“ mé velmi §iroky zaber. Predstavuje tivod do niekolkych (minimélne troch)
matematickych disciplin. To nas postavilo pred dva problémy. Ten prvy je zaplava
definicii, ktoré si nutné na exaktné vybudovanie zakladov v kazdej oblasti mate-
matiky. Tento problém sme riesili tym sposobom, Ze definujeme len to, ¢o v dalsom
nevyhnutne potrebujeme. Napriek tomu tvori Index asi 4 percentd textu. Druhy
problém bolo zladenie textu po formalnej stranke. Potrebovali sme, aby slovnik,
Clenenie na stranke aj argumentdcia, boli podobné vo vsetkych kapitolach. Kvoli
tomu sme upravovali najmé dokazy v algebre. Podriadili sme ich §tylu, akym sa
prezentuje vyrokova logika. Difame, Ze sa ndm takto podarilo vytvorit relativne
homogénnu ucebnicu, v ktorej sa budu studenti dobre orientovat.
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1 VYROKOVA LOGIKA 1

Logické paradoxy

Pred 2000 rokmi zaskocil Krétan Epimenides svojich ucenych kolegov touto
otazkou. Co mozno sudit o platnosti tvrdenia:

Co hovori Krétan je loz. (1)

Ak je tvrdenie (1) pravdivé, tak ja som Krétan a teda tiez klamem. Preto (1)
neplati.

Ak je tvrdenie (1) nepravdivé, tak potom nie je pravda, ze ¢o hovori Krétan je
loz. Preto Krétan hovori pravdu a kedze ja som Krétan tvrdiaci (1), tak (1) plati.

Obdobny problém by sme mali, keby sme chceli urcit pravdivost tvrdenia:

Téato veta neplati.

Vyrokové formuly

Vyssie spomenuté paradoxy tazia z bohatosti ndsho jazyka — mame rovnaké poj-
my pre rozne skutocnosti a naopak. Preto je mimoriadne uzito¢né zaviest formalny,
umely jazyk, dovolujici pomerne dobre obsiahnut skutoc¢nost, ktory sa vyhyba
rozporom. Takyto jazyk zaviedli lekdri, chemici a vlastne vSetci vedci, ktori sa
potrebuji presne vyjadrovat. Potrebujeme tiez poznat isté zdakladné tvrdenia v
danom jazyku, o ktorych pravdivosti nebudeme nikdy pochybovat, akési zakladné
kamene naSej tedrie. Do tretice, potrebujeme poznat pravidla, pomocou ktorych
z uz platnych tvrdeni budeme schopni odvodit nové tvrdenia v nasom jazyku.

Teda vo vSeobecnosti, pre lubovolni matematicki tedriu potrebujeme poznat:

1. Jazyk, v ktorom sa formuluji vety a v ktorom prebiehaji dokazy.

2. Axiomy — tvrdenia predstavujice zdkladné vety v danom jazyku.

3. Odvodzovacie pravidla — syntaktické pravidla dovolujice z niekolkych viet
odvodit novua vetu.

V prvych troch statiach tejto ucebnice sa zaoberdme vyrokovou logikou, ktord
ma v matematike velmi Specidlne postavenie. Ide o cast matematiky, ktord je
obsiahnutd v podstate vo vSetkych matematickych disciplinach. To znamend, Ze
jazyk, axiémy aj odvodzovacie pravidla Tubovolnej matematickej discipliny ob-
sahuju v sebe jazyk, axiémy a odvodzovacie pravidlad vyrokovej logiky.
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Co to vsak vyrokova logika je a co je to vyrok? Uvazujme vety:
Nespim.
Ak student zaspdva, tak prednaska je zla. (2)
Dobry den.
Poméec!

Prvé dve vety su vyroky, zatial ¢o posledné dve vyroky nie si. To preto, lebo
vyrok bude veta, o pravdivosti ktorej méa zmysel uvazovat. Nas vSak nebude
zaujimat, ¢i dany vyrok plati alebo neplati takto priamo. Bude nas zaujimat, co
mozeme povedat o pravdivosti celého vyroku, ak pozndme pravdivostni hodnotu
jeho podvyrokov (prvotnych formil), z ktorych sa skladd. Teda ak Student nespi
a prednaska je zla, ¢o m6zeme povedat o pravdivosti vyroku (2)? Budi nés teda
zaujimat takzvané vyrokové formuly — schémy siveti, do ktorych mozno dosadzovat
tvrdenia za prvotné vyroky.

DEFINiCIA. Vyrokova formula s mnozinou prvotnych formil P vznikne ak
pouzijeme konecne velakrat nasledujuce pravidla:

(a) Kazda prvotnd formula p z mnoziny P je vyrokova formula.
(b) Ak si A a B formuly, tak ('A), (A& B), (AV B), (A=B) a (A< B) st
vyrokové formuly.

PRIKLAD. (p=) ani '=p nie st formuly, ale ((p & q) = ("(p) V q)) je formula.

PozNAMKA 1. Symbol 7 je symbolom negicie, & konjunkcie, V disjunkcie, =
implikéicie a < ekvivalencie.

PozNAMKA 2. Ked hovorime o vyrokoch, tak pod pojmom formula rozumieme
vzdy vyrokovi formulu.

DoHODA. Posledné vonkajsie zatvorky budeme pri formulach vzdy vynechavat,
teda namiesto ((A=-B)VC) budeme pisat len (A=-B)VC. Budeme tiez vynechavat
vonkaj§ie zatvorky pri negiciach, ¢ize namiesto (('A)=-("'('B)))=C budeme pisat
("A="'B)=C. To preto, lebo negicia ma najvyssiu prioritu, ¢ize ak by sme mali
viac moznosti, tak vzdy aplikujeme najprv negaciu.

Teraz uz moézeme povedat, ¢o je to vyrokova logika. Je to matematickd dis-
ciplina, ktorej predmetom skiimania si vyrokové formuly. Pritom najviac nés bude
zaujimat, kedy su tieto formuly ,,dobré“ (pravdivé).

Tautologie

V tejto casti budeme skiumat vyroky tym spésobom, na ktory sme si zvykli
na strednej §kole. Budeme skumat ohodnotenia formil vyrokového poctu, pricom
opat nas bude zaujimat sivis medzi pravdivostnou hodnotou celej formuly a jej
jednoduchsich zloziek.



DEFINiciA. Pravdivostné ohodnotenie mnoziny P prvotnych formiil je Iubo-
volné zobrazenie ¥ mnoziny P do mnoziny {0,1} (loz, pravda). Prvotnd formula p
je pravdiva pri ohodnoteni v ak v(p) = 1.

Ak pozndme v(A) a v(B), ¢o vieme povedat o v('A), alebo v(A=-B) a podobne?
Na to nam sluzia pravdivostné tabulky:

Podobny vyznam ma nasledujica tabulka:

Al A citame
0 1 ak v(A) =0, tak v('A) =1
1 0 ak v(A) =1, tak v("A) =0

A

B

A

B

A=B

A&B

- o O

B
0
1
0
1

—_ o oo |k

—_ == <

e g g

_ o O -

Pomocou tychto tabuliek mozno rozsirit pravdivostné ohodnotenie prvotnych
formil a vyhodnotit vSetky formuly.

DEFINiCIA. Nech je v ohodnotenie mnoZiny prvotnych formil P a 7 je jeho roz-
§frenie na mnozinu v8etkych vyrokovych formil uvazovaného jazyka. Potom A je
pravdiva pri ohodnoteni v (respektive ) ak 7(A) = 1.

Je zrejmé, ze rozsirenie ¥ je definované jednoznacne. Teda ak mame dve ohod-
notenia prvotnych formil v a p, pre ktoré v(p) = p(p) pre kazdé p € P, tak aj
7(A) = i(A) pre Iubovolni formulu A, ktorej prvotné formuly si z P.

PRIKLAD. Skidmajme pravdivostné hodnoty formil '(AV B) a 'A & 'B. Pri vy-
hodnocovani pravdivostného ohodnotenia tychto formiil budeme vlastne postupo-
vat induktivne podla ich konstrukcie. Postup je zachyteny v nasledujicej tabulke:

A|B| AvB | (AvB) | "A | "B | A& "B
0] 0 0 1 1 1 1
0| 1 1 0 1 0 0
1|0 1 0 0 1 0
1|1 1 0 0 0 0

Vidime, Ze ohodnotenia formil (A V B) a 'A & 'B si vzdy rovnaké a teda
podla tabulky pre ekvivalenciu vzdy plati '(AV B) & (A & 'B). Takéto vzdy
platné formuly s vo vyrokovej logike zvlast dolezité.



DEFINiCIA. Tautoldgia je vyrokovd formula, ktorej ohodnotenie je vzdy 1,
nezavisle od ohodnotenia prvotnych formnuil, zatial ¢o kontradikcia je taka for-
mula, ktorej ohodnotenie je vzdy 0, nezavisle od ohodnotenia prvotnych formul.
Skutocnost, ze A je tautologia, zapisujeme F A, pricom ak A nie je tautologia, tak
piSeme £ A.

PRIKLAD. Tautoldgia je napriklad AV A, zatial ¢o A & "A je kontradikcia.
PozNAMKA. Vsimnime si, ze ak ¥ A, tak A eSte nemusi byt kontradikcia.

Na tomto mieste zdoraznime, zZe na zistenie, ¢i formula je, alebo nie je tautolégia,
pouzivame pravdivostné tabulky.

DEFINICIA. Formuly A a B nazyvame ekvivalentnymi, ak nie si od seba od-
lisiteIné pomocou ziadneho ohodnotenia prvotnych formiil, teda ak pre lubovolné
pravdivostné ohodnotenie v plati 7(A) = 7(B). Zapisujeme F A < B (overte si, ze
ide naozaj o tautoldgiu).

Zamyslime sa nad tym, ¢o vlastne zapisujeme do pravdivostnych tabuliek. Mozno
pozorovat, ze logické spojky (symboly ', & , V, = a <) si vlastne funkcie, ktoré
nadobidaji hodnotu 0, alebo 1, podla pravdivostnej hodnoty argumentov.

DEFIN{CIA. Booleova funkcia n argumentov je zobrazenie {0, 1}"—{0,1}.

PozNAMKA 1. " je Booleova funkcia jedného argumentu, zatial ¢o & , V, = a
& s Booleove funkcie dvoch argumentov.

PozNAMKA 2. Presni definiciu zobrazenia (funkcie) uvedieme v Casti zaobera-
juicej sa mnozinami. Zatial tento pojem chapme intuitivne, v zmysle nasledujicich
prikladov.

PRIKLAD. Booleove funkcie mozeme opéat zadat pomocou pravdivostnych tabu-
liek. Ako priklad uvddzame funkcie Nor a Nand (funkcia Nor je tzv. Pierceova
funkcia a Nand je Shefferova funkcia):

A | B ANor B ANand B
0 0 1 1
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 0 0
Zjavne existuju (2!)2 = 4 Booleove funkcie jedného argumentu, (22)?2 = 16

Booleovych funkcii dvoch argumentov, (23)2 = 64 Booleovych funkcii troch ar-
gumentov atd.



DEFINICIA. Vyrokovd formula je v disjunktivnom normaélnom tvare, ak je
disjunkciou niekolkych formil (disjunktov), o ktorych plati:
(a) kazdé je konjunkciou koneéne vela prvotnych formiil, pripadne ich negécif;
(b) v ziadnej sa nevyskytuje sicasne prvotnd formula aj jej negacia;
(c) ak sa naviac v kazdej formuli vyskytuji vSetky prvotné formuly, potom je
formula v dplnom disjunktivnom normalnom tvare.

PRIKLAD. Majme formulu f s mnoZzinou prvotnych formil {a,b,c}, o ktorej
vieme:

O R HF O, OO O |-

— === 0000 |
—_—_ OO R M~,ROO |
—_ O - OO O|O

Potom f je ekvivalentna s nasledujicou formulou v tplnom disjunktivnom nor-
malnom tvare:

(a&b&c)V(a& b&c)V(a&b& ¢

DoHoODA. Budeme pouzivat skrateny zapis \/?:1 T, pre Ty VIs VvV --- VT, a
&P TipreT1 &Tr & ... & T,

VETA 1.1. KaZda vyrokovd formula, ktord nie je kontradikcia, je ekvivalentnd
istej formule v uplnom disjunktivnom normdlnom tvare.

DOKAZ. Budeme postupovat tak, ako v priklade pred vetou. Nech je A formula
vyrokovej logiky, v ktorej vystupuju len prvotné formuly pi,ps,...,pn. Zostroj-
me pravdivostnu tabulku pre A v zavislosti od ohodnotenia prvkov pi,po,...,py.
Booleovu funkciu popisani touto tabulkou ozna¢me fa(z1, 2, ...,2y,), pricom ar-
gument z; zodpovedd prvotnej formule p;. Teda z; = 1 ak v(p;) = 1 a z; = 0 ak
v(p;) = 0.

Teraz pre x; € {0,1} definujme

%_{pi ak .737;21,
P = —lpi ak Ir; = 0.
Potom pre 'ubovolné ohodnotenie vyrokovych premennych v plati
U(p;*) =1 prave vtedy, ked v(p;) = ;. (3)

Totiz ak x; = 1, tak (2) tvrdi: 7(p;) = 1 préve vtedy, ked v(p;) = 1; a ked z; = 0,
tak (2) tvrdi: 7('p;) = 1 prave vtedy, ked v(p;) = 0. Je zrejmé, Ze tieto tvrdenia
(pre x; = 1, aj x; = 0) st pravdivé a preto (3) plati.
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V dalsom dokazeme, zZe

B = V o7& & ... &pin)

fA(ml,...,zn)zl

je hfadané vyjadrenie f4 v iplnom disjunktivnom norméalnom tvare. (Na ujasnenie,
disjunkcia ide cez vSetky tie ohodnotenia zi,xs,..., T, vyrokovych premennych,
pre ktoré fa(x1,zo,...,2,) =1.)

Ak 7(A) =1, tak fa(v(p1),v(p2),---,v(pn)) =1 a jeden z disjunktov z B ma
v(pi)y _
; ) =1

7

tvar p'lj(pl) &p’;(p” & ... &p,yl(p”). Potom pre i = 1,2,...,n plati 7(p
podla (3). Preto w(p™) & ps# & ... & piP)) =1 aaju(B) = 1.

Naopak, ak 7(B) = 1, tak 7(p7* & p5* & ... & pZr) = 1 plati pre asponi jeden
disjunkt z B a pre z1, s, ..., Z, z tohoto disjunktu potom fa(x1,z2,...,z,) = 1.
Kedze 7(p{* & p3? & ... & pin) =1, tak v(pf') =1prei=1,2,...,nav(p;) = ;
podla (3). Preto fa(v(p1),v(p2),---,v(pn)) =1, ¢ize v(A) =1. O

Predpoklad ,,A nie je kontradikcia® bol v predoSlom dokaze nutny. Zistite, kde
sme ho vyuzili.

DEFIN{CIA. Vyrokovd formula je v konjunktivnom normdélnom tvare, ak je
konjunkciou niekolkych formil o ktorych plati:

(a) Kazda je disjunkciou kone¢ne vela prvotnych formil, pripadne ich negécii.

(b) V ziadnej sa nevyskytuje sticasne prvotnd formula aj jej negicia.

Kedze F "(AV B) & (A& 'B) a tiez F (A& B) & ('AV 'B), tak
—l(ViEI( &jeJAi’j)) = &iej—l( &je]AiJ‘) = &iEI(VjeJ —IAi’j). Preto plati nasle-
dujtici dosledok Vety 1.1:

DOSLEDOK. KaZdd viyrokovd formula, ktord nie je tautoldgia, je ekvivalentnd
istej formule v konjunktivnom normdlnom tvare.

POZNAMKA. Uvahy pred dosledkom dévaji aj mozny navod na to, ako vytvorit
formulu v konjunktivnom normélnom tvare pre danu formulu A. Najprv vytvorime
formulu v disjunktivnom normélnom tvare ekvivalentni s 'A a tito potom zne-

govanim prevedieme na formulu v konjunktivhom normaéalnom tvare ekvivalentni
s A.

DEFINICIA. Nech je S mnozina logickych spojok. Ak k Tubovolnej formule A
mozno najst takd formulu ekvivalentni s A, ktord vyuziva len spojky z S a prvotné
formuly vyskytujice sa v A, tak S je funk¢ne iplna mnozina logickych spojok.

Ako sme ukézali vo Vete 1.1 a jej dosledku, {, & ,V} je funkéne tiplnd mnozina

spojok. Av8ak funkéne uplné mmnoziny spojok si aj mmoziny {', & }, {',=},
{Nor }, {Nand } a podobne.
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Cvicenia

CvVICENIE 1.1. Dokéazte, Zze nasledujice tvrdenia su tautolégie:

a) FA= (B=A) b)

c) F('"A='B)= (('A=B)=A)

F (A=(B=0)) = ((A=B)=(A=(0))

CVICENIE 1.2. Pomocou ohodnoteni v ukazte, ze ak plati F A a F A=B, tak

plati F B.

CVICGENIE 1.3. Dokazte:

)

)
e) ETA= A

) E(A=B)= ("B="4)
i) F("A=B) = ('B=A)
k) F('A=B) = ((A=B)=DB)
m) E B = (AV B)

o) F(A&«B)=B

q) F(A& B)= (AV B)
s) EA= (A& A)

u) F(A&(AVB))=A
w) F((A=A)=A)=A
y*)

2k A-ciek

CVICENIE 1.4. Dokézte:
a) FA= ('"B="(A=B))

E(... ((14:>A):A):> e )=>4

b) ETA= T4

d) F'A= (A=B)

f) EA="4

h) F (A="B)= (B="4)
j) E('A="B) = (B=A)
1) FA=(B=(A & B))

n) FA= (AV B)

p) E(A& B)= A

r) E(A& B)= (B& A)
t) F (A& B)= ('AV 'B)
v) FA= (A& (AV B))

x) F("A=A)= A

z*) E(... (A= A)=A)=. ..)=>4

2k A-tiek

b) F ((A=B)=A)=A

c) FE(Av(BV(C))= ((BV(AVvC(C))VA)
d) FE(BV(AV(C)VA) = (AV(BV()

CVICENIE 1.5. Zostrojte formulu v disjunktivnom normélnom tvare ekviva-

lentnu s formulou:
a) A= B

c) (A= 'B)

e) (A= (B=A4)

b) A& B
d) 'A=B
f) (Av B)=(CVvB))V(AVC(C)

CVICENIE 1.6. Zostrojte formulu v konjunktivnom normélnom tvare ekviva-

lentnt s formulou:
a) A= B
c) A& (B=0C)

&) (A& B)V('B&C)V (A& 0C)

b) A& B
d) B= (A= B)
f) (A< C)= (BV(C="4))

CVICENIE 1.7. Dokézte, ze nasledujice tvrdenia su tautoldgie:

a) E(ANorA) & 4

b) E (ANand A) & A

11



a)

CvVICENIE 1.8. Dokézte, ze nasledujice mnoziny logickych spojok st dplné:

Y b) &
= d) Nor
Nand

CVICENIE 1.9. Dokéazte, ze nasledujice mnoziny logickych spojok nie si tplné:
&,V, =, < b*) L&
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2 VYROKOVA LOGIKA 2

Pochybny dékaz

Aj ked sa to moze zdat ¢udné, dokazeme, Ze kazda n-tica redlnych ¢isel obsahuje
len rovnaké ¢isla.

DOKAZ (MATEMATICKOU INDUKCIOU). Oznac¢me dand n-ticu ai,az, .. ., ay.

Pre n = 1 vlastne niet ¢o dokazovat, lebo zjavne a1 = a;.

Nech tvrdenie plati pre n, dokdZeme ho pre n+1. Majme teda (n+1)-ticu
a1,02,...,0n,0y+1. Podla indukéného predpokladu plati a; = a2 = --- = a, a
rovnako tak ag = -+ =a, = ap41. Pretoplatiaja; =ay = - =a, = ap41. U

Je zrejmé, ze prave uvedeny dokaz nie je spravny. Zo svojich skisenosti vieme,
ze pre dvojicu {1, 2} plati 1 # 2. Ukazuje sa, Ze je potrebné vediet, ako sa dokazuji
(odvodzuji) pravdivé tvrdenia (vety).

Dokazatelné formuly

V predchadzajicej kapitole sme opisali, ako sa konstruuju formuly vyrokovej
logiky. V tejto si jazyk trochu zjednodusime a zavedieme axiémy a odvodzovacie
pravidla, pomocou ktorych budeme z jednoduchsich viet odvodzovat zlozitejSie.

DEFINiciA. Z4kladné vyrokové spojky su 'a =, pricom ostatné spojky, ako
napriklad & , V a < st odvodené vyrokové spojky. Teda:

A & B je len skriteny zédpis formuly (A= "'B);

AV B je skrateny zapis formuly 'A = B;

A & B je skrateny zapis formuly (A=B) & (B=-A), ¢ize '((A=B)="'(B=A4)).

DEFINicIA. Formalny systém vyrokovej logiky tvoria:

Jazyk vyrokovej logiky, ktory pozostdva z mnoziny prvotnych formul, sym-
bolov pre logické spojky 'a = a pomocnych symbolov ( a ).

Axiémy. Nech si A, B a C Tubovolné formuly. Potom

(Al) A= (B=A)

(A2) (A=(B=C)) = ((A=B) = (A=0())

(A3) ("A="B) = (("A=B)=A)

Odvodzovacie pravidlo je jediné a vold sa modus ponens. Tvrdi: z formuil
A a A=B odvod formulu B.
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Z Cvicenia 1.1 uz vieme, ze Al, A2 a A3 si tautoldgie. Podla Cvicenia 1.2 je
modus ponens (MP) korektné pravidlo. Teda prave opisanym systémom by sa mali
dat odvodit len tautolégie.

DEFINfcIA. Konetnd postupnost Aq, As,..., A, je dé6kazom formuly A, ak
plati:
(a) A, je préive A;
(b) pre kazdé i =1,2,...,n je A; bud axiéma tvaru A1, A2, pripadne A3, alebo
je A; modus ponens A; a Ay, kde j,k <.
Ak existuje dokaz formuly A, tak A je dokazatelna vo vyrokovej logike, ¢o

zapisujeme F A. Naopak, ¥ A znamend, ze A nie je dokdzatelna (¥ A je vlastne len
skriteny zapis tvrdenia '(F A)).

PozNAMKA. Kvoli lepsej prehladnosti dokazu budeme formuly, ktoré sa v fiom
vyskytli, ¢islovat na lavej strane, zatial ¢o na pravi stranu vzdy zaznaCime, ako
prislusnd formula vznikla.

LEmMA 2.1. Plati - A = A.

DOKAZ.
1: (A=((A=A)=A)) = (A=(4=A4)) = (4=A4))) A2
22 A= ((A=A)=A) Al
3: (A=(A=A)) = (A=A) MP2,1
4: A=(A=A) Al
5. A=A MP4,3 O

Désledkom Lemy 2.1 je zdkon vylicenia tretieho: - A V "'A (je to len iny
zépis formuly - 'A = "A).

DEFINicIA. Nech je T mnozina vyrokovych formil. Postupnost Ai, As,..., A,
je dokazom formuly A z predpokladov T', ak plati:

(a) A, je prave A;
(b) pre I'ubovolné i =1,2,...,n je A; bud axiéma, alebo je prvkom z T', alebo
je Modus Ponens dvoch formil z A, A, ..., A;_1.

Formula A je dokazatePna z predpokladov T, ak existuje dokaz A z T, co
zapisujeme T + A.

PozNAMKA. Kvoli lepsej prehladnosti budeme -ty riadok dékazu zapisovat tak,
ze pred formulu vsunieme symbol - a eSte pred tento symbol uvedieme vSetky pred-
poklady, ktoré sme vyuzili pri odvodeni tejto formuly. Z tohoto pravidla budeme
robit jedini vynimku. V pripade, Ze A je predpoklad, budeme pisat jednoducho A
namiesto korektného A+ A.

LEMA 2.2. Pre lubovolné formuly A, B, C plati pravidlo sylogizmu, teda
A=B, B=CF A=C.
14



DOKAZ.
1: F(A=(B=0)) = ((A=B) = (A=0C)) A2

2: F(B=C)= (A=(B=0)) Al

3: B=C predpoklad
4: B=CF A= (B=C) MP3,2

5: B=Ct (A=B) = (A=0C) MP4,1

6: A=B predpoklad
7. A=B, B=CF A=C MP6,5 [

LEMA 2.3 (o zamene predpokladov). Pre lubovolné formuly A, B a C plati
A=(B=C) + B=(A=C).

DOKAZ.
1: F(A=(B=C)) = ((A=B) = (A=0)) A2
2: A=(B=C) predpoklad
3: A=(B=C)F (A=B) = (A=0) MP2,1
4: - B = (A=B) Al
5: A=(B=C)F B=(A=C) Syl4,3 O

VETA 2.4 (o dedukcii). Nech si A a B formuly a nech je T mnozina formaul.
Potom T + A=-B prdve vtedy, ked T U{A} + B.

DOKAZ. Nech plati T = A=B a nech je C1,Cs,...,C, dokazom A=B z T.
Potom C1,Cy,...,Cy, A, B je dokazom B z T U {A}, lebo C,, je prive A=DB, A je
z TU{A} a B je modus ponens formil C, a A.

Naopak, nech plati TU{A} - B a nech je D1, Ds,..., D,, dokazom B z TU{A}.
Ukéazeme, ze pre kazdé ¢ = 1,2,...,m je A=D; dokazateIné z T. Postupujeme
indukciou podTa :

1° Pre + = 1 m6zu nastat tri pripady:

(a) D; je axiéma. Potom:

1": Dy = (A=D,) Al

2': + Dy axiéoma

3 FA= D, MP2', 1/
(b) D je z T. Potom:

1: + D, = (A:>D1) Al

2 T+ Dy predpoklad

3. THA= D, MP2', 1/
(c) D je prave A. Potom podla Lemy 2.1 = A=D;.

2° Nech tvrdenie T = A=-D; plati pre vSetky ¢ = 1,...,j—1 (j < m). Dokdzeme,
ze plati aj T = A=D;.

Pripady (a), (b) a (c) sme uz rozobrali v prvom kroku indukcie. Avsak ak j > 1,
moze nastat eSte jeden pripad, ktory je potrebné rozobrat. Moze sa stat, Ze Dj
je modus ponens formul Dy a D;, kde k,l < j. Potom vSak D; mé tvar Dy=D;.
VyuZijic indukény predpoklad (IP) dostdvame:
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1" THA= Dy,

2. THA= (Dk:>D_7)
3 F (A=(Dr=D;)) = ((A=Dy)=(A=D;)) A2
4" T+ (A=Dy) = (A=D;)
5: THA= Dj

IP
IP

MP?2', 3/
MP1,4' O

POzZNAMKA. Vsimnime si, Ze Lemy 2.2, 2.3 a Veta 2.4 ndm ddvaju nové odvo-
dzovacie pravidla. V dalsom teda mozeme okrem modus ponens vyuzivat aj sylo-
gizmus, vetu o zdmene predpokladov a vetu o dedukcii. Modus ponens oznacujeme
skratene MP s c¢islami prisluSnych formiuil v dokaze. Podobne budeme pouzivat
skratky Syl4,3 (sylogizmus §tvrtej a tretej formuly); VZP3 (veta o zdmene pred-
pokladov na tretiu formulu) a VD7 (veta o dedukcii na siedmu formulu).

LEMA 2.5.

DOKAZ.

LEMA 2.6.

DOKAZ.

LEMA 2.7.

DOKAZ.

F'A= (A=B).

F('B="4) = (('B=4)=B)
F'A= ('"B="4)
"AF'B=4A

'AF ('B=A)=B

FA= ('B=A)

AF'B=A

A, AFB

'AFA=B

F'A= (A=DB)

F 1A= A

F('A="A) = (("A="A)=A)

F 1A= ("A=T4)
TAF A=A
TAF ('A=TA)=A
F'A= "4

TAE A

F7A= A

FA= TA.

F(TTA="4) = ((TT'4A=4)=""4)

FTMA=TA
F(TTA=A)="4A
FA= ("TTA=A)
FA= "4

A3

Al

VD2
MP3,1
Al

VD5
MP6,4
VD8
VD9 O

A3

Al

VD2
MP3,1
Lema 2.1
MP5.4
VD6 0O

A3

Lema 2.6
MP2,1

Al

Syl4,3 O

PozNAMKA 1. Predchddzajice tri dokazy mali spoloéni stratégiu, ktord spoéi-
vala vo vhodnej aplikécii axiémy A3. Priblizne povedané, zvolili sme taky koniec
A3, ktory sa zhodoval s koncom dokazovanej formuly X. Potom prvé podformuly
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X sluzili ako predpoklady, z ktorych sme sa snazili odvodit prvé podformuly A3.
V zavere sme pouzili vetu o dedukcii.

PozNAMKA 2. V predchddzajicich troch dékazoch sme vyuzili uz dokézané tvr-
denia (Lemy 2.1, 2.2, 2.6 a Vetu 2.4). Ak by sme vSak chceli byt presni v zmysle
nasej definicie dokazu, tak vSade, kde sme sa odvolavali na pomocné tvrdenia, mali
sme vsunut celé dokazy tychto tvrdeni. Toto kvoli lepSej prehladnosti nerobime a aj
v nasledujicom texte nam bude stacit odvolavka na prislusné uz dokazané tvrdenie
(ktoré je naviac dokazané v ,zdkladnej“ forme).

VETA 2.8 (vety o obratenej implikacii). Platia nasledujice tvrdenia:
F("A="B) = (B=A); F("A=B) = ('B=A);
F(A="B) = (B="4); F(A=B) = ('B="4).

Dokazy si urobte ako jednoduché cvicenie. Pri dokaze prvych dvoch stac¢i vyuzit
A1, A3 a Vetu o dedukcii, pri dokaze druhych dvoch eSte Lemu 2.6. Symbolom
VOOI v dalsom oznacujeme lubovolni z viet o obratenej implikacii.

LEMA 2.9. F A= ("'B="(A=B)).

DOKAZ.
1: A predpoklad
2: A= B predpoklad
3: A, A=BFB MP1,2
4: A+ (A=B)= B VD3
5. F ((A=B)=B) = ('B="(A=B)) VOOI
6: AF"'B= "(A=B) MP4,5
7. F A= ('B="(4=DB)) VD6 O

VETA 2.10 (o neutrdlnej formuli). Ak TU{A} - B a TU{"'A} + B, tak
T+ B.

DOKAZ.
1: TU{A}+B predpoklad
22 T-FA=1B VD1
3: F(A=B)= ('B="4) VOOI
4: T+ B="4 MP2,3
5: TU{'A}- B predpoklad
6: T-H'A=B VD5
70 +('A=B) = ('B=A) VOOI
8 T+ 'B=A MP6,7
9: - ('B="A)= (('B=A)=B) A3
10: T+ ('B=A)= B MP4,9
11: T-B MP8,10 [
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LEMA 2.11. A=(B=C)F (A & B)=C.

DOKAZ.

1: A= (B=0C) predpoklad
2: H(B=C)=('C="B) VOOI

3: A=(B=C)F A=('C="B) Syl1,2

4: A=(B=C)F 'C=(A="B) VZP3

5: F ('C=(A="B)) = ('(A="B)=C) VOOI

6: A=(B=C)F "(A="B)=C MP4,5

6': A=(B=C)F (A& B)=C O

LEMA 2.12. (A& B)=C+F A=(B=C)

DOKAZ.
1: FA= ("B="(4="B)) Lema 2.9
2: AF "B="(A="B) VD1
3: WFB="8H Lema 2.7
4: A+ B="(A="B) Syl3,2
5: (A= "B)=C predpoklad
6: (A="B)=C, AFrB=C Syl4,5
7. (A="B)=CF A= (B=C) VD6
7. (A& B)=CF A= (B=C) O

VETA 2.13. Nech si Ai,As,..., A, a B vyrokové formuly. Potom tvrdenie
{A1, As, ..., Ay} F B plati prdave vtedy, ked plati + (A1 & A2 & ... & A,) = B

PozNAMKA. Formula (A; & Az & A3 & ... & A,—1 & A,) je len iny zdpis for-
muly (... (A1 & A2) & A3) & ... & An_1) & Ay).

DOKAzZ. Vetu 2.13 dokdzeme indukciou podla n.

1° Ak n =1, potom A; - B prave vtedy, ked - A; = B, podla vety o dedukcii.

2° Nech tvrdenie vety plati pre vSetky ¢+ < n, dokdzeme jeho platnost pre n.
(Symbolom IP ozna¢ujeme indukény predpoklad.) Nech

1: {Ay,..., An L, Ap} F B predpoklad
2 {Al,... n— 1} |_A = B VD1’
3 F(A & ... & Ap—1)=(An=B) IP

4':|—(A1&...&A_1&A):>B Lema 2.11

Naopak, nech
1 I—(Al&...&An 1& A,) = B predpoklad

20 F (A1 & ... & Ap1)=(An=B) Lema 2.12
3’: {Al,... n— 1}|_A = B 1P
4" {Al,... An—lyA } FB VD3I Ol
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Cvicenia

CVICENIE 2.1. Prezrite si nasledujici dokaz a néjdite v iom chybu. Vzapéti ho
opravte.

Pre siucet geometrického radu plati:

"t —g¢

l+q+¢*+--+q¢" =
g—1

Doékaz: Nech tvrdenie plati pre n, dokdzeme ho pre n+1:

qn—i—l —q n+2 _ q

+qn+1 — q

—. O
qg—1 qg—1

l+g+¢>+ - +q" +q" =

CVICENIE 2.2. Prestudujte si nasledujuci dokaz.

Prvocisel je nekonecne vela.

Doékaz sporom: Predpokladajme, ze plati negacia tvrdenia, teda nech je prvocisel
len konecne vela. Oznacme si ich pq,po,...,p,. Potom kazdé prirodzené cislo g
mozno zapisat v tvare ¢ = p7! - p§? - ... p&n (niektoré z ¢isel a; moézu byt aj nuly).

Co viete povedat o &isle p = (p1-p2-...pn)+1? Zrejme p nie je delitelné ziadnym
z ¢isel p1, pa, - - ., P To vSak znamend, ze p = p¥-pJ -...-p2 =1, o je spor s tym,
ze p > 3, kedze 2 je istotne prvocislo. [

Vsimli ste si, Ze sme v tomto dokaze vyuzili Lemu 2.1, teda zdkon vylicenia
tretiecho? Takyto dokaz je v matematike (ktord obsahuje ako svoju ¢ast vyrokovi
logiku) korektny, aviak v beznom Zivote sa toto nemusi prijimat. Napriklad ak
nie je pravda, zZe politik v parlamente klame, tak nemusi byt pravdivé tvrdenie, ze
hovori pravdu. Este moze aj napoly klamat a napoly hovorit pravdu, respektive
moze hovorit tak, ze nikto nepochopi, ¢o chcel povedat (a nasledne sa neda overit
pravdivost jeho tvrdenia).

CVICENIE 2.3. S pouzitim vety o dedukcii odvodte pravidlo sylogizmu a vetu
o zamene predpokladov.

CVICENIE 2.4. Dokézte vety o obratenej implikacii:
a) - (A=B) = ('B="4) b) F(A="B) = (B="4)
c) F('A=B) = ('B=A) d) F("A="B) = (B=A)

CVICENIE 2.5. S pouzitim vety o dedukcii odvodte nasledujice formuly:
a) F ("A=B) = ((A=B)=B) b) + A=(B=(A & B))

¢c) FB=(AVB) d) FA= (AV B)

e) F(A& B)= B fy F(A&B)= A

g) F(A& B)= (AV B) h) F(A& B)= (B& A)
i) FA= (A& A) j) F' (A& B)= ("AV 'B)
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k) F(A& (AVB))= A ) FA= (A& (AV B))
m) - ((A=A)=A)=A n) F('A=A)= A4

o) F(...(A=A)=A)=...)=4 p) F(...((A=A)=4)=...)=4
Q) F(AsB)y=A) A 1) ASBE(CVA) = (O B)

s) A= BF(C&A)=(C&B) t) A=B, B=CF (A& ()
u F(Av(BVv(C)=((BV(Av())VA)

v) F(BV(AVC))VA) = (AV(BV(Q))

x) A=(B=C), A=BF A= (A=C)

y) F(A=C = ((B=C)=(("A=B)=(C))

z) A= B, C=DF (A& C)= (B& D)
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3 VYROKOVA LOGIKA 3

Medzi = a + nie je rozdiel

Doteraz sme skiimali ,,pravdivé” formuly z dvoch hladisk. Jednak sme skimali tie,
pre ktoré plati F A (tautolégie) a potom tie, pre ktoré - A (dokédzatelné formuly).
Pripomenme, ze tautolégie boli také formuly, ktoré pri ITubovolnom ohodnoteni v
prvotnych formul dévali 7(A) = 1, zatial ¢o dokdzatelné formuly sa daji odvodit
z axiém pomocou pravidla modus ponens. V tejto casti ukazeme, ze F A prave
vtedy, ked = A. Ina¢ povedané, ukizeme, ze formuly odvodené cisto formalnym
sposobom st prave tie, ktoré povazujeme za pravdivé.

Postova veta

Nech je v ohodnotenie prvotnych formil. Definujme

B B ak ©7(B)=1,
~ | "B ak 7(B)=0.

LEMA 3.1. Nech je v ohodnotenie prvotngch formil {pi,ps,...,pn} a nech
vsetky prvotné formuly, ktoré sa vyskytuji v A, si medzi {p1,p2,...,pn}. Potom

{p{,p%,...,ph} H A”.

PozNAMKA. Napriklad ak A je p1=ps, v(p1)=1 a v(p2)=0, potom 7(A)=0.
Tu Lema 3.1 tvrdi: p1, 'p2 F '(p1=p2), ale to je prave tvrdenie Lemy 2.9 (po
dvojnédsobnej aplikdcii Vety o dedukcii).

DOKAZ. Indukciou podla konstrukcie A.

1° Ak je A prvotna formula p;, ¢ € {1,2,...,n}, tak plati {p¥,ph,...,pk} F p¥.

2° (I) Nech A ma tvar 'B, pricom pre B tvrdenie lemy plati, teda plati
{pY,p%,...,p%} F B”. Rozlisime dva pripady:

(a) 7(B) = 1. Potom 7(A) =7('B) =0, B je B a A" je "'B. Teda:

1: {p¥{,p%,...,p4} - B” P

1" {p{,p5,...,pn} - B

2: FB="8B Lema 2.7
3 {p{,p5,..., 0} F B MP1”, 2/

3" {pY,py,..., Pt} F AV
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(b) 7(B) =0. Potom 7(A) =7('B) =1, B” je 'B a A" je 'B. Teda:

1: {p¥,p%,...,p5} - B” IP
1" {p¥y,p%,...,pt} F 'B
" {pY,ph,...,ph H AY

(IT) Nech A m4 tvar B=C, pricom pre B aj C tvrdenie lemy plati, teda plati
{pY,p%,...,p%} = B” aj {py,p%,...,pt} F C”. Rozli§ime tri pripady:

(a) 7(B) = 0. Potom 7(A) =7(B=C) =1, B je 'B a A" je B=C. Teda:

1: {p¥,p%,...,ph}+ B" 1P

1": {p¥y,p%,...,0%} - 'B

2": F'B= (B=C) Lema 2.5
3 {py,p5,...,Ph} F B=>C MP1”, 2/

3" {pY,ps,..., Pt} F AV
(b) 7(C) = 1. Potom 7(A) = 7(B=C) =1, C” je C a A” je B=C. Teda:

U {pY,py,..., 00} = C¥ P
1" {p{,p5,...,pn} = C

2" -C = (B=0C) Al

3 {p{,p5,...,Ph}F B=C MP1”, 2/

3" {pYy,pY,...,pt} F AV
(c) Zostéva posledny pripad 7(B) = 1 a7(C) = 0. Potom 7(A) = 7(B=C) = 0,
B¥ je B, C” je 'C a A" je '(B=-C). Teda:

U {pY,py,...,pnt F BY P
1": {p¥y,p%,....,0%} - B

2" {p¥,p%,...., 00} FC P

2" {pY,p5, .., ph} F C

3+ B= ('C="(B=C)) Lema 2.9
4" {p¥,py,...,p2} F C = (B=C) MP1",3
5 {p%,p%,...,ph} F (B=C) MP2", 4/
5" {p¥,pY,...,ph} H A” 0

VETA 3.2 (Postova). Pre lubovolni formulu A vyrokovej logiky plati - A prdve
vtedy, ked F A.

DOKAZ. Nech plati = A. Z Cvicenia 1.1 vieme, Ze vSetky axiémy si tautolégie
a podla Cvicenia 1.2 ak F B a F B=C, tak aj F C. Teda pre Iubovolny dokaz
A1, As, ..., A, formuly A plati £ A; pre vietky ¢ = 1,2,...,n a teda aj F A. (Po-
znamenajme, ze dokaz A1, Ao, ..., A, bol dokaz v zmysle definicie pred Lemou 2.1,
¢ize bez predpokladov. Vzhladom na Poznamku 2 za Lemou 2.7 z kazdého dokazu
formuly A (aj z toho, ktory vyuziva Vetu o dedukcii a iné pomocné tvrdenia) vieme
vytvorit dokaz v zmysle definicie pred Lemou 2.1.)

Naopak, majme danu tautolégiu A. Ukazeme, 7ze A je dokazatelnd. Nech su
{p1,p2, ..., pn} vietky prvotné formuly vyskytujice sa v A. Potom podla Lemy 3.1
pre lubovolné ohodnotenie p prvotnych formul plati {pf,ph,...,pt} F A. (Kedze
A je tautolégiou, tak A* je vzdy A.)
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Nech je p' ohodnotenie lisiace sa od p len v hodnote pre p,. Potom aj pre p’
plati Lema 3.1 a teda:

1/: {plfﬂpga"wpg_ppn} HA Lema 3.1
2" {ph, vy, 1, Pa} A Lema 3.1
3 {pf,phy,....0h_JFA Veta 2.10 na 1’ a 2

Teraz zvolme p' také, ze p' sa 1i8i od p len v hodnote priradenej p,,_1. Potom
obdobne, ako v predchidzajicom (u bolo Tubovolné), vieme odvodit aj:

1*: {p‘f”,p’;”, L ph 1} EA,
teda mame
1 {p‘f,p’;, e apn—Z;pn—l} FA
2" {pY,ph, .o Dn—2, Pn_1}F A
3 {py v, ph o} FA Veta 2.10 na 1’ a 2/

Takto mozeme vylicit vSetky prvotné formuly a dokdzeme - A. [

DEFINfcIA. Formdlny systém je sporny, ak je v fiom dokdzatelnd Tubovoln4
formula. Ak formdlny systém nie je sporny, nazyvame ho bezosporny (konzis-
tentny).

VETA 3.3. Vyrokovd logika je bezosporny formdlny systém.

DOKAz. Ak by bola vyrokova logika spornym formalnym systémom, tak potom
by pre kazdi formulu A (hoci aj prvotnu) platilo - A aj - "A. Ale podla Postovej
vety by potom malo platit F A aj E 'A, ¢o zjavne neplati. [

Splnitelnost’

Teraz sa budeme zaoberat tautologickymi désledkami mnozin formuil (teérif).

DEeFINiCIA. Nech je T mnozina vyrokovych formil. Potom T je splnitePna
(konzistentnd), ak existuje ohodnotenie v prvotnych formil vyskytujicich sa v T
také, ze pre kazdu formulu A z T plati 7(A) = 1. Takéto ohodnotenie v sa nazyva
model mnoziny formul 7.

Ak T nie je splnitelnd, tak je nesplnitePna.

DEeFINfCIA. Nech je T mnozina vyrokovych formil a nech je A vyrokové formula.
Potom A je tautologickym dosledkom T, zapisujeme T F A, ak pre kazdy model
v mnoziny T plati 7(A) = 1.

Zapisom T ¥ A zapisujeme, ze neplati T F A.

PozNAMKA 1. Modelom prazdnej mnoziny formil je Pubovolné ohodnotenie.
Preto E A (¢o je vlastne {} F A) plati prave vtedy, ked je A tautolégia. To znamend,

ze E A je korektné oznacenie aj v zmysle tejto definicie.
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PozNAMKA 2. Ak je T nesplnitelnd, tak l'ubovolnd formula je jej tautologickym
dosledkom.

PozNAMKA 3. Pre splnitelnii mnoZinu formil 7' a formulu A plati T E A prave
vtedy, ked je T'U { 'A} nesplniteln4.

LEMA 3.4. Nech si A, As,..., A, vyrokové formuly. Potom B je tautologic-
kym désledkom formil {Aq, Ao, ..., Ay} prdve vtedy, ked je tautoldgiou formula

DOkAZ. Nech {A1, As,..., A} F B. Ak existuje ohodnotenie prvotnych formil
vyskytujucich sa v Ay, A, ..., A, B také, 7ze v((A1 & A2 & ... & A,)=B) = 0,
tak mame ¥(B) = 0 a zdroven V(A; & A2 & ... & A,) = 1. To znadi, ze plati
v(A;) = U(A3) = -+ = U(A4,) = 1, ¢o je spor s tym, ze B je tautologickym
désledkom {Aq, As, ..., An}.

Naopak, nech {A1, A, ..., A,} ¥ B. Potom pre {A, As, ..., A,} existuje model
p taky, ze @(B) = 0. Avsak potom (A; & A2 & ... & A,) = 1, ¢o znadi, ze
T((AL & Ay & ... & Ay)=B) =0, ateda (A & Ay & ... & Ap) = B. O

PozNAMKA. Porovnajte Lemu 3.4 s Vetou 2.13.

VETA 3.5 (o kompaktnosti). MnoZina vijrokovijch formail je splnitelnd prdve
vtedy, ked je splnitelna kazZda jej konecénda podmnoZina.

Dékaz Vety 3.5 mozno néjst napriklad v [5]. Kvoli vyssej ndrocnosti ho vynecha-
vame.

Veta o uplnosti

V tejto casti ukazeme, ze pre Tubovolni mnozinu formil T plati T F A préave
vtedy, ked T+ A.

DEFINICIA. Mnozina vyrokovych formil T je spornd, ak je z T dokizatelna
Tubovolnd vyrokova formula. V opa¢nom pripade je T bezosporna (konzistent-
nd).

PozNAMKA. U tautolégii sme pojem konzistentny stotoziiovali s pojmom spl-
nitelny. NizSie ukdzeme, Ze pojem splnitelny a bezosporny si vo vyrokovej logike
synonyma.

LEMA 3.6. Nech je T mnozina vyrokovych formil. Potom su nasledujice pod-
mienky ekvivalentné tvrdeniu, Ze T je spornd:

(a) Existuje formula A takd, Ze TH A aj T F "A.
(b) Ezistuje konecnd podmnozina Ty mnoziny T takd, Ze Ty je spornd.
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DOKAz. Najprv dokdzeme, Ze prvd podmienka je ekvivalentnd tvrdeniu, ze T je
spornd. Nech T'+ A aj T + 'A. Potom pre Tubovolni formulu B plati:

1. THA predpoklad
2: TH'A predpoklad
3: H"'A= (A=B) Lema 2.5
4: THA=B MP2,3

5 THB MP1,4

Teda T' je sporna.

Naopak, ak T je spornd, tak T+ B pre kazdui formulu. Teda TH A aj T + 'A.

Teraz dokazeme, 7e druha podmienka je ekvivalentna tvrdeniu, ze T je sporna.
Nech T je spornd. Potom podla (a) existuje formula A taka, ze T + A aj T  A.
Zvolme za Ty prave td mnozinu predpokladov z T, ktoré sa pouzivaju v dokazoch
A a 'A. Kedze dokaz je koneénd postupnost formil, tak aj Ty je koneénd. Teda
plati To - A aj Ty + 'A, a podla (a) je T sporna.

Naopak, ak existuje podmnozina Ty mnoziny T takéa, ze Ty je spornd, tak kazdy
dokaz z Tj je aj dokazom z T'. Preto z T' mozno dokazat Tubovolnu formulu a teda
T je spornd. [

LEMA 3.7. Konecénd mnoZina formul T je bezospornd prdve vtedy, ked je spl-
nitelna, t. j. ked existuje ohodnotenie v prvotniych formail také, ktorého rozsirenie
v priradi kazdej formule z T hodnotu 1.

DOkAzZ. Nech je T = {By,Bs,...,B,} bezospornd mnozina formil. Potom
podla definicie bezospornosti existuje formula A takd, ze T ¥ A. Z Vety 2.13 plynie,
ze ¥ (B1 & B2 & ... & B,) = A a z Postovej vety # (B1 & B2 & ... & B,) = A.
To znagi, Ze existuje ohodnotenie v, pre ktoré 7((By & B2 & ... & B,)=A) = 0.
Avsak potom7(By & By & ... & B,) =1, ¢ize ¥(B;) = 1 pre vetky i = 1,2, ..., n.

Naopak, ak je T'= {By, Bs, ..., By} spornd, tak pre Iubovolnd formulu A plati
THA&'A PotomF (B & By & ... & B,,) = (A& 'A) podla Lemy 2.13 a
F(Bi& By & ... & B,) = (A& 'A) podla Postovej vety. Ozna¢me symbolom
B formulu (B; & Bo & ... & B,) = (A& 'A). Kedze B je tautoldgia, tak pre
Tubovolné ohodnotenie prvotnych formil v plati 7(B) = 1. Kedze viak A & 'A je
kontradikcia, tak plati aj 7(A & "A) =0, a preto v(B1 & Bo & ... & B,) = 0. To
znamenad, ze pre kazdé ohodnotenie prvotnych formil v existuje z, 1<:<n také, ze
v(B;) = 0, ¢ize T nie je splnitelnd. O

Nasledujuca veta je zovSeobecnenim Postove] vety pre formuly dokézatelné
z pevnej mnoziny predpokladov.

VETA 3.8 (o0 uplnosti). Nech je T mnozina vyrokovych formal. Potom

(a) T je bezospornd prdve vtedy, ked’ je splnitelnd;
(b) pre tubovolni formulu A plati T = A prdve vtedy, ked' T = A.

DOkAzZ. Najprv dokdzeme cast (a). Nech je T bezosporni. Potom je podla
Lemy 3.6.b bezospornd aj kazda jej konec¢nd podmnozina. Teda podla Lemy 3.7
je kazda konecénd podmnozina T splnitelna a podla Vety 3.5 o kompaktnosti je T
splnitelna.
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Naopak, ak je T spornd, tak podla Lemy 3.6.b existuje kone¢na podmnozina T}
mnoziny T', ktord je spornd. Potom podla Lemy 3.7 je T nesplnitelna a teda ani T’
nemoze byt splnitelnd.

Teraz dokazeme cast (b). Nech T + A. Kedze dokaz je kone¢nd postupnost
formiil, tak existuje konec¢nd podmnozina Ty mnoziny T taka, ze Ty F A. Nech
To = {B1,Bs,...,By}. Podla Lemy 2.13 plati - (B1 & B2 & ... & B,) = A
a podla Postovej vety F (B & Bo & ... & B,) = A. Av8ak podla Lemy 3.4
{B1,Bs,...,B,} F A, ¢ize ToF A atedaajTF A.

Naopak, ak T ¥ A, potom tiez T U {'A} ¥ A. Totiz v opa¢nom pripade by sme
mali:

1: TU{'A}FA predpoklad
2: TH'A= A VD1

3: F('A="4) = (('A=A)=A4) A3

4: F'A= A Lema 2.1
5: F(A=A)= A MP4,3

6: THA MP2,5

¢o je v spore s T ¥ A.

Teda kedze T' ¥ A, tak aj T U {'A} ¥ A. To znaci, ze T U {'A} je bezosporna a
podla casti (a) je T'U {'A} splnitelna. Avsak podla Poznidmky 3 pred Lemou 3.4
potom mame T # A. [

Veta o uplnosti ukazuje, Ze sa nam podarilo zostrojit syntakticky tedriu vyrokove;j

logiky, a to tak, ze zostrojend tedria presne zodpoveda naSim skisenostiam o vyro-
kovej logike.

Cvicenia
CVICENIE 3.1. Pomocou ohodnoteni v, podobne ako v Cviceni 1.2, ukdzte, ze
ak platiT F AaTF A=B, tak plati T F B.

CVICENIE 3.2. Dokézte nasledujice tautologické dosledky:
a) A=B, B=CFA=C b) A= (B=C)E B = (A=0)

CVICENIE 3.3. Dokéazte:

a) A=BEF (CVA)= (CVB)

b) A= BE(C&A)= (C & B)

c) A= B, B=>CF (A& 'O)

d) A=(B=C), A=>BF A= (A=0C)

a) A=B,C=DE(A&C)= (B&D)

CVICENIE 3.4*. Dokazte, ze axiéma A3 nezdvisi od Al a A2, teda Ze neexistuje
dokaz A3 vyuZzivajici len A1, A2 a modus ponens. (Navod: Uvazujte zobrazenie ¢

vynechdvajice symboly negédcie ' a jeho dopad na dokaz A3 z prvotnych formul
pomocou Al, A2 a MP.)
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4 PREDIKATOVA LOGIKA 1

Cosi z analyzy

Zamyslime sa nad vyrazom
(v) (36) (& € (w00, 30+6)) = (£(2) € (f(w0)—¢, F(wo)+e)) )

Co toto tvrdenie znamend? V&imnime si, Ze nie je zapisané v jazyku vyrokovej
logiky, pretoze vyuziva znacky V a d. Nuz a rozsirenim vyrokovej logiky o takéto
znacky sa budeme zaoberat v tejto casti.

Relacie a zobrazenia

Prv nez sa zacneme venovat predikdtovej logike, definujeme si zopar mnozin
(pojem mnoziny chdpeme intuitivne, mnozina je teda skupina objektov).

DEerFINicIA. Karteziansky siéin n mnozin Ay, As,..., A, je mnoZzina
Ay xAgx--xAp ={(x1,22,...,2,); (1 € A1) & (22 € A2) & ... & (z, € Ap)}.

Vsimnime si, ze ak maji mnoziny Ay, As, ..., A, postupne ay,as, ..., a, prvkov,
tak karteziansky sucin A; X As X --- X A, ma prave a1 -as - ...- a, prvkov.

DEFINICIA. n-arna reldcia na mnozine A je l'ubovolnd podmnozina karteziin-
skeho siuc¢inu A x A x --- x A. Prvky n-arnej relacie zapisujeme ako usporiadané

nA-¢iek
n-tice.

DEFIN{iCIA. n-drna funkcia (zobrazenie) na mnozine A je Tubovolnd pod-

mnoZina kartezidnskeho sicinu A x A x --- x A takd, Ze ak sd (ai,...,0n,Gny1)
(n+1)A-giek

a (b1,...,bn,byt1) prvkami tejto reldcie, pricom a; = b; pre i = 1,2,...,n, tak

aj apt1 = byy1. Skutoénost, ze (a1, ..., an,a,+1) je prvkom funkcie f, zapisujeme

f(ay,...,a,) = anpe1. Pritom n-tica a,...,a, je argumentom funkcie f a a,y1 je

jej hodnotou v tomto argumente.

V nasledujicom texte budeme uvazovat aj nekone¢né mnoziny, avSak tieto nikdy
nebudu ,,prili§ velké“.
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DEFIN{CIA. MnoZina A je spocitatePna ak nemd viac prvkov (presnejsie, nem4
vacsiu mohutnost) ako mnozina v8etkych prirodzenych ¢isel N.

Mohutnostiam (velkostiam mnozin) sa v tomto texte nevenujeme. Ale spomerime
aspoil to, ze mnozina raciondlnych ¢&isel je spoéitatelnd (ind¢ povedané, ma préve
tolko prvkov ako N), zatial ¢o mnozina redlnych &isel je vacsia.

Definicie

ZjednoduSene povedané, predikatovd logika je vyrokovd logika obohatend
o kvantifikatory. Avsak, ako bude vidno neskor, uz aj tak jednoduché obohatenie
nam situdciu znacne skomplikuje.

DEFINicIA. Jazyk predikdtovej logiky (jazyk prvého rddu) tvoria:
Logické symboly:

— spocitatelne vela symbolov pre premenné z,y, x1, 21, . . . ;

— symboly pre logické spojky ', &, V, = a <;

— symboly pre kvantifikdtory V (vSeobecny, velky) a 3 (existenény, maly).
Specidlne symboly jazyka:

— symboly pre predikdty p, q, p1, ... (pre kazdy je dand jeho arnost);

— symboly pre funkcie f, g, f1, ... (pre kazdy je dand jeho drnost).
Pomocné symboly (, ), [, ] a ¢iarka.

Medzi logické symboly sa ¢asto radi aj symbol pre rovnost = a vtedy hovorime
o jazyku s rovnostou.

PozNAMKA 1. Pod n-drnym predikitom sa mysli n-adrna reldcia.

PozNMKA 2. Nuldrne funkéné symboly si konstanty (sd to funkcie bez argu-
mentu), zatial ¢o nuldrne predikdtové symboly si logické konstanty (pravda a loz).

PRIKLAD 1. Jazyk tedrie mnozin je jazyk s rovnostou s jedinym Specidlnym
symbolom, a tym je binarny predikat €.

PRIKLAD 2. Jazyk elementdrnej aritmetiky (na N) je jazykom s rovnostou, ktory
ma nasledujice Specidlne symboly:

0 — nuldrny funkény symbol pre nulu;
S — unarny funkény symbol pre funkciu nasledovnika;
4+, - — binarne funkcéné symboly pre s¢itanie a nasobenie.

PRIKLAD 3. Ak by sme opisovali jazyk pribuzenskych vztahov medzi Tudmi, tak
tento jazyk byvasi obsahoval unarne predikaty ZENA, MUZ a binarne predikaty
RODIC, MANZEL.
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Teda jazyk predikatovej logiky treba volit tak, aby ¢o najlepsie odrazal studované
skutocnosti.

DEFINiCIA. Termy jazyka predikdtovej logiky L vznikaji koneénym poctom
aplikécii nasledujucich pravidiel:

(T1) Kazdd premennd a konstanta (nuldrny funkény symbol) je term.
(T2) Ak f je m-arny funkény symbol jazyka L, n > 1 a tq1,ts,...,t, si termy
jazyka L, tak f(t1,ta,...,t,) je term jazyka L.

PozNAMKA. Vysledkom termu (po dosadeni za premenné) je jeden prvok ski-
manej mnoziny.

PRIKLAD. V jazyku elementédrnej aritmetiky st termami 0; S(z); S(S(y)); S(0)
— to je zrejme ¢islo 1; S(S(0)) — to je zrejme 2. Termom je aj (S(z) - y) + z, ale
S(0,x), +5(0), ani = nie si termy.

DEeFINiciA. Formuly sa buduji z termov a ostatnych symbolov jazyka prvého
rddu L pouzitim kone¢ného poctu tychto pravidiel:

(F1) Ak je P n-adrny predikdtovy symbol a t1,ts,...,t, si termy jazyka L, tak
P(ty,ta,...,t,) je formula jazyka L. Takito formulu nazyvame atomicka
formula.

(F2) Ak si A a B formuly jazyka L, tak 'A, A& B, AVB, A= Ba A< Bst
formuly jazyka L.

(F3) Ak je x premennd a A je formula, tak (Vz)A a (dz)A st formuly jazyka L.

Dizka vytvorenia formuly pomocou pravidiel F1 az F3 sa vola zlozitost’ formuly.

PozNAMKA 1. Ak mame jazyk s rovnostou, tak tito povazujeme za Specidlny
bindrny predikat.

PozNAMKA 2. Formula je vlastne tvrdenim a moZeme uz uvazovat o jej prav-
divosti. Avsak ak sa pytame, ¢i je A formulou, tak nas zaujima len to, ¢i A mozno
vytvorit z termov pomocou pravidiel F1 az F3 a vobec nés nezaujima, co by takato
formula mohla vyjadrovat (a & tato formula vébec mé zmysel).

PRIKLAD. V jazyku elementdrnej aritmetiky s z = 0, (S(z) +y) = S(z + y)
a (z + S(y)) = 0 atomické formuly, zatial ¢o (Vz)(Jy)((S(z) +y) = S(z + v)) a
(3z)(S(z) = 0) st formuly.

DEFINicIA. Nech je A formula. Potom vyskyt premennej z je vo formule A
viazany, ak je sicastou podformuly tvaru (Vz)B, alebo (dz)B formuly A. Ak
vyskyt premennej x nie je viazany, tak je volny. Formula A je otvorena ak neob-
sahuje ziaden viazany vyskyt ziadnej premennej a A je uzavreta ak neobsahuje
ziaden volny vyskyt Ziadnej premennej.
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PRIKLAD. V jazyku elementdrnej aritmetiky uvazujme nasledujice formuly:

a) (Vz)(3y)(S(z) = y) — ide o uzavretu formulu, z aj y majui len viazany
vyskyt.

b) x =y — otvorend formula.

c) S(0)+0=S(0) - je aj uzavretd aj otvorend, lebo neobsahuje ziadne pre-
menngé.

d) (z#0)= (Vz)(x-z#0) — tu z mé v prvej casti volny vyskyt a v druhej
viazany. Tie premenné x v prvej a v druhej casti si vlastne rézne. Tato
formula nie je ani otvorend ani uzavreta.

Za premenné v matematike casto dosadzujeme rozne konstanty, pripadne iné
vyrazy (termy):

DEFINiCIA. Nech st z1,Zo, ..., %, rozne premenné a t,tq,ts, ..., ¢, nech su ter-
my jazyka prvého rddu L. Symbolom i, 4, ..z, [t1,%2,-..,ts] oznacujeme term
jazyka L, ktory vznikne z ¢ nahradenim kazdého vyskytu premennej z; termom
t; pre vSetky 1 =1,2,...,n.

PRIKLAD. V jazyku elementdrnej aritmetiky ak je ¢ term tvaru (z +y) - = a t1,
t2, t3 s postupne z + z, z -y, y + 2, tak ty 4[t1,t2] je ((z+2)+ (2 v)) - (z + z),
zatial Co t, ,[ts, t2] je ((y+2)+ (2-y)) - (v + 2) a podobne.

DEFINICIA. Ak je A formula, z1, Ts, ..., %, st premenné a t1,s,. .., t, si termy
v jazyku prvého rddu L, tak Ay, 4, . 4. [t1,t2,...,t,] vznikne z A nahradenim
kazdého voIného vyskytu premennej x; termom ¢; pre vSetky ¢ = 1,2,...,n.

PROBLEM. Nech je A formula v jazyku elementédrnej aritmetiky (Jy)(z = y+y)
anech je ¢t term y+z. Formulu A moZno interpretovat ako: ,.z je parne“. AvSak A, |[t]
je formula (3y)(y + = = y + y), priCom tito nie je Specidlnym pripadom tvrdenia
sy + = je parne“, ale tvrdi, ze ,existuje y pre ktoré z = y*. (Podobny problém by
sme mali, keby sme sa snazili substituovat y za = do formuly (Jy)(z # y).) Takymto
problémom sa budeme snazit vyhnit, a preto ma zmysel nasledujica definicia:

DEFINICIA. Term ¢ je substituovatePny za x do formuly A ak pre kazdud pre-
mennt y z ¢ ziadna podformula A tvaru (Vy)B ani (Jy) B neobsahuje voIny vyskyt
z. My budeme substituovat len substituovatelné termy a Az, 5, 2, [t1,%2, .-, tn]
nazveme instanciou (Specidlnym pripadom) formuly A.

Skiimajme teraz vyznam formil predikatovej logiky.

PrIKLAD. Formula (Vz)(3u)(3v)((u # v) & (RODIC(u,z)) & (RODIC(v, z)))
v jazyku pribuzenskych vztahov je pravdiva ak hovorime o stavovcoch, ale nie ak
je re¢ o zivocichoch s vegetativnym rozmnozovanim (napriklad o nezmaroch).
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DEFINiCIA. Interpretédcia (realizdcia) 9 jazyka L prvého radu je dané:

(I1) Neprazdnou mnozinou M, ktori nazyvame univerzum (nosic). Je to mno-
zina, hodndt, ktoré nadobidaji premenné. Prvky mnoziny M volidme in-
dividua.

(I2) Zobrazenim, ktoré kazdému n-arnemu funkénému symbolu f z L priradi
funkciu fon : M"™ — M.

(I3) Zobrazenim, ktoré kazdému n-drnemu predikdtovému symbolu P z L priradi
n-arnu relaciu Pyy C M™.

PRIKLAD. V realizécii 9 jazyka elementdrnej aritmetiky by sme za nosi¢ zvolili
prave N, nularnemu funkénému symbolu by sme priradili 0, symboly + a - by
reprezentovali bezné scitanie a nasobenie a pre funkciu nasledovnika S by sme
zrejme volili Sgp : * — z+1.

DEFINICIA. Zobrazenie e mnoziny vSetkych premennych do univerza M inter-
pretacie 9 nazyvame ohodnotenim premennych.

Ked uz mame ohodnotenie premennych e, tak hodnotu tohoto ohodnotenia na
terme t, t[e], mozeme definovat indukciou podla konstrukcie termu t:

1° Ak je t premennd z, tak tle] = e(x) a ak je t symbol nuldrnej funkcie
(konStanty), tak t[e] je hodnota priradend tejto funkcii v realizacii 9.
2° Ak jet term f(t1,...,t,), tak tle] = fon(ti[e], ..., tnle])-

DEFINicIA. Nech je e ohodnotenie premennych v realizacii 9 jazyka L. Zvolme
pevne m € M a premenni z z L. Potom e(x/m) je ohodnotenie, ktoré sa od e 1isi
len v tom, Ze premennej x nutne priradi m.

DEFINicIA (Tarski). Majme jazyk prvého rddu L. Nech je 9 jeho realizicia
s nosicom M a e je ohodnotenie premennych. Indukciou podla zlozitosti formuly
definujeme pravdivost formuly pri ohodnoteni e (ak je formula A je pri ohod-
noteni e pravdivd, tak zapisujeme 9 E Ale], zatial ¢o v opa¢nom pripade zapisujeme
M # Ale]) takto:

(R1) Aksutq,tg,...,t, termy v L a P je n-drny predikdtovy symbol rézny od =,
tak M E P(t1,ta,...,t,)[e] prave vtedy, ked (t1[e], t2]e], ..., tnle]) € Pm.

(R1)" M E (t; = t2)[e] prave vtedy, ked t1[e] a ta[e] su tie isté individud z M.

(R2) Aksi B aC formuly v L, tak 9 F 'Ble] prave vtedy, ked neplati 9t & Ble]
(t.j. ked M ¥ Ble]). M E (B = C)|e] prave vtedy, ked I # Ble], alebo
M E Cle]. (Podobne sa definuje aj pravdivost B & C, BV C a B & C pri
M ae.)

(R3) Ak je x premennd v L a B je formula, tak 9 F (Vx)B|e| prave vtedy, ked
pre kazdé individuum m z M plati 9 E Ble(z/m)]. Dalej M £ (3z)Ble]
plati prave vtedy, ked pre nejaké individuum m z M plati 9 = Ble(z/m)].
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LEMA 4.1. Nech je L jazyk predikdtovej logiky, 9N je jeho realizdcia a e je ohod-
notenie premennych. Potom pre Pubovolni formulu A v L plati bud 9 E Ale], alebo
ME Ale|, avsak nikdy nie sucasne.

DOKAZ. Z definicie Tarského plynie, ze 9 ¥ Ale| plati prave vtedy, ked neplati
ME Ale]l. O

Splnitemost’ formaiil

Podobne, ako sme sa vo vyrokovej logike venovali najprv tautolégiam a az po-
tom dokazateInym formuliam, budeme sa aj v predikatovej logike venovat najprv
splnitelnym formuliam a v ¢asti 5 formuliam dokazatelnym.

DEFINIiCIA. Formula A je splnend v 9, oznacujeme M F A, ak je pravdivd
v 9N pri I'ubovolnom ohodnoteni e.

LEMA 4.2. Nech je L jazyk predikdtovej logiky, 9N je jeho realizdcia, A je formula
v L az je premennd. Potom I E A plati prdve vtedy, ked M = (Vz)A.

DOKAz. Nech plati 9 F A. Chceme ukézat, ze 9 E (Vz)A, teda Ze pre Tubo-
volné ohodnotenie e plati 9 E (V) A[e]. Nech je teda eg l'ubovolné pevne zvolené
ohodnotenie premennych prvkami z nosica M realizacie 9%. Podla definicie plati
M E (Vz)Aleo] prave vtedy, ked pre Tubovolné m € M plati M E Aleg(xz/m)].
Avsak eg(xz/m) je tiez ohodnotenie a kedze M = A, tak aj M E Aleg(xz/m)]. Teda
ME (Vr)A.

Naopak, nech plati 9 F (Vz)A. Potom pre kazdé ohodnotenie e a pre kazdé
m € M plati M E Ale(x/m)]. Zvolme m, tak, aby m. = e(x). Potom musi platit
aj ME Ale(z/me)], ¢ize ME Ale]. Teda ME A O

POzZNAMKA 1. Plati M E A & M E (Vx)A, ale neplati M F (A = (Vz)A)!
Ako priklad moéze sluzit jazyk L s jedinym undrnym predikatovym symbolom P,
s interpretdciou M a nosicom N = {a,b}. Nech a € Py, ale b ¢ Py. Potom v N
neplati (Vz)P(z) pre Tubovolné ohodnotenie premennych (v skuto¢nosti formula
(Vx) P(x) nezéavisi od ohodnotenia — vid Tarského definiciu). AvSak ak je e zvolené
tak, ze e(z) = a, tak M E P(x)[e] a teda N ¥ (P(z) = (Vz)P(x))[e], ¢ize aj
NE (P(x) = (Vx)P(z)).

PozNAMKA 2. Nech je L jazyk predikdtovej logiky, 9 je jeho realizdcia a A je
formula v L. Ked7e kazdi formulu vieme zostrojit aplikovanim pravidiel (F1) az
(F3) konecéne velakrat, tak kazda formula m& len kone¢ne vela premennych. Nech
si x1, 9, ..., T, vietky volné premenné formuly A. Podla Lemy 4.2 (aplikovanej
k-krat) 9 = A plati prave vtedy, ked M E (Vz1)(Vzs) ... (Vzg)A. To znamend, 7e
nam staci zistovat, ¢i si v 9 splnené uzavreté formuly.

DEFINiCIA. Formula A je splnitePna v realizicii 9 jazyka L, ak existuje ohod-
notenie e premennych také, ze 9 £ Ale]. Ak A nie je splnitelnd, tak je nesplni-
tePn4, t.j. pre kazdé ohodnotenie premennych e plati 9t F "Ale]. Ak je A splnend
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pri vSetkych realizaciach s k-prvkovymi nosi¢émi uvazovaného jazyka, tak A je k-
vSeobecne platna. Ak je A splnend pri vSetkych realizaciach, tak A je vSeobecne
platna (logicky pravdiva), ¢o zapisujeme F A. Ak v kazdej realizicii, kde je
splnend B, je splnend aj A, tak A je logicky désledok B, co zapisujeme B F A.

LEMA 4.3. Nech si A a B formuly v jazyku prvého radu L. Ak premennd x
nemd volny vyskyt v A, tak plati E (Vz)(A = B) = (A= (Vx)B).

DOKAz. Podla definicie Tarského F (Vz)(A = B) = (A = (Vz)B) plati prive
vtedy, ked v T'ubovolnej realizacii 9 pre lTubovolné ohodnotenie premennych e plati
ME ((Vz)(A= B) = (A= (Vz)B))le].

Majme teda Iubovolnu realizaciu 90 jazyka L a Fubovolné ohodnotenie e pre-
mennych prvkami z nosica realizdcie 9. Ak by platilo MM # (Vz)(A = B)le],
alebo 9M ¥ Ale] tak by formula pri 9 a e platila. Predpokladajme teda, ze plati
ME (Vz)(A = B)le] aj M = Ale]. Potom pre l'ubovolny prvok m z nosica realizicie
M plati M E (A = B)[e(z/m)]. KedZze = nie je volnd v A (to znamend, Ze bud
je v A viazand, alebo tam vébec nie je), tak z platnosti 9 F Ale] plynie plat-
nost M F Ale(x/m)]. Avak potom modus ponens formil M F (A = B)le(x/m)]
a M E Ale(x/m)] ddva M E Ble(x/m)]. Kedze m bol lubovolny prvok z nosica
realizdcie M, tak podla definicie Tarského médme 9M F (Vz)Ble]. To znamend, Ze
plati M E ((Vz)(A = B) = (A = (Vx)B))[e], a kedze na 9 ani na e sme nekladli
ziadne obmedzujice podmienky, tak plati F (Vz)(A = B) = (A= (Vz)B). O

PozNAMKA. Ak by z bola volnd v A v predoslej vete, tak tvrdenie nemusi
platit. Uvazujme jazyk predikatovej logiky L s jedinym undrnym predikdtovym
symbolom P, s interpreticiou 9t a nosicom N = {a,b}. Nech a € Py, b ¢ Py anech
A = B = P(z). Potom plati M F (Vz)(P(z) = P(z)), ale N ¥ (Vz)P(x). Preto pre
ohodnotenie e : £ — a madme N ¥ ((Vz)(P(z) = P(x)) = (P(z) = (Vz)P(z)))le],
¢ize N¥E (Vz)(P(z) = P(x)) = (P(z) = (Vz)P(x)).

LEMA 4.4. Nech je A formula v jazyku predikdtovej logiky L, x nech je premennd
a t je term substituovatelny do A za x. Potom E (Vz)A = A,[t].

DOKAZ. Nech je 9 TubovoInd interpretiacia L a nech je e Tubovolné ohod-
notenie premennych prvkami z nosica realizacie 9. Ak 9 ¥ (Vz)Ale], tak plati
M E ((Vx)A = A.[t])[e] a niet ¢o dokazovat. Teda nech 9 F (Vz)Ale]. To viak
znamend, ze pre kazdy prvok m z nosica realizdcie 90 plati 9 F Ale(z/m)]. Nech
je mo to individuum, ktoré realizuje term ¢ v ohodnoteni e, teda my = t[e]. Potom
plati aj 9 £ Ale(z/mo)], Co je vlastne I E (A,[t])[e]. Kedze 9 aj e boli volené
Tubovolne, plati E (Vz)A = A [t]. O

Cvicenia

CVICENIE 4.1. S((z+5(0))-(y-S(0))) je term v jazyku elementarnej aritmetiky.
Popiste jeho konstrukciu.
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CVICENIE 4.2. V tejto kapitole je mnozstvo prikladov v jazyku elementdrne;j
aritmetiky. Zostrojte pre kazdy priklad analdgie v jazyku tedrie mnozin.

CVICENIE 4.3. Podobne, ako sa v Tarského definicii (v bode R2) definuje pravdi-
vost negacie a implikacie, definujte pravdivost B & C, BV C a B < C pri realizécii
9M a ohodnoteni e.)

CVICENIE 4.4. Pomocou pravdivostnych tabuliek uk&azte, Ze nasledujtica for-
mula v jazyku predikatovej logiky s rovnostou je 2-vSeobecne platna, ale nie je
3-vSeobecne platna:

('(z =y) & (Fr)P(2)) = (P(2) V P(y))

(Potrebujete uvazovat vSetky mozné ohodnotenia e volnych premennych a vsetky
mozné interpreticie undrneho predikatu P.)

CVICENIE 4.5. Zostrojte formulu, ktora je k-vSeobecne platnd, ale nie je (k+1)-
vSeobecne platna.

CVICENIE 4.6. Zostrojte formulu v jazyku predikatovej logiky bez rovnosti,
ktord je 2-vSeobecne platné, ale nie je 3-vSeobecne platna.

CVICENIE 4.7. Uvahou ukézte, Ze nasledujice formuly st logicky pravdivé:
a) ((3z)(A=B))= ((Vx)A=(3x)B)
b) ((Vz)A=(3z)B) = ((Iz)(A=B))

CVICENIE 4.8. Uvahou ukazte, ze ak x nie je volnd v B, tak nasledujice formuly
su logicky pravdivé:
a) ((Vz)(A=B)) & ((Azx)A)=B)  b) (Gzr)(4=B)) & (((vz)A)=B)
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5 PREDIKATOVA LOGIKA 2

Priklad na rozmyslenie

PRrIKLAD. Divadelného predstavenia sa zicastnilo n pdnov a vsetci si odlozili
svoje klobuiky v Satni. Po predstaveni bola Satniarka ,,v ndlade“ a klobiky rozd4vala
nahodne. Aka je pravdepodobnost, Ze ziaden pan nedostane svoj vlastny klobuik?

Ak nemédte naladu na pocitanie, tak sa aspon pokiste odhadnut, akd moze byt ta
pravdepodobnost ked je n ,,velmi velké“ ¢islo. PresnejSie, pre n idice do nekonecna,
k ¢omu dana pravdepodobnost’ konverguje?

Formalny systém predikatovej logiky

DEFINicIA. Nech je L jazyk predikitovej logiky. Za axiémy predikdtovej logiky
povazujeme:

Axiémy vyrokovej logiky:

(A1) A= (B=A4),

(A2) (A=(B=0)) = ((A=B) = (A=0)),

(A3) ('"A="B)= (('A=B) = A),
kde A, B a C si Iubovolné formuly jazyka L.

Schému Specifikacie, ktora pre Tubovolnu formulu A, premenni z a term ¢
substituovatelny do A za x ma tvar

(ASS) (Vz)A = ALt].
Schému kvantifikacie implikacie, ktord pre formuly A, B a premenni =z,
ktord nie je volnd v A m4 tvar
(ASKI) (Vz)(A= B) = (A= (Vz)B).
Odvodzovacimi pravidlami st:
Modus ponens:
(MP) z formil A a A = B odvod formulu B.
Pravidlo zovSeobecnenia:

(PZ) pre ubovoIni premenni x odvod z formuly A formulu (Vz)A.

PozNAMKA 1. Formulu (3z)A povaZujeme len za skrateny zéapis formuly
[(Vz)'A] a spojky &, V a < prepisujeme tak isto ako vo formédlnom systéme
vyrokovej logiky.
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P0ozZNAMKA 2. Symbolom F A zna¢ime, Ze A mozno odvodit (dokézat) z axiém
predikatovej logiky pomocou MP a PZ.

PozNAMKA 3. KedZe vo formalnom systéme predikatovej logiky si obsiahnuté
vSetky axiomy vyrokovej logiky a aj pravidlo modus ponens, tak vSetky pravdivé
formuly vyrokovej logiky mozno dokazat aj v predikatovej logike.

PozNAMKA 4. Ked hovorime o jazyku predikatovej logiky s rovnostou, tak
prijimame eSte nasledujice axiémy:

(E1) (Vz)(z = z).

(E2) Pre kazdy n-drny funkény symbol f plati (Va1)...(Vz,)(Vy1) ... (Yyn)
([(z1=1n) & ... & (wn=yn)] = [f(z1,- .-, 20) = F(y1,- -, yn)])-

(E3) Pre kazdy n-arny predikatovy symbol p plati (Vz1)...(Vz,)(Vy1) ... (Yyn)
([(x1=11) & ... & (xpn=yn)] = [P(z1,-. -, Zn) & P(Y1,-- -, Yn)])-

Vsimnite si, ze (E2) a (E3) nie st formuly a teda to nie si axiémy. Ide vlastne

o schémy axiém, z ktorych vznikni axiémy ak zvolime za f (alebo p) konkrétnu
funkciu (predikét).

VETA 5.1 (o korektnosti). Nech je L jazyk predikdtovej logiky a nech je A
formula v L. Ak je A dokdzatelnd vo formdlom systéme predikdtovej logiky, tak je
logicky pravdivd (vSeobecne platnd).

DOKAZ. Axiémy Al az A3 su tautolégie vyrokovej logiky a s splnené v Tubovol-
nej realizacii 9 jazyka L pri fTubovolnom ohodnoteni premennych. Preto su A1, A2
a A3 logicky pravdivé a podlfa Liem 4.3 a 4.4 sui logicky pravdivé aj zvysné dve
axiomy.

Podla Tarského definicie pravdivosti implikdcie je modus ponens korektné pra-
vidlo a podla Lemy 4.2 je korektné aj pravidlo zovSeobecnenia. To znamena, ze
vSetky formuly, ktoré tvoria dokaz A si logicky pravdivé a preto je logicky pravdiva
aj posledna z nich, ¢ize A. [

Veta 5.1 tvrdi, ze ak - A, tak F A. Plati vSak aj opacné tvrdenie: ak F A, tak
F A, ako dokazal K. Godel v tridsiatych rokoch dvadsiateho storocia. Veta 5.4 je
zovSeobecnenim tohoto vysledku.

Teraz si ukazeme niekolko prikladov na dokazy formil predikatovej logiky.

LEMA 5.2 (PRAVIDLO ZAVEDENIA V). Nech si A a B formuly predikdtovej
logiky. Ak plati = A = B a x nemd volny vyskyt v A, tak plati = A = (Vx)B.

DOKAZ.
1: FA= B predpoklad
2: + (Vz)(A= B) PZ1
3: + (Vz)(A= B) = (A = (Vz)B) ASKI
4: + (A= (Vz)B) MP2,3 O

LEMA 5.3. Pre lubovolni formulu A a term t substituovatelny do A za = plati
F ALt = (3x)A.
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DOKAZ.

1: F (Vz)'A = "At] ASS

2: F1(Ve)'A= (Vz)'A Lema 2.6

3: F T(Vx) A= At Syl2,1

3 F(dz)A = Azt definicia (dz)B
4 F (((32)A = "A,[t) = (A,]t] = (3z)4)  VOOIL

5: F Aglt] = (Fr)A MP3' 4 O

PozNAMKA. Dokazovanie formil predikdtovej logiky nemusi byt vzdy tak trivi-
alne ako dokazovanie formul vo vyrokovej logike. Vo vyrokovej logike sme totiz
s vyhodou vyuzivali vetu o dedukcii, ktori nemozno mechanicky zovSeobecnit na
predikatovu logiku.

Hoci plati A F (Vz)A (pravidlo zovSeobecnenia), tak neplati - A = (Vz)A.
Totiz ak by bola posledna formula dokazatelna, tak podla Vety 5.1 o korektnosti
by platilo F A = (Vz)A, ¢ize A = (Vz)A by bola splnend v kazdej realizicii jazyka
predikdtovej logiky, ¢o je v spore s realizdciou, ktori sme zostrojili v Pozndmke 1
za Lemou 4.2.

Ak je vSak A uzavretd formula, tak potom je mozné dokizat, ze T U{A} - B
plati prave vtedy, ked plati T - A = B.

V dalSom sformulujeme zdkladni vetu predikitovej logiky, Godelovu vetu o upl-
nosti. AvSak potrebujeme nato definovat este niekolko pojmov.

DEFINicIA. Lubovolne zvoleni mnozinu T formil jazyka L nazyvame tedria
(tedéria prvého rddu) v jazyku L. Formuly z T nazyvame Specidlne (vlastné)
axiomy teérie T

Realizaciu 91 jazyka L nazyvame modelom tedrie T' prave vtedy, ked si v nej
splnené vsetky axiémy tedrie T', teda ked pre kazdé A z T plati M F A. Ak je
formula B splnend v kazdom modeli teérie T', tak B je sémantickym désledkom
tedrie T', co zapisujeme T F B.

Ak existuje dokaz formuly A vyuzivajuci axiémy teérie T ako predpoklady, tak
A je dokazatePna v T, ¢o zapisujeme T + A.

PozNAMKA. Ak by sme chceli dokazovat tvrdenia v jazyku elementdrnej arit-
metiky, tak by sme dokazovali formuly A, pre ktoré T - A, kde T obsahuje
Specidlne axiémy elementarnej aritmetiky. Teda T by zrejme obsahovala formulu
(Vz) (Vy) (z+y=y+z) (komutativny zdkon pre séitanie), dalej formulu (Vz)(Vy)(Vz)
[z (z+y) =(z-x)+ (2 -y)] (distributivny zdkon) a podobne.

DEFINICIA. Tedria, v ktorej je dokdzatelnd kazd4 formula jazyka tejto tedrie sa
nazyva spornd. Ak tedria nie je spornd, tak je bezospornd (konzistentn4).

Nech je T teédria v jazyku L predikatovej logiky a nech je A formula v L. Potom
ak T+ A, tak T £ A (ide o jednoduché zovseobecnenie Vety 5.1 o korektnosti).
Teraz ak je teéria T spornd, tak pre 'ubovolni formulu B v jazyku L plati T - B
aj TH 'Bapreto TFE B ajTFE 'B. To znamend, ze v kazdej realizacii 91 teérie T
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je splnend aj formula B aj 'B, a preto podla Lemy 4.1 T nem& model. Zaujimavou
je opacnd implikdcia: Ak tedria T nie je spornd, tak ma model.

VETA 5.4 (Goédelova veta o tplnosti). V jazyku predikdtovej logiky je tedria
bezospornd prdave vtedy, ked md model.

Dokaz tohoto tvrdenia je daleko nad rdmec ndsho vykladu. Podobne bez dokazu
uvadzame aj nasledujici dosledok:

DOSLEDOK. Nech je T bezospornd tedria a nech je A uzavretd formula v jazyku
predikdtovej logiky. Potom T = A plati prdave vtedy, ked plati T + A.

PozNAMKA. D4 sa dokdzat dokonca viac, ako tvrdi Godelova veta o diplnosti.
D4 sa dokézat, ze ak je tedria bezosporna, tak m4 spocitatelny model (t. j. existuje
jej model s nosicom M, ktory je spocitatelnou mnozinou). Toto tvrdenie sa nazyva
Lowenheim-Skolemova veta.

Zaverom poznamenajme, ze predikdatova logika sa niekedy nazyva aj logika
prvého radu. Jazyk logiky prvého radu obsahuje len premenné pre individud, ale
uz nie pre skupiny individui, a preto takéto skupiny nemozno v jazyku prvého radu
ani kvantifikovat. Ak vSak rozsirime jazyk prvého radu o premenné pre skupiny
individui, dostaneme jazyk logiky druhého radu. Jazyk logiky tretieho radu uz ob-
sahuje premenné pre skupiny skupin individui a podobne.

PRIKLAD. V jazyku elementdrnej aritmetiky nie sme schopni sformulovat tvr-
denie: Kazda konetna podmnozina mnoziny prirodzenych cisel je ohranicena. To
preto, lebo nemdme premenné pre skupiny prirodzenych cisel.

Zakon nula-jedna pre grafy

Vyklad venovany predikatovej logike zakon¢ime velmi peknou aplikaciou. Najprv
si vSak zavedieme jednu matematickd Struktiru.

DEFINicIA. Graf G je usporiadand dvojica mnozin, G = (V(G), E(G)), kde
V(G) je Tubovolna koneénd mnozina a E(G) je nejakd mnozina (neusporiadanych)
dvojic prvkov z V(G). Prvky V(G) sa obycajne nazyvaji vrcholy grafu a prvky
E(G) st hrany grafu.

PozNAMKA. Hranovi mnozinu grafu G mozeme definovat aj tak, ze E(G) je
podmnozinou kartezidnskeho si¢inu V(G) x V(G), pricom (v,v) ¢ E(G) pre ziadne
v € V(G) a ak (v,u) € E(G) tak aj (u,v) € E(G). Potom kazdé dva pary dvojic
(u,v) a (v,u) predstavuji jednu hranu.

Teraz sa mozeme vratit k predikatovej logike.
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DEFINICIA. Jazyk tedrie grafov prvého rddu Lg je jazyk predikdtove] logiky
s rovnostou s jedinym Specidlnym symbolom, ktorym je bindrny predikat I. Zapis
I(z,y) interpretujeme ,x je spojené hranou s y* ((z,y) je hranou grafu).
Specilne axiémy si dve:
(§A1) (Vo) I(z,x) (Gize v grafe nie s slucky);
(SA2) (Vx)(Vy)[I(x,y) < I(y,z)] (hrany si neorientované).

PozNAMKA. Viimnime si, ze axiémy SA1 a SA2 sme uZ spominali, ked sme
definovali E(G) ako podmnozinu kartezidnskeho siu¢inu V(G) x V(G).

Vlastnosti, ktorymi sa budeme zaoberat, si uzavreté formuly v jazyku Lg.

PRIKLADY VLASTNOSTI SFORMULOVANYCH V Lg.

(a) (Vz)(Fy)I(z,y) (kazdy vrchol grafu je v asponi jednej hrane);

(b) [(32)(3y) I(z,y)] & [(V2)(Vy)(I(z,y) V (F2)[{(z, 2) & I(z,y)])]
(graf m4 priemer 2, ¢ize z kazdého vrchola sa vieme dostat do Tubovolného
iného vrchola tak, Ze sa pri tom ,,prejdeme® po nanajvys dvoch hranach).

PRIKLADY VLASTNOST{, KTORE NEVIEME SFORMULOVAT V JAZYKU Lg.

(a) graf je Hamiltonovsky, ¢ize obsahuje taki cyklicki prechddzku, pocas ktorej
navs§tivime kazdy vrchol préve raz (vieme zapisat podmienku, Ze vSetky
vrcholy st stupna 2, ale nevieme zapisat, ze takto dostaneme jedinu cyklickd
prechédzku);

(b) n-vrcholovy graf ma aspon (})/2 hrdn (nevieme zapisat pocet vrcholov
grafu).

KedZze nasa aplikdicia sa bude zapodievat ndhodnymi grafmi, potrebujeme defi-
novat pravdepodobnostny priestor, v ktorom sa budeme pohybovat.

DEFIN{CIA. Ndhodny graf G, ,, n € Na 0 < p < 1, je graf na n vrcholoch,
v ktorom je kazdd dvojica vrcholov spojend hranou s pravdepodobnostou p. (Teda
s pravdepodobnostou 1—p si dva vrcholy nesusedné.)

My samozrejme nevieme, ako vyzerd graf G, ,, ani aké md vlastnosti. Vieme
vSak, ze pravdepodobnost toho, ze G, , ma vSetky mozné hrany (Cize graf je kom-
pletny) je p(g); G'y,,p nema vobec ziadnu hranu (je diskrétny) s pravdepodobnostou
(1-p)(3) atd.

VETA 5.5 (ZAKON NULA-JEDNA PRE GRAFY). Nech je A uzavretd formula
v jazyku prvého ridu Lg a nech je p konstanta, 0 < p < 1. Potom plati:

n—00

0
lim Pr[G,, md vlastnost A] = { )

In4¢ povedané, pre n idice do nekoneéna bud ,skoro vSetky grafy“ maju vlast-
nost’ A, alebo ju nem4 ,skoro ziaden“ graf. Takto plati, ze skoro vietky grafy maju
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priemer 2, skoro vSetky grafy obsahuju dany k-vrcholovy graf ako svoju ¢ast (pod-
graf), skoro ziaden graf neobsahuje izolované vrcholy (také, ktoré nie si v Ziadnej
hrane), atd.

PozNAMKA. Dokaz Vety 5.5 pomocou Lowenheim-Skolemovej vety nie je tazky.
Avsak vyuziva grafy, pre ktoré je V(G) nekonecnd (hoci spocitatelnd) mnozina.

Teraz sa mozeme vratit k prikladu zo zaciatku kapitoly. Podla nasich skiisenosti
vacsina Studentov hada, Ze pre n idice do nekonecna sa pravdepodobnost javu, ze
ziaden pan nedostane svoj vlastny klobik, blizi k 1, respektive k 0. Je to dobry
odhad, lebo tvrdenia podobné zakonu nula-jedna pre grafy sa daju sformulovat aj
pre iné oblasti matematiky. Bohuzial, na klobiky sa toto napasovat neda. V nasle-
dujicom rieSeni vyuzivame cosi z kombinatoriky a ¢osi z matematickej analyzy.

RIESENIE. Ak oznacime P, pravdepodobnost udalosti, Ze predstavenia sa zu-
Castnilo n panov a ziaden z nich nedostal svoj vlastny klobik, tak aplikaciou
principu inkluzie a exkluzie dostaneme relativnu pocetnost:

p_ %Z(—l)z (7:) (n—i)! = Z (_le)z’ Gize nlingo(Pn) = Z (_2,1)1,

1=0

¢o je zndmy McLaurinov rad funkcie e=® v bode x = 1. Teda

1
lim (P,) = =,

n—00 e

kde e = 2,718281828... je zndma Eulerova konStanta.

Cviéenia

CVICENIE 5.1. V jazyku Lq sformulujte vlastnost: Graf ma kazdy vrchol stupia
aspon 2 (kazdy vrchol patri aspon 2 réznym hrandm).

CVICENIE 5.2. Vytvorte si lTubovolny graf H a nésledne v Lg sformulujte vlast-
nost: Graf obsahuje H ako svoju Cast (podgraf).

CVICENIE 5.3. Akym formuliam zodpovedaji zakladné typy matematickych do-
kazov, ¢ize dokaz priamo, nepriamo a sporom? Poktste sa v rozlicnych dokazoch,
prezentovanych na dalSich prednaskach, vystopovat formuly vyrokovej, respektive
predikatovej logiky.
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6 TEORIA MNOZIN

Holi¢ov problém

Isty holi¢ v jednom malom mestecku si vyvesil nad dvere népis: ,,Holim prave
tych I'udi v naSom meste, ktori sa neholia sami“. Napis vypada na pohlad rozumne,
ale existuje mnozina takychto I'udi? (Uvazujte, ¢i do tejto mnoziny holi¢ patri, alebo
nepatri.)

Intuitivna tedria mnozin a jej paradoxy

DEFINiCcIA. Pod mnozinou M rozumieme sibor objektov uréenych bud ne-
jakou vlastnostou, alebo vymenovanim. O tychto objektoch potom tvrdime, ze su
prvkami mnoziny M, ¢o zapisujeme z € M a ¢itame ,x je prvkom mnoziny M.
Skutoc¢nost, ze neplati z je prvkom mnoziny M zapisujeme x ¢ M a ¢itame ,x nie
je prvkom mnoziny M *“.

Poznamenajme, Ze pojem mnozina sme takto intuitivne chapali uz v predosle]
kapitole, kde sme tento pojem pouzivali.

PRIKLADY MNOZIN.
a) A; = {Jano, Juro, Jozo} — je dand vymenovanim svojich troch prvkov,
pricom pomocné symboly { a } sa volaji mnozinové zatvorky.
b) Ay = {z; x je ¢lovek a = byva v Bratislave} — je dand vlastnostou, ktori
spliaju vsetky jej prvky.
Niektoré mnoziny oznacujeme Specidlnymi symbolmi:
¢) N - mnozina prirodzenych éisel {0,1,2,...}
d) Z — mnozina celych ¢isel
e) Q — mnozina raciondlnych ¢isel
f) R - mnozina redlnych &isel
g) C — mnozina komplexnych ¢isel
Niektoré mnoziny mozeme opisat viacerymi sposobmi:

h) As={2z|z€Z}={2z;2€Z}={...,—4,-2,0,2,4,...}
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Vo vieobecnosti mozeme pisat A = {z| P(z)}, kde P(z) je ,rozumna* vlastnost.
M3 to vSak hacik. Uvedieme takzvany

Russelov paradox. Prvkami mnoziny A mo6zu byt opat mnoziny. Napriklad
a € {a,b,c}, kde a, b aj ¢ st mnoziny. Podobne {a,b,c} € {{a,b,c},{u,v}} atd.
Pritom {a,b,c} ¢ {a,b,c}. Cize existuje mnozina z, pre ktorti z ¢ x. Vlastnost
P(z) : z ¢ z vyzerd teda ako rozumnd vlastnost. Utvorme M = {z| P(z)}, ¢ize
M = {z|z ¢ z}. Zjavne do M patria vSetky zndme mnoziny: N, Z, C, Ay, ... Ako
je to vSak so samotnou mnozinou M? Rozoberme obidva mozné pripady:

(1) ak M € M, tak M spliia vlastnost, ktorou je M definovana, ¢ize M ¢ M;

(2) ak M ¢ M, tak M opat spiiia vlastnost, ktorou je M definovans a preto

Me M.

Teda neplati ani M € M ani M ¢ M, z ¢oho plynie, Ze M nemoéze byt mnoZina.
Preto vlastnostou P(z) nemozno definovat mnozinu.

PozNAMKA 1. Ak by mnozina M v predoslom priklade existovala, tak by bola
y,mnozinou vietkych mnozin®.

PozNAMKA 2. Russelovmu paradoxu sa mozno vyhnit axiomatickou vystavbou
tedrie mnozin. Takyto pristup sme volili pri vyrokovej logike a nemali sme s nim
vacsie problémy. Pri predikitovej logike sa axiomatickd vystavba ukazala byt uz
o dost narocnejsia. Nuz a pri teérii mnozin je axiomaticky systém taky kompliko-
vany, ze na jeho vybudovanie by sme potrebovali sériu niekolkych prednasok.

PozNAMKA 3. My Russelov paradox (mnozinu vSetkych mnozin) obideme tak,
ze vSetky naSe mnoziny budi podmnozinami istého univerza U, pricom toto U
bude definitoricky mnozina. Napriek tomu sa eSte stdle moze stat, ze mnozina M
nebude existovat, ak vlastnost P nie je ,dostatotne rozumna* (pozri priklad v ivode
tejto state.)

Zakladné mnozinové vztahy, operacie a identity

V tejto casti zavedieme zakladné mnozinové operacie. Budeme dosledne vyuzivat
predikatovi logiku a skutocnost, Ze s vyrokmi uz vieme dobre narabat.

DEFINICIA. Nech st A a B mnoziny. Potom A sa rovna B prave vtedy, ked A
aj B obsahuju rovnaké prvky. Teda:

A=B & [(Vz)((x € A) & (z € B))].
Dalej A je podmnozinou B, ak kazdy prvok mnoziny A je aj prvkom B:
ACB<& [(Vz)((x € A) = (z € B))].

Ak AC B a A # B, tak A je vlastnou podmnozinou B, ¢o zapisujeme A C B.
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PozNAMKA 1. Vsimnime si, 76 A= B < ((AC B) & (B C A)).

PozNAMKA 2. Vztah A C B moZno zndzornit (podobne ako dalsie mnozinové
vztahy) pomocou Vennovych diagramov. V tychto diagramoch mnoziny repre-
zentujeme oblastami (pokial moZzno sivislymi) roviny. Na Obrazku 1 si dva rozne
Vennove diagramy pre A C B.

A B

pripadne

Obrézok 1

DEFINICA. Nech si A a B mnoziny. Zjednotenim A a B nazveme mnoZzinu
v8etkych tych prvkov, ktoré patria aspon do jednej z nich:
AUB ={z; (r€ A)V (z € B)}
pripadne
(Vz)[(x € AUB) & ((x € A) V (z € B))].

Prienikom A a B nazveme mnozinu tych prvkov, ktoré patria do obidvoch mnozin:
ANB={z; (x € A) & (r € B)}.

Prazdna mnozina je takd, ktora neobsahuje ziaden prvok. Oznacujeme ju ), alebo

{}. Ak AN B =), tak mnoziny A a B si disjunktné.

VETA 6.1. (a) Prdzdna mnoZina je podmnozinou lubovolnej mnoZiny.
(b) Ezistuje prdve jedna prdzdna mnozina.

DOKAz. Najprv dokdzeme cast (a) sporom. Nech existuje mnozina X takd, Ze
neplati ) C X. Teda podla definicie podmnoziny neplati (Vz)((z€f) = (z€X)),
a teda existuje nejaky prvok, oznac¢me si ho xg, taky, ze (zo€l) & '(zoeX). (Takyto
prvok zy budeme nazyvat svedkom daného vztahu.) Kedze vSak () neobsahuje ziaden
prvok, tak nemoze platit oy € (. Dostali sme spor, a preto je prdzdna mnoZina
podmnozinou Fubovolnej mnoziny.

Teraz dokdzeme cast (b) priamo. Nech si A; a Ay dve prazdne mnoziny. Potom
podla uz dokdzanej Casti (a) plati A7 C Ay aaj Ay C A;. Teda pre Tubovolné x plati
(z€Ay) = (z€A3) aaj (x€A2) = (x€A;). Podla definicie z kapitoly 2 viak B < C
plati prave vtedy, ked plati (B=C) & (C=B), a preto (z€A43) < (z€A1). Kedze
na volbu z sme neklddli ziadne obmedzenia, dostali sme (Vz)((z€A1) & (x€A,)),
¢o podla definicie rovnosti dvoch mnozin znamend, ze A1 = Ay. O
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DEFINICIA. Nech je A mnozina, A C U. Doplnkom A vzhladom na U je

mnozina tych prvkov z U, ktoré nepatria do A:

A¢={z; (€ A)} ={z; = ¢ A}.

Nech su A a B mnoziny. Rozdielom A a B nazyvame mnozinu tych prvkov A,

ktoré nepatria do B:

A—B={z;(ze€A) & (z ¢ B)}.
Symetricka diferencia mnozin A a B je:

A+B={x;[(zr€ A) & (x¢B)]V|@x ¢ A & (z € B)}.

PozNAMKA. Priamo z definicie mozno nahliadnut, Ze pre rozdiel a symetricky

rozdiel plati A—-B=ANB°aA+B=(A-B)U(B-A).

Na Obrazku 2 uvadzame Vennove diagramy prave definovanych pojmov.

u

AUB

Obrézok 2
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VETA 6.2. Nech si A, B a C lubovolné mnoziny. Potom plati:

(a) AUA=A idempotentnost’

(b)) ANA=A idempotentnost

(¢) AUB=BUA komutativnost

(d) ANB=BnNA komutativnost

(e) AU(BUC)=(AUB)UC asociativnost

(f) An(BNC)=(AnB)NC asociativnost

(9) AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC) distributivnost

(h) AU(BNC)=(AUB)N(AUC) distributivnost

(ch) ACAUB BCAUB

(i) ANBCA ANBCB

() (AUB)¢=(A°N B°) de Morganov zdkon
(k) (AN B)¢=(A°U B°) de Morganov zdkon
(1) (A=A zdkon involicie
(m) AuU=U ANP=10 zdkony nuly

(n) AUD=A AnU=A zdkony jednotky
(o) ANA°=0 AUA°=U zdkony doplnku

(r) AN(AuUuB)=A absorbény zdkon
(99 AU(ANB)=A absorbény zdkon

DOKAZ. Vsetky tvrdenia moZno dokdzat tak, Ze rozpiSeme obidve strany danej
identity az na vyroky, ktoré budu ekvivalentné. Z estetickych dévodov vSak budeme
rozpisovat len jednu stranu na vyrok, ktory nahradime vyrokom s tymto ekviva-
lentnym a upravime na druhi stranu pozadovanej rovnosti.

Dokéazeme tvrdenia (j), (p) a (q). Dokazy ostatnych tvrdeni si analogické, urobte
si ich ako cviCenie.

Dékaz (j): Podla definicie doplnku z € (A U B)¢ plati prave vtedy, ked '(z €
AU B) a toto plati podla definicie zjednotenia prave vtedy, ked '((z€A) V (z€B)).
To sme v8ak uz presli k vyroku tvaru '(aVb), ktory je ekvivalentny vyroku ‘a & 'b.
Preto '((z€A) VvV (z€B)) plati prave vtedy, ked '(z€A) & '(z€B). Avsak to plati
podla definicie doplnku prave vtedy, ked (z€ A°) & (x€B°). Posledny vztah je podla
definicie prieniku len inym zapisom vztahu z € A° N B¢ KedZze na volbu x sme
neklddli ziadne obmedzenia, dokdzali sme (Vz)[z € (AU B)¢ < x € (A°N B°)], ¢o
podla definicie rovnosti mnozin znamend, ze (AU B)¢ = (A°N B°).

Dokaz (p): Nasledujice tvrdenia sd navzdjom ekvivalentné: [xr€e AN(AUB)| <
& [(z€A) & (z€AUB)| & [(z€A) & ((z€A) V (z€B))] & (z€A), pricom poslednd
ekvivalencia je ekvivalenciou medzi vyrokmi: a & (a V b) < a (dokdzte, ze ide
o tautolégiu). Teda (Vz)[(z€ AN(AUB)) < (z€A)], ¢o znati AN (AU B) = A.

Doékaz (q): Tu vyuzijeme predchddzajice identity, hoci aj tito identitu mozno
dokdzat priamo. Plati AU(ANB) = (AUA)N(AUB) = AN(AUB) = A, pricom
pri prvej rovnosti sme pouzili identitu (h), pri druhej (a) a pri tretej (p). O

DEFINiCIA. Nech je A mnozina. Potenénd mnozina mnoziny A, P(A), je mno-
zina vSetkych podmnozin mnoziny A.
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PrIKLAD. Ak A = {00, A}, tak P(A) = {0, {0}, {A}, {0, A}}.

PozNAMKA. Vsimnime si, Ze ak je A kone¢nd mnozina s n prvkami, tak P(A)
ma 2™ prvkov.

Binarne relacie a zobrazenia

DEFIN{cIA. Bindrna reldcia R z mnoziny A do mnoziny B je Tubovolné pod-
mnozina kartezidnskeho sic¢inu A x B. Mnozina A je oborom (mnozinou vzo-
rov, defini¢nym oborom) a B je kooborom (mnozinou obrazov, mnozinou
hodnét) reldcie R.

PozNAMKA. Ak je R reldcia, tak niekedy namiesto presného (a,b) € R zapisu-
jeme infixne aRb.

Relacia moze byt dand bud vymenovanim svojich prvkov, pripadne maticou,
orientovanym grafom, alebo inym spésobom.

PRrRIKLAD. Nech A = {a,b,c}, B = {A,0, %} a nech R = {(a, ), (a,*), (b,0),
(b, %), (c, A\) }. ’

Tejto relacii zodpovedd obdlznikova tabulka (matica) Mg, ktorej prvky maji
len hodnoty 0 a 1, pozri Obrazok 3. V ¢-tom riadku a j-tom stipci je jednotka prave
vtedy, ked je i-ty prvok A v relacii s j-tym prvkom z B. Takéto matice sa nazyvaju
Booleove.

Relacii R zodpovedd aj orientovany graf na Obrazku 3. V tomto grafe idua sipy
z vrcholov oznaceych prvkami A do vrcholov oznacenych prvkami B. Pritom medzi
dvoma prvkami je §ip prave vtedy, ked si tieto prvky v relécii.

A O a A
a [1 0 1 ) \/
0 1 1 °oH
1 0 0 c *
matica pre R graf pre R

Obréazok 3

Uvazujme dve relacie. Prva spociva z predmetov, ktoré si Studenti zapisujui
(kazdy student si zapiSe nejaké predmety do indexu). Druhd reldcia pozostiva
z ucitelov, ktori dostani tieto predmety do svojho tuvizku (kazdy predmet musi
niekto ucit). Zlozenim tychto reldcii dostavame reldciu medzi Studentami a ucitelmi
(kazdého §tudenta budid uéit nejaki ucitelia).
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DEFINICIA. Nech je R bindrna reldcia z A do B a S je bindrna reldcia z B do C.
Potom tieto relacie mozno zlozit a tymto zlozenim dostdvame relaciu 7= Ro S

z Ado C:
T=RoS={(a,c); (F)[(b€ B) & ((a,b) € R) & ((b,c) € S)]}

PRIKLAD 1. Majme dve reldcie R a S definované pomocou orientovanych grafov,
pozri Obrazok 4. Nech je R relcia z {a, b, c} do {u,v,z,y} a S je relacia z {u, v, z, y}
do {A, 0O, *}. ,Zlepme* grafy reldcii R a S v prvkoch mnoziny {u,v,z,y}. Potom
pre k € {a,b,c} al € {A,0O,*} plati (k,l) € Ro S préave vtedy, ked v ,zlepenom
grafe” existuje orientovand cesta z k do I, vid Obrézok 4.

ao /u U YA a A
bo oV v%lﬂ b; ; %:I:l
c ox T * c *

Yy yo
R S RoS

Obrézok 4

PRIKLAD 2. Nech st R a S tie isté reldcie ako v predchddzajicom priklade.
Potom v maticovej reprezentacii

1000 Lo
MR=0100 aMS:

1 0 0 1 Lol

0 0 0

Maticu zlozenej reldcie Mpro.s mozno ziskat Booleovym suc¢inom matic Mg a Mg.
Nech T = Ro S a r;; (vesp. si; a t;;) je prvok v i-tom riadku a j-tom stipci
matice Mg (resp. Mg a Mr). Potom ¢; ; = \/j_,(rix & sk,;), kde Mg je matica
typu m X n, Mg je typu n X o a My je typu m X o. Teda:

Mg - Mg = = Mpos = Mr.

=
o= o
oo O
- o O
O = O =
oo o -
o= = o
I
—_ O =
—_ O =
o= o

PozNAMKA. Ked skladdme relicie, tak postupujeme zlava doprava, teda Ro S
znamend ,najprv R, potom S“. Obcas sa stretneme aj s opa¢nym skladanim, ktoré
je mimoriadne vhodné pre funkcie, kde sa ¢asto zapisuje f(g(x)) a znamen4 to ,na
z aplikuj najprv g a potom f*.
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VETA 6.3. Nech si A, B, C a D mnoZiny a pre relicie R, S aT plati R C AX B,
SCBxCaTCCxD. Potom (RoS)oT = Ro (SoT), c¢ize skladanie reldcii
je asociativne.

DOKAZ. Sta¢i dokdzat (RoS)oT C Ro(SoT)a (RoS)oT D Ro(SoT).
Dokéazeme prvi inkliziu, druhé sa dokazuje analogicky.

Nech (a,d) € (RoS)oT. To znadi, ze existuje ¢ € C také, ze (a,c) € Ro S a
(¢,d) € T. Kedze (a,c) € Ro S, tak existuje b € B také, ze (a,b) € R a (b,c) € S.
Teda (a,b) € R, (b,c) € S a (¢,d) € T. Potom vsak (b,d) € S oT, z ¢oho plynie
(a,d) € Ro(SoT). O

DEFINICIA. Nech je R C A X B binédrna reldcia. Opaénou relaciou (inverznou
reldciou) k R je reldcia
R7t = {(=,y); (y,2) € R}.

PozNAMKA 1. Ak je R relicia, tak matica opactnej reldcie Mp-1 je transpono-
vand matica Mpg. To znaci, ze Mpr-1 dostaneme preklopenim Mpg okolo hlavnej
diagondly, ¢ize Mp-1 = (Mg)T.

P0ozNAMKA 2. Ak mame graf relicie R, tak graf reldcie R~! vznikne prevratenim
v8etkych Sipok naopak.

DEFIN{CIA. Reldcia Iy = {(z,z); € A} sa nazyva identick4 reldcia na A.

DEFINICIA. Nech je R reldcia z A do B.

(a) R je vSade definovand ak (Vz)[(z € A) = ((Fy)(y € B) & (z,y) € R)].
(b) R je jednoznaéna ak (Vz)[[((z,y) € R) & ((z,2) € R)] = (y = 2)].

DEFIN{cIA. Zobrazenie (funkcia) f z A do B je vade definovand jednoznacnd
relacia z A do B. Ak z € A, tak symbolom f(x) oznacujeme to y € B, pre ktoré je
(z,y) v relacii. Zobrazenie f z A do B zapisujeme f: A — B.

PRIKLADY SPECIALNYCH ZOBRAZENT.
(a) Konstantnd funkcia je f: A — B také, ze (3b)[(b € B) & (Vz)[(z € A)=
= (f(x) = b)]].

(b) Identické zobrazenie je I4 : A — A také, 7ze (Vz)[(z € A)=(Ta(x) = )]
(c) Postupnost ag,ai,as, ... prvkov z A je zobrazenie f : N — A také, ze
f(Z) = ;.
(d) Usporiadand n-tica prvkov z A je f: {1,2,...,n} — A.
(e) Charakteristicka funkcia mnoziny A C M je funkcia x4 : M — {0,1}
taka, ze » {1 akze A
€Tr) =
XA 0 akzé¢ A

(f) Binarna operdcia na A je zobrazenie f: A x A — A.
(g) Booleova funkcia je f: {0,1}" — {0, 1}.
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DEFINICIA. Zobrazenie f: A — B sa nazyva:

(a) injektivne (prosté) ak je reldcia f~! jednozna¢ni;
(b) surjektivne (na) ak je f~! viade definovani;
(¢c) bijektivne (jedno-jednoznaéné) ak je f injektivne aj surjektivne.

PozNAMKA. Ak je f zobrazenie, tak f je bijekciou prave vtedy, ked je f~1!
zobrazenim.

Cvicenia

CVICENIE 6.1. S vyuzitim definicii dokazte, ze A = B < ((AC B) & (B C A)).
CVICENIE 6.2. Dokézte zvysné tvrdenia Vety 6.2.

CVICENIE 6.3. Nech si A, B a C T'ubovolné mnoziny. Dokézte nasledujuce vlast-
nosti rozdielu mnozin:

a) (ANB)—C=AnNn(B-0C)

b) (ANB)—-C=(A-C)n(B-20C)
c) (AUB)—-C=(A-C)U(B-0C)
d) C—(AnB)=(C—-A)U(C- B)
e) C—(AUuB)=(C-A)Nn(C - B)
fy A-B=A—-(AnB)=(AUB)—-B
g) A-(B-C)=(A-B)U(ANCQC)
h) (A-B)-C=A-(BUO)

CVICENIE 6.4. Nech A C B. Dokazte, ze potom pre Tubovolné C' platia vztahy:

a) AUCCBUC b) ANCCBNC
¢) A—CCB-C d) C—-AD>C-B
e) A°D B¢

CVICENIE 6.5. Nech si A, B a C Tubovolné mnoziny. Dokézte nasledujuce vlast-
nosti symetrického rozdielu mnozin:

a) A+B=B+A b) A+B=(AUB)—-(ANB)
c) A+ (B+C)=(A+B)=C d) A+-A=10
e) A+-0=A f) rovnica X + A = B m4 jediné rieSenie X = A + B

CVICENIE 6.6. Nech A C B a C je TubovoInd mnozina. Pomocou Vennovych
diagramov zistite, v akom vztahu si mnoziny A+~ C a B+ C

CVICENIE 6.7. Najdite mnoziny A, B a C také, aby platilo AUB = AUC

a zaroveni B # C. (Tento priklad ukazuje, Ze pri mnozinovej spojke U nemozno
kratit rovnice.)
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CVICENIE 6.8. Nakreslite Vennove diagramy pre situdcie:

a) AUBCAUC,ale B¢ C; b) ANBCANC,ale BZC.
CVICENIE 6.9. Dokézte, ze vztah A U B = ) plati prave vtedy, ked plati vztah
(A=0 & B=0).

CVICENIE 6.10. Nech A; C As a By C Bsy. Dokézte, Ze potom plati
a) AlﬂBlgAgﬂBg b) A1U31§A2UB2

CVICENIE 6.11. Nech si A a B TubovoIné podmnoziny Y. Dokézte, Ze nasle-
dujtice tvrdenia si ekvivalentné:

a) ACB b) ANB=A
c) AUB=B d A-B=10
e) A°UB=U fy A+B=B- A

(Névod: Postupne dokazte implikécie (a)=-(b), (b;:>(—) (c)=(d), (d)=(e), (e)=(f)
a (f)=(a). Potom pre 'ubovolné x,y € {a,b, ... f} podla pravidla sylogizmu plati
(x)=(y) aj (y)=(x) a teda (x)=(y).)

CVICENIE 6.12. Nech si A, B a C Tubovolné mnoziny. Dokézte, Ze potom
a) C C AN B plati prave vtedy, ked C C A a C C B;
b) AU B C C plati prave vtedy, ked A C C a B CC.

CVICENIE 6.13. Dokéazte, ze plati
a) AU(BNC)=(AUB)NC & ACC,
b) AUB=ANC & BCACC.

CVICENIE 6.14. Ak existuje mnozina X takd, ze ANX = BNX a AUX = BUX,
tak potom plati A = B. Dokazte.

CVICENIE 6.15. Dokaite, Ze plati A+~ B=AUB & ANB=0.
CVICENIE 6.16. Comu sa rovnd [B <+ [(A+ B) + C]] + [[A + (C + A)] + B]?

CVICENIE 6.17. Zostrojte potentné mnoziny pre nasledujice mnoziny

a) {0} b) {0, {0}} c) {0,{0},{0,{0}}}
CVICENIE 6.18. Je skladanie relicii komutativne? Svoje tvrdenie zdovodnite.

CVICENIE 6.19. Dokazte, ze I je jednotka vzhladom na operdciu skladania
reldcii na mnozine A, zatial ¢o prdzdna mnozina je nula.
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CVICENIE 6.20. Nech je R relicia z A do B a nech je S relicia z B do C. Potom
plati:
a) Ak su R aj S vsade definované, tak je aj R o S vSade definovana.
b) Ak si R aj S jednozna¢né, tak je aj R o S jednoznaénd.

CVICENIE 6.21. NapiSte charakteristické funkcie nasledujicich podmnozin mno-
ziny N:
a) 0 b) {1,2,5} c) S§tvorce celych &isel

CVICENIE 6.22. Ktoré z grafov z Obrazku 5 reprezentuji zobrazenia z A do B
a ktoré zo zobrazeni su surjekcie, injekcie a bijekcie?

a) b) c) d)
o £o (o o /o\
o// O [oN ¢ O
o) o) o o]
A B B A A B
AT \>'B
Obréazok 5

CVICENIE 6.23. Kolko je takych zobrazeni z A do B, ktoré si
a) bijektivne; b) injektivne; c*) surjektivne.
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7 TEORIA GRUP 1

Symetrie rovinnych obrazcov

Uvazujme pismenkd v slove HOST. Kazdé z nich m4 nejaké symetrie. Symetrie st
zhodné zobrazenia roviny na seba, ktoré sice poprehadzuju body roviny, ale obrazom
daného pismenka je ono samé a na tom istom mieste, kde stdlo. Tak napriklad, H
mozno preklopit okolo horizontalnej osi, idicej stredom pismenka. Tiez ho mozno
otocit okolo stredu o 180°. Maji nejaké z uvedenych 4 pismen rovnaké vSetky
symetrie?

Definicia a priklady

V tejto casti sa budeme zaoberat bindrnymi operdciami na mnoZzine (pozri de-
finiciu v predchadzajicej kapitole). S tymito operdciami je zviazany pojem grupy,
azda najdolezitejsi pojem diskrétnej matematiky.

DEFINiCIA. Grupa je dvojica (G; ), kde G je neprdzdna mnozina (nosic) a *
je bindrna operécia na G, pricom plati

(a) (Va)(Vb)([(a € G) & (b € G)] = [axb € G]) (uzavretost vzhladom na
operaciu *);

(b) (Va)(¥b)(Ve)([(a € G) & (b€ G) & (c € G)] = [(a*xb)xc=ax(b*c)]) (pre
prvky grupy plati asociativny zdkon);

(c) Fe)((e € G) & [(Va)(a € G) = (axe=exa=a)]) (vgrupe existuje
neutralny prvok);

(d) (Va)((a € G) = (Ib)(a*b=bxa=¢)) (kukazdému prvku v grupe existuje
inverzny prvok — prvok b z predchddzajiceho vztahu oznacujeme a™1).

Grupa je komutativna, ak naviac plati

(e) (Va) (V)b) ([(a € G) & (b € G)] = [axb = bxa]) (pre prvky plati komutativny
zdkon).

PRIKLAD 1. Grupou je (Z;+), mnozina celych &isel s operdciou s¢itania. Neu-
tralnym prvkom tejto grupy je 0 a inverznym prvkom k a je prvok —a. Podobne si
grupami aj (Q;+), (R;+) a (C;+). Avsak (N;+) grupou nie je, lebo nie je splnend
vlastnost (d).
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PRIKLAD 2. Nech je n prirodzené &islo, n > 1. Grupou je dvojica (Zy;®), kde
Zyn, = {0,1,...,n—1} a operacia a ® b je zvySkom z &isla a + b po deleni n. D4 sa
ukazat, ze @ je asociativna operdcia, neutrdlnym prvkom je 0 a inverznym prvkom
k a je n—a.

Vsetky grupy z Prikladov 1 a 2 st komutativne, a kedze opericiou je (v pod-
state) 4, voldme ich aditivne grupy. Zatial ¢o grupy z Prikladu 1 si nekoneéné,
v Priklade 2 mame iba konec¢né grupy.

Kone¢né grupy mozno zadat tabulkou grupovej operdcie. Pre lep§iu ndzornost
uvadzame tabulku (Z4, ®). Ak chceme zistit, kolko je a & b, tak si v Tavom stlpci
nijdeme a a v hornom riadku 6. Potom a & b sa nachadza v riadku prvku a a stipci
prvku b.

w N = oo
O W N ==
_— o W NN
N = O W W

D
0
1
2
3

PRIKLAD 3. Grupou je (Q — {0};-), mnoZina raciondlnych &isel bez nuly s ope-
raciou nasobenia. Neutralnym prvkom je 1 a inverznym prvkom k a je % Podobne
st grupami aj (QT;-) (Q" je mnozina kladnych racionédlnych ¢isel), (R — {0};-),
(C —{0};-). Avsak (Z — {0};+) grupou nie je, lebo nie je splnend vlastnost (d).

PRIKLAD 4. Nech je p prvoéislo. Grupou je (Z, — {0}; ®), kde operécia a ® b je
zvysSkom z ¢isla a - b po deleni n.

Aj grupy z Prikladov 3 a 4 st komutativne, a kedZe operaciou je (v podstate) -,
voldme ich multiplikativne grupy. Nizsie uvddzame tabulku grupy (Zs—{0}; ®).

INGNJUN IO}
=W N =
W NN
[N JUN KU
— N O R |

Hoci této tabulka vypada ina¢, ako tabulka pre (Zg4; @), grupy (Zs — {0};®) a
(Z4; ®) st ,rovnaké” (vid pojem izomorfizmu v nasledujicej kapitole). Presvedéime
sa o tom, ked prvky v zdhlaviach tabulky pre (Zs—{0}; ®) trochu poprehadzujeme:

w kN~ (G
[SURTNG NC R T
— oW R N[N
[NCI N JURIING TN
BN =W (W
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Niet pochyb o tom, Ze tato tabulka je, az na oznacenie prvkov, rovnaka ako
tabulka grupy (Za; ®).

Nosicom grupy nemusi byt vzdy mnozina ¢isel. Koniec-koncov, grupy samotné
sa zacali Studovat kvoli potrebe popisu symetrii ,pravidelnych® dtvarov.

PRIKLAD 5. Grupu je (G;0), kde G s vSetky mozné symetrie pismenka H a o
je operaciou skladania symetrii. Potom nosi¢ G pozostava z identity, stredovej
symetrie podla stredu pismenka, preklopenia okolo vertikdlnej osi idicej stredom
pismenka a preklopenia okolo horizontalnej osi idicej stredom H. Tabulkou pre
operaciu o je

wn

o|i

< o~
< B = wm
n =B
iR B ST = =

i
s
v
h

Hoci je grupa (G; o) z Prikladu 5 komutativna, je ind ako (Z4; ®). To preto, lebo
pre kazdy prvok a v grupe (G;o) plati a o a = i, ¢ize a = a~!. Tito vlastnost mali
len dva prvky grupy (Za4; &®).

PRIKLAD 6. Grupu tvoria vietky mozné symetrie pravidelného n-uholnika s ope-
raciou skladania symetrii. Tato grupa sa vold dihedralna a oznacuje sa skritene
D,,, lebo je zrejmé, o aku operaciu ide. M4 2n prvkov, z ¢oho je n rotacii (véitane
identity) a n preklopeni. Grupa D,, nie je komutativna. O tom sa presvedéime vtedy,
ked zlozime I'ubovolné dve preklopenia, povedzme p; a po, ktorych osi zvieraji uhol
7 /n. Potom {p; o pa,ps o p1} = {r1,r '}, pricom r; je otocenie o uhol 27/n.

Doteraz sme uvadzali priklady dvojic, ktoré tvorili grupu. Teraz si ukdzeme, ¢o
grupu netvori.

PRIKLAD 7. Grupu netvori (R*; %), kde R™ je mnoZina kladnych redlnych &isel
a * je operacia umocnovania. To preto, lebo * nie je ani len asociativna. Napriklad
(2%3)x2=(2%)2 =82 =64, zatial ¢o 2* (3%2) = 23" = 29 = 512.

PRIKLAD 8. Grupu netvori (Z4 — {0}; ®). To preto, lebo k prvku 2 v tejto
struktire nemame inverzny prvok. Pre ziadne ¢islo a zo Z4 — {0} neplati 20 a = 1.

Zakladné tvrdenia

VETA 7.1. Nech je dand grupa (G;*) a a,b € G. Potom md kazdd z rovnic
axx=>bayxa="b (s nezndmou x, respektive y) prdve jedno riesenie.

DOKAZ. Dokézeme tvrdenie pre prvi rovnicu, pre druhi sa dokdze analogicky.
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Ak si zvolime z = a™ ' xb, tak ax (a™ 1 %b) = (axa" ') xb=exb="b. Cize a™ ' xb
je rieSenim. Este dokazeme, Ze toto rieSenie je jediné. Ak je ¢ inym rieSenim nasej
rovnice, tak plati a x ¢ = b. Prvky na obidvoch stranich rovnice si rovnaké, a preto
na ne aplikujme nésobenie prvkom a~! zlava. Dostdvame a1 * (a*c) = a1 x b, ¢o
po tprave déva ¢ = a~! x b. Teda rieenie je jediné. [

Veta 7.1 mé pekné dosledky.

DOSLEDOK 1. V grupe existuje jediny neutrdlny prvok.

DOKAZ. Podla Vety 7.1 méa pre Tubovolny prvok a rovnica a * x = a jediné
rieSenie. [

DOSLEDOK 2. Ku kazdému prvku a existuje v grupe jediny inverzny prvok.

DOKAZ. Podla Vety 7.1 mé a * z = e jediné rieSenie. [

DOSLEDOK 3. V grupe (G;*) pre kazdé a,b € G plati (axb) "1 =b"lxa" ! a
naviac (a=1)7! = a.

DOKAz. Podla Vety 7.1 m4 (a*b)*z = e jediné riesenie. Teraz (axb)*(axb) "' =e
z definicie, zatial ¢o (axb)* (b~ 1*xa™1) = ax(bxb"1)xa™! = axexa™! =axa"! =e.
Druh4 ¢ast plynie z toho, 7ze a=! * £ = e m4 jediné riesenie. [

DOSLEDOK 4. V grupe (G;*) pre kaZdé a,b,c € G plati
(a) akaxc=bx*c, taka=>b (zdkon o krdteni sprava);

(b) akcxa=cxb, taka="> (zdikon o krdteni zlava).

DOKAz. V pripade (a) stac¢i uvazovat rovnicu y*c = axc a v pripade (b) rovnicu
cxx = c* a. Podla Vety 7.1 maju obidve tieto rovnice jediné rieSenie. [J]

Priamy siéin

Pomocou sucinu vieme vytvorit z dvoch mensich grip grupu vacsiu. Uvedieme
tu priamy sicin, ktory je najjednoduchsi.

DEFINICIA. Nech st (G1;*1) a (G2; *2) grupy. Potom priamy siéin tychto grip
je (G1 x Ga; %), kde * je definovand

(a17 az) * (bla b2) = (al *1 b1, ag *2 bz)

VETA 7.2. Priamy sucin grip (G1;%1) a (Ga;*2) je opat grupa. Naviac, ak si
(G1;%1) a (Ga;*2) komutativne, tak aj priamy sucéin je komutativnou grupou.

DOKAZ. Postupne overime vsetky vlastnosti grupy.
Nech si (a1,a2) a (b1,b2) dva prvky z G; X G5. Potom podla definicie plati
(CL1, ag) * (b1, b2) = (a1 *1 bl, a9g *9 bg), a kedze G4 aj G9 su grupy, tak a1 *1 b1 € G4
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a ag *2 by € Ga. To znaci Ze (ay *1 by, a2 3 by) € Gy x G2, Cize priamy sicin je
uzavrety vzhladom na operaciu *.
Nech st (aq, az), (b1, b2) a (c1,c2) prvky G1 X G2. Potom

[(ala az) * (bl, bz)] * (01; Cz) = (al *1 b1, ag *2 bz) * (017 C2) =
= ([(11 *1 bl] *1 C1, [az *9 52] *9 62)) = (CL1 *1 [bl *1 01], a2 *2 [bz *2 Cz])) =

= (01, az) * (bl *1 C1, by *2 02) = ((11; az) * [(51, bz) * (01; Cz)],

Cize * je asociativna operécia.
Pre Tubovolné (ai,as) € G1 X G plati

(61, 62) * (Cll, (12) = (61 *1 a1, €2 *9 a2) = (611, 02) =

= (al *1 €1, a2 *2 62) = (alyaz) * (61, 62),

¢ize (e1,e9) je neutrdlny prvok.
Konecne, pre Tubovolné (a1, as) € G1 x Gy plati

(a1,a2) x (a7 ', a3") = (a1 *x1 a7 M a2 %2 a5 ") = (e, €2) =

1

= (a7  *1 a1,a5 " %2 a2) = (a7, a5") * (a1, a9),

kde al_1 je prvok inverzny k a; v G a a;1 je prvok inverzny k as v G3. Teda
(al_l, ay 1) € G1 X G9. To znamena, Ze priamy sticin obsahuje s kazdym prvkom aj
prvok k tomuto inverzny.

Teda (G1 X Ga;*) je grupou. Nech (a1, as), (b1,b2) € G1 X Ga, pricom (G1;*1)
aj (Gag;*2) st komutativne grupy. Potom

(a1, a2) * (b1,b2) = (a1 %1 b1, ag *2 ba) = (b1 *1 a1, b %2 az) = (b1, ba) * (a1, az),
Cize aj priamy sucin je komutativny. [

Nasledujicu vetu uvadzame bez dokazu.

VETA 7.3. Nech je (G;*) koneénd komutativna grupa. Potom ezistuje k a moc-
niny prvocisel 1 < qa < -+ < g také, Ze (G; *) je izomorfnd (rovnakd ako) priamy
SUCin (Zq,; ®) X (Lgy; B) X -+ + X (Lg,; B). Naviac, tento priamy sicin je (pri vyssie
uvedengch podmienkach) uréeny jednoznacne.

(Presnt definiciu izomorfizmu uvddzame v nasledujicej kapitole.)

PozNAMKA. Veta 7.3 charakterizuje koneéné komutativne grupy. V podstate
tvrdi, ze komutativne grupy nie st zaujimavé, lebo si prili§ jednoduché, priehfadné.
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Podgrupy

DEFINiCIA. Grupa (G1;#*1) je podgrupou grupy (G;*) ak G; C G a pre Tubo-
volné a,b € G, plati a 1 b = a x b.

PozNAMKA. Ak je (G1;%1) podgrupou grupy (G;x*), tak sa operdcie *; a *
spravaji na nosi¢i G; rovnako. Preto obycajne pouzivame pre operaciu podgrupy
ten isty symbol, ako pre operaciu grupy.

VETA 7.4. Nech je (G;*) grupa a G1 C G, G1 # 0. Potom (G1;*) tvori pod-
grupu (G; *) prdve vtedy ked

(a) G1 je uzavretd vzhladom na operdciu *;
(b) G je uzavretd vzhladom na inverzné proky.

DOKAZ. Podla definicie grupy si podmienky (a) a (b) nutné nato, aby bola
(G1; %) grupou. Ukdzeme, Ze s aj postacujice.

Nato sta¢i overit, Ze si splnené vlastnosti (a) az (d) z definicie grupy. Lenze
uzavretost splyva s vlastnostou (a). Asociativita je splnend pre vsetky prvky G,
a teda ju spiﬂajﬁ aj prvky G;. Existencia inverzného prvku splyva s vlastnostou
(b), takze ndm staci ukdzat, ze v G existuje neutralny prvok.

Kedze G1 # 0, existuje a € G;. Potom aj a™' € G; podla (b) aa*xa™' € Gy
podla (a). Aviak axa™ ! =e. [

PozNAMKA. Ak je (G;*) grupa, tak ({e}, *) aj (G; ) st jej podgrupy. Tieto dve
podgrupy sa nazyvaju trividlne. Ostatné podgrupy (G;*) st netrividlne.

D4 sa ukdazat, Ze prienikom dvoch podgrip grupy je opat grupa. AvSak zjed-
notenim dvoch podgrip grupa byt nemusi.

DEFIN{cIA. Nech je (G;#) grupa a X C G. Symbolom [X] oznatujeme naj-
mensiu podgrupu (G1;*) grupy (Gj;*) takd, ze X C Gy. Hovorime, 7e (G1;%) je
podgrupa generovana mnozinou X.

Obcas je vyhodné zadat celi grupu pomocou malej generujicej mnoziny. V ta-
kom pripade, aby sme aspon ¢osi vedeli o operécii, zaddvame spolu s generdtormi
aj identity, ktoré tieto generdtory spliajui. Ziadne iné vztahy nepredpokladame.

PRIKLAD 1. Nech G = (a;a* = ¢). Tu symbolom a* oznacujeme a * a * a * a.
T4to grupa mé len prvky generované a. Teda obsahuje e = a®, a, a2, a® a to je
vietko, lebo a* = e. Inverznym prvkom k a je a® a a? je inverzny sadm sebe. Teda

tato grupa je vlastne (Zg4; ®).

PRIKLAD 2. Nech G = (a;0). Tato grupa obsahuje e = a% a,a?,... a kvoli
uzavretosti na inverzné prvky aj a=1,a72,... To znamend, Ze G = (a; () je vlastne

grupou (Z; +).
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PRIKLAD 3. Nech G, = (a,b;a® = b*> = (ab)™ = e), kde ab znaci a * b. T4to
grupa obsahuje prvky a, b, ab, ba, aba, bab, ... Tieto retazce moézu obsahovat iba al-
ternujiice sekvencie a a b, lebo a? = b2 = 1. Naviac, ich dizka je mensia ako 2n,
lebo (ab)™ = e a po vynasobeni (ba)" dostavame Ze aj (ba)" = e. Tato dizka musi
byt vlastne este kratsia, pretoze ked je jeden retazec prvkom, povedzme c, tak ¢!
neziskame doplnenfm retazca na dizku 2n do vztahu (ab)™ = e, ale prevratenim
retazca pre c. Teda GG,, mé presne 2n prvkov. ESte si vSimnime, Ze vSetky retazce
neparnej diiky st inverzné sami k sebe a za¢neme tusit, ze G,, by mohla byt di-
hedralnou grupou D,,. A naozaj. Preklopenia opisané v priklade, v ktorom sme
dihedralnu grupu uviedli, spiﬂajli naSe identity. KedZze pocet prvkov G, sme uz
stanovili, G,, je naozaj prave D,,.

PozNAMKA. Ked chceme grupu zadat pomocou generdtorov, tak obycajne mé-
me viacero moznosti. Napriklad dihedrilnu grupu D,, mozno zadat nielen tak ako
v predoslom priklade. Inou moznostou je D,, = (a,b;a™ = b?> = baba = e).

Cvicenia

CVICENIE 7.1. Tvori grupu mnozina vSetkych parnych (respektive neparnych)
celych ¢isel spolu s operaciou scitania?

CVICENIE 7.2. Je (Z;0) grupou ak allb = a + b — 27

CVICENIE 7.3. Nech je M mnozina. Dokdzte, ze (P(M); +), kde P(M) je mnozi-

na vSetkych podmnozin M a + je symetrickd diferencia, tvori grupu. Co je neutral-
nym prvkom a ako vyzerd mnozina inverznd k A?

CVICENIE 7.4. Dokézte, ze ak mé grupa (G *) prave 2n prvkov, tak v nej exis-
tuje prvok a rozny od neutralneho prvku e taky, Zze a x a = e.

CVICENIE 7.5. Dokézte, ze ak v grupe (G;«) pre kazdé a € G plati a x a = e,
tak (G;*) je komutativna grupa.

CVICENIE 7.6. Urcte, ¢i je H podgrupou grupy G ak
a) H=N a G=(Z;+); b) H=7Zs a G=(Z4®);
) H=Q" a G=(Q+); d) H=Q" a G=(Q-{0}).

CVICENIE 7.7. Najdite vSetky podgrupy tychto grip
a) (Z;+); b) (Zs; ®); ¢) (Zo;®) X (Zy;®); d) Da.
CVICENIE 7.8. Nech je (G;«) grupa. Dokazte, ze X C G je podgrupou (Gj )
prave vtedy, ked je X neprazdna mnozina, ktora s kazdymi dvoma prvkamia,b € X

obsahuje aj a * b~ 1.
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8 TEORIA GRUP 2

Izomorfizmus grip

S nasledujicim pojmom sme sa v intuitivnej podobe stretli uz v predchadzajtice;j
kapitole.

DEFINICIA. Grupa (Gy;#1) je izomorfnd (rovnaka) s grupou (Ga; *2), ak exis-
tuje bijekcia ¢ : G — G4 taka, ze

(Va)(V0)([(a € G1) & (b € G1)] = [(a 1 b)p = (ap) *2 (by)]),

teda ak ¢ zachovava grupové operacie.

Je zrejmé, ze ak je (G1;*1) izomorfnd s (Ga;*2), tak je aj (Ga;*2) izomorfnd
s (G1;%1). (Stacf uvazovat bijekciu ¢~1.) Teda reldcia izomorfizmu na grupéch je
symetricka.

PROBLEM NA ROZMYSLENIE. Co myslite, si grupy (R;+) a (RT;-) izomorfné?
Obidve grupy si nekonec¢né, avSak prva je aditivna, zatial ¢o druhd je multi-
plikativna.

Podgrupy a rozklady

DEFINiCIA. Nech je (G;*) grupa, a H je jej podgrupa. Pravou triedou grupy
G podla H, uréenou prvkom a € G, nazyvame mnozinu H xa = {h xa; h € H}.
Podobne, Pavou triedou nazyvame mnozinu a x H = {ax h; h € H}.

Nasledujicu vetu uvadzame pre pravé triedy. Pre lavé plati analogické tvrdenie
a dokaz je takmer totozny.

VETA 8.1. Triedy grupy (G; ) podla jej podgrupy tvoria rozklad mnoZiny G. To
znamend, Ze kazdy prvok a € G patri prdve do jednej pravej triedy. Naviac, ak je
H Fkonecnd, tak kazdad trieda ma prdve tolko prvkov, ako H.

DOKAZ. Nech a € G. Potom a patri do triedy H * a. To preto, lebo e € H a
a=ex*a.
Teraz ukazeme, Ze a patri do jedinej pravej triedy. Nech a € H * b pre nejaké b.
Potom existuje h € H také, ze a = h x b, z ¢oho plynie H x a C H % b, pretoze pre
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Tubovolné g € H a g+xa € H*a mame g+ h € H a teda (g *h) xb € H xb. Lenze
prvok (g * h) x b je prave g * a. Na druhej strane, b = h™! * a, z ¢oho sa analogicky
odvodi H xb C H * a. To znamend, ze H xb = H * a, Cize a patri do jedinej pravej
triedy.

Zostava nam dokazat, ze ak je H konecnd, tak kazda trieda ma prave tolko
prvkov, ako H. Sporom predpokladajme, 7ze H * a ma menej prvkov ako H (viac
ich mat nemoze, lebo je k dispozicii len |H| prvkov na sic¢iny h * a). Potom vsak
musia existovat h,g € H také, ze h xa = g * a. Lenze to je v spore s Vetou 7.1,
ktord tvrdi, ze rovnica y * a = b ma v grupe jediné rieSenie. [

Dosledkom Vety 8.1 si nasledujiice dve tvrdenia.

VETA 8.2 (Lagrangeova). Nech je (G;*) koneénd grupa. Potom pocet prvkov
jej tubovolnej podgrupy H deli pocet prvkov G.

DOKAZ. Nech mé H prave k prvkov. Podla Vety 8.1 pravé triedy G podla H
tvoria rozklad grupy G, a podla tej istej vety ma kazdé trieda presne k prvkov.
Teda ak je tych tried povedzme [, tak G ma prave k - [ prvkov. [

DEFINICIA. Nech je a prvok grupy (Gj;#). Potom najmensie prirodzené ¢islo k,
také 7ze a¥ = axa*---*a = e nazyvame rad prvku a v G. Ak také k neexistuje,
—_——

k a-giek
hovorime, ze rad prvku a je oo.

PozNAMKA 1. VSimnime si, Ze jedingm prvkom rddu 1 je e. Kazdy iny prvok
m3é vacsi rad.

PozNAMKA 2. Ak je rdd prvku a prave k, tak vsetky prvky a,a? a3, ..., a"
st rozne. Totiz ak by platilo a®* = a* pre 0 < k1 < ko < k, tak by sme mali
e=a" xaF =aF xqa™F = g*>~%1 o by bolo v spore s definiciou rddu a, kedze
0<ky— k1 <k.

VETA 8.3. Rdd kazZdého prvku konecénej grupy deli pocet prvkov grupy.

DOKAZ. Ak je k rdd prvku a v (G, %), tak [a] (podgrupa generovani prvkom a)
obsahuje prave prvky A = {a,a?,a3,...,ar = e}. To preto, lebo A je uzavretd na
operaciu * a s kazdym prvkom a' obsahuje aj inverzny prvok a*~!. Podla Vety 7.4
tieto dve vlastnosti stacia na to, aby bola (A4;x) podgrupou grupy (G;*). Kedze
(A; %) ma k prvkov, tvrdenie je désledkom Lagrangeovej vety. [

DEFINiCIA. Nech je H podgrupa grupy (G;*). Hovorime, ze H je normdalna
podgrupa (G;*) ak pre kazdé g € G plati H*xg =g * H.

PozNAMKA 1. Ak je G komutativna grupa, tak kazd4 jej podgrupa je normalna.
PozNAMKA 2. Ak je G priamym suc¢inom (G1;x1) a (Ga;*2), tak obidve tieto

grupy su normalne v G.
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Nasledujicu vetu povazujeme v algebre za jednu z najzakladnejSich. Tato veta
umoziiuje (v istom zmysle) tvrdenie obratené k Pozndmke 2, av§ak uz nie pre priamy
sucin. Symbolom Ha oznacujeme H * a.

VETA 8.4. Nech je (G;*) grupa a H je jej normdlna podgrupa. MnoZina pravijch
tried rozkladu G podla H spolu s operdciou O definovanou (Ha)O(Hb) = H (axb)
tvori grupu. Tdto grupa sa nazyva faktorova a oznacuje sa G/H.

DOkAzZ. Najprv overime jednoznaénost operacie 00 v G/H. Nech a; € Ha a
by € Hb. Dokazeme, ze H(a1xb1) = H(axb). Kedze by € Hb, tak existuje h € H
také, ze by = h x b. Teraz a, * h € a1H = Ha; = Ha podla Vety 8.1. Teda existuje
g € H také, ze gxa = ayxh. Potom a1%b; = a1+hxb = gxaxb, ¢ize a1xb; € H(axb), ¢o
podla Vety 8.1 znamend, ze H(a1xb1) = H (axb). Poznamenajme, ze keby H nebola
normélna, tak by operdcia [0 nemusela byt v G/H dobre definovani. V dalsom
dokézeme, ze G/H je grupa.

Uzavretost na operaciu [J je zrejmd z definicie a z toho, 7ze (G, ) je uzavretd
vzhladom na .

Nech st a, b, ¢ € G. Potom asociativnnost G/H plynie zo vztahu

(HoeOHb)OHc=H(axb)OHc= H((axb) xc) =
= H(a* (bxc)) = HaOH(bxc) = HaO(HbOHe).

Neutralny prvok je H (¢o je He), pretoze pre l'ubovolné a € G mame
HaoOHe=H(axe)=Ha=H(exa)=HeOHa.
Na zaver, inverznym prvkom k Ha je Ha™1, lebo

HoOHa '=H(axa ') =He=H(a '%a)= Ha 'OHa. O

V dalsich ¢astiach tejto kapitoly sa budeme venovat §pecidlnym typom (repre-
zentacidm) grip.

Cyklické grupy

DEFINiCIA. Grupa (G;*) sa nazyva cyklicka ak existuje prvok a € G, ktory ju
generuje, ¢ize pre ktory plati G = [a]. Prvok a sa nazyva generator grupy.

PozNAMKA 1. Uz z definicie je zrejmé, Ze (G; ) je cyklickd prave vtedy, ked mé
Iubovolny jej prvok tvar a® (respektive a=*) pre vhodné k € N. Ak m4 generator
a rad n, tak cyklickd grupa ma n prvkov, oznacuje sa C,, a ako bolo uvedené
v Priklade 1 na konci Kapitoly 7, tdto grupa je izomorfna s grupou (Z,; ®). (Izomor-
fizmom je ¢ : a* — k.) Ak ma a rad oo, tak grupa je izomorfnd s (Z; +), ako bolo
uvedené v Priklade 2 na konci Kapitoly 7. (Izomorfizmom je opit ¢ : a* — k.)
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PozNAMKA 2. V inej reprezenticii, cyklickd grupa je podgrupou dihedralne;
grupy D,. Mozeme si ju predstavit ako grupu takych symetrii pravidelného
n-uholnika, ktoré zachovavaju orientaciu, Cize ako grupu rotécii.

PozNAMKA 3. Kazd4 cyklickd grupa je komutativna. To preto, lebo pre Tubo-
volmé b=a*ac=ad' plati bxc=a* xa' =a** =o'k =al v a* = c«b.

Vsimnime si, ze ak je n prvocislo, tak C,, je generovand Tubovolnym svojim
prvkom a takym, ze a # e. Ak je vSak Cg generovand povedzme prvkom a, tak
ziaden z prvkov a2, a® ani a* ju negeneruje. To preto, lebo ako a?, tak a* generuji
podgrupu izomorfni s C3 v Cg, zatial ¢o a® generuje podgrupu Cg izomorfnii s Cs.

Z tohoto pozorovania plynie nasledujice tvrdenie:

VETA 8.5. Ak je n prvoéislo a grupa (G;*) md prdve n prvkov, tak tdto grupa
je izomorfnd s Cy, a kazdy prvok G, rézny od e, je generdtorom (G ).

DOKAZ. V konecnej grupe md kazdy prvok konecény rad, a kedze iba e mé rad 1
a n je prvocislo, podla Vety 8.3 je rad kazdého prvku a, a # e, prave n. Teda kazdy
prvok a, a # e, generuje grupu (G, *), kedze jeho roznych mocnin je prave tolko,
kolko prvkov ma tato grupa. Podla definicie je grupa generovand jedinym svojim
prvkom cyklickd. [

Zdoraznime, ze Veta 8.5 tvrdi, Zze pre l'ubovolné prvocislo existuje jedind grupa,
ktorej pocet prvkov je prave toto prvocislo.

Grupy transformacii

DEFINICIA. Grupa transformdcii (G;o0) na mnozine X je takd neprazdna
mnozina bijekcii X na X, ktord je uzavretd vzhladom na skladanie bijekcii (Eize
transformdcif) a vzhfadom na inverzné bijekcie.

PozNAMKA. Vsimnime si, ze grupa transformdcii je naozaj grupou. To preto,
lebo skladanie bijekcii o je bindrnou operaciou a sd splnené vSetky podmienky na
to, aby o s nosicom tvorila grupu:

Uzavretost vzhladom na operdciu (podmienka (a)) je splnend z definicie, rov-
nako ako uzavretost na inverzné prvky (podmienka (d)). Existencia neutrdlneho
prvku (podmienka (c)) plynie z neprdzdnosti grupy, teda je v nej prvok, povedzme
a, uzavretosti na inverzné prvky, ¢ize aj a=! je v grupe, a uzavretosti vzhladom
na skladanie bijekcii, z ¢oho plynie Ze aj a o a=! = e je v grupe. Zostava overit
asociativitu (podmienku (b)). Lenze podla Vety 6.3 je skladanie bindrnych relacii
asociativne. KedZe zobrazenia, respektive bijektivne zobrazenia, si Specidlnymi
bindrnymi reldciami (vSade definovanymi a jednozna¢nymi), je asociativne aj skla-
danie bijekcii.
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Specidlnymi grupami transformécii si symetrie geometrickych ttvarov. Teda
grupou transformécii si napriklad D,, a C,,. Plati vSak vSeobecnejSie tvrdenie:

VETA 8.6 (Cayleyho). Kazdd grupa je izomorfnd s nejakou grupou trans-
formdecid.

DOKAz. Nech je (G;*) TubovoInd grupa. Zostrojime grupu transformécii (Tg; o)
a dokdzeme, Ze tato grupa je izomorfnd s (G; *).

Prvkami T budi bijekcie ¢, : G — G, kde a € G. Teda pre kazdé a € G
definujeme bijekciu ¢, vztahom: ¢,(x) = x * a pre kazdé x € G. Vsimnime si, ze
4 je naozaj bijekcia. To plynie z Vety 7.1, ktora tvrdi, Ze rovnica = * a = b mé pre
kazdé a,b € G jediné rieSenie.

Teraz ukazeme, ze (Tg; o) je grupou. Ak st ¢,, pp € T, tak pre lubovolné z € G
plati (pg00p)(z) = pp(x*a) = (z*a)*b = zx(a*xb) = Yaxb(T), €iZe Y0Py = Yaxp. TO
znamenad, ze Tq je uzavretd vzhladom na operaciu o. Asociativita plynie z poznamky
pred touto vetou. Neutrdlnym prvkom je ., pretoze (vyuzijic vztah odvodeny
vyssie) pre kazdé a € G mame @0 Y, = Pexa = Pa = Pare = Pa © Pe. Napokon, pre
kazdé a € G mdme o, 1 = @, 1,1eb0 P00, 1 = Paya-1 = Pe = Pa-1xa = Pa-1°Q4-

V dalsom dokézeme, ze zobrazenie v : G — Tg definované (a) = ¢,, je
izomorfizmom grupy (G, *) na grupu (Tg;o). Zobrazenie v je injektivne (prosté),
pretoze @,(e) = a a gy(e) = b. Cize ak a # b pre dva prvky grupy G, tak ¢, # @p.
Dalej zobrazenie 1) je surjektivne (na) a to uz z definicie, pretoze do nosica T sme
dali len také prvky ¢, , ktoré zodpovedali prvkom a € G. To znaci, Ze 1 je bijekcia.
Napokon, zobrazenie 1) zachovava operdciu, lebo pre Tubovolné a a b z grupy G

plati ¢(a * b) = Paxb = Pa O Pb = 1/)((1) © lb(b) 0

Grupy permutacii

DEFINiCIA. Grupou permutécii je grupa transformécii (permutécii) na konec-
nej mnozine X.

PozNAMKA. Podla Cayleyho vety je kazdd konec¢né grupa izomorfnd s nejakou
grupou permutacii.

Maticova reprezentacia permutacie. Ak je X ,malé“ tak prislusné per-
mutdcie mozeme zapisat ako matice s dvoma riadkami. V takejto matici st v hornom
riadku vymenované vsetky prvky X (v nejakom poradi) a pod kazdym prvkom je
jeho obraz v permutécii. Napriklad ak X = {A, B,C, D, E, F}, tak pre permutéaciu

_(ABCDEF
“"\BDFAEC

plati a(A) = B, a(B) = D a podobne.
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Reprezentacia permutacie pomocou sicinu cyklov. Permuticia a z pred-
chadzajucej pozndmky pozostdva z troch cyklov. Jednym je (ABD), a to preto, lebo
a(A) = B, a(B) = D a a(D) = A. Druhym cyklom je (CF) a poslednym je (E).
Teda o mozeme zapisat ako sucin troch cyklov a = (ABD)(CF)(FE), respektive
a = (ABD)(CF), kedze E zostava na mieste, a teda a na tento prvok ,nepdsobi“.

Vsimnime si, ze ak je pevne stanovené poradie prvkov v prvom riadku, tak
maticova reprezenticia permutéacie je urcend jednoznacne. Podobne je jednoznacne
uréend reprezenticia pomocou cyklov (az na poradie disjunktnych cyklov a prvok,
ktorym cyklus ,za¢iname*). AvSak kazdd permutdicia sa dd reprezentovat aj ako
sucin len cyklov (uz nie nutne disjunktnych) dizky 2. To preto, lebo pre Tubovolné
n vieme cyklus diiky n prepisat ako sicin cyklov diZky 2. Plati

(ar1az...a,) = (a1a2)(a1az) ... (a1ay,).

DEeFINiciA. Cyklus dfiky 2 nazyvame transpozicia. Permuticia je parna, ak
je stcinom parneho poctu transpozicii. Nech je dand permutacia a mnoziny
X ={1,2,...,n}. Dvojica (3, j) takd, ze i < j a a(i) > «a(j), sa nazyva inverzia.

PozNAMKA. Ak médme permutdciu mnoziny {1,2,...,n} a v maticovej repre-
zentacii mame v prvom riadku prvky v §tandardnom poradi, ¢ize 1,2,...,n, tak
inverziu tvoria také dvojice k£ a [ v druhom riadku, pre ktoré je k nalavo od [ a
plati k£ > [. Napriklad, v permutécii «

(123456
““\246153
tvoria inverziu (¢itame z druhého riadku) dvojice (2,1), (4,1), (4,3), (6,1), (6,5),
(6,3) a (5,3).

VETA 8.7. Permutdcia mnoziny X = {1,2,...,n} je pdrna prdve vtedy, ked
obsahuje pdrny pocet inverzii.

DOKAZ. Aby sme dokdzali tito vetu, staci overit, Ze vyndsobenim Tubovolnej
permutdcie « transpoziciou 7 = (kl) sa zmeni pocet inverzii o neparne ¢islo. To
preto, lebo identickd permutéacia sa da zapisat pomocou 0 transpozicii a neobsahuje
ziadnu inverziu, a kazdd permutéaciu (ag,ak, )(ag,0r,) - - - (g, ,ak,) vieme previest
na identitu vynasobenfm (sprava) transpoziciami (ag,ax,_, )(ak,, ak,_s) - - - (@&, Gk, )-
Uvazujme teda permutacie o a o - 7:

(12 ... mn T = 12 ... n
=k “\ ke
Sledujic druhy riadok maticovej reprezentacie a a « - 7 vidime, Ze tieto permutacie
maju tie isté inverzie, az na dvojice obsahujice bud k, alebo .
Uvazujme prvok m v druhom riadku. Ak sa nachddzal nalavo od k aj [, tak

sa pocet inverzii nezmenil. Podobne sa pocet inverzii nezmenil, ak sa m nachadzal
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napravo od k aj [. Ina je situdcia, ak m lezi medzi k a [. Vtedy v prave jednej z nasSich
dvoch permutécii tvori (km) inverziu a v prave jednej tvori inverziu (Im). To zna-
menad, ze kvoli m v a-7 bud pribudni dve inverzie, alebo Zziadna, alebo dve zaniknii.
Paritu poctu inverzii to neovplyvni. AvSak este je tu (kl). Této dvojica tvori in-
verziu v prave jednej z nasich permutécii, a teda vyndsobenim « transpoziciou (k)
sa pocet inverzii zmenil o neparne ¢islo. [

PozNAMKA 1. Veta 8.7 tvrdi, Ze parnost permutdcie je dobre definovani. To
preto, lebo Tubovolnej permutécii mnoziny {a1, as, ..., a,} zodpovedd permutéicia
mnoziny {1,2,...,n} (sta¢i uvazovat indexy). Teda kazd4 permutécia je bud pérna,
alebo nepdrna, ale nemoze byt ,,obojaka*.

PozNAMKA 2. Poznamenajme, Ze parita permutécie je ddlezitd pri determinan-
toch. Zavisi od nej znamienko prislusného sicinu.

DEFINfciA. Ak X = {1,2,...,n}, tak grupu vSetkych moznych permuticif na X
nazyvame symetricka grupa a oznacujeme ju S,. Podgrupu S,, tvoreni parnymi
permutaciami nazyvame alternujica grupa a oznacujeme ju A,.

PozNAMKA. V§imnime si, ze A, je naozaj podgrupou S, . (Je uzavretd vzhladom
na skladanie permutécii a na inverzné permutécie.) Dokonca tvori v S,, normalnu
podgrupu. To preto, lebo S, ma n! prvkov a A, ma n!/2 prvkov (toto plati pre
n = 2 a indukciou sa da platnost tvrdenia dokazat pre 'ubovolné n), ¢ize existuji
len dve triedy rozkladu S,, podla A,,. Faktorovou grupou S,,/A4,, je Cs.

Maticové grupy

DEFINICIA. Nésobenie matic je asociativne, a preto grupu tvoria aj mnoZiny
matic, ktoré si uzavreté vzhladom na operaciu nasobenia a na inverzné matice.
Takéto grupy nazyvame maticové.

PozNAMKA. KedZze n-prvkovej permutécii o zodpovedd matica A = (a; ;) typu
n X n, ktord je definovana:

- [0 akj#ali)
a””_{1 ak j = (i)

tak podla Cayleyho vety je kazd4 konetnd grupa izomorfnd s nejakou maticovou
grupou.
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Cvicenia

CVICENIE 8.1. Rozhodnite, ¢i si nasledujice zobrazenia izomorfizmy grip
a) ¢: (Z;+) — (Z;+), kde ¢(x) = 3z pre kazdé z € Z;
b) ¢: (R+) — (R +), kde ¢(z) = 3z pre kazdé = € R;
c) ¢: (RY;) = (RT;-), kde p(z) = ﬁ pre kazdé z € RT.

CVICENIE 8.2. Su nasledujice grupy izomorfné?

a) Ds a Ss; b) Dy a Sy;

c) (Z7-{0};0) a (Ze; ®); d) (R*;-) a (R—{0};);

e) (Ri+) x (R +) a (G +); f)  (Z2;®) x (Z2;®) a (Z4; ®);
g) (R—{0};-)x (R—{0};-)a(C—{0};)

CVICENIE 8.3. N&jdite geometricky utvar, ktorého grupa symetrii je izomorfn4
s grupou
a) Ly X Z3; b) Zig X Z; C) 7 X 7.

CVICENIE 8.4. Ukazte, Ze grupa (C—{0}; -) obsahuje prvky radu n pre lubovolné
kladné celé ¢islo n a tiez prvky nekone¢ného radu. Plati podobné tvrdenie aj pre

(R —{0};-)?

CVICENIE 8.5. Ktoré z nasledujicich grip si cyklické?

a) (Z3;®) x (Z4;®); b) (Z3;®) x (Z3;®);
c) (Zo;®) X (Zy; ®); d) (Z1; - {0};0);
e) ({3™nez);); £) ({1,-%+ig, -1 -3},

CVICENIE 8.6. Urcte pocet cyklickych podgrip
a) Dy; b) Ss; ¢) grupy symetrii kocky.

CVICENIE 8.7. Tvoria nasledujice mnoziny transformaécii spolu s operaciou skla-
dania grupu?
a) {f:Z—-Z;f(n)=n+k, kde k € Z};

b) {f:Z—Z; f(n) =nk, kde k € Z);

¢) {f: Rt = R"; f(z) = 2", kde k,n € Z};

d) {f:R—=>TR f(z) =ax+Db, kde a,b € Q};

e) {[:RoR f(zr)=ax+b, kdeaeQab=0}

f) {f:R—>R; f(r)=ar+b, kdeac Q— {0} abeR};

g) {f:R—>R f(zr)=ar+b, kde a € R — {0} a b je iraciondlne}.

CVICENIE 8.8. Overte, Ze transformécie fi, fa, f3, f1, f5 a fe dané vzorcami
filz) = a, fo(x) = 3, fa(x) = 1 -z, fa(z) = =5, fs(z) = 1 — 3, fe(z) = 1%

tvoria grupu transformécii mnoziny R — {0, 1}. Je tato grupa komutativna?

CvVICENIE 8.9. Pomocou generdtorov opiste grupu vsetkych symetrii Platén-
skych telies, ¢ize pravidelného Stvorstena, kocky, pravidelného osemstena, pravidel-
ného dvanaststena a pravidelného dvadsatstena.
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CVICENIE 8.10. AZ na izomorfizmus, existuje len 7 réznych typov symetrii neko-
necnych pasovych ornamentov. Niz§ie je uvedeny pre kazdy z tychto typov jeden
reprezentant. Pomocou generdtorov opiSte grupy symetrii tychto nekonecnych or-
namentov a pokuste sa urcit, o aké grupy ide.

o) [ C CCC [ b T T T T TT
o [T rC[CCr 9 LT

" rC[Cr e I e O
) T S I N I R

CVICENIE 8.11. Vypoéitajte 129 ak
a)—12345678' b)—1234567
P=\4 387621 5) P=\5 4176 2 3)
CvVICENIE 8.12. Dokéazte, ze kazda permuticia 6 prvkov ma rad najviac 6. Aky
najvacsi rad moze mat permutacia 8 prvkov?
CVICENIE 8.13. Dokéizte, Ze mnozina vSetkych matic typu n X n s redlnymi

koeficientami, ktorych determinant sa rovna 1, tvori s operaciou nasobenia matic
grupu.
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9 TEORIA GRUP 3

Tri dlohy

UroHA 1 (Kvadratira kruhu). Méme dany kruh. Pomocou pravitka a kru-
zidla zostrojte hranu §tvorca, ktory méa rovnaky obsah ako dany kruh.

ULOHA 2 (Zdvojenie kocky). Dan4 je hrana kocky. Pomocou pravitka a kru-
zidla zostrojte hranu vacsej kocky, takej, ktorej objem je dvojnidsobkom objemu
kocky povodne;j.

ULoHA 3 (Trisekcia uhla). V rovine je dany uhol. Pomocou pravitka a kruzidla
rozdelte tento uhol na tri mensie, rovnako velké casti.

Tieto tlohy boli zndme uz v antickom Grécku. VysSe dvetisic rokov sa ich Tudia
snazili vyrie§it, avSak netspeSne. Az modernd algebra ukazala, Ze tieto tlohy sa
vyrieSit nedaji. KMicom k dokazu boli prave rozsirenia poli, ktorym sa budeme
venovat v tejto kapitole. Pri prvej tlohe iSlo o rozsirenie o transcendentny prvok,
zatial ¢o pri dalsich dvoch o rozsirenia o algebraicky prvok.

Okruhy a polia

DEFINiciA. Okrubh je usporiadand trojica (A; +, <), kde A je neprdzdna mnozina
a + a - su bindrne operacie na A, pricom plati
(a) (A,+) je komutativna grupa;
(b) A je uzavretd vzhladom na -
c) pre kazdé a,b,c € A platia- (b-c) = (a-b) - c (asociativny zdkon);
d) pre kazdé a,b,c € Aplatia-(b+c¢) =a-b+a-c (lavy distributivny zdkon)
atiez (a+b)-c=a-c+b-c (pravy distributivny zakon).

PozNAMKA. Opericie + a - nazyvame sCitanie a nasobenie, aj ked to nemusi
byt klasické s¢itanie a ndsobenie. Kvoli stru¢nejSiemu zapisu sa znak nésobenia
casto vynechava a aby sme nemuseli pisat privela zatvoriek, uzavrieme dohodu, ze
nasobenie ma vacsiu prioritu ako scitavanie.

LEMA 9.1. V lubovolnom okruhu (A;+, )

(1) pre kazdé a € A plati a0 = 0a = 0;

(2) pre kazdé a,b € A plati a(—b) = (—a)b = —ab.
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DOKAz. Vyuzijic 0, ¢ize neutrdlny prvok grupy (A, +), a distributivny zdkon,
dostdvame aa = a(a + 0) = aa + a0. Teraz ked od obidvoch stran rovnice odéitame
aa, ziskame a0 = 0. Podobne zo vztahu aa = (a + 0)a = aa + 0a ziskame 0a = 0.
Cize a0 = 0a = 0.

K dokazu druhej casti sta¢i ukazat, ze a(—b) aj (—a)b si prvky opainé k ab.
Kedze a(—b) +ab = a(-b+b) = a0 =0 a (—a)b+ab = (—a+ a)b = 0b = 0,
tvrdenie je dokdzané. [

DEFINICIA. Pole je taky okruh (A;+,-), v ktorom je (A — {0}, -) komutativnou
grupou.

LEMA 9.2. V poli (A;+,-) pre kazdé a,b€ A, a # 0 a b # 0, plati ab # 0.

DOKAz. Predpokladajme, Ze ab = 0. KedZe a # 0, existuje v poli prvok a~!
inverzny k a. Potom vSak vyndsobenim ab = 0 zlava prvkom a~! dostdvame
(e ta)b = a0, ¢ize b = 0 podla Lemy 9.1. Podla vety o obritenej implikacii
plati dokazované tvrdenie. [J

Lema 9.2 tvrdi, Ze v poli neexistuji netrividlne delitele nuly.

DEFINiCIA. Okruh A je podokruhom okruhu (B;+,-) ak A C B a ak s¢itovanie
a nasobenie prvkov z A dava rovnaky vysledok v A aj B. Podobne pole A je
podpofom pola (B;+,-) ak A C B a ak sCitovanie a ndsobenie prvkov z A déva
rovnaky vysledok v A aj B.

VETA 9.3. Neprdzdna podmnozina X okruhu (A;+,-) je podokruhom prdve vte-
dy, ked’ je uzavretd vzhladom na rozdiel a sucin. (Teda ked pre kaZdé a,b € X plati
a—bée X ajab € X.) Neprdazdna podmnozina X pola (A;+,-) je podpolom prdve
vtedy, ked je uzavretd vzhladom na rozdiel, podiel a obsahuje jednotku. (Teda ked
pre kazdé a,b € X plati a —b € X, pre kazdé a,b € X, b# 0, a-b"! € X a tie?
ec X.

DOKAzZ. Podmienky vety si zjavne nutné na to, aby bola mnozina X okruhom,
respektive pofom. Ukazeme, Ze su aj postacujice. Nato potrebujeme overit, zZe je
(X, +) komutativna grupa a vlastnosti (b), (¢) (d) z definicie okruhu pre prvi ¢ast
vety, respektive vlastnost (d) z definicie okruhu a podmienku ze je (X — {0},-)
komutativna grupa pre druhu cast vety.

KedZze X je neprazdna, obsahuje prvok a a aj 0 = a — a. Teda s kazdym prvkom
a obsahuje 0 —a = —a a s kazdymi dvoma prvkami a,b € X obsahuje aj a, —b € X
a teda aj a — (=b) = a + b. Cize X je uzavretd vzhladom na + a opacné prvky,
a podla Vety 7.4 je (X, +) komutativna grupa.

Podobne sa z existencie e € X dokdze, ze (X — {0}, -) je komutativna grupa pre
druhu cast vety.

Pre prva cast vety uzavretost X vzhladom na - mame medzi podmienkami a
asociativita je splnend pre vSetky prvky A, teda aj pre vSetky prvky X. Podobne
je to aj s distributivnymi zakonmi. [
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DEFIN{CIA. Mnozina X C A generuje okruh (A;+,-), zapisujeme [X]| = A,
ak sa kazdy podokruh A obsahujuci X rovna A. Podobne, X C A generuje pole
(A;+,-), zapisujeme [[X]] = A, ak sa kazdé podpole A obsahujice X rovna A.

V nasledujticich vetach opisujeme, ako mozno ku komutativnemu okruhu, teda
k okruhu, v ktorom je - komutativne, respektive k polu, pridavat nové prvky u.

VETA 9.4. Nech je A podokruh komutativneho okruhu B s jednotkou e a nech
e € A. Potom pre lubovolnyg prvok u € B — A sa [AU{u}] rovnd mnoZine

Alu] = {ag + a1u + asu® + - - + a,u™; kden €N a ag,ay,...,a, € A}.

DOkAzZ. Okruh [AU{u}] je uzavrety na sCitovanie a ndsobenie, a preto s kazdymi
svojimi prvkami obsahuje aj ich siciny a stéty. Cize A[u] C [A U {u}]. Kedze
u =0+ eu € Alu|, zostdva dokdzat, ze A[u| tvori okruh.

Nech st a = ag+a1u+---+ a,u™ a b=bg+ byu+ - - -+ b, u™ dva prvky Alu].
Potom a — b = (ag—bg) + (a1—b1)u + ..., pricom tento vyraz ma koneénd dizku
(max{n,m} + 1), a teda a — b € AJu]. Podobne, a - b = agby + (apb1+a1bp)u + ...
(tu vyuzivame komutativitu ndsobenia), pricom aj tento vyraz ma koneéni dlzku
(nanajvy§ n+m+1), a teda a-b € AJu]. KedZe operacie pouzivame presne tie isté
ako st operacie B, podla Vety 9.3 plati Aju| = [AU{u}]. O

VETA 9.5. Nech je A podpole pola B. Potom pre lubovolny prvok u € B— A sa
[[AU{u}]] rovnd mnoZine

ag + a1u + asu? + - - + a,u”
bo + byu + bau? + - - - + by u™

; kde n,m € N,

A(u) = {

ag,a1,-..,0n,b0,b01,...,b, € A abo—l—blu—i----—}-bmum;éO}.

DOKAz. Pole [[AU {u}]] je uzavreté na scitovanie, ndsobenie a podiel, a preto
s kazdymi svojimi prvkami obsahuje aj ich siéiny, sicty a podiely (ak je delitel
rozny od 0). Cize A(u) C [[AU {u}]]. Kedze u = 2t € A(u), zostdva dokdzat, Ze
A(u) tvori pole.

; — € 40 — Gotaiut---tanu” — botbiut--+bypu™
Zjavne e = ¢ € A(u). Nech st a = 2240t 5 b = S P dva

prvky A(u). Potom a — b mé (po tprave na spoloéného menovatela) opat tvar ako
v zneni vety, a teda a —b € A[u]. Podobne, a : b= a-b~!, pricom aj tento vyraz ma
tvar ako v zneni vety. Kedze operacie pouzivame presne tie isté, ako si operacie B,
podla Vety 9.3 plati Aju] =[AU {u}]. O
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Jednoduché rozsirenia poli

DEFIN{CIA. Nech je A podpole pola (B;+,-). Prvok u € B je algebraicky nad
A ak existuje nenulovy polyném f nad A (Gize f(x) = ap+a1r+asx®+- - +a,z" pre
vhodné n € N a ag, ay,...a, € A) taky, ze f(u) = 0. Prvok u je transcendentny
nad A ak f(u) # 0 pre kazdy nenulovy polyném f nad A.

PRIKLAD 1. Prvok v/2 + 1 je algebraicky nad Q. To preto, lebo 1 + /2 € R,
pricom Q je podpole pola R a 1 + /2 je korefiom polynému druhého stupiia
f@)=(@+1+V2)(z+1-vV2)=2?+2r+1-2=(-1) + 2z + 122

PRIKLAD 2. Prvok ¢ je algebraicky nad Q. To preto, lebo 7 € C, pricom Q je
podpole C a i je korefiom polynému f(z) = 1 + 0z + 1z2.

PRIKLAD 3. Prvky e a 7 st transcendentné nad Q. Zjavne e, m € R, pricom Q
je podpole R. AvSak fakt, Ze ani e ani 7 nie si korenom polynému nad QQ nateraz
ponechame bez dokazu.

DEFINICIA. Pole B je jednoduchym algebraickym rozsirenim pola A ak
existuje prvok u € B algebraicky nad A taky, ze B = A(u). Pole B je jednodu-
chym transcendentnym rozsirenim pola A ak existuje prvok u € B transcen-
dentny nad A taky, ze B = A(u).

VETA 9.6. Ak si u a v transcendentné prvky nad polom (A;+,-), tak rozsirenia
A(u) a A(v) st izomorfné.

NAZNAK DOKAZU. Izomorfizmom A(u) — A(v) je ¢ definované

<a0+a1u+a2u2+---+anu"> ao + a1v + agv? + - - + apv"

Do + b1t + bou £ -+ byt ) bo + b10 + bav® + -+ + bpp™

Podla Vety 9.5 je ¢ vSade definovani a surjektivna reldcia A(u) — A(v). AvSak
nato, aby sme ukézali Ze ¢ je jednoznacnd reldcia a Ze je injektivna, potrebovali
by sme trochu lepsie opisat podielové polia. Tym by sa ukazalo, Ze ¢ je bijekcia.
Ze je ¢ izomorfizmom, to plynie z toho, Ze nad A si opericie + a - z A(u) a
A(v) totozné, a polyndmy stupiia vysSieho ako 0 nie st z A (kedZe rozsirenia si
transcendentné). [

DEFIN{CIA. Polyném f(z) je normovany, ak je koeficientom pri najvyssej moc-
nine z v tomto polynéme prvok e (jednotka). Minimalny polyném prvku u algeb-
raického nad polom (A;+,-) je normovany polyném najnizsieho stupiia, pre ktory
plati f(u) = 0. Nuz a polyném f(x) je ireducibilny, ak sa ned4 napisat ako sicin
dvoch polynémov, z ktorych kazdy mé stupen aspon 1.

LEMA 9.7. Ak je m minimdlny polyndm prvku u algebraického nad polom
(A;+,-), tak m je ireducibilng nad A.

DOKAZ. Nech m = f - g, kde f aj g s polynémy stupiia aspon 1. Potom plati
m(u) = f(u) - g(u), a kedze (A;+,-) je pole, tak podla Vety 9.2 bud f(u) = 0
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alebo g(u) = 0. Kedze f aj g st polynémy stupnia aspon 1, tak obidva tieto
polynémy maju stupenn mensi ako je stupen polynému m. Lenze to protirec¢i mini-
malite polynému m. O

Nasledujica veta opisuje jednoduché algebraické rozsirenia.

VETA 9.8. Nech je u algebraicky prvok nad polom (A;+,-) a nech md minimdlny
polynom m prvku u stupen n. Potom kaZdy prvok v jednoduchého algebraického
roz§irenia A(u) vieme vyjadrit v tvare

2 1
v =ag+ au+ asu‘+ -+ ap_1u"" ",

kde ag,a1,...,an_1 € A.
NAzZNAK DOKAZU. Podla Vety 9.5 mozno kazdy prvok v jednoduchého algebraic-

kého rozsirenia A(u) vyjadrit v tvare

co + c1u+ cou? + -+ - + cou
v =
bo + biu + bou? + - - - + b u™’

(1)

kde o,m € N a cg,c¢1,.-.,Co,b0,b1,...,by € A, pricom by + biu + - - - + b, u™ # 0.

Avsak v zlomku (1) staéi uvazovat len také Citatele a menovatele, ktoré si
polynémami stupiia nanajvys n — 1. To preto, lebo fubovolny polyném p(x) vieme
zapisat (pomocou delenia polynémom m(x)) v tvare p(x) = m(z) - g(x) + z(z), kde
z mé stupen mensi ako n. A kedze m(u) = 0, tak p(u) = z(u).

Zostava ndm opisat, ako odstrdnit menovatela r(u) = bo+byu-+bou+- - - +byu™
v (1). Kedze m je ireducibilny polyném (podla Lemy 9.7) a stupeii 7 je mensi ako
stupen m, tak najvacsi spolo¢ny delitel tychto dvoch polynémov je jednotka e.
Lenze potom existuji polynémy m* a r* také, ze m(z) - m*(z) + r(z) - r*(z) =1
(toto tvrdenie sme nedokdzali, preto sa jedna len o ndznak dokazu a nie o dokaz;
tvrdenie sa da dokazat pomocou takzvaného Euklidovho algoritmu). Po dosadeni u
ziskavame m(u) - m*(u) + r(u) - r*(u) = r(u) - 7*(u) = 1, ¢ize r*(u) = r~'(u). Teda
p(w)/r(u) = p(u) - r*(u). O

7 Vety 9.8 plynie nasledujuce tvrdenie.

DOSLEDOK. Ak je u algebraicky nad polom (A;+,-) a stupen minimdlneho po-
lyndmu prvku u je n, tak A(u) s operdciou + je vektorovy priestor dimenzie n nad
A s bdzou 1,u,u?, ... u" L.

V dalsom si ukdzeme niekolko prikladov. Ak je u algebraicky nad pofom (A; +, -),
tak poCitanie v A(u) sme v podstate opisali uz v dokaze Vety 9.8. Poznamenajme,
ze toto pocitanie je dosledkom skutocnosti, ze A(u) je faktorovy okruh A[z]/m, kde
m je minimdlny polyném prvku u a A[z] je okruh vSetkych polynémov nad A.

PRIKLAD 1. Asi najzndmejsim jednoduchym algebraickym rozsirenim je R(7),
kde 7 je koreiiom polynému z2 + 1. Kedze i2 + 1 = 0, tak i> = —1, €o sa obtas
zapisuje ako i = /—1. Je zrejmé, ze R(i) = C, ¢iZe sa jedna o pole komplexnych
¢isel. Prvkami C su cisla a + bi, kde a,b € R.
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Pole R sa neda z Q ziskat pomocou jednoduchych algebraickych rozsireni tak,
ako sa da ziskat C z R. (Napriklad preto, lebo 7 nie je algebraické nad Q, a teda
toto ¢islo nevieme ziskat ani pomocou viacnasobnych algebraickych rozsireni pola
Q.) Pomocou jednoduchych algebraickych rozsireni vSak vieme pridat ku Q zopéar
realnych cisel.

PRfKinD 2. Pole Q(v/2) ziskame rozsirenfm Q o korei polynému z2—2. Prvkami
pola Q(v/2) st &isla a +bv/2, kde a,b € Q. V tomto poli je k éislu a + by/2 inverzné
S + a2:gb2 V2, kedze (a + bv/2)(a — bv/2) = a? — 2b2. (Viimnime si, ze ak

a+bv2 # 0, tak aj a® — 2b% £ 0.)

PRIKLAD 3. Pole Q(v/ 5)(\_/3) ziskame rozsirenim pola Q(v/2) o koreii polynému
22 — 3. Prvkami pola Q(v/2)(V/3) si é¢isla (a+bv2) + (c+dv/2)V/3, &ize prvky
a+bv/2+cv/3+dv6, kde a,b,c,d € Q.

PRfKLA_D 4. Pole Q(v/2) ziskame rozsirenim Q o koreii polynému 23 —2. Prvkami
pola Q(v/2) st &isla a + bv/2 + c¢¥/4, kde a,b,c,d € Q. V tomto poli je k prvku
1+ Y2+ V4 inverzny prvok —1 + 2.

PozZNAMKA. Vritme sa k trom tlohdm zo zaciatku kapitoly. Ak médme v rovine
danu tusecku, mozeme predpokladat, ze jej dizka je 1 (ako jedna jednotka). Ak
zaciatok tejto useCky prehldsime za pociatok sturadnicovej sistavy, ¢ize bod (0,0),
a jej koniec za bod (1,0), tak pomocou pravitka a kruzidla Tahko zostrojime vsetky
body (a,b), kde a,b € Z. A pomocou rovnolahlosti vieme zostrojit aj body (a,b),
kde a,b € Q. Pomocou kruzidla vieme k tymto bodom pridat aj druhé odmocniny,
kedZze rovnica kruhu je druhého stupna. Takto postupne vieme rozsirovat pole Q
0 v2,v/3,.... Je viak zrejmé, ze takto nikdy nedostaneme &fslo 7, pretoze nato by
sme potrebovali transcendentné rozsirenie pola Q. Tym je nahliadnutd nemoznost
kvadratiry kruhu. Nemoznost zdvojenia kocky plynie z toho, Ze /2 nevieme ziskat
pomocou rozsireni pola Q o druhé odmocniny (jednd sa zakazdym o rozsirenia
druhého stupiia, pri k-ndsobnych rozsireniach ziskame rozsirenie stupna 2%, a kedze
3 nedeli 2%, tak v/2 sa v tychto rozsireniach nenachidza — toto je ndznak rieSenia).
A podobne ako sa ukadzala nemoznost zdvojenia kocky sa dd ukazat nemoznost
trisekcie uhla (staci si zvolit vhodny uhol, napriklad 30°).

Cvicenia

CvVICENIE 9.1. Urcte, ktoré z nasledujicich mnozin tvoria spolu so zvycajnym
sCitovanim a ndsobenim pole.

a) {a+bV5;a,beQ} b) {a+bV3;a,beQ}
c) {a+by/3+cV9;a,b,ccQ} d) {a+biv2; a,b € Q}
e) {a;0€Q&a>0} f) {a;a€Q&a>0}
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CVICENIE 9.2. Dokézte, ze mnozina P(X) vSetkych podmnozin neprizdnej
mnoziny X pri operdcidich A+ B = A + B (symetrickd diferencia) a A-B = ANB
tvori okruh.

CVICENIE 9.3. Nech st (Aj;+1,-1) a (Ag;+2,-2) okruhy, ktoré majui aspon 2
prvky. Dokézte, ze potom v priamom su¢ine A; x A tychto okruhov (opericie
si definované po zlozkach tak, ako pri priamom siéine grip) existuji netrividlne
delitele nuly.

CVICENIE 9.4. Urcte, ktoré prvky a maji v poli (Zy;+,-) druhi odmocninu
(Gize existuje b také, Ze b- b = a). Ulohu rieste pre p € {3,5,7,11,13}.

CVICENIE 9.5. Ukédite, ze Zg X Z3z a Zg su izomorfné okruhy. (Izomorfizmus
okruhov a poli sa definuje presne tak, ako izomorfizmus grip. Je to bijekcia za-
chovévajica opericie.)

CVICENIE 9.6. Dokazte, ze pole C je izomorfné s polom vSetkych matic tvaru
(a b),kdea,bER.
—b a

CVICENIE 9.7. V poli C zostrojte [{0,1}] a [[{0, 1}]], ¢ize najmensi podokruh a
podpole obsahujtice nulu a jednotku.

CVICENIE 9.8. Ukéite, 7e Q(v/2) a Q(—+/2) st izomorfné polia.

CvVICENIE 9.9. Ukéazte, ze z predpokladu ,minimélne polynémy prvkov u a v
nad polom (A;+, ) st rozne* nevyplyva A(u) # A(v). Za pole A staci zvolit Q.

CVICENIE 9.10. Dokazte, ze ak maju prvky u a v rovnaké minimélne polynémy

stupiia n nad polom (A4;+, -), tak zobrazenie ¢ : A(u) — A(v) definované vztahom
o(f(u)) = f(v), kde f(z) je polyném stupiia nanajvys n — 1, je izomorfizmus.
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10 TEORIA GRUP 4

Stvorprvkové pole

Je zrejmé, ze ak je p prvocislo, tak je (Zy; +, ) pole. Je viak polom aj (A4;+,-),
kde A = {0,e,a,b} a tabulky pre operécie + a - si nasledovné?

+ 10 e a b | 0 e a b
0 0 e a b 0 0 0 0 0
e e 0 b a e 0 e a b
a a b 0 e a 0 a b e
b b a e 0 b 0 b e a

Viaceré z viet uvadzanych v tejto kapitole platia pre okruhy, respektive pre
okruhy bez delitelov nuly, ¢i pre komutativne okruhy. My ich vSak budeme for-
mulovat pre polia, lebo nasim ciefom je charakterizovat konec¢né polia, dat navod
na ich zostrojenie a na pracu s nimi.

Rad prvku a charakteristika pola

DEFINicIA. Nech je (A4;+,-) pole. Rddom prvku a € A je najmensie k také,
ze a+a+---+a=0. Ak také k neexistuje, rddom a je oo.

-~

k

Vsimnime si, ze 0 je jediny prvok pola, ktorého rad je 1.

PoOzNAMKA. Vyraz a+a+ -+ a budeme zapisovat skratene k£ x a. Ak teda

k
piSeme k X a, tak k je prirodzené ¢islo, a je prvok pola. Symbol - si rezervujeme na

nasobenie prvkov pola.

LEMA 10.1. V poli maji vsetky nenulové prvky rovnaky rdd.

DOKAz. Nech st a a b nenulové prvky pola (A; +, ), pricom a mé rad k, b ma rad
l a k <. Podla distributivneho zdkona plati 0 = (k xa)-b=k x (a-b) = a-(k xb),
a podla Lemy 9.2 k xb=0. Tedal=k. O
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DEFIN{CIA. Nech je (A;+,-) pole. Charakteristika poPa A je najmensie pri-
rodzené cislo k také, ze k x a = 0 pre kazdé a € A. Ak také k neexistuje, tak
charakteristika pola je oo.

PozNAMKA. Ak je A pole, ktoré m4a okrem 0 eSte aspon jeden prvok, tak jeho
charakteristika je rddom jednotky e.

VETA 10.2. Nech je (A;+,-) pole, ktoré md okrem O eSte aspori jeden prvok.
Potom jeho charakteristika je bud’ oo alebo prvocislo.

DOKAZ. Staci ukdzat, zZe charakteristika nemoze byt zlozené ¢islo. Sporom pred-
pokladajme, ze (A;+, ) ma charakteristiku k = mn, kde 1 < m < n < k. Pouzitim
distributivneho zakona dostavame

(e+ed+---+e)-(etet+---+e)=(+e’+---+¢°) =0,

m n k

¢o je v spore s Lemou 9.2, ktora tvrdi, ze v poli neexistuju netrividlne delitele
nuly. [

VETA 10.3. Nech je (A;+,-) pole s jednotkou e. Ak je charakteristika tohoto
pola oo, tak [[e]] je podpole A izomorfné s (Q;+,-); zatial ¢o ak je charakteristika
tohoto pola p, tak [[e]] je podpole A izomorfné so (Zp;+,-).

DOKAz. Je zrejmé, ze do [[e]] patria vSetky celociselné ndsobky n X e prvku e.
Cize {n x e;n € Z} C [[e]]- Ak je v8ak charakteristika pola p, kde p je prvoéislo,
tak {n xe; n € Z} = {0,1,...,p—1}. UkdzZeme, ze zobrazenie ¢ pola (Z,;+,-) do
podmnoziny {0,1,...,p—1} pola (A;+,-), definované ¢(n) = n x e, je izomorfiz-
mom. A izomorfizmom je toto zobrazenie preto, lebo

p(men)=(me&n)xe=(m+n)xe=(mxe)+(nxe) =eo(m)+epn)

e(mOn)=(mon)xe=(mn)xe=(mxe)-(nxe)=ep(m)-pn).
(Kvoli rozliSeniu operacii v poliach Z, a A sme v poli Z, pouzili & a ® na scitanie,
respektive ndsobenie.) Kedze ¢ je izomorfizmus, {0,1,...,p—1} je hfadané podpole
pola (Aa +, )

Predpokladajme teraz, Ze charakteristika pola (A;+,-) je co. V takom pripade
{n x e; n € Z} nie je uzavreté na inverzné prvky vzhladom na ndsobenie. Podla
Vety 9.3 [[e]] obsahuje aj vSetky prvky tvaru (m x e) - (n x €)™, kde m,n € Z. To
viak staci, lebo zobrazenie ¢ pola Q do {(m x e) - (n x e)™'; m,n € Z} definované

o(m/n) = (mxe)-(nxe)~! je izomorfizmom. A izomorfizmom je toto zobrazenie
preto, lebo (kvoli zjednoduseniu zdpisu vynechdvame znak nésobenia -)

o(m/n+k/l) = o((ml + kn)/nl) = ((ml + kn) x e) ((nl) x e)_l =

— ((ml) x e+ (kn) x e) ((n x e)(I x e)) " =
Jixe)+(kxe)(nxe)((nxe)lxe) =
(nxe)t+ (kxe)(l xe)™h = p(m/n) + (k/l);
/(nl)) = (mk x e)(nl x €)' =

(kxe)(nxe) t(Ixe) t=p(m/n)-ok/l). O
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Pripomenme si definiciu vektorového priestoru.

DEFINICIA. Nech je A pole. Dalej nech je V mnozina, na ktorej je dana bindrna,
operacia +, a nech je kazdému a € A a a € V priradeny prvok a -« € V, pricom
plati

(a+b)-a=a-a+b-«aprekazdé a,be AaaeV;
(a-b)-a=a-(b-a) pre kazdé a,be Aa a € V;

Potom V tvori vektorovy priestor nad polom A.

VETA 10.4. Pocet prvkov koneéného pola je mocnina jeho charakteristiky.

DOxkAZ. Nech charakteristika ndsho pola (A;+,-) je p. Podla Vety 10.3 (navza-
jom izomorfné polia mézeme povazovat za totozné) je Z, podpole pola A. Avsak po-
tom mozno A chépat ako vektorovy priestor nad polom Z,. KedZze dimenzia tohoto
priestoru je kone¢nd, musi v iom existovat kone¢nd baza, povedzme wuq, us, ..., us.
Teda kazdy prvok a vektorového priestoru A sa dé vyjadrit jednoznacne ako line-
drna kombindcia a = ai1uq + asug + - - - + azuy, pricom koeficienty a; si z pola Z,,.
Ked7e existuje prave p* roznych ¢-tic prvkov pola Z,, tak pocet prvkov vektorového
priestoru (pola) A je pt. [

Koneéné polia

VETA 10.5. Nech je (A;+,-) konecéné pole s q prvkami. Potom pre kaZdy prvok
a € A plati a? = a.

DOKAZ. Rovnost a? = a je o¢ividne splnend pre a = 0, a preto v dalSom pred-
pokladajme, ze a # 0. Nenulovych prvkov pola A je ¢ — 1 a tieto prvky tvoria
multiplikativnu grupu. Podla Vety 8.3 rdd kazdého prvku deli pocet prvkov grupy,
¢ize a9~ ! = e, z ¢oho plynie a? =a. O

Pre nasledujuci dosledok uvadzame len naznak dokazu, pretoze sa v argumentacii
budeme ¢asto opierat len o intuiciu. Korektny dokaz by si vyziadal zavedenie pojmu
Euklidovsky okruh polynémov a odvodenie zdékladnych viet pre tento okruh. Avsak
na to nemame dostatok priestoru.

DOSLEDOK. Nech st a1, as, ..., aq véetky proky koneéného pola (A;+,-). Potom
plati (z —a1)(x —az) ... (x —ay) = 29 — x.

NAzZNAK DOKAzU. Majme dva polynémy f(z) a g(z). Ked ich vydelime, dos-
taneme Ciastoény podiel ¢(z) a zvysok r(x), cize f(z) = g(x) - ¢(z) + r(x), pricom
stupen r(x) je mensi ako stupen g(z). To znamend, Ze ak je g(x) linedrny polyném,
napriklad z — a;, tak zvySkom je konstanta r. Kedze plati a] — a; = 0 pre kazdé
i=1,2,...,q, tak 29—z = (z — a;) - q¢(x) + 0 (dosadte a; za x), kde ¢(x) je nejaky
polyném. Teda x — a; deli ¢ — x pre kazdé a;.

77



Na druhej strane, polymémy z —a; a  —aj, 1 < 4 < j < ¢, si navzdjom
nesudelitelné. Preto ich si¢in (x—a1)(z—a2) ... (x—a,) deli 27—z. KedZze polynémy
(x —a1)(x —ag)...(z — aq) a % — z majd rovnaky stupeii a vedicim koeficientom
v obidvoch je jednotka e, tieto polyndmy sa musia rovnat. [

VETA 10.6. Multiplikativna grupa G* vsetkyjch nenuloviych prvkov konecéného
pola (A;+,-) s q prvkami je cyklickd.

NAzZNAK DOKAZU. Grupa G* mé g — 1 prvkov. RozloZzme ¢ — 1 na stiéin prvoéi-
nitelov, ¢ize zapiSme ¢ — 1 = p? p? ...p% a oznacme ¢, najvacsiu mocninu p;, pre
ktoré existuje prvok G* radu p?. Podla Vety 8.3 rad kazdého prvku grupy deli pocet
prvkov grupy, a teda t; < ¢; pre vietky i = 1,2,..., k. Rozoberme dva pripady:

(1) Pre kazdé ¢ plati t; = t;. Potom G* obsahuje prvky aq,as,...,a; ré-
dov pil,p?,..., pZ’“. Ked7e tieto prvky komutujui, tak ich sic¢in ma rad
p’ilpéz .. .p';c’“ (toto tvrdenie sa dd dokazat indukciou vzhladom na k pri
vyuziti skutocnosti, ze pél a pg? su pre i # j a l1,ls > 0 nestdelitelné). To
vSak znamend, ze G* je cyklickd grupa.

(2) Pre niektoré j plati t; < tj. Nech je a TubovoIny prvok grupy G* a nech
je pi'py’ ... piF jeho rdd. Oznacme n sicin vsetkych p;* s vynimkou p;j .
Potom rad prvku a™ je prave p;j . Kedze r; < t;-, tak rad kazdého prvku
grupy deli sucin pill pg? ... pz;“, ktory je vlastnym delitefom g — 1.

Ak teda grupa G* nie je cyklickd, tak pre t = pil pt; ... pfj dostadvame, ze x — a deli
2871 — 1, kde t — 1 < ¢ — 1, pre kazdé a € G*. To by viak znamenalo, 7e siéin
vietkych élenov z—a, a € G*, deli polyném zt—'—1, o je v spore s predchadzajicim
dosledkom. [

DOSLEDOK. Koneéné pole s ¢ = pt prokami je jednoduchym algebraickym rozsi-
renim pola Z,,.

DOxAzZ. Nech je (A4;+,-) pole s ¢ = p* prvkami. Podla Vety 10.3 je (Zp;+,-)
podpole A. Nech je ¢ prvok, ktory generuje multiplikativnu grupu G* pola (4;+, -).
Potom Zy(c) je podpole A ktoré mé aspoii tolko prvkov, ako A. Kedze A md konecne
vela prvkov, Z,(c) a A si izomorfné polia. [

Teraz mozeme sformulovat najpodstatnejSie tvrdenie tejto kapitoly. Uvadzame
ho bez dokazu.

VETA 10.7. Pre kazdé ¢islo tvaru ¢ = pt, kde p je prvoéislo at > 0 je prirodzené
¢islo, existuje (az na izomorfizmus) prdave jedno q-prvkové pole. Toto pole sa nazjva
Galoisovo a oznacuje sa symbolom GF(q).
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Vytvorenie Galoisovho pola GF(p)

Na vytvorenie GF (p*) ndm staci ndjst vhodny ireducibilny polyném m(z) stupitia
t nad Z,. Tento polyném bude podla Vety 10.5 delit 27 — z a GF(p*) bude fak-
torovym pofom Z,[z]/m(x) (kde Zp[z] je okruh polynémov nad Z,). Z tejto poz-
namky je zrejmé, ako sa bude v GF(p') pocitat (pozri Vetu 9.8). Problémom je
najst vhodny ireducibilny polyném. Tieto sa daji najst v roznych publikaciach, a
ako priklad tu uvddzame jeden takyto polyném pre kazdé t = 1,2,...,15 nad Zs.

t polyném t polyném

2 | 24z+1 9 | 29+2t+1

3 | 234+zx+1 10| z094+2%+1

4 zr4+zr+1 11 P+ 2241

5 x+ 2241 12| 2242854+ +2+1
6 | 28+2+1 13| zB¥+zt+23+2+1
7 T+ 22+ 1 14 2+ 20 6 1
8 | 284zt +a3+22+1 15| z2¥ 4241

PRIKLAD 1. Zostrojme pole GF(4). Podla predchddzajiicej tabulky je vhodnym
polynémom m(z) = 22 + x + 1. Potom GF(4) bude mat prvky 0,1, zg, o + 1, kde
xo je korenom polynému m(z). Tabulkami pre s¢itanie a ndsobenie si

—+ | 0 1 o .T,'0+1 . | 0 1 Zo .’130+1

0 0 1 o To+l1 0 0 0 0 0

1 1 0 $0+1 Zo 1 0 1 Zo $0+1

o Zo .’Eo—l-l 0 1 o 0 o .’E()—}—l 1
$0+1 ro+1 xo 1 0 $0+1 0 $0+1 1 Zo

pricom néasobenie je ,modulo“ polyném m(x). TakZe pre siéin xg a ¢ + 1 mame
zo(zo+1) =23+ 19 = 23+ 10+ 1+ 1 =m(z) + 1 = 1. Podobne vieme vypoécitat
(To+1)(wo+1) =22+ 20+ 20+ 1 =22 +1 = m(z0) + 20 = 7o atd. Viimnime si, Ze
toto pole je izomorfné so Stvorprvkovou struktirou uvedenou na zaciatku kapitoly.

PRIKLAD 2. Zostrojme pole GF(16). Vhodnym ireducibilnym polynémom je
m(z) = z* + 2 + 1 a prvkami st polymémy v ¢, stupiia nanajvys 3 nad Zs. Opit,
xo je korefiom m(z). S¢itanie prvkov GF(16) je trividlne, pre ndsobenie vyuzijeme
skutotnost (zistentd metédou pokusov a omylov), Ze xg je generator multiplikativne;
grupy G* pola GF(16). Dostdvame nizsie uvedeni tabulku. Podla nej si¢inom
2+ 1aaxd+zo+1je (22 + 1)(xd+ 20+ 1) = 2fz] = 2> = 1. Respektive
(#§ + a8+ z0+ 1) = 2%y’ = a3 = 25" = 1-2° = 2§ + 20 atd. V tejto tabulke
vieme velmi rychlo hfadat inverzné prvky. To preto, lebo k z¢ je inverznym x(l)s_l.

Vsimnime si, ze {5, z8°, z35=1,0} je podpole GF(16). Uzavretost na ndsobenie
je zrejm4 z uvedeného z4pisu a uzavretost na s¢itanie plynie z toho, ze z§+1 = z3°.
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Lo = Xo mgzxg—l—x(z) a:(l)lza:o—l—xo—l—x

Ty =z} J;g:mg+mo+1 r =xp+wd+ao+1
Ty =z} =23 +1 rpd=xp+ i+ 1
:Eé::co—l—l ) =13+ :U(1)4—x3—|—1

Ty = 3 + zo o) =al a0 +1 w5’ =1

PRIKLAD 3. Zostrojme pole GF(27). Vhodnym ireducibilnym polynémom je
m(x) = 23422 +1 a prvkami st polymémy v koreni xq stupiia nanajvys 2 nad Zs.
Séitanie tychto polynémov je zrejmé. Napriklad (3 +2x¢+2)+ (223 +2z0+1) = xp.
Pre nasobenie opat vyuzijeme, ze x¢ generuje multiplikativnu grupu G*. AvSak aby
sme si zjednodusili zapis, budeme polynémy kédovat pomocou ich koeficientov. Tak
napriklad 223 + 1 zapfSeme 201, zatial ¢o 2z zapiSeme 020 ap. Dostdvame tabulku

zo = 010 z§ =111 :1:(1)1 =112 =021 =101
3 =100 | =zf=122 =102 a:57 =210 a:o = 022
z3 = 012 z§ = 202 3:0 =002 | z}® =121 xo = 220
rg =120 | =) =011 a:O =020 x59 = 222 aco =221
=212 | z{° =110 = 200 =211 = 201

pri¢om 3% = 001, ¢ize 226 = 1.

Cvicenia
CvICENIE 10.1. Dokazte ze v kazdom poli tvori mnozina vSetkych prvkov ko-

necného radu podpole.

CviCENIE 10.2. Ukazte, ze ak je charakteristika pola A rozna od 2, tak v A
mozno rieSit kvadratické rovnice metédou doplnenia na uplny Stvorec. Odvodte
v8eobecny vzorec pre riesenie kvadratickych rovic v A.

CVICENIE 10.3. Dokézte, Ze ak je v kone¢nom poli a korefiom rovnice ™ —1 = 0,
tak aj kazda mocnica a je korenom tejto rovnice.

CVICENIE 10.4. Dokézte, ze pre kazdé prvocislo p a a € N plati mala Ferma-
tova veta, ¢ize plati a? = a (mod p)
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CvVICENIE 10.5. Dokézte, ze mnozina {0,1} x {0,1} tvori Stvorprvkové pole
GF(4), ak na nej definujeme sé¢itanie modulo 2 po zlozkich a ndsobenie podla
vztahu (a,b) x (u,v) = (au + bv, av + bu).

CVICENIE 10.6. Prvok kone¢ného pola je primitivny ak generuje cyklicki
grupu G* nenulovych prvkov vzhfadom na néasobenie. Dokazte, ze ak je a primi-
tivny prvok pola GF(q), tak a’ je primitivny prave vtedy, ked st éisla j a g—1
nestidelitelné. (Désledkom tohoto tvrdenia je, ze GF(q) ma ¢(q—1) primitivnych
prvkov, kde ¢ je Eulerova funkcia.)

CVICENIE 10.7. Zostrojte tabulky s¢itania a ndsobenia pre pole GF(8).

CVICENIE 10.8. Zostrojte tabulky sé¢itania a niasobenia pre pole GF(9).

CVICENIE 10.9. Zostrojte pole GF(25).

CVICENIE 10.10. Dokazte, ze GF'(4) nie je podpole GF(8).

CVICENIE 10.11. Pre ktoré hodnoty k € Zy je Z7[x]/(z% + k) polom?
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11 TEORIA GRUP 5

Matematické Struktiry

Redlne cisla mozeme scitovat aj nasobit. Tieto bindrne operacie tvorili s mnozi-
nou R aditivnu, respektive multiplikativnu grupu, a obidve operdcie spolo¢ne tvo-
rili na R pole. AvSak redlne ¢isla mozeme aj usporiadat. Usporiadanie je tvorené
binarnou relaciou <, ktord na R tvori zvaz. Nuz a prave zvazmi sa budeme zaoberat
v tejto kapitole.

Zvazy

DEFINICIA. Bindnu reldciu < na neprdzdne] mnozine A nazyvame ¢iastoéné
usporiadanie, ak pre kazdé a,b,c € A plati

(a) (a <a) (reflexivnost);
(b) ((a<b)&(b<c)=(a<c) (tranzitivnost);
(c) ((a<b)& (b<a))= (a=b) (antisymetri¢nost).

PRIKLAD. Nech je A poten¢nd mnozina mnoziny M (¢ize A je mnozina vietkych
podmnozin M). Reldcia inklizie C je ¢iastoénym usporiadanim A. To preto, lebo
pre kazdé mnoziny X,Y,Z € A plati X C X (C je reflexivna reldcia), ak X C Y
aY C Z tak X C Z (C je tranzitivna) aak X CY aY C X tak X =Y (C je
antisymetricka).

Ay 18 A, 60 As g A 12
9 4
2 4 10 6
3 2
O
1 2 1 2 3
Obréazok 6
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Ciastoéné usporiadanie na koneénej mnozine vizualizujeme pomocou Hasseho
diagramu. Hasseho diagram je graf, v ktorom kruzky predstavuji prvky A. Ak sui
dva krizky a a b spojené useckou idicou ,zdola nahor“ od prvku a k b, tak plati
a < b a zaroven neexistuje prvok x rézny od a a b, pre ktory by platilo a < z a
z <b.

PRIKLAD. Reldcia ,deli bezo zvysku“ (oznacujeme |) je Ciastoénym usporiada-
nim na Pubovolnej podmnozine mnoziny kladnych celych ¢isel. Na Obrazku 6 sd
Hasseho diagramy tohto ¢iasto¢ného usporiadania pre mnoziny A; = {1,2, 3,9, 18},
Ay = {2,4,6,10,60}, Az = {1,2,4,8} a Ay = {2,3,6,12}.

DEeFINfCIA. Nech je < ¢iastoéné usporiadanie na mnozine A a nech a,b € A.

(1) Prvok ¢ € A nazyvame infimum (priesek) prvkov a a b ak plati ¢ < a,
c < b a pre kazdé = pre ktoré plati x < a a x < b plati aj x < c.

(2) Prvok c € A nazyvame suprémum (spojenie) prvkov a a b ak plati a < ¢,
b < c a pre kazdé = pre ktoré plati a < x a b < x plati aj ¢ < x.

Infimum prvkov a a b zaznacujeme a A b a suprémum a V b.

VETA 11.1. Nech je < éiastoéné usporiadanie na mnoZine A. Potom pre kazdé
a,b,c € A plati

(Al) aAnb=bAa (komutativnost)
(A2) avb=bVa (komutativnost)
(A3) an(bAc)=(aAb)Ac (asociativnost)
(Ad) av(bve)=(aVvb) Ve (asociativnost)
(A5) an(bVa)=a (zdkon absorbcie)
(A6) aV(bAha)=a (zdkon absorbcie)

DOKAz. Vlastnosti (Al) a (A2) platia trividlne.

Rozpisanim d = a A (b A ¢) dostdvame d < a, d < b, d < ¢, pricom d je najvacsi
prvok Spiﬂajl’lci tieto nerovnosti. KedZze rozpisanim (a A b) A ¢ dostdvame to isté,
plati (A3). Podobne sa nahliadne aj (A4).

Ak u < v tak u Av = u. Kedze a < bV a, plati a A (bV a) = a. Analogicky ak
u<wvtakvVu=uv.KedzebANa<a,platiaV (bAa)=a. O

DEFINICIA. Zvaz je dvojica (4; <), kde < je Giastoéné usporiadanie na mnozine
A, pricom kazdé dva prvky maji v A infimum aj suprémum.

PRIKLAD. Zvdzmi si (Ai;]), (Ag;|) a (As;]) z Obrazku 6, zatial ¢o (Ag;|)
zvazom nie je, pretoze prvky 2 a 3 nemajui infimum.

DEFINICIA. Nech je (A4; <) zvéiz. Podzvizom tohoto zvézu je takd neprazdna
podmnozina B mnoziny A (reldcie su identické), pre ktoru plati:

(Va) (V) ((a eB)& (be B)) = (((a/\ b) € B) & ((aVb) € B)).
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PRIKLAD. Zvizy (A1;]) a (Az2;]) z Obrazku 6 nie si podzvizmi zviazu (NT; ),
zatial ¢o (As;|) je podzvizom (NT;|).

VETA 11.2. V kazdom zvaze (A; <) pre vietky a,b,c € A plati:

(D1’) (anb)V(anc)<aA(bVec) zakon polodistributivnosti
(D2) aVv (bAc)<(aVb)A(aVec) zakon polodistributivnosti

DOKAZ. Dokézeme prvé tvrdenie, pretoze druhé sa dokazuje analogicky.

Zjavne (a Ab) < aa (aAc) < a, ateda (a Ab)V (aAc) < a z definicie
supréma. Podobne (a Ab) < b a (a Ac) < ¢, takze pre suprémum (b V c¢) plati
(aAb)V (anc) < (bVc). Aviak z definicie infima pre prvky a a (bV ¢) dostdvame
(anb)V(anc)<aA(bVe). O

DEFINICIA. Zvéz (A; <) je distributivny ak pre kazdé a, b, c € A plati

(D1) aA(bVe)=(aAb)V(aAc) distributivny zdkon
(D2) aVv(bAc)=(aVb)A(aVec) distributivny zdkon

PRIKLAD. Zvizy (R;<), (NT;|) aj (P(M);C), kde M je mnozina (prazdna,
kone¢nd, ¢i nekoneénd), su distributivne.

VETA 11.3. Zviz (A; <) je distributivny prdve vtedy, ked neobsahuje podzviz
izomorfny so zvazom (A1;]) ¢éi (As;|) z Obrdzku 6.

NAzNAK DOKAZU. Nech je zviz (A; <) distributivny. Potom vsetky prvky A

spliiaji identity (D1) a (D2), a teda kazdy podzviz A musi byt tiez distributivny.
Avsak vo zvaze (A1;|) z Obrazku 6 pre a =9, b =3 a ¢ = 2 mme

aN(bVe)=9A3BV2)=9A18=9
(aAb)V(ane)=OA3)V(IAN2)=3Vv1=3

zatial ¢o vo zvéze (Ag;|) z Obrazku 6 pre a =4, b =6 a ¢ = 10 mame

aN(bVe)=4AN(6V10)=4N60=4
(aAb)V(anc)=(4N6)V(4N10)=2V2=2
Cize ani jeden z tychto zvazov nie je distributivny.
Doékaz skutocnosti, Ze ak zvéz neobsahuje podzvéz izomorfny so zvizom (Ay;|)

¢i (Ag;|) z Obrézku 6, tak je distributivny, je zlozitejsi. Preto ho vynechdvame. O

Dalsie pekné tvrdenie o distributivnych zvizoch uvidzame bez dokazu.

VETA 11.4. KaZdy distributivny zvaz je izomorfny s podzvazom zvazu podmmnoZin
nejakej mnoziny M s inkliziou, (P(M); C).
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VETA 11.5. Nech je (A; <) distributivny zviz a a,b,c € A. Potom ak plati
aANb=aAcaaVb=aVec, tak nutne b = c.

DOKAzZ. Vyuzitim zdkonov absorbcie, komutativnosti, distributivnych zdkonov
a s vyuzitim predpokladov, dostavame:

b=bA(avb)=bA(aVvc)=(bAa)V (bAc)=
=((cha)V(bAc)=cA(aVb)=cA(aVc)=c O

Booleove algebry

DEFINICIA. Nech je (A4;<) zviz s najmensim prvkom 0 (Cize pre kazdé a € A
plati 0 < a) a najvacsim prvkom 1 (CiZe pre kazdé a € A plati a < 1). Nech a € A.
Prvok b € A nazyvame komplementom prvku a ak platiavVb=1aaAb=0.
Komplement prvku a oznacujeme a'.

LEMA 11.6. V distributivnom zvdze (A;<) s najmensim a najvacsim prvkom
md kazdy prvok a € A nanajvys jeden komplement.

DOKAzZ. Nech st b a ¢ komplementy prvku a. Potom plati a Ab = a A ¢ a
aVb=aVc.Z toho podla Vety 11.5 dostavame b =c. U

DEFIN{CIA. Distributivny zvéz (A; <) s najmensim prvkom 0 a najvac¢sim prv-
kom 1, v ktorom ku kazdému prvku a existuje komplement o', nazyvame Booleo-
vou algebrou. Tito Booleovu algebru zapisujeme (A4; A, V,,0,1).

V Booleovej algebre st reldcie A a V bindrne, reldcia komplementu ’ je undrna,
zatial ¢o reldcie 0 a 1 si nuldrne.

PozNAMKA. Vsimnime si, Ze v zdpise Booleovej algebry (A; A, V,",0,1) sa nevy-
skytuje relacia Ciastocného usporiadania <. AvSak moézeme si ju spatne rekonstruo-
vat zavedenim a < b prave vtedy, ked a A b = a (alebo ekvivalentne a V b = b).

DEFINiciA. Majme Booleovu algebru (A4;A,V,',0,1). Prvok a € A je atém ak
zo vztahu x < a plynie x = 0 alebo =z = a.

Nasledujica veta je zosilnenim Vety 11.4 pre Booleove algebry.

VETA 11.7. Nech je (A;A,V,',0,1) koneénd Booleova algebra (¢ize A je koneé-
nd mnozina). Potom je tdto algebra izomorfnd so zvizom (P(M);C) pre nejaki
konecni mnoZinu M.

NAZNAK DOKAZU. Dokaz nie je tazky, je viak trocha zdlhavy. Preto uvedieme
len hladany izomorfizmus.

Nech je M mmnozina vSetkych atémov (A;A,V,",0,1). Potom (A4;A,V,,0,1) je
izomorfnd s (P(M); C), pricom pre izomorfizmus ¢ mame ¢(a) = a pre kazdy atém
a. Samozrejme, ¢(0) = (). A pre kazdy iny prvok b € A médme p(b) = B, kde B je
mnozina atémov a pre ktoré a < b. [
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DOSLEDOK. Konecénd Booleova algebra md 2™ prvkov, kde n je pocet jej atémov.

DOKAz. Podla Vety 11.7 je (A4; A, V,",0,1) izomorfnd so zviazom (P(M); C) pre
nejaki koneéni mnozinu M. AvSak ak ma M prave n prvkov, tak P(M) ms 2"
prvkov, pricom atomami si prave prvky mnoziny M. [

Veta 11.7 je velmi silné tvrdenie. Pomocou nej moézeme pre Booleove algebry
dokazovat identity tak, ze sa odvolame na analogické tvrdenia z tedrie mnozin. Tak
napriklad plati:

LEMA 11.8. Nech je (A;A,V,",0,1) koneénd Booleova algebra. Potom pre kazdé
z,y € A plati
(M1) (zVy) =" Ay) de Morganov zdkon
(M2) (zAy) =(2'Vy) de Morganov ziakon

DOKAZ. Tvrdenie je dosledkom Vety 11.7 a Vety 6.2. [

Dalsia aplikicia Booleovych algebier je vo vyrokovej logike. Ked nahradime dis-
junkcie suprémom, konjunkcie infimom a negécie komplementom, tak vyrokové for-
mula je tautolégiou prave vtedy, ked sa jej zapis v Booleovej algebre da zjednodusit
na 1.

PRIKLAD. Dokédzeme, ze A = (B = A) je tautolégia. Najprv nahradime vsetky
implikdcie C' = D disjunkciami 'C'V D, vyrok prepiSeme ako tvrdenie v Booleovej
algebre, nato vyuzijeme komutativny zakon, nasledne asociativny zdkon, definiciu
komplementu a supréma. Dostavame

A= (B=A)="AVv('BVA) =A'V(B'VA)=
=AV((AVB)Y=(A'VAVB =1vB =1

Cize dany vyrok je tautoldgia.

Samozrejme, v priebehu vypoétu mozeme vyuzit aj Vetu 11.7 a prejst do termi-
nolégie tedrie mnozin.

PRIKLAD. DokédZzeme, ze (A = (B = C)) = ((A = B) = (A = (C)) je tau-
tolégia. Zacneme tak, ako v predchadzajicom priklade, avsak potom prejdeme do
teérie mnozin, kde vyuzijeme identity (D U E)¢ = DN E°, (DN E)¢ = DU E°
a (D°)¢ = D. Symbolom U oznatujeme univerzum, z ktorého st nase mnoziny. Na
zéver prejdeme do Booleovej algebry, kde dokaz dokonéime. Dostdvame

(A= (B=0C)=(A=B)=(A4=0)) =
="("Av(BvVC)V('('TAVB)V('Av(C)) =
= (A°U(B°UQC))°U((A°UB)°U(A°UC)) =

= ((A°)°n(B°UC))U ((( °NBY U (A°UC)) =



=(ANBNC) )U((ANB°)U(A°UQ)) =
=(AN((BNC°YUB®))U(A°UCQC)) = (AN (B°UC))UA°UQ)) =
=(ANBY)U(ANC))U(A°UC)=(ANBHYU((ANC)U(A°U)) =
=(ANnB)uU=(AnB)vli=1

¢ize dany vyrok je tautologia.

Nuz a ked uz prejdeme do terminolégie teérie mnozin, mézeme vyuzit aj Vennove
diagramy.

PRIKLAD. Dokdzeme, ze ('A = 'B) = (("A = B) = A) je tautolégia. Podobne
ako v predchadzajicom priklade dostavame

(A= "B)= ((A=B)=A)="(C(CAV B)V((("TA)vB)VA) =
= ((A°)°UB°)°U ((A)°UB)°UA) = (AUB°)°U(AUB)‘UA

Ziskali sme zjednotenie troch mnozin. Na Obrazku 7 je ¢islom 1 vyznacend plocha
zodpovedajuca prvej mnozine, ¢islom 2 plocha zodpovedajica druhej a ¢islom 3
plocha tretej. KedZe zjednotenim tychto mnozin je celé univerzum, dany vyrok je
tautologia.

Obrazok 7

Cvicéenia

CVICENIE 11.1. Zostrojte vSetky mozné Hasseho diagramy zvéizov s nanajvys
6 prvkami.

CVICENIE 11.2. Nech si (A1;<1) a (Ag; <2) zvizy. Potom (A4; X Ag; <), kde
(a1,a2) < (b1, ba) prave vtedy, ked a1 <1 by a as <3 by, je zviz. Dokdzte.
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CVICENIE 11.3. Zostrojte vSetky mozné Hasseho diagramy distributivnych zva-
zov s nanajvys 6 prvkami.

CVICENIE 11.4. Nech je (A;|) zvdz na mnozine A = {1,2,3,5,6, 15,30} usporia-
dany relaciou delitelnosti. Je tento zvaz distributivny?

CVICENIE 11.5. Dokézte, 7ze zvaz (M; <), v ktorom pre kazdé z,y € M plati
bud x < y alebo y < z, je distributivny.

CVICENIE 11.6. Dokazte, ze v distributivnom zvaze plati nasledujici vztah:
(xAY)V(yAz)V(zAz)=(xVy) A@yVz)A(zVa).

CVICENIE 11.7. Ukézte, ze vo zvize mozno z kazdého z distributivnych zdkonov
odvodit druhy.

CVICENIE 11.8. Nech je (L;C) zviz vsetkych takych podmnozin mnoziny N,
ktorych doplnok (v N) je koneény. Dokazte, ze v tomto zvéze neexistuji atémy.

CVICENIE 11.9. Pomocou definicie komplementu s vyuzitim distributivnych za-
konov dokézte, ze v Booleovej algebre plati (zVy) =2’ Ay’ a(xAy) =2'Vy'.

CvVICENIE 11.10. Nech si z, y a z prvky Booleovej algebry. S pomocou definicie
komplementu a distributivnych zdkonov zjednoduste vyraz ((zAy)Vz)A(Z'V(zAx)).
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