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Predhovor

Tento uc¢ebny text je urceny Studentom prvého roc¢nika stavebnej fakulty Sloven-
skej technickej univerzity, Studujicim odbor Aplikovand matematika. Predstavuje
spisané a po formaélnej stranke znacne rozsirené prednasky z predmetu ,,Tedria
grafov®.

Struktira tohoto textu je upravena tak, ze kazd4 kapitola tvori jednu prednésku.
Citatelovi predkladdme 11 kapitol, ¢o je podla nagich skisenosti maximglny mozny
pocet prednasok, ktory sa d4 stihniat pocas 13-tyzdiového semestra. Kedze v ,,zlych
rokoch* sa casto nestihne ani 11 prednasok, tak pomocou tejto uc¢ebnice si Studenti
mozu doplnit svoje vedomosti samostidiom.

Po obsahovej stranke je u¢ebnica mimoriadne homogénna. Po tivodnych dvoch
kapitolach, kde v prvej stru¢ne prejdeme zdklady kombinatoriky a v druhej za-
definujeme pojem grafu, sa venujeme najdolezitejSim oblastiam tedrie grafov, aby
sme skon¢ili problematikou zlozitosti algoritmov. Tu treba zdoraznit, ze vyber tém
v tretej az desiatej kapitole bol podmieneny o¢akavanym profilom absolventa smeru
Matematicko-pocitacové modelovanie. Teda sustredili sme sa jednak na zdkladné
met6dy pouzivané v tedrii grafov (pozri dokaz Oreho vety, vety o piatich farbéch,
Tuttovej vety, Ramseyovej a Erdésovej vety), ako aj na réznorodé aplikdcie. Venu-
jeme sa ulohe o maximélnom toku, matroidom, zaoberame sa priradovacim problé-
mom. Na viacerych miestach uvadzame algoritmy v pseudokdde. Hoci sa zlozitosti
venujeme az v zaverecnej kapitole, ¢asto hned pri formulovani problému uvadzame,
¢i ide o lahky (Cize patriaci do triedy P), alebo tazky (patriaci len do triedy NP)
problém.

Treba podotknit, 7ze prave vdaka roznorodym aplikaciam kazdy text venovany
tedrii grafov nutne obsahuje mnozstvo definicii. Z toho dovodu sme na zaver textu
pripojili rozsiahly index, ako aj stru¢ny prehlad oznaceni.

Ucebnica by mala slizit nielen ako doplnok rovnomennej prednasky, ale aj ako
sprievodny text k cvi¢eniam. Preto sme na koniec kazdej kapitoly zaradili mnozstvo
cviceni. Pri niektorych z nich st nadvody na rieSenie a tie tazsie si oznacené hviez-
dickou.

Zaverom tohoto tvodu chcem podakovat recenzentom doc. RNDr. Maridnovi
Klescovi, PhD. a RNDr. Martinovi Macajovi, PhD. za cenné pripomienky, ktorymi
zlepsili ¢itatenost a Struktiru textu. Tiez chcem podakovat Ing. Eve Lucanske] za
jazykovu upravu.

Autor



1 ZAKLADY KOMBINATORIKY

Scéitavaci a nasobiaci princip

V tejto ivodnej kapitole si zopakujeme zakladné principy z kombinatoriky, ktoré
budeme v dalSom vyuzivat.

DEFINICIA. Systém S = {S1,Ss,..., Sk} tvoreny k neprizdnymi mnoZinami je
rozkladom mnoziny S ak plati, ze S = S; U Sy U---U S a pre kazdé ¢ # j je
splnené S; N S; = 0.

TVRDENIE 1.1 (séitavaci princip). Ak systém Si,Sa,...,Sk tvori rozklad
mnoziny S, tak pocet prvkov v S je uréeny siuctom poctov prvkov v S;, kde
1=1,2,...,k.

PRIKLAD. Pocet Studentov na stavebnej fakulte mozeme urcit tak, Ze zistime,
koTlko je studentov na vSetkych Studijnych zameraniach, a potom tieto ¢isla scitame.

TVRDENIE 1.2 (ndsobiaci princip). Ak si Ay, As, ..., Ay mnoZiny majice
postupne a1, as, . .., ag prokov, tak pocet usporiadangch k-tic prvkov, kde prvy prvok
je z Ay, druhy je z Asg, ..., k-ty je z Ak, jeay-as - ... ay.

PRrRIKLAD. Kolko nepdrnych ¢isel medzi 1000 a 9999 mé vietky cifry navzdjom
rozne?

RIESENIE. Cislo medzi 1000 a 9999 mozno chipat ako usporiadand §tvoricu.
Preto budeme volit postupne jednotky, tisicky, stovky a desiatky. Kedze ¢isla maju
byt neparne, tak mame pat moznosti na volbu jednotiek: 1, 3, 5, 7 a 9. Na volbu
tisicok vSak mame nie devat moznosti, ale uz len osem, lebo vSetky cifry musia
byt navzdjom rézne. Podobne na volbu stoviek mame osem moznosti a na volbu
desiatok sedem. Podla nasobiaceho principu méme spolu 5-8-8-7 = 2 240 moznosti.

Permutacie, variacie a kombinacie

DEFINiciA. Permutdcia n-prvkovej mnoziny je fubovolné usporiadanie prvkov
tejto mnoziny do postupnosti.



VETA 1.3. Pocet permutdcii n-prvkovej mnoziny je n! = n-(n—1)-(n—2)-...-2-1.

DOKAZ. Zjavne na vyber prvého prvku mdme n moZnosti, na vyber druhého
mame n—1 moznosti, ... , az na vyber posledného n-tého prvku mame uz len jedini
moznost. Teda podla nasobiaceho principu méame n! permuticii. O

Poznamenajme, ze 0! = 1, ¢o zodpoveda predstave, ze existuje jediné usporia-
danie prvkov priazdnej mnoziny.

PRIKLAD. Znéma je hra, pozostavajica zo Skatulky 4 x 4, v ktorej je 15 Stvor-
cekov 1 x 1 ocislovanych cislami 1,2,...,15 a jedno policko je prazdne. Teraz nas
nebude zaujimat, ¢o je cielom tejto hry. Sta¢i ndm vediet, ze Skatulka je vzdy
natocend tak, ze nazov hry je uvedeny hore a Stvorceky nemozno preklédpat, ani
otacat. Urcte, kolko je moznych rozlozeni 15 stvorcekov 1 x 1 v skatulke.

RIESENIE. KedZe v zaplnenej skatulke si vSetky stvoréeky navzdjom rozne (bud
je na nich jedno z ¢isel 1,2,...,15, alebo ide o jediné prizdne policko), tak mame
prave tolko rozlozeni, kolko je usporiadani 16 prvkov, ¢ize 16! = 20 922 789 888 000.

PRiKLAD. Kolko je usporiadani desiatich dievéat do kruhu?

RIESENIE. Do radu usporiadame dievéatd 10! sposobmi, av§ak pri usporiadani
do kruhu bude tento pocet mensi. NerozliSujeme totiz pootocenia kruhu. Kedze
jedno usporiadanie do kruhu zodpoveda 10 usporiadaniam do radu (méme 10 pooto-
¢eni kruhu), tak pocet usporiadani 10 dievcat do kruhu je 11—%! = 9! = 362 880.

Cisla n!, nazyvané tiez faktoridly, maji mnohostranné vyuzitie v matematike.
Casto potrebujeme odhadovat &isla, v ktorych sa faktoridly vyskytujd, teda potre-
bujeme poznat diferencovatelni funkciu, ktord dobre aproximuje n!. Bez dokazu
uvadzame nasledujicu doleziti vetu.

VETA 1.4 (Stirlingova formula). Plati n! ~ v27mn (%)n, Cize

. n!
lim =1
n—00 /27N - e~ "nn

DEFINICIA. Varidcia r-tej triedy z n prvkov je Tubovolny usporiadany vyber r
prvkov z danej n-prvkovej mnoziny.

VETA 1.5. Ak r < n, tak pocet varidcii r-tej triedy z n prvkov sa rovnd c¢islu
1
DOKAzZ. Dokaz je analogicky dokazu vety 1.3. [
PRIKLAD. Kolko existuje rozlicnych rozmiestneni Siestich roéznych Sachovych
figirok na Sachovnicu?

RIESENIE. Nech st danymi figirkami kral, ddma, veza, strelec, jazdec a peSiak.
Ulohe zodpovedaji usporiadané vybery 6 poli Sachovnice zo 64, pricom prvé vy-

brané pole predstavuje poziciu pre krala, druhé pre ddmu ... az Sieste pole pred-
stavuje poziciu peSiaka. Preto ma tloha % = 53981 544 960 rieSeni.



DEerFINiciA. Kombindcia r-tej triedy z n prvkov je IubovoIny vyber r-prvkovej
podmnoziny z danej n-prvkovej mnoziny.

VETA 1.6. Ak r < n, tak pocet kombindcii r-tej triedy z n prvkov sa rovnd c¢islu
!
(:) = r!(:—r)!'

DOKAZ. Nech je S dani n-prvkovd mnozina. Dubovolnd kombinécia r-tej triedy
z S moze byt usporiadand r! spéosobmi podla vety 1.3. Kedze kazdu variaciu r-tej
triedy z S mozeme ziskat jedinym usporiadanim prvkov jedinej kombindcie, tak
pocet kombindcii je ! krat mensi, ako pocet variacii r-tej triedy z n prvkov. Teda
podla vety 1.5 sa pocet kombinécii r-tej triedy z n prvkov rovna #lr), 0

PRIKLAD. V rovine mame 25 bodov, z ktorych ziadne tri nie st kolinedrne (Gize
ziadne tri body nelezia na jednej priamke). Kolko priamok a kolko trojuholnikov
urcuje tychto 25 bodov?

RIESENIE. KedZe kazda dvojica bodov urcuje jedind priamku, tak priamok je
tolko, kolko je dvojic bodov. Teda ich je tolko, koTko je kombinécii druhej triedy
z 25 prvkov, Cize (225) = 300. Podobne trojuholnikov je tolko, kolko je kombinacii
tretej triedy z 25 prvkov, ¢ize (235) = 2300.

Vyrazy (7) sa nazyvaji kombinacné &isla ('), respektive binomické koefi-
cienty. Ich ndzov je odvodeny z nasledujicej vety.

VETA 1.7 (binomicka veta). Nech je n kladné prirodzené cislo. Potom pre

lubovolné x a y plati
n n ~
(z+y)" = E <k)$kyn k

k=0

DOkAz. Plati (z+y)" = (z+y)(z+y) ... (z+y). Ked tieto vyrazy roznidsobime
tak, aby uz neostala ziadna zatvorka, tak dostaneme mnozZstvo sicinov, pricom
kazdy z nich obsahuje z kazdej zatvorky bud x, alebo y. Preto sic¢iny mozu mat len
tvar zFy" %, kde k = 0,1,...,n. Zostava urcit, kolkymi spésobmi mozeme stiéin
xzFy"=F dostat. V tomto stcine je k-krat  a zvysné prvky st y. Teda koeficient
pri zFy"* sa rovna poctu rozlitnych vyberov k prvkov x z n zatvoriek (kazdy
takyto vyber doplnime prvkami y jednoznac¢ne), ¢ize poc¢tu kombindcii k-tej triedy
z n prvkov, teda (2) O

n

PRIKLAD. Spocitajte Y (})2F.
k=0

RIESENIE. Podla binomickej vety plati

5 (- ()

Poznamenajme, Ze permuticie (varidcie a kombindcie) s opakovanim v tomto
texte potrebovat nebudeme, a preto ich definicie neuvadzame.
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Princip inklazie a exklizie

Majme mnozinu S a vlastnosti p1, pa, . - ., Pn, ktoré mézu mat prvky mnoziny S.
Pre 1 = 1,2,...,n oznatme A; podmnozinu tych prvkov S, ktoré maju vlastnost
p; a A; podmnozinu tych prvkov S, ktoré vlastnost p; nemaji. Potom je A; N Ay
mnozina tych prvkov S, ktoré maji vlastnosti p; aj ps, zatial ¢o A;NAyN---NA,
je mnozina tych prvkov S, ktoré nemaju ziadnu z vlastnosti py, pa,...,p,. . Plati
nasledujtica veta.

VETA 1.8 (princip inklizie a exklizie, ¢ize zapojenia a vypojenia). Pre
pocet prvkov mnoziny S, ktoré nemajiu Ziadnu z vlastnosti p1,ps, ..., pn plati

[ALNApN---N AL =S| =) JAil + ) 140 Ay -
=D AN AN A+ -+ ()" [A1 N Ay N0 Ay

pricom prvd suma ide cez vsetky i z mnoziny {1,2,...,n}, druhd cez vietky kom-
bindcie {i,j} druhej triedy mnoZiny {1,2,...,n}, tretia cez vsetky kombindcie
{i,7,k} tretej triedy mnoZiny {1,2,...,n} atd.

DOKAZ. Vetu dokdZeme, ak nahliadneme, Ze prvok, ktory nemd Ziadnu z vlast-
nosti p1, pa, . . ., pn pripoCitavame na pravej strane prave raz, zatial co prvok majici
nejaku z tychto vlastnosti pripo¢itavame nulakrat. Je zrejmé, Ze prvok, ktory neméa
ziadnu z vlastnosti p1,ps,...,p, prispieva na pravej strane jednotkou, pretoze sa
vyskytuje len v S a v Ziadnej zo sim sa uz nevyskytuje. Uvazujme teraz prvok
x, ktory mé prave ¢ > 1 z uvedenych vlastnosti. Prvok z zapot¢itavame v |S| raz;
vo vyraze Y |A;| ho zapocitavame ¢ = (’i) krat, pretoze md prave t vlastnosti; vo
vyraze Y |A; N A;| = zapoéitavame (%) krét, pretoze ma (%) dVO_]lC vlastnosti; ... ;
poslednd suma, v ktorej x zapoCitavame je Y |[A;, N A;, N---N A;,| (suma ¢-tic)
a tu x zapocitavame prave (:) =1 krat. Teda z pripoél'tame k pravej strane

(- ()+ () ) -E (m-cro-

(2

krat podla Binomickej vety. [
PRIKLAD. Kolko kladnych prirodzenych ¢isel mensich ako 10000 nie je delitel-
nych ¢islami 4, 6, ani 107

RIESENIE. Oznatme p; vlastnost ,Cislo je delitelné 4% p, vlastnost ,Cislo je
delitelné 6“ a p3 vlastnost ,cCislo je delitelné 10“. Pomocou principu inklizie a ex-

klizie ndjdeme pocet prvkov mmnoziny S = {1,2,...,9999}, ktoré nemajui ziadnu
z vlastnosti p1, pa, ani ps. Plati |A;| = [222] = 2499, |4Az| = [232]| = 1666

a |As| = [%ggj = 999. Cislo je delitelné 4 aj 6 prave vtedy, ked je delitelné 12.
Preto [A1NAs| = | 2532 ] = 833, [A1NA3] = | 2332 | = 499, [A2NA3| = | 22| = 333

a [A; N Ay N Ag| = [2392] = 166. Teda podTa principu inklizie a exklizie préve
0999 — (2 499+ 1 666+ 999) -+ (833+499+333) — 166 — 6 334 Kladngch prirodzenych
¢isel mensich ako 10 000 nie je delitelnych 4, 6, ani 10.



PRIKLAD. Sedem panov navstivilo divadelné predstavenie a vsetci si odlozili
svoje klobiky v Satni. Kolkymi sposobmi im moze roztrzita Satniarka vydat klobiky
spat tak, aby ziaden pan nedostal svoj vlastny klobuk?

RIESENIE. Nech je S mnozina vSetkych rozdani klobikov pdnom. Podla vety 1.3
md S prave 7! prvkov. Ozna¢me p; vlastnost ,i-ty pan dostane svoj vlastny klobuk*
a A; mnozinu tych prvkov z S, ktoré maju vlastnost p;, i = 1,2,...,7. Je zrejmé, ze
vSetky mmnoziny A; maji rovnako vela prvkov, konkrétne 6! podla vety 1.3. Podobne
vSetky mnoziny A; N A; maji pre 1 <+¢ < j < 7 rovnako vela prvkov, konkrétne 5!
atd. Teda podla vety 1.8 plati

- — 7 7 7

7 7! 7! 7!
(=17 AiNAsN---NA;| =T — 6! 51 — 4+ ...
* )<7>‘ L A2 7 BT R TICTRa
7! 1 1 1 1 1
7 — - = - _ = _1N\NTZ | =
+(-1) 0!'7!0!_7![0! TR T +(-1) 7!] = 1854

Teda pani mo6zu dostat klobiky naspat 1 854 sposobmi pri splneni podmienok ilohy.

Predchadzajica iloha ma aj abstraktnejsiu formulaciu: Kolko permutéacii sedem-
prvkovej mnoziny nenechdva ziaden prvok na svojom mieste? Rozvinutim funkcie

e~® do McLaurinovho radu v bode 1 dostdvame lim (Z(—l)il) = ¢!, Teda

%!
n—00

i=0
pre n dostatoéne velké asi nle™! permutédcii n-prvkovej mnoziny nenechéva ziaden
prvok na svojom mieste. (Poznamenajme, 7e vyraz é — % + % — % +- 4 (—1)7%

1

sa 1i8i od presnej hodnoty e~ o menej ako tri stotisiciny.)

Dirichletov princip

VETA 1.9 (Dirichletov princip). Ak mdme n+1 objektov rozdelengch do n
skupin, tak aspon v jednej skupine su aspon dva objekty.

DOKAZ. Sporom predpokladajme, Ze v kaZdej skupine je nanajvys jeden objekt.
KedZe skupin je iba n, tak spolu je vo vSetkych skupinidch nanajvys n objektov, ¢o
je v spore s naSim predpokladom. [J

Vsimnime si, ze Dirichletov princip ndm neddva ziadnu informéaciu, ako najst
skupinu, ktora obsahuje asponn dva objekty. Zarucuje iba existenciu takej skupiny.
To znamena, ze ak aplikujeme Dirichletov princip v dokaze existencie nejakej Struk-
tury, tak tento dokaz ndm neda navod, ako taku Struktidru zostrojit.

PRIKLAD. Majme n prirodzenych &isel aq, as,...,a,. Potom existuji indexy k
al,1<k<I1<n,také, ze sucet ar + ag4+1 + - - -+ a; je delitelny ¢islom n.

RIESENIE. Uvazujme sucty aq, a1 +asg, a1 +as+as, ..., a1 +as+---+a,. Ak
by bol niektory z tychto stictov delitelny n, tak niet ¢o dokazovat. Predpokladajme
9



teda, ze vSetky tieto siCty maji nenulovy zvySok po deleni n. KedZze suctov je n
a nenulovych zvyskov iba n—1, tak podla Dirichletovho principu aspon dva tieto
sucty, povedzme a; + az + -+ + a; a ay + az + - -+ + a;, maji rovnaky zvySok po
deleni n. Nech 7 < j. Potom je siucet a;1 + a;42 + - - - + a; delitelny cislom n.

VETA 1.10 (Dirichletov princip, silnd forma). Nech si q1,q2,...,qn priro-
dzené cisla. Ak mdme q1 + g2 + - - - + qn + 1 objektov rozdelengjch do n skupin, tak
bud prvd skupina obsahuje aspon q1 + 1 objektov, alebo druhd skupina obsahuje
aspot q2 + 1 objektov, ... , alebo n-td skupina obsahuje aspon q, + 1 objektov.

DOKAz. Sporom predpokladajme, Ze v i-tej skupine je nanajvys g; objektov pre
kazdéi =1, 2,...,n. Potom je vo vSetkych skupinach spolu nanajvys ¢; +qa+- - -+¢y,
objektov, ¢o je v spore s predpokladom. [l

Ak zvolime ¢ = g2 = --- = ¢, = 1, tak dostavame slabd formu Dirichletovho
principu. Z modifikacii Dirichletovho principu je najznamejsia nasledujica.

DOSLEDOK. Nech st 1 a ki,ka,...,k, prirodzené ¢isla. Ak pre priemer tijchto
cisel plati w > r, tak aspon jedno z cisel ki, ko, ..., k, je aspon r+ 1.

DOKAZ. Majme uz umiestnené objekty do n skupin tak, ze v i-tej skupine je
k; objektov, i = 1,2,...,n. Kedze Mthatothn 5y ok kg 4+ kg + -+ + ky > nor
a kedze vSetky cisla su prirodzené, tak ki + ko + --- 4+ k,, > n-r + 1. To znamena,
ze v n skupindch méme aspon n-r + 1 objektov. Teda podla vety 1.10 aspon jedna
skupina obsahuje aspon r + 1 objektov, ¢ize aspon jedno z Cisel ky, ks,..., k, je
aspon r + 1. [

PRIKLAD. Dva kruhové disky, jeden mensi nez druhy, si rozdelené kazdy na
200 rovnakych vyseci. Na vacSom disku sme vybrali nahodne 100 vyseci, ktoré sme
zafarbili na Cerveno a ostatné vysece sme zafarbili na modro. Na menSom disku sme
vysece farbili na ¢erveno a na modro uplne ndhodne. Dokézte, ze je mozné prilozit
tieto disky na seba tak, aby bolo aspon 100 vyseci sihlasne zafarbenych.

RIESENIE. Umiestnime vacsi disk pevne v priestore. Mame presne 200 moznosti
prilozenia malého disku na velky tak, aby vyseCe malého disku koreSpondovali
s vyseCami velkého disku. Tychto 200 mozZnosti spolu dava 20000 vyseci zafar-
benych sthlasne, kedze kazda vyse¢ malého disku ma taku farbu ako 100 vyseci
velkého. KedZze priemerny pocet sthlasne zafarbenych vysedi je 22880 = 100 > 99,
tak podla Dirichletovho principu (presnejsie, podla dosledku vety 1.10) musi exis-

tovat pozicia, v ktorej je suhlasne zafarbenych aspon 100 vyseci.
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Cvicenia

CviCENIE 1.1. Kolko delitelov m4 ¢islo 6207

CvVICENIE 1.2. Kolko je rozlicnych moznosti ulozenia 8 rovnakych vezi na Sa-
chovnici tak, aby sa navzdjom neohrozovali? (Dve veZe sa navzdjom ohrozuji ak
lezia v rovnakom riadku, ¢ stlpci.)

CvVICENIE 1.3. Kofko je rozlicnych moznosti ulozenia 5 bielych a 3 ¢iernych vezi
na Sachovnici 8 x 8 tak, aby sa navzajom neohrozovali? Vyrieste tito 1ilohu aj pre
Sachovnicu 12 x 12.

CvVICENIE 1.4. Kolko je rozlicnych moznosti usadenia 10 ddm a 10 panov alter-
nujico okolo okrithleho stola?

CVICENIE 1.5. John pracuje v typickom americkom meste, ktorého plan tvoria
cesty vytvarajice Sachovnicu. John byva na velkej krizovatke a pracuje tiez na
krizovatke, ale o desat ,streets“ a osem ,avenues® dalej. Kolko mé réznych naj-
kratsich ciest, ktorymi méze chodit z domu do prace? (Predpokladdme, Ze avenues
su tvorené sietou rovnobeznych ulic, podobne ako streets, avSak kazda avenue je
kolm4 na kazdd street.)

n
CVIGENIE 1.6. Spocitajte Y. (}) - k. (Ndvod: Pouzite derivéciu na binomickd
k=0
vetu pre dvojclen (z + 1).)

n
CVICENIE 1.7. Spocitajte Y. () zi7- (Ndvod: Pouzite integral na binomicki
k=0

vetu pre dvojclen (z + 1).)

CvVICENIE 1.8. Kolko prirodzenych ¢isel medzi 1 a 10000 nie je druhymi ani
tretimi mocninami prirodzenych ¢isel?

CVICENIE 1.9. Po pisti ide karavana 6 tiav. Idi uz velmi dlho v rovnakom po-
radi, a preto sa chci vymenit tak, aby pred kazdou tavou isla ina, ako doteraz.
Kazda tava chce bezprostredne pred sebou vidiet int tavu. Kolko je moznych
preusporiadani, z ktorych si moézu vybrat?

CVICENIE 1.10. Desat rozvadenych manzelskych parov cestuje vlakom v Styroch
vagonoch. Kolkymi spésobmi moze tychto 20 l'udi cestovat, ak v kazdom vagéne
musi sediet’ aspon jeden z nich a ziaden manzelsky par nechce cestovat v spolonom
vagéne?

CvVICENIE 1.11. Kolko permuticii mnoziny {1, 2, ...,8} nenechdva ziadne parne
¢islo na svojom mieste?
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CVICENIE 1.12. Dvaja ucitelia skusaju sucasne skupinu 12 Studentov, kazdy je-
den predmet. Kazdy Student odpovedd z jedného predmetu 30 minit. Kolko existuje
rozvrhov skuSania, ak pozadujeme, aby skusky skon¢ili za Sest hodin?

CVICENIE 1.13. Majme vybranych 101 ¢isel z mnoziny {1,2,...,200}. Dokézte,
ze medzi tymito cislami su dve také, z ktorych jedno je delitelom druhého.

CVICENIE 1.14. Ukazte, Ze z mnoziny {1,2,...,200} mozno vybrat 100 ¢isel
tak, ze medzi tymito ¢islami nie je Ziadna dvojica ¢isel, z ktorych jedno je delitefom
druhého.

CVICENIE 1.15. Dokazte, ze medzi Tubovolnymi 52 prirodzenymi ¢islami exis-
tuje dvojica, ktorej stucet alebo rozdiel je delitelny ¢islom 100.

CVICENIE 1.16. Dokézte, ze ak vyberieme n+1 ¢isel z mnoziny {2,3,...,2n+1}
tak tieto Cisla obsahuji dvojicu nesudeliteInych cisel.

CVICENIE 1.17. Dokéazte nasledujuce tvrdenia.

a) Ak je 9 bodov zvolenych vo §tvorci o strane 2, tak existuje trojica bodov,
ktorych vzajomné vzdialenosti st nanajvys v/2.

b) Ak je 82 bodov zvolenych v kocke o strane 3, tak existuje Stvorica bodov,
ktorych vzajomné vzdialenosti si nanajvys v/3.

c) Ak je 9 bodov zvolenych v rovnostrannom trojuholniku o strane 2, tak
existuje trojica bodov, ktorych vzajomné vzdialenosti si nanajvys 1.

CVICENIE 1.18 (Erddsova-Szekeresova veta). Dokdzte, ze kazda postup-
nost ai,as...,a,2,1 redlnych ¢isel obsahuje bud neklesajicu podpostupnost (¢ize
vybrani postupnost) diZky n + 1, alebo nerasticu podpostupnost diiky n + 1.
(Uvazujte dizky najdlhsich neklesajiicich podpostupnosti za¢inajicich éslom a;.)
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2 GRAFY

Graf

DEerINicIA. Graf G je usporiadand dvojica G = (V(G), E(G)), kde V(G) je
koneénd mnozina a E(G) je mnozina dvojprvkovych podmnozin (nie nutne vset-
kych) mnoziny V(G). Prvky V(G) voldme vrcholy a prvky E(G) hrany. Pocet
vrcholov grafu G' oznac¢ujeme symbolom ng a pocet hran symbolom mg.

Graf mozeme vizualizovat nakreslenim tak, Ze vrcholom budi zodpovedat malé
krizky a hrandm krivky (pripadne usecky) spédjajice dvojice vrcholov. V celom
nasledujicom texte kvoli zjednoduSeniu zapisu nebudeme hranu obsahujicu vrcholy
u a v oznacovat symbolom {u, v}, ale uv.

PRIKLAD. Na obrazku 1 je zndmy graf ,domdcek“. Vrcholovd mnozina tohoto
grafu je V(G) = {v1, va, v3,v4,v5} a hranami si vyvy, v103, V104, Va3, Va4, U304,
V3Vs a V4Vs.

Us
Q
V3V V4V
G : 3Us 4U5
U3 V4
V1V3 V2U4g
U1 V1V V2
Obréazok 1

DEFINICIA. Nech je G = (V(G), E(G)) graf a v € V(G). Pocet tych hrin grafu
G, ktoré obsahuji v (Cize ktoré si susedné, cudzim slovom incidentné, s v),
nazyvame stupen vrchola v a oznacujeme degg(v).

Graf na obrazku 1 m4 jeden vrchol stupna 2, dva vrcholy stupna 3 a 2 vrcholy
stupna 4.
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Spo6soby zadania grafu, grafové matice

V tejto casti predpokladdme, ze vrcholmi grafu G su vy, vs,...,0,,. Tym sme
vlastne vrcholy grafu G usporiadali.

Graf mozeme zadat pomocou zoznamu susedov. V tomto pripade vytvorime
ng zoznamov (zdsobnikov, v krajnom pripade poli), z ktorych kazdy zodpoveda
jednému vrcholu grafu. Nuz a zoznam zodpovedajici vrcholu v; obsahuje dega (v;)
prvkov, susedov vrchola v;.

Vsimnime si, ze v tomto pripade potrebujeme 2m¢g pamatovych miest, pretoze
kazdu hranu v;v; sme zachytili dvakrat. Raz sa v; vyskytuje v zozname vrchola v;
a raz sa v; vyskytuje v zozname vrchola v;.

Graf m6zeme zadat aj maticami. Matica incidencie Ag = (a; ;) je matica typu
nag X mq, ktord obsahuje len nuly a jednicky. V tejto matici a; ; = 1 préve vtedy,
ked je i-ty vrchol v; incidentny s j-tou hranou (Cize j-ta hrana obsahuje v;).

Matica incidencie mé v kazdom stipci prave dve jednotky a v i-tom riadku ich
je degg(v;). Na zépis tejto matice potrebujeme ng - mg pamatovych miest, aviak
tieto miesta budud zaberat len nuly a jednicky.

Graf mozno zadat aj maticou susednosti Bg = (b; ;), ¢o je Stvorcovad matica
typu ng X ng, ktora obsahuje opat len nuly a jednicky. V tejto matici b; ; = 1 prave
vtedy, ked si i-ty a j-ty vrchol susedné, &ize ked v;v; € E(G).

Matica susednosti je symetrickd, pricom v i-tom riadku aj v i-tom stipci mé
prave degg(v;) jednotiek. Na zdpis tejto matice potrebujeme ng - ng ,malych®
pamatovych miest.

VETA 2.1. Nech je G graf, Ag a Bg si jeho matice incidencie a susednosti,
a Dg = (d; ;) je diagondlna matica, kde d; ; = degg(vi) (ak i # j tak d; ; = 0).
Potom Ag - AL = Bg + Dg.

DOKAzZ. Oznaéme Ag - AL = C = (¢; j). Potom
Ci,j = @§,1045,1 + Q32052+ + Qi,ngUjng

Tu su tie suciny zakazdym rovné bud 0, alebo 1. AvSak 1 v sucine dostaneme len
vtedy, ked st obidva cCinitele rovné 1.

Ak i # j, tak maximélne jeden sicin je 1, a to je si¢in zodpovedajici (moznej)
hrane ViVy. Ciie tu Cij = biﬂ'.

Ak ¢ = 7, tak skaldrne nasobime -ty riadok so sebou samym, teda dostdvame
cii = dega(v;). O

Vzdialenosti v grafe

DEFINiCIA. Postupnost vg,v1, ..., vt je sled grafu G = (V(G), E(Q)), ak plati
V1,032, -..,0 € V(G) a v;v;41 € E(G) pre 0 < i < k. Dlzka tohoto sledu je k.
14



V pripade, ked v; # v; pre kazdé ¢ a j spiflajlice 0 <1< j <k, tak tento sled je
cesta dfiky k.

Konecne, ak k > 3 a pre 0 < ¢ < j < k plati v; = v; prdve vtedy, ked ¢ = 0
a j = k, tak tento sled nazgvame kruznica dizky k. Ttto kruznicu zapisujeme
(v1,v2, ..., V).

V grafe na obrazku 1 je vy, vs,vs3,vs,v4 sledom diiky 4, jeho cast vy, vs,v3 je
dokonca cestou a kruznicou dlzky 3 (trojuholnikom) je napriklad (v, v1,v4).

DEeFINICIA. Nech je G = (V(G), E(G)) dany graf a u,v € V(G). Vzdialenost
vrcholov u a v, distg(u,v), je dlzka najkratSej cesty zacinajiicej v u a konéiacej
VO v.

Vsimnime si, Ze najdlhs§ia cesta v grafe na obrazku 1 ma dizku 4. Aviak vzdia-
lenosti v tomto grafe maju velkosti iba 0, 1 a 2.

PozNAMKA. Ak pre vrcholy u a v neexistuje Ziadna cesta za¢inajica v u a kon-
¢iaca vo v, tak kladieme distg(u,v) = oco.

DEFINicIA. Graf G = (V(G), E(G)) je suvisly, ak pre kazdé u,v € V(G)
existuje v G cesta z u do v. Ak graf nie je suvisly, tak jeho maximélne (Eize
nezvacsitelné) ¢asti sa nazyvaji komponenty sivislosti.

Na pocitanie vzdialenosti v grafe moézeme pouzit maticu susednosti.

VETA 2.2. Nech je G = (V(G), E(G)) graf, V(G) = {v1,v2,...,0n,}. Potom
distg(vi,v;) < k prdve vtedy, ked md matica (Bg + 1)* nenulovy prvok v i-tom
riadku a j-tom stli)cz'.

DOKAZ. Najprv uvazujme matice B, = Bg - Bg - ... Bg (na pravej strane
rovnosti je [ vyskytov Bg) pre I < k. V matici Bg je v i-tom riadku a j-tom stipci
jednotka prave vtedy, ked v grafe G' existuje hrana v;v;. V matici Bg -Bg je v i-tom
riadku a j-tom stfpci prvok vacsi ako 0 prave vtedy, ked maju v; a v; spolotného
suseda (vyuzivame, ze matica Bg je symetrickd), teda ked existuje sled dizky 2 7 v,
do v;. Analogicky sa nahliadne, Ze lBlG_l ‘Bg ma v i-tom riadku a j-tom stipci prvok
Vs ako 0 prave vtedy, ked existuje sled dlzky (I-1)+1=12zv; dovj.

Teraz si staci uvedomit, ze ked nahradime maticu Bg suc¢tom Bg +1, tak to akoby
sme do kazdého vrchola pridali slucku. To nam umoznuje sledy , drzat“ nejaky cas
v danom vrchole a az potom ich pustit dalej. Tym sa stane, Ze zatial ¢o IEB’& pocita

sledy dizky k, tak (Bg + I)* pocita sledy dizky nanajvys k. O
Ak je graf suvisly, tak na vypocet vSetkych vzdialenosti z daného vrchola w
mozeme pouzit prehPadavanie do Sirky. Pri tomto prehladdvani postupujeme

podla nasledujiceho algoritmu.
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ALGORITMUS PREHLUADAVANIA DO SIRKY Z VRCHOLA w.

Krok 0: Do prazdnej fronty ddme vrchol w, pre ktory polozime vzd[w] = 0. Pre
vSetky ostatné vrcholy v plati vzd[v] = oc.

Krok 1: Vyberieme prvy vrchol z fronty. Vzapati prezrieme vSetkych jeho susedov
u. Ak platilo vzd[u] = oo, tak ddme u na koniec fronty a ndsledne polozime
vzd[u] = vzd[z]+1, kde z je ten vrchol, ktory sme naposledy vybrali z fronty.

Zjavne vySSie uvedeny algoritmus urci vzdialenosti z w do vSetkych ostatnych vr-
cholov, pricom potrebuje k tomu prezriet kazdd hranu grafu dvakrat. Teda pracuje
v ¢ase O(mg).

Pri prieskume grafov pouzivame aj prehPadavanie do hibky. To je algoritmus,
ktory sa od prehladavania do sirky 1isi len tym, Ze namiesto datovej struktiry fronta
pouziva zasobnik. Aj tento algoritmus pracuje v ¢ase O(mg).

DEFINicIA. Nech je G = (V(G), E(G)) graf a v € V(G). Potom excentricita
vrchola (vystrednost vrchola) v je

eq(v) = ug%/a()é) distg (v, u)

PRIKLAD. Na obrazku 2 mame graf G, ktory m4 pri kazdom vrchole uvedent
excentricitu tohoto vrchola. Ku kazdému vrcholu v priradte tie vrcholy, ktoré su od
v najvzdialenejSie.

Obréazok 2

DEFINICIA. Nech je G = (V(G), E(G)) graf. Priemer grafu G je diam(G)
a polomer grafu G je rad(G), kde

diam(G) = ugfaf)c(:) ea(v) a rad(G) = uénvi(%) eq(v)

Vsimnime si, ze zatial ¢o priemer je vlastne najvacsia vzdialenost v grafe, tak
polomer je minimum excentricit, teda minimum z maximélnych vzdialenosti, ¢ize
minimum ididce cez maximd z minimalnych (najkratsich) ciest. Teda pojem polo-
meru je ovela zlozitejsi, ako pojem priemeru.

Tiez si v§imnime, Ze graf G je nestvisly prave vtedy, ked diam(G) = oc.
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VETA 2.3. Pre kaZdy suvisly graf G plati
rad(G) < diam(G) < 2 - rad(QG)

DOkAz. Kedze rad(G) je minimum mnoziny {eg(v);v € V(G)} a diam(G)
je jej maximum, tak plati rad(G) < diam(G). Nech je w vrchol, pre ktory plati
ec(w) = rad(G). Potom pre 'ubovolné dva vrcholy u,v € V(G) plati

distg(u,v) < distg(u,w) + distg(w,v) < 2-eq(w) =2 -rad(G) O

Stromy

DEFIN{CIA. Suvisly graf bez kruznic sa nazyva strom.

Keby sme pri prehladavani do sirky (do hibky) tucne znacili tie hrany, pomocou
ktorych sme nasli nové vrcholy, tak by sme tu¢ne vyznacili strom prehPadavania
do sirky (do hlbky) zakoreneny vo vrchole w.

VETA 2.4. V strome T = (V(T),E(T)) pre kazdé dva vrcholy u,v € V(T)
eristuje prdve jedna cesta zacinajica v u a konciaca vo v.

DOKAzZ. Sporom predpokladajme, Ze existuje strom 7' a v iom dva vrcholy u a
v také, ze existuju dve rozne cesty P a () zacinajice v u a konciace vo v. Kedze
P aj @) zacinaju v rovnakom vrchole, si prvé tseky tychto ciest spoloc¢né. Nech je
wy prvy vrchol cesty P, ktorého nasledovnik na P je rozny od nasledovnika na ().
(Takyto vrchol existuje, pretoze v krajnom pripade je nim u.) Podobne nech je ws
prvy vrchol cesty P, vyskytujici sa kdesi za wq, ktory lezi aj na ceste Q. (Opét
takyto vrchol existuje, v krajnom pripade je nim v.) Usek cesty P medzi wy, a wo
je hranovo disjunktny s tsekom cesty () medzi w; a wy a tieto tseky spolu tvoria
kruznicu. To v8ak protireci definicii stromu. [

VETA 2.5. Kazdy strom T, ktory obsahuje aspon 2 vrcholy, md aspon dva vrcholy
stupmnia 1.

DOKAZ. Nech je u vrchol najmensieho stupmna. Za¢nime v tomto vrchole tvorit
cestu P a predlzujme ju potial, pokial to len ide. Cesta P nemodze obsahovat
nekonecne vela vrcholov, pretoze kazdy vrchol grafu moze obsahovat nanajvys raz.
Preto musi kdesi skoncit. A su len dve moznosti, ako skonci.

Jednou moznostou je, ze P skonéi vo vrchole stupna 1. KedZe u bol vrchol
najmensieho stupna v grafe, tak sme prave nasli druhy vrchol stupna 1 a tvrdenie
je dokazané.

Druhou moznostou je, ze cesta konéi vo vrchole v (stupiia aspon 2), ktorého
vSetci susedia uz lezia na P. Oznatme si symbolom w jedného takéhoto suseda.
Potom tsek cesty P medzi w a v spolu s hranou vw tvori kruznicu, ¢o protireci
definicii stromu. [

Vetu 2.5 moézeme vyuzit na dokazovanie viet o stromoch indukciou.
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VETA 2.6. Pre kaZdy strom T na nt vrcholoch s mp hranami plati mp = np—1.

DOKAZ. Tvrdenie dokdZeme indukciou podla n = nyp.

1° Ak n =1, tak jediny graf na 1 vrchole nemd Ziadnu hranu.

2° Nech je T strom na n = np vrcholoch a nech tvrdenie plati pre kazdy strom,
ktory ma menej ako n vrcholov. Kedze n > 1, tak podla vety 2.5 ma T vrchol
stupiia 1. Ozna¢me tento vrchol v a hranu, ktora je s tymto vrcholom incidentnd
oznatme e. Potom je TV = (V(T) — {u}, E(T) — {e}) opit stromom, lebo je to
suvisly graf bez kruznic. Kedze T' m4 ny — 1 vrcholov a mp — 1 hran, tak podla
indukéného predpokladu plati mr —1=npr —1-1, ¢ize mr =np — 1. O

DOSLEDOK. Stuwvisly graf na n vrcholoch md aspori n—1 hrdn, pricom ak md
prdve n—1 hrdn, tak je stromom.

DOKAz. Ak je graf stromom, tak tvrdenie plati podla vety 2.6. Predpokladajme
preto, ze G je suvisly graf na n vrcholoch, ktory nie je stromom. To znamens,
ze G ma kruznicu. Je zrejmé, ze vynechanim Fubovolnej hrany z kruznice grafu
G sa suvislost tohoto grafu neporusi. Oznatme G’ graf, ktory vznikne z grafu G
vynechanim jednej hrany, povedzme e, z Tubovolnej kruznice grafu G. Ak ma aj G’
kruznicu, tak opat vynechajme jednu hranu z fubovolnej kruznice grafu G’ a tento
proces opakujme az dovtedy, kym z grafu G nezostane graf G*, ktory neobsahuje
kruznice. Graf G* je suvisly graf bez kruznic, ¢ize je stromom. Podla vety 2.6 m4
G* prave n—1 hran a kedze graf G obsahuje okrem vSetkych hran stromu G* aj
hranu e (a moZno eSte niekolko dalsich hran), tak G ma aspont n hran. To znamen,
ze ak graf nie je stromom, tak ma asponi n hran, ¢ize ak ma prave n—1 hran, tak
je stromom. [J

Cvicenia

CVICENIE 2.1. Dokazte, ze v kazdom grafe G, ktory ma mg hran, plati identita

Z degq(v) =2-mg

veV(Q)

CVICENIE 2.2. Existuje kubicky graf (¢ize graf, v ktorom md kazdy vrchol
stupeni 3) na 13 vrcholoch?

CvVICENIE 2.3. Kompletny graf na n vrcholoch, K,,, je graf na n vrcholoch,
ktory obsahuje vSetky mozné hrany. Urcte pocet hran, polomer, priemer a stupne
vSetkych vrcholov grafu K,,.

CVICENIE 2.4. Kompletny parny (bipartitny) graf K, ,, je taky graf,
ktorého vrcholovii mnozinu mozno rozlozit na dve ¢asti Vi a Va, pricom |V;| = nq
a |Va| = mg, a mnozina hran pozostdva zo vSetkych moznych dvojic uq,us, kde
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u1 € Vi a ug € V. Urcte pocet hran, polomer, priemer a stupne vSetkych vrcholov
grafu K, ,,. Moze kompletny parny graf obsahovat kruznicu neparnej dlzky?

CvVICENIE 2.5. Nech je G = (V(G), E(G)) graf. Potom jeho komplement je
taky graf G = (V(G), E(G)), pre ktory plati V(G) = V(G) a dalej uv € E(G)
prave vtedy, ked uv ¢ E(G). Kolko hran ma graf G?

CVICENIE 2.6. Vrchol v grafu G je centrdlny vrchol ak rad(G) = eqg(v).
Dokézte, ze strom ma nanajvys 2 centralne vrcholy.

CVICENIE 2.7. Zostrojte vietky stromy na 6 vrcholoch.

CVICENIE 2.8. Zostrojte vSetky grafy na 5 vrcholoch. Kolko je medzi nimi
suvislych grafov?

CVICENIE 2.9. Kubicky strom je taky strom, ktorého vrcholy maju stupne len
1 alebo 3. Ktosi povedal, ze kazdy kubicky strom s parnym poc¢tom hran obsahuje
kruznicu. M4 pravdu?

CVICENIE 2.10. Alkany (parafiny) st organické molekuly so vzorcom Cy, Hap, 2,
v ktorych st len jednoduché vazby. Povedané v reci tedrie grafov, si to stromy,
v ktorych si vrcholy len stupriov 4 a 1. Kolko je roznych takychto stromov (izomé-
rov) pre n vrcholov stupna 47 (Ulohu vyrieSte pre malé hodnoty n.)

CvVICENIE 2.11. Dokazte, ze graf na n vrcholoch bez kruznic mé najviac n—1
hran. Pritom ak mé prave n—1 hran, tak je stromom.

CVICENIE 2.12. Nech je (A;*) grupa s nosicom A a operaciou . Dalej nech je S
taka podmnozina A, ktora s kazdym svojim prvkom obsahuje aj prvok k tomuto in-
verzny a ktord neobsahuje jednotku grupy e. Potom Cayleyho graf Cay((A;*), S)
je taky graf G = (V(G), E(G)), pre ktory V(G) = A a dalej ab € E(G) préave vtedy,
ked existuje s € S také, ze b = a x s. Dokazte, ze v Cayleyho grafe maji vSetky
vrcholy rovnaky stupen a priemer sa rovna polomeru.

CVICENIE 2.13. Zostrojte grafy Cay((Ze; ®),{1,3,5}) a Cay((Ze; ®), {2, 3,4}).
Aké su to grafy?

CVICENIE 2.14. Dihedrélna grupa D3 je grupa symetrii pravidelného trojuhol-
nika. Tato grupa ma 6 prvkov, ktorymi su identita id, otocenie r; o 120°, otoce-
nie 79 0 240° a tri preklopenia py, pa a ps. Zostrojte grafy Cay(Ds, {p1,p2,p3})
a Cay(Ds,{r1,7r2,p1}). Aké st to grafy?
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3 PRECHADZKY

Eulerovské tahy

Mesto Konigsberg, teraz Kaliningrad, sa uz v 18-tom storoc¢i rozprestieralo na
brehoch a dvoch ostrovoch rieky Pregoly. Tieto casti mesta boli pospajané 7 mos-
tami, ako je zndzornené na obrazku 3. V tej dobe nebyvalo bezné, aby boli ¢asti
mesta pospajené az 7 mostami a obyvatelia Konigsbergu boli na tieto svoje mosty
aj patricne hrdi. Pocas nediel sa Konigsbergcania prechadzali ulicami a objavil sa
problém, ¢i je mozné naplanovat taku prechadzku mestom, pocas ktorej by presli
kazdym mostom préave raz.

Leonhard Euler nahradil vSetky casti stSe vrcholmi a vSetky mosty hranami
spajajucimi tieto vrcholy. Takto sice nedostal graf v zmysle nasej definicie, ale graf
s nasobnymi hranami, pozri obrazok 4. Avsak ilohu tymto sposobom previedol na
problém néjst taky sled v grafe (s ndsobnymi hranami), ktory by obsahoval kazdd
hranu prave raz.

FIEN
=0 N

Obrazok 3 Obrazok 4

DEFINicIA. Eulerovsky tah je taky sled, ktory obsahuje kazdd hranu grafu
prave raz. Eulerovsky tah je uzavrety, ked sa jeho prvy vrchol rovna poslednému
a je otvoreny ked je jeho posledny vrchol rozny od prvého.

Problém mesta Konigsberg Euler zovSeobecnil a v roku 1736 dokazal nasledujicu
vetu, ktord sa povazuje za prvu vetu tedrie grafov.

VETA 3.1 (Eulerova veta). Suvisly graf md uzavrety eulerovsky tah prdve vte-
dy, ked md vsetky vrcholy pdarneho stupria.

DOKAZ. Nech mé graf G uzavrety eulerovsky tah T. Prejdime sa pozdIZ hran
tahu T'. Ak do vrchola v prideme k, krat pomocou k, roznych hran, tak z tohoto
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vrchola musime aj k, krat odist pomocou dalsich k, roznych hran. To znamena, Ze
vrchol v mé stupen 2 - k,,, a teda stupen kazdého vrchola grafu G je parny.

Teraz predpokladajme, ze vSetky vrcholy grafu G maji parny stupen. Nech
je v Tubovolny vrchol grafu G a nech je T najdlhsi tah zacinajici vo vrchole v.
Predpokladajme, ze tah T kon¢i vo vrchole u, pricom u # v. Potom je vrchol «
susedny s neparnym poctom hran tahu 7 a kedZze stupen U je parny, tak aspon
jedna hrana susednd s u nepatri tahu 7. Cize T mozno predlzrc’ €o je spor s pred-
pokladom. To znamenad, Ze tah T nutne koné¢i vo vrchole v.

Ak tah T obsahuje vSetky hrany grafu G, tak je eulerovsky. Predpokladajme
preto, ze T neobsahuje vSetky hrany grafu G. Kedze G je stvisly, tak existuje taka
hrana e grafu G, ktora nepatri tahu T, ale susedi s vrcholom, povedzme v’, ktory
patri T. Vynechajme z G vSetky hrany tahu 7. Takto dostaneme graf, ktory moze
byt nestvisly. Ozna¢me G’ ten komponent stvislosti tohoto grafu, ktory obsahuje
vrchol v’'. KedZe vSetky vrcholy grafu G’ maju parny stupeii, tak v G’ existuje

dalsi uzavrety tah, povedzme v’, v}, vs, ..., vy, v, zac¢inajici hranou e. Potom tah
T =wv,v1,V2,...,0,0 011, Vit2,..., Vg, v mozno predlzit na tah
Y AN roo ]
U, V1,025,505,V ,Uy;, Vg5 - oy Vpry Uy Vi1, Uit 2y - - -5 Vg U

ktory je dlhsi ako T', lebo okrem vsetkych hran tahu 7 obsahuje aj hranu e. To je
vSak spor s predpokladom, ze T je najdlhsi tah grafu G zacinajici vo vrchole v.
To znamend, Ze najdlhsi tah zacinajici vo v obsahuje vSetky hrany grafu G, a teda
tento tah je eulerovsky. [

Vsimnime si, ze v predchddzajicom dokaze sme nikde nevyuzili, ze graf G neméa
nasobné hrany. Teda Eulerova veta plati aj pre také grafy, ktoré nasobné hrany
maju. Eulerova veta ma nasledujici dosledok, podFa ktorého neexistuje prechadzka
mestom Konigsberg, obsahujica kazdy most prave raz.

DOSLEDOK. Stuwvisly graf md otvoreny eulerovsky tah prdve vtedy, ked md prdve
dva vrcholy nepdrneho stupna.

DOKAz. Ak m4 graf otvoreny eulerovsky tah, tak je zrejmé, Ze vsetky jeho
vrcholy, s vynimkou prvého a posledného vrchola otvoreného eulerovského tahu, su
parneho stupna.

Teraz predpokladajme, Ze suvisly graf G méa len dva vrcholy, povedzme u a v,
neparneho stupna. Oznaé¢me G’ graf, respektive graf s ndsobnymi hranami, ktory
vznikne z G pridanim hrany wv. Graf G’ je suvisly a kazdy jeho vrchol méa pérny
stupen. Preto ma podla Eulerovej vety uzavrety eulerovsky tah, pricom vynechanim
hrany uv z tohoto tahu dostaneme otvoreny eulerovsky tah grafu G. [

S uzavretymi eulerovskymi tahmi sivisi tiloha éinskeho postara. Této tloha
spociva v najdeni najkratsej okruznej prechddzky mestom, pocas ktorej (¢insky)
postar prejde vSetky ulice. Ked nahradime vSetky krizovatky mesta vrcholmi grafu
a cesty hranami, pricom kazdej hrane bude priradené kladné ¢islo (diika prislusnej
ulice), tak loha ¢inskeho postara spociva v ndjdeni takého uzavretého sledu, ktory
obsahuje kazdu hranu aspon raz a pri tejto podmienke bude sicet hodnot vsetkych
hran sledu (spolu s ich ndsobnostou) minimdlny mozny.
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Podla vety 3.1 ak je graf G stvisly a kazdy vrchol G ma parny stupen, tak tilohu
¢inskeho postara riesi uzavrety eulerovsky tah grafu G. AvSak pre iné grafy tloha
¢inskeho poStara nie je az tak trividlna.

Hamiltonovské kruznice

V roku 1857 William R. Hamilton zostrojil matematicky hlavolam, ktorého
ciefom bolo n4ajst takd uzavretu prechadzku po hranach pravidelného dvanaststena,
ktorda by obsahovala kazdy vrchol prave raz. Ak zabudneme na plochy dvandststena
a nakreslime jeho vrcholy a hrany v rovine, tak dostaneme graf nakresleny na
obrazku 5. (Tu¢nou ¢iarou je zaznacené jedno rieSenie hlavolamu.)

Obréazok 5

DEerFINicIA. Hamiltonovska kruznica je takd kruznica, ktord obsahuje vsetky
vrcholy grafu a hamiltonovska cesta je cesta, obsahujica vSetky vrcholy grafu.

Teda rieSenim Hamiltonovho hlavolamu je hamiltonovska kruznica. Jedna takato
kruznica je na obrazku 5 vyznacend tuCnymi hranami.

Zistit, ¢i ma graf uzavrety eulerovsky tah, je Tahky problém, lebo staci zis-
tit savislost grafu a paritu stupnov vSetkych jeho vrcholov. Je prekvapujice, Ze
analogicky problém pre hamiltonovské kruznice je tazky. Napriek tomu pozname
velmi vela podmienok, ktorych splnenie vynucuje v grafe existenciu hamiltonovske;j
kruznice. Jednu z najzndmejSich postacujicich podmienok tohoto typu dokézal
O. Ore v roku 1960.

VETA 3.2 (Oreho veta). Nech je G graf na ng > 3 wvrcholoch. Ak je sicet
stupniov kazdijch dvoch vrcholov, ktoré nie si spojené hranou, aspon ng, tak G md
hamiltonovskid kruznicu.

DOKAZ. Nech je G graf spiﬁajﬁci podmienky vety. Najprv dokdzeme, ze graf G je
suvisly. Sporom predpokladajme, ze G mé aspon dva komponenty stvislosti. Nech je
v1 vrchol z jedného komponentu suvislosti a v4 vrchol z iného komponentu suvislosti
grafu G. Vrcholy v, a vs nemézu byt spojené hranou, a teda podla predpokladov
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vety je sucet stuprniov tychto vrcholov aspon ng. Teda z dvojprvkovej podmnozZiny
mnoziny vrcholov vedie do ostatnych ng—2 vrcholov aspon ng hran. Podla Dirich-
letovho principu asponi dve hrany vedu do rovnakého vrchola, povedzme w. Av§ak
potom su viw aj vow hrany grafu G, ¢o je v spore s predpokladom, ze v; a vy patria
do réznych komponentov suvislosti grafu G. Teda G je stuvisly graf.

Teraz predpokladajme, ze vy, v, ..., vk je najdlh§ia cesta v grafe G. Dokazeme,
7e existuje kruznica obsahujica vSetky vrcholy tejto cesty. Ak st v a v spojené
hranou, tak niet ¢o dokazovat. Predpokladajme preto, Zze v a vy nie si spojené
hranou. Kedze vy, vs,...,v; je najdlh§ia cesta v grafe G, tak z v; aj z vy mozu
viest hrany iba do vrcholov vy, vs, . .., vk_1. RozdeIme vSetky mozné hrany susedné
s v1 a vg do k—1 skupin {U1U2}a {Ulvsavﬂik}a {U1U4,U3Uk}7 sy {U1Uz‘70i—1vk}7 )
{v1Vk—1, Vk—2vk }, {vk—1v }. VSetky tieto skupiny, s vynimkou prvej a poslednej, si
dvojprvkové. Vrcholy v, a vg nie si spojené hranou, a preto je sicet ich stupiiov
aspon ng. Kedze skupin hran je k—1 < ng—1 < ng, tak podla Dirichletovho
principu mame asponi v jednej skupine dve hrany grafu G. Nech si tymito hranami

v1v; a v;—1vg pre nejaké i € {3,4,...,k—1}. Potom je

C = (V1,045 V511, ««y Uk—15Vks Vi1, V2, - ., U2, V1)
kruznica obsahujica vSetky vrcholy najdlhSej cesty vy, ve,...,vr grafu G, pozri
obrazok 6.

Ak k = n, tak tvrdenie vety je dokazané. Predpokladajme preto, 7ze k < n. Kedze
G je suvisly graf, tak existuje vrchol u grafu G, u ¢ {vy, v, ..., vx}, ktory je spojeny
hranou s nejakym vrcholom kruznice C. Potom vSak existuje cesta na vrcholoch
V1, V3, .. ., Uk, U (Samozrejme nie nutne v tomto poradi), ¢o je spor s predpokladom,
7e v1, Vg, ...,V je najdlhSia cesta v grafe G. O

Obréazok 6

Désledkom Oreho vety je tvrdenie, ktoré dokazal G. Dirac uz v roku 1952.

DOsLEDOK (Diracova veta). Nech je G graf na ng > 3 wvrcholoch. Ak md
kazdij vrchol grafu G stupen aspon =, tak G md hamiltonovski kruznicu.

Poznamenajme, Ze tak, ako je Oreho veta zovSeobecnenim Diracovej vety, exis-
tuja aj zovSeobecnenia Oreho vety.
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Bloky grafu

DrrFINfciA. Graf G je 2-stvisly ak pre Tubovolné dva rozne vrcholy u a v exis-
tuji v G dve vnutorne disjunktné cesty (teda také, ktoré maji vsetky vrcholy
s vynimkou u a v rézne) z u do v. Vrchol, po ktorého odstraneni sa graf stane
nesuvisly, sa nazyva artikulacia.

Inac¢ povedané, graf je 2-stvisly ak kazdé dva jeho vrcholy lezia v kruznici. Grafy
na obrazkoch 1 a 5 s 2-sivislé, avSak graf na obrazku 2 nie je 2-stvisly.

Ak graf nie je 2-stvisly, tak bud nie je suvisly, alebo obsahuje artikulaciu. Graf
na obrazku 2 je suvisly, avsak obsahuje 2 artikulacie.

DEerFINicIA. Graf H = (V(H), E(H)) je podgraf grafu G = (V(G), E(G)) ak
plati V(H) C V(G) a E(H) C E(G). Podgraf daného grafu, ktory nema artikuldciu
a je pri tejto vlastnosti maximdlny (¢ize nezvacsitelny), sa nazyva blok.

Uvedomme si, ze ak je vrchol v artikuldciou grafu G, tak v eSte nemusi byt
artikuldciou podgrafu H grafu G. Dalej, podla definicie blok nemusi byt 2-sivisly
graf. To preto, lebo blokom moze byt aj izolovany vrchol, respektive hrana (¢ize
grafy Ky a Ks). Graf na obrazku 2 ma 3 bloky a 2 artikulacie.

V predchadzajice]j casti sme pouzili prehladdvanie do Sirky na zistenie vzdiale-
nosti v grafe. Tu ukazeme, ako sa da prehladavanie do hibky vyuzit na ndajdenie
a opisanie vSetkych blokov v grafe. K tomu budeme vyuzivat strom prehladdvania
do hibky (ktory sa nazjva aj kostra prehPaddvania do hibky), popisany pred
vetou 2.4.

DEFINicIA. Nech je T strom prehladdvania do hibky grafu G, zakoreneny vo
vrchole w. Vrchol u je potomok v a v je predok u, ak v lezi na jedinej w — u ceste
v T. Naviac, ak je vu hrana stromu 7', tak u je syn vrchola v, respektive v je rodié
vrchola wu.

VETA 3.3. Nech je G suvisly graf a nech je T jeho strom prehladdvania do hl’bky.
Potom pre lubovolni hranu uwv grafu G plati, Ze bud je u potomkom v, alebo je v
potomkom u.

DOKAZ. Pri prehladdvani do hfbky pouzivame zasobnik. Pracujeme tak, Ze na
zaciatku dame do zasobnika koren w.

V nasledujicom sa pozrieme na vrch zdsobnika, kde ndjdeme vrchol u (pricom
obcas sa stane ze u = w). Ak sme uz prezreli (nali) vSetkych susedov u, tak vrchol
u vyhodime zo zasobnika. V opa¢nom pripade ndjdeme nového suseda v vrchola wu,
oznatime ho ako nijdeny a vlozime ho na vrch zdsobnika (teda nad ).

Vyssie opisany proces opakujeme dovtedy, kym zo zasobnika nevyhodime pos-
ledny vrchol.

Povedzme, ze pri prehladdvani do hfbky najdeme najprv u. Kedze uv je hrana
grafu, vrchol u je v zdsobniku eSte aj vtedy, ked don vloZzime v. Nuz a prave pos-
tupnost vrcholov v zasobniku medzi v a v predstavuje cestu prave zostrojeného
stromu prehladdvania do hfbky. Teda nielen Ze je v potomkom u, my vieme priamo
v zdsobniku od¢itat cestu z u do v v strome prehPdddvania do hfbky T. O
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Poznamenajme, ze v predchadzajicom dokaze sme proces prehlfadavania do hib-
ky naznaceny v kapitole 2 troSicku, hoci nie velmi, pozmenili. V ¢om je t4 mald
odlisnost’?

Na obrédzku 7 je graf, ktory ma tuénymi hranami vyznaceny jeden strom (kostru)
prehladavania do hibky. Tento graf méa pri kazdom vrchole dvojicu ¢isel, z ktorych
prvé predstavuje poradie najdenia daného vrchola. Teda koren ma prvé ¢islo 1, dalsi
nijdeny vrchol ma ¢islo 2 atd.

Nasledujtice tvrdenie je dosledkom vety 3.3 a uvadzame ho bez dokazu.

DOSLEDOK. Nech je T strom prehladdvania do hl,bky suwvislého grafu G. Potom
platia nasledujice vyroky. Koren w stromu T je artikuldciou v G prdve vtedy, ked
md viac ako jedného syna. Vrchol v rozny od korena je artikuldciou prdave vtedy, ak
pre niektorého z jeho synov neezistuje nestromovd hrana z E(G) — E(T) spdjagica
tohoto syna, alebo niektorého jeho potomka, s predkom v.

Tento dosledok nam dava ndvod na zostrojenie algoritmu hladajiceho bloky
grafu G. Budeme vyuzivat nasledujice funkcie na vrcholoch.

DEeFINicIA. Nech je T strom prehladdvania do hibky suvislého grafu G. Sym-
bolom Def(v) budeme oznatovat poradie nijdenia vrchola v a symbolom Low(v)
budeme oznacovat minimum z hodnot Def(v) a Def(z), kde z st vrcholy ku ktorym
existuje potomok u vrchola v taky, ze uz je hrana G.

7 predchadzajiceho doésledku je zrejmé, ze vrchol v rézny od korena je ar-
tikuldciou prave vtedy, ked pre aspoii jedného jeho syna u plati Low(u) > Def(v).
Ak teda po vySetreni vrchola u zistime, ze Low(u) > Def(v), kde v je rodi¢ u, tak
v8etky hrany v zasobniku az po hranu vu tvoria blok.

ALGORITMUS: BLOKY.
Vstup: graf zadany zoznamami okoli vrcholov bez izolovanych vrcholov.
Vystup: mnoziny hran blokov grafu.

Procedure BLOK(v, p); { prehladanie do hibky z v, p je }
Begin { rodi¢ v, premenné Def, Low, }
stav:=stav+1; Def(v):=stav; Low(v):=Def(v);  { zdsobnik a stav si globélne }
Forall u € zoz(v) Do If Def(u)=0
Then Begin { u je novy, vu je kostrovd }
zésobnik < vu; BLOK(u, v);
Low(v):=min(Low(v),Low(u));
If Low(u) > Def(v) Then Repeat { v je korei, alebo artikuldcia }
e < zasobnik; Write(e);
Until e = vu;
End Else If (u # p) And (Def(u) < Def(v))  { aktualizuje Low(v) }
Then Begin
zasobnik + vu;
Low(v):=min(Low(v),Def(u));
End;
End; { koniec procediry }
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Begin { telo programu }

Forall v € V' Do Def(v):=0; { inicializacia }

zasobnik:=0); stav:=0;

Forall € V Do If Def(r)=0 Then BLOK(r,0); { ndjde bloky v komponente }
End. { obsahujicom r }

Algoritmus Bloky prezrie kazdd hranu dvakrét (do zdsobnika ju dé iba raz),
a preto je jeho zlozitost O(mg+ng). Na obrdzku 7 je graf, v ktorom si tucne
vyznacené hrany stromu prehladdvania do hibky. Prvé cislo z dvojice pri vrchole v
oznacuje Def(v) a druhé Low(v). Algoritmus vypiSe postupne bloky s vrcholmi (éislo
Def(v) stotoznime kvoli jednoduchosti s ndzvom vrchola): {8,7,6,5,2}, {4,3,2,1}
a {10,9,1}.

(3,1) (4,1)
(5,2) (2,1) (1,1)
(7,5) (6,2) (8,2) (10,1) (9,1)
Obrazok 7
Cvicenia

CVICENIE 3.1. Dokézte, ze ak graf obsahuje uzavrety sled neparnej diiky, tak
obsahuje aj kruznicu neparnej dlzky.

CvICENIE 3.2. Ukédzte, ze ak graf obsahuje uzavrety sled parnej diiky, tak eSte
nemusi obsahovat kruznicu.

CVICENIE 3.3. Dokéazte, ze graf na m = ng vrcholoch, ktory méa viac, ako
(")) = ("_1)2& hrén, je sivisly. Ukdzte, ze (") hrdn vo vieobecnosti nestadi.

CVICENIE 3.4. Pre aké n ma kompletny graf K,, eulerovsky tah?

CVICENIE 3.5. Nech je G graf, ktory ma vsetky vrcholy parneho stupna, s vy-
nimkou vrcholov u a v, ktorych stupne si neparne. Dokézte, ze graf G je suvisly
prave vtedy, ked je suvisly graf (respektive graf s ndsobnymi hranami) G’, ktory
vznikne z grafu G pridanim hrany uv.
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CVICENIE 3.6. Vyrieste dlohu ¢inskeho postara pre graf doméek z obrazku 1,
ked majui hrany vivy, vovs, v3,vs a v4vUs5 dizku 1, hrana vzvy mé dizku 3, hrany
v1U3 a U4 Maju dizku 4 a hrana vivs mé dizku 5. Zdovodnite, preco je najdené
rieSenie najlepsie.

CVICENIE 3.7. Dokézte, ze graf na obrizku 8 nemda hamiltonovski kruznicu.

CvVICENIE 3.8. Dokézte, ze Petersenov graf, ktory je nakresleny na obrazku 9,
nemd hamiltonovski kruznicu.

Obréazok 8 Obrazok 9

CvVICENIE 3.9. Dokazte, ze ak ma graf n = ng vrcholov a viac ako ("_1) +1

2
hran, tak ma hamiltonovskd kruznicu. Ukéazte, ze (

"_1) + 1 hrdn vo vieobecnosti
nestaci.

2

CvVICENIE 3.10. Kolko roznych hamiltonovskych kruznic ma kompletny graf na
n vrcholoch K,,7

CVICENIE 3.11. Nech je W, graf, ktory vznikne z pravidelného (n—1)-bokého ih-
lanu, ak zabudneme na plochy tohoto ihlanu. Takyto graf nazyvame koleso. Kolko
hamiltonovskych kruznic mé W,,?

CVICENIE 3.12. Nech je H,, graf, ktory vznikne z pravidelného 5-bokého hra-
nola, ak zabudneme na plochy tohoto hranola. Takyto graf nazyvame hranol. Kolko
hamiltonovskych kruznic mé H,?

CVICENIE 3.13. Nech je T kostra prehladdvania do hibky stuvislého grafu G

a nech je K kompletny podgraf grafu G. Dokazte, ze vSetky vrcholy K lezia na
jednej ceste zacinajucej v koreni kostry T
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4 TOKY A SUVISLOST

Definicie

DEFINICIA. Siet G = (V(G), E(G)) je usporiadani dvojica, kde V(G) je ko-
neénd mnozina vrcholov a F(G) je mnozZina Sipov, ¢ize usporiadanych dvojic
vrcholov. Vrcholy n-vrcholovej siete oznacujeme s =vy,vs, . .., v, = t. Vrchol v; na-
zyvame zdroj (pre vyraznejsie rozliSenie ho oznacujeme aj s) a vrchol v, nazyvame
astie (pre vyraznejSie rozliSenie ho oznacujeme t). Naviac, kazdy sip e siete je
ohodnoteny nezapornou hodnotou c(e), nazyvanou priepustnost (kapacita).

Siet obycajne zndzornujeme v rovine tak, ze vrcholy zakreslime ako malé kruzky
a §ipy zakreslime ako ¢iary spajajuce dvojice vrcholov. Na kazdej takejto Ciare je
Sipka, usmernujica tito ¢iaru od zaciatocného vrchola ku koncovému.

Siete maji rozmanité aplikacie. Celkom prirodzene sa pouZzivaji na znazornenie
komunika¢nych sieti (v tom pripade ohodnotenia moézu reprezentovat diiky jed-
notlivych komunikécif), rozvodnych sieti (vtedy ohodnotenia predstavuji priepust-
nost)), na znizornenie projektov (tu ohodnotenia §ipov mézu predstavovat diiky
trvania prislusnych podprojektov) a podobne.

Vsimnime si, Ze siet na n vrcholoch méze mat az n - (n—1) §ipov. To znamena,
ze siet nedostaneme z grafu jednoduchym zorientovanim hrén.

DEerFINiciA. Tok zo zdroja s do tstia t je takd funkcia f definovanéd na Sipoch,
pre ktort plati 0 < f(uv) < ¢(uv) pre kazdy §ip uv siete G a

W(f) ak v = s;
Div(v) = Z flou) — Z flwv) =¢ =W(f) ak v = t;

vueE(Q) wveE(G) 0 inak.

Hodnotu W(f) nazyvame velkost’ toku.

V tejto definicii prva podmienka tvrdi, Ze tok idici Tubovolnym Sipom je neza-
porny a nie je vacsi ako kapacita tohoto S§ipu, zatial ¢co druha podmienka zaruci, ze
vietko ¢o do vrchola (iného ako zdroj a tstie) vteéie, musi z neho aj vytiect. Druh4
podmienka sa nazyva Kirchhoffov zakon.

Na obrazku 10 mame znézornenu siet s vrcholmi s=wq,vq, v3,v4, V5, ve=t. Pri
kazdom Sipe mame uvedeni dvojicu ¢isel v zatvorkach, kde prvé cislo predstavuje
kapacitu a druhé velkost toku. Overte si, ze tok spifla obidve podmienky uvedené
vysSie. Velkost tohoto toku je 4 + 2 = 6.
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Vg (4,1) [

(4,4) (4,4)

s=v1 vg=t

(2,2)

(5,2) (7,2)

U3 (2,2) Us

Obrazok 10

Uloha o maximalnom toku

V tejto kapitole sa budeme zaoberat problémom néjdenia takého toku v sieti,
ktorého velkost je najvacsia mozna.

DEFINiCIA. Nech je A podmnoZzina vrcholovej mnoziny V(G) siete G. Mnozinu
sipov vediicich z vrcholov A do V(G)—A oznatujeme (A, V(G)—A). Ak je f tokom
v sieti G, tak f((A, V(G)—A)) je sucet hodndt f(e) cez vietky Sipy e z (A, V(G)—A).

LEMA 4.1. Majme siet’ G so zdrojom s a ustim t. Nech je A podmnoZina mnoZiny
vrcholov V(G), pricom s € A at € V(G)—A. Potom pre velkost toku W (f) plati

W(f) = f((A,V(G)-4)) - F((V(G)-A4, 4))

DOKAZ. Spocitajme vietky hodnoty Div(v) pre v € A. Kedze pre vietky vrcholy
v z A—{s} plati Div(v) = 0 a Div(s) = W(f), tak tento sticet sa rovnd W(f).
Pritom kazdy §ip, ktory spaja dva vrcholy z A zapocitavame v tomto sicte dvakrat,
raz so znamienkom + a raz s —. Preto sa W (f) rovnd sictu velkosti toku na sipoch
spajajucich A s V(G)—A, vzdy s prislusnym znamienkom. [

DOSLEDOK. Ak oznacime c((A,V(G)—A)) sicet kapacit vietkych hrdn vedicich
z A do V(G)—A, tak W(f) < c((A,V(G)—A)) pre tubovolni mnozinu A C V(Q)
taki, Zes€ A at ¢ A.

DEFINICIA. Polocesta v sieti je postupnost Sipov, z ktorej vznikne cesta, ak
zabudneme na orientdciu tychto §ipov. Sip polocesty je priamy, ak m4 s fiou si-
hlasnu orientaciu, inak je obrateny. Pre kazdy Sip e polocesty definujeme rezervu
€(e) nasledujicim spésobom

(e) { c(e) — f(e) ak je e priamy Sip;
e(e) =
f(e) ak je e obrateny Sip.

Najmens§iu rezervu Sipu spomedzi vSetkych §ipov polocesty nazyvame rezerva
polocesty a ak je tato hodnota kladnd, tak polocesta je zvacésujica.
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Ak mame v sieti tok f a ndjdeme zvacsujicu s — ¢ polocestu P s rezervou €(P),
tak tok f mozno zvacsit na novy tok f’ nasledovne

fe) +€(P) ak je e priamy §ip polocesty P;
f'(e)=1< fle)—e(P) ak je e obrateny §ip polocesty P;

f(e) ak e nie je §ipom P.

Je zrejmé, ze hodnota nového toku f’ je presne o €(P) vicsia ako hodnota starého
toku f.

PrikLAD. Uvazujte siet, ktord je zobrazend na obrazku 10. Zistite, ¢ je pre
dany tok polocesta s, vs,vq, v4, Vs, t ZvacSujica a ak je, zostrojte tok, ktory je vacsi
o rezervu tejto polocesty.

RIESENIE. Vyzna¢me si §ipy polocesty tuénymi ¢iarami, pozri obrazok 11. Kedze
Sipy svs, vav4 a vst si priame, ich rezervy (ktoré si v obrdzku 11 vyznacené tucne)
siporade 5—2=3,4—1=3 a7 —2=>5. Naopak, Sipy vzvy a v4vs su obratené,
teda ich rezervy su 1 a 2.

U2 (471) 3 V4
>

(2,2)
Obréazok 11

Rezerva polocesty je min{3,1,3,2,5} = 1, ¢iZe polocesta je zviacSujica. Ked
zvacSime tok na poloceste o jej rezervu, dostdvame tok, zobrazeny na obrazku 12.

V2 (472) Vg

(4,4) (4,4)

(5,3) (7,3)

U3 (2,2) Us

Obrazok 12

VETA 4.2. Nech je G siet’ s tokom f. Tok f je maximdlny prdve vtedy, ked
v steti neeristuje zvacsujica s —t polocesta.
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DOKAzZ. Ak existuje zvacsujica s — t polocesta, tak tok nie je maximélny, lebo
ho mozno zvagsit o rezervu tejto polocesty (pozri priklad pred vetou).

Teraz predpokladajme, Ze v sieti neexistuje zvacSujuca s — t polocesta. Oznac-
me A mnozinu tych vrcholov v siete GG, do ktorych vedie nejakd zvacSujica s — v
polocesta. Isto s € A, kedze s — s polocesta mé rezervu oo, avSak t ¢ A. V dalsom
ukdzeme, ze W(f) = c¢((4,V(G)—A)). Ak vu € (A,V(G)—A), tak potom existuje
f-zvacsujica s — v polocesta, ktori vSak nemozno prediiit’ do u € V(G)—A. Preto
plati f(vu) = c(vu). Na druhej strane ak wv € (V(G)—A, A), tak opit existuje
zviiéSujica s — v polocesta, ktord nemozno predizit do w € V(G)—A, z oho plynie
f(wv) = 0. Teda

F(AV(G)=A)) = F(V(G) -4, 4)) = c({4,V(G)-4)) - 0

Podla lemy 4.1 plati W(f) = c((4,V(G)—A)), ¢ize tok f je maximdlny podla
dosledku lemy 4.1. [J

DOsLEDOK (Fordova-Fulkersonova veta). Velkost mazimdlneho toku sa rov-
nd kapacite minimdlneho s — t rezu, ciZe

max W (f) = min_ c((4,V(G)-4)

pricoms € A at e V(G)-A.

Poznamenajme, Ze formalnu definiciu rezu (pre grafy) zavedieme v nasledujice;
kapitole.

Algoritmus riesiaci ilohu o maximalnom toku

Teraz popiSeme, ako sa d& v sieti s danym tokom néjst zvacSujica polocesta.
Tento problém budeme riesit pomocou prehfadédvania do Sirky.
Algoritmus na hfadanie zvacsujicej polocesty pozostava z dvoch krokov:

Krok 0: Na zaciatku mame prazdnu frontu a vSetky vrcholy st bez znaciek.
Zacneme vo vrchole s = vy, oznac¢ime ho ako njjdeny, ddme mu znacku 0 a zaradime
ho na koniec fronty.

V dalSom budeme opakovat Krok 1 az pokym neoznaé¢ime vrchol ¢, alebo pokym
neprideme do stavu, ze mame vybrat Cosi z fronty, ktora je prazdna.

Krok 1: Vyberieme z fronty prvy vrchol, ktorym je povedzme v;.

Nato prezrieme vSetky §ipy v;vy, pre ktoré f(v;v;) < c(v;v;). Ak vrchol vy eSte nie
je oznaceny, tak ho oznac¢ime ako najdeny, ddme mu znacku v; a zaradime ho na
koniec fronty (v poloceste by sa mohol vyskytnit priamy 8§ip v;v;). Ak v; oznaceny
je, neurobime nic.

Vzépiti prezrieme vsetky Sipy vgv;, pre ktoré f(vgv;) > 0. Ak vrchol vy esSte
nie je oznaceny, tak ho oznac¢ime ako nijdeny, ddme mu znacku v; a zaradime ho
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na koniec fronty (v poloceste by sa mohol vyskytnit obriteny sip viv;). Ak vy
oznaceny je, neurobime nic.

V okamihu, ked oznacime vrchol £, tak pomocou znaciek zrekonsStruujeme celi
polocestu a urcime jej rezervu, ktora bude kladnda. Ak v§ak prideme do stavu, ze sme
t nedosiahli a mali by sme vybrat vrchol z fronty, ktora je prazdna, tak zostrojeny
tok je maximalny.

Poznamenajme, ze uvedeny algoritmus zvacSuje tok pomocou najkratsich polo-
ciest, ¢ize pomocou polociest, ktoré maju najmensi mozny pocet vrcholov.

Vsimnime si, Ze ak su kapacity na Sipoch celociselné, tak prezentovany algoritmus
nijde maximalny tok, ktory je tiez celociselny.

PRIKLAD. Pomocou popisaného algoritmu najdite zvacSujicu polocestu v sieti
znazornenej na obrazku 13 a zvacsite tok o rezervu tejto polocesty.

V2 (4’1) V4

(4,3) (4,4)

(1,1)
(5,2)

(2,2)

(5,3) (7,2)

U3 (2,2) Us

Obrazok 13

RIESENIE. V nasledujicom budeme znacku vrchola uvadzat v zatvorkach za
menom vrchola.

Po absolvovani Kroku 0 budeme mat vo fronte iba vrchol s(0).

Prejdeme na Krok 1. Vyberieme z fronty vrchol s(0), prezrieme obidva §ipy svs
a sv3, a kedZe tok na tychto Sipoch je mensi ako kapacita, zaradime vy aj vz do
fronty. Teda stav fronty bude: vy(s), v3(s).

Vrchol ¢ sme zatial nenagli, takze opat pokracujeme Krokom 1. Vyberieme z fron-
ty v2(s) a prezrieme postupne Sipy vavs (tu vrchol vz je uz najdeny, takze neurobime
ni¢), dalej vavs (tok na tomto Sipe je mensi ako kapacita, takZze zaradime v4 na
koniec fronty), ndsledne vavs (tok sa rovna kapacite, takze neurobime ni¢) a na zéver
svg (vrchol s je uz oznaceny, takze neurobime ni¢). Stav fronty je: v3(s), v4(v2).

Teraz vyberieme z fronty v3(s) a prezrieme postupne §ipy vzvs (v4 je uz najdeny,
nerobime ni¢), vzvs (tok sa rovna kapacite, nerobime nic), svz (s je uz nédjdeny,
nerobime ni¢) a vovg (v2 je ndjdeny, nerobime nic). Stav fronty je: vg(v).

Pri dalsom absolvovani Kroku 1 vyberieme z fronty v4(v3), pricom koneény stav
fronty bude: vs(vy).

Nakoniec, po vybrati vs z fronty ndjdeme t.

Algoritmus skoncil. Teraz pomocou znaciek ndjdeme zvacsujicu polocestu, kto-
rou je, s, Vs, U4, Us, t, pozri obrazok 14.
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va(s) (4,1); v4(v2)

(4,3) (4,4)

t(vs)

(2,2)

(5,3) (7,2)

vs(s)  (2,2) v5(v4)

Obrazok 14

Rezerva tejto polocesty je 1 a tok, ktory ziskame pomocou tejto polocesty, je
zobrazeny na obrazku 15.

V2 (472) Vg

(4,4) (4,4)

(1,1)
(5,1)

(2,2)

(5,3) (7,3)

U3 (2,2) Us
Obréazok 15

Tok zndzorneny na obrazku 15 je maximdalny, pretoze pri dalSej aplikicii nasho
algoritmu vyprazdnime frontu prv, nez oznac¢ime vrchol t.

Suvislost

DEFIN{CIA. Nech je G stvisly graf, s a t si jeho vrcholy a A C V(G), s,t ¢ A.
Potom A separuje s od t v G, ak v grafe H, ktory vznikne z G vynechanim
vSetkych vrcholov mnoziny A, ako aj hrdn incidentnych s vrcholmi z A, neexistuje
cesta z s do .

Nasledujuce tvrdenie je dosledkom Fordovej-Fulkersonovej vety.

LEMA 4.3. Nech je G graf a s,t € V(G) s také vrcholy, pre ktoré st ¢ E(G).
Potom sa maximdlny pocet vnitorne vrcholovo disjunktnych s —t ciest v G rovnd
minimalnemu poctu vrcholov separujicich s odt v G.

DOKAZ. Zostrojme z grafu G siet G° nasledovne. Zdrojom bude s, tstim ¢,
a kazdy iny vrchol v € V(G) bude zodpovedat dvojici vrcholov v—, vt € V(G?),
ktoré st spojené §ipom v~ v'. Ak bola uv hrana grafu G, u,v ¢ {s,t}, tak tejto
hrane bude zodpovedat dvojica sipov utv™ a vTu~ siete G°. Hrane su bude zod-
povedat §ip su~ a hrane vt §ip vTt. Kapacita kazdého §ipu siete G* bude 1.
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Kedze kapacity na sipoch si celoc¢iselné, tak podla poznamky z predchadzajicej
casti bude maximdlny tok celo¢iselny. VSimnime si, ze v sieti G® pre kazdy vrchol
w rézny od s a t plati, ze bud z w vychadza len jediny §ip (w je v~ pre vhodné
v € V(G)), alebo do w vchédza len jediny §p (w je v* pre vhodné v € V(G)). To
znamend, ze ak bude v sieti G® zostrojeny maximdalny tok, tak cesty, po ktorych
v G* bude Cosi tiect (jednotka), budi vnitorne vrcholovo disjunktné. Nuz a tieto
cesty zodpovedaji vnitorne vrcholovo disjunktnym s — ¢ cestam grafu G.

Uvazujme teraz kapacity minimalnych (hranovych) s — ¢ rezov, ¢ize hodnoty
c¢((B,V(G)—B)),kde s € Bat€ V(G)—B. Ak vt € Bau~ ¢ B pre nejaki hranu
vu € E(G), tak pre B’ = B — {v"} plati

c((B",V(G)-B")) < c((B,V(G)-B))

To znamend, ze kazdému minimalnemu rezu ((B, V(G)—B)) zodpoveda minimélny
rez ((B',V(G)—B')) taky, 7ze §ipy tohoto rezu si len typu v~ v™'. Ina¢ povedané,
kazdy minimdlny hranovy rez ((B,V(G)—B)) zodpovedd mnozine vrcholov A grafu
G, ktora separuje s od t.

Podla Fordovej-Fulkersonovej vety sa velkost maximélneho toku rovna kapacite
minimdalneho (hranového) s — t rezu, ¢ize

maxW(f) = min_ c((B.V(G)-B))

pricom s € B a t € V(G)—B. Toto podla predchddzajiceho rozboru znamend, ze
maximalny pocet vnutorne vrcholovo disjunktnych s—t ciest sa rovnd miniméalnemu
poctu vrcholov separujucich s od t. [

DEerFINicIA. Graf G je k-sivisly, ak pre Tubovolné dva rozne vrcholy u a v
existuje v tomto grafe k£ vnutorne disjunktnych ciest z u do v. Nech je G suvisly
graf a A C V(G). Mnozina A je vrcholovy rez grafu G ak je graf G — A nestvisly.

Nasledujtice tvrdenie je dosledkom lemy 4.3. Jeho dokaz vynechavame.

VETA 4.4 (Mengerova veta). Graf G na ng > k vrcholoch je k-sivisly prdve
vtedy, ked v iom neexistuje vrcholovy rez A taky, ze |A| < k.

Poznamenajme, Zze podmienka ng > k je v predchadzajicej vete preto, lebo
kompletny graf nemd Ziaden rez.

Cvicenia

CVICENIE 4.1. Dokézte, ze ak v sieti G neexistuje orientovand s — t cesta, tak
velkost maximalneho toku aj kapacita minimélneho s — ¢ rezu st nulové.
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CVICENIE 4.2. Ak je A podmnozina vrcholovej mnoziny siete GG, oznacme A
mnozinu V(G)—A. Nech si (S,S) a (T, T) dva minimdlne s — ¢ rezy v sieti G.
Potom st miniméalne aj (SUT,SUT) a (SNT,SNT). Dokazte.

CVICENIE 4.3. Zostrojte maximalny tok v sieti z obrazku 10. Zac¢nite s tokom,
ktory mé na kazdom Sipe velkost 0.

CVICENIE 4.4. Zostrojte maximélny tok v sieti z obrazku 10, ak si na Sipoch
zmenené kapacity. Na Sipe svy je kapacita 7, na Sipe svs kapacita 3, na Sipe vavs
kapacita 6, na Sipe vov4 kapacita 1, na Sipe vous kapacita 1, na Sipe vzvy kapacita 2,
na §ipe vsvs kapacita 10, na Sipe vsvy kapacita 5, na Sipe vst kapacita 17 a na Sipe
vst kapacita 4.

CVICENIE 4.5. Zostrojte maximélny tok v sieti zndzornenej na obrizku 16.

V2 8 U3

S=v1 t=wvsg

Vg 8 U7

Obrazok 16

CVICENIE 4.6. Na obrazku 17 je dand siet s kapacitami na vrcholoch. Najdite
v tejto sieti taky maximdlny tok, v ktorom tok prechddzajici I'ubovolnym vr-
cholom neprekro¢i kapacitu tohoto vrchola. (Postupujte podobne, ako sme pos-
tupovali v dokaze lemy 4.3. Tento postup Vam da siet z obrazku 18, v ktorej
nijdete maximdalny tok, a ten potom pretransformujete na maximéalny tok siete
z obrazku 17.)

UZ

Vg ;
Obrézok 17 Obrézok 18

CVICENIE 4.7. Zmeiite siet z cvicenia 4.4 tak, Ze na Sip vzvs date kapacitu 12
a na §ip vat kapacitu 17. Dalej dajte kapacity na vrcholy. Na vrchol ve kapacitu 8,
na vg kapacitu 6, na vs kapacitu 7 a na vs kapacitu 7. Zostrojte v sieti tok, ktory
v ziadnom vrchole neprekroc¢i predpisani kapacitu.
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CVICENIE 4.8. Zostrojte maximdlny tok v sieti s dolnymi aj hornymi medzami,
zobrazenej na obrazku 19. Dolnymi medzami si prvé a hornymi medzami (ka-
pacitami) druhé ¢isla v hranatych zétvorkdch. (Tu najprv zostrojte pomocni siet
s novym zdrojom s’ a novym tstim ¢’, pozri obrdzok 20. V tejto sieti si dolné medze
odvedené do sipov vychddzajicich z s’ a vchadzajucich do t'. V tejto sieti najdite
maximalny tok. Ak tento nenasycuje vSetky sipy vychddzajice z s, tak v povodnej
sieti neexistuje tok spiﬂajlici dané ohranicenia. Ak v8ak maximalny tok v pomocnej
sieti nasycuje vsetky 8ipy vychddzajice z s’, tak zostrojte tok spfﬁajﬁci ohranicenia
a najdite v povodnej sieti maximalny tok.)

Obrazok 19 Obrazok 20

CVICENIE 4.9. V sieti na obrazku 21 su dva zdroje a dve ustia. Zostrojte v tejto
sieti maximdlny tok. (Ulohu rieste pridanim nového umelého zdroja a nového dstia.)

[4,7] [3,7]

Obrazok 21 Obréazok 22

CVICENIE 4.10. Zostrojte maximalny tok v sieti s hornymi aj dolnymi ohrani-
¢eniami na §ipoch, ktord je znazornend na obrizku 22.

CVICENIE 4.11. Firma m4 prepravit sedem druhov balikov, pricom z kazdého
druhu balikov treba dopravit tri. K dispozicii méa pat vozidiel, ktoré mézu prepravit
6, 4, 5, 4, respektive 3 baliky, avSak ziadne vozidlo nesmie prevazat dva baliky
rovnakého druhu. Sformulujte problém ako tdlohu o maximalnom toku a ngjdite
rieSenie.
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CVICENIE 4.12. Majme dant siet G. Pod dizkou cesty z s do t budeme v tomto
cviceni rozumiet sucet hodnot Sipov na ceste zacinajicej v s a konciacej v t.
Navrhnite algoritmus, ktory pomocou prehladdvania do Sirky zostroji najkratSiu
cestuz sdotvQ@.

CVICENIE 4.13. Majme danu siet G. Zmeiite algoritmus z predchadzajiceho
cvicenia tak, aby hlPadal najdlhs§iu cestu z s do t.

CVICENIE 4.14. Dokazte Mengerovu vetu.

37



5 REZY A CYKLY

Priestory rezov a cyklov

V predchadzajicich kapitolach sme spominali kruznice a rezy. Teraz budeme
skimat, kolko ma graf rezov, respektive (zovSeobecnenych) kruznic, a ako sa dajd
tieto ziskat z akychsi zdkladnych prvkov.

DEerINfciA. Nech je G = (V(G), E(G)) graf. Hranovy priestor E(G) je vek-
torovy priestor nad polom (Zsg;+,-) tvoreny vsetkymi podmnozinami E(G) ako
vektormi. Pre a,b € E(G) definujeme sicet vektorov a @ b ako symetrickd dife-
renciu vektorov a a b a nisobenie skaldrom definujeme 1-a = a a 0-a = 0. Ak
E(G) = {e1,e3,.-.,em}, kde m = mg, tak {{e1}, {e2},...,{em}} tvori bdzu E(G)
a dimenzia tohoto priestoru je m. KedZze kazdy vektor z E(G) je mnozinou hrén, tak
hranovy vektor budeme stotoznovat so zodpovedajicou mnozinou hran. Podobne
definujeme vrcholovy priestor V(G) dimenzie n = ng nad (Zs; +, -). Hraniény
linedrny operator ¢ : E(G) — V(G) priradi mnozindm hrin symetrickd di-
ferenciu mnozin ich vrcholov. Vektory ¢ € E(G), pre ktoré o(c) = () nazyvame
cyklické (cykly) a jadro hrani¢ného linedrneho operatora Ker(o) nazyvame cyk-
licky priestor G a oznatujeme C(G). Kruznica je taky neprdazdny cyklus, ktorého
ziadna vlastnd podmnozina uz nie je neprazdnym cyklom. Kohrani¢ny linearny
operdtor § : V(G) — E(G) priradi mnozindm vrcholov symetricki diferenciu
mnozin s nimi incidentnych hrén. Vektory 6(r), pre ktoré r € V(G), nazyvame
rezové a obraz kohrani¢ného linedrneho operatora I'm(d) nazyvame priestor re-
zov G a oznatujeme R(G). Minimdlny rez je taky neprazdny rez, ktorého ziadna
vlastnd podmnozina uz nie je neprazdnym rezom.

V2 U3
€4

€3 Us €5

U1 V4

Obrazok 23

Poznamenajme, ze vysSie definovand kruznica je prave kruznica v zmysle definicie
z kapitoly 2. Priamo z definicie plynie, Ze cyklus je taky podgraf grafu G, ktory mé
v8etky vrcholy parneho stupna. Cyklus je teda zjednotenim hranovo disjunktnych
kruznic.
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Podobne, minimalny rez v zmysle Fordovej-Fulkersonovej vety je minimélny
podla vysSie uvedenej definicie. Nasledne rez je symetrickou diferenciou minimél-
nych rezov.

PRIKLAD. Nech je G graf nakresleny na obrdzku 23. V tomto grafe plati
o({e1,e2,e3}) = {v1,v2} ® {va,v5} ® {v1,v5} = 0, a preto je vektor {e1,ea,e3}
cyklicky. Naopak, d({v1,v2}) = {e1,es} @ {e1,e2,e4} = {e2,e3,e4}, Cize vektor
{ea, e3,e4} je rezovy.

DEFINICIA. Nech je G suvisly graf. Kostra je taky suvisly podgraf H grafu G,
ktory je stromom a spliia V(H) = V(QG).

Kostry sme spominali uz v kapitole 2, v suvislosti s prehfadavanim do Sirky,
respektive do hlbky.

DEFINICIA. Nech je T taky podgraf grafu G, ktorého stvislé komponenty s
kostrami komponentov suvislosti grafu G. Hrany T" nazyvame vetvy a hrany grafu
G neleziace v T nazyvame chordy. Pridanim ubovolnej chordy k T' vznikne jedi-
na kruznica, ktori nazyvame bazovy cyklus vzhladom na 7. Naopak, odobratie
Tubovolnej vetvy rozdeli prislusny komponent sivislosti grafu 7' na dva komponenty
a pridanim chord spdjajticich tieto komponenty dostdvame minimalne rezy, ktoré
nazyvame bazové rezy vzhladom na 7.

PRIKLAD. Ak v grafe z obrdzku 23 zvolime za kostru mnoZinu tuénych hran,
tak bazovymi cyklami sd c., = {e1,e2,e3} a ¢, = {€2,€4,€5,€5} a bdzové rezy si
Ty, = {e1,es}, Ty, = {€2,€3,€6}, T, = {€s,€6} a Ty, = {e5, €6}

VETA 5.1. Nech je G suvisly graf na ng vrcholoch s mg hranami. Potom bdzové
cykly vzhladom na Pubovolni kostru tvoria bdzu priestoru cyklov C(G) a dimenzia
tohoto priestoru je mg —ng + 1.

DOKAzZ. Kazdd chorda sa vyskytuje v jedinom bdzovom cykle, a preto si bé-
zové cykly linearne nezavislé. Ukazeme, ze bazové cykly generuju cely cyklicky
priestor grafu G. Nech je ¢ Tubovolny nenulovy cyklicky vektor obsahujici chordy
€cys€eys - - - 5 Ecp - Oznatme ¢ sicet bazovych cyklov ¢, ce,, - - -, Cc,, zodpovedajicich
chorddm e, ,€c,, ..., €c,, Cize ¢ = co, BCe,® . . . Bee, . Kedze vektory c., si z jadra
linedrneho operédtora o, 1 = 1,2,...,k, tak aj ¢’ je z tohoto jadra, a teda ¢’ je
cyklicky vektor. Vektor ¢’ mé tie isté chordy ako ¢, a preto je cdc’ cyklicky vektor
bez chord. Teda c®c’ je cyklicky vektor, ktory je nanajvys castou kostry. Preto
cdc =0, ¢ize ¢ = o, PCe,® ... D, O

Ak v predchdadzajicom dokaze nahradime pojem cyklus rezom a chorda vetvou,
tak za pomoci vety 2.6 dostaneme nasledujice tvrdenie pre priestor rezov R(G).

VETA 5.2. Nech je G suvisly graf na ng vrcholoch. Potom bazové rezy vzhladom
na lubovolni kostru tvoria bdzu priestoru rezov R(G) a dimenzia tohoto priestoru
jeng — 1.
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Princip dokazu vety 5.2 pomocou dokazu vety 5.1 nazyvame princip duality.
Ak budeme skimat kazdy komponent suvislosti grafu G samostatne, dostaneme
nasledujuici dosledok viet 5.1 a 5.2.

DOSLEDOK. Nech je G graf s pg komponentami siuvislosti na ng vrcholoch s mg
hranami. Potom dimenzia priestoru cyklov C(G) je mg — ng + pe a dimenzia
priestoru rezov R(G) je ng — pa. Naviac, bazové cykly tvoria bizu C(G) a bdzové
rezy tvoria bdzu R(G).

Matice rezov a cyklov

Cielom tejto kapitoly je popisat, ako mozno pomocou determinantu zistit pocet
kostier suvislého grafu. K tomu vSak potrebujeme matice s redlnymi koeficientmi,
teda budeme pracovat nad polom (R; +,-). Naviac, hrany grafu si zorientujeme. To
znamenad, ze kazdu hranu wv nahradime bud Sipom wwv, alebo Sipom vu. Ozna¢me
takto ziskany orientovany graf symbolom G.

DEFIN{CIA. Orientovany graf je usporiadand dvojica H = (V(H), E(H)), kde
V(H) je konetnd mnozina (mnozina vrcholov) a E(H) je mnozina usporiadanych
dvojic mnoziny V (H) (mnozina Sipov).

Orientovanym grafom je napriklad podkladovy graf siete, pozri kapitolu 4.
DEerFINiCIA. Nech je H orientovany graf na n = npg vrcholoch vi,vs,...,v,,

ktory md m = myg §ipov ey, e, ..., en. Matica incidencie grafu H, Ay = (a; ;),
je matica typu n X m, kde

-1 ak sip e; konci vo vrchole v;;
a;; = 1 ak Sip e; zacina vo vrchole v;;
0 inak.

VETA 5.3. Nech je G suwvisly graf na n = ng vrcholoch. Hodnost matice inci-
dencie orientovaného grafu G jen — 1.

DOKAzZ. V kazdom stipci matice incidencie A = A5 je préve jeden prvok —1
a jeden 1. Preto je sicet riadkov nulovy vektor, a teda hodnost A je nanajvys
n—1. Na dokaz opacnej nerovnosti staci najst v A stvorcovi regularnu podmaticu
rddu n—1. Nech je A’ podmatica matice A tvorena lubovolnymi n—1 riadkami
a takymi n—1 stipcami, ktoré zodpovedaji hrandm nejakej kostry grafu G. Potom
je A’ podmaticou matice incidencie stromu na n vrcholoch. Indukciou dokézeme,
ze determinant A’ je bud 1 alebo —1.

1° Ak m4 strom dva vrcholy, tak A’ = (1), alebo A" = (—1).

2° Predpokladajme, Ze strom mé k41 vrcholov, pricom tvrdenie plati pre k-
vrcholové stromy. Kedze kazdy strom mé aspon dva vrcholy stupiia 1, tak existuje
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riadok A’, zodpovedajici vrcholu stupnia 1 v strome. Ak rozvinieme determinant
podla tohoto riadku, tak dostdvame |A'| = (—1)¢|A"|, kde ¢ je 0 alebo 1 a A" je
matica zodpovedajica stromu na k vrcholoch. Podla indukéného predpokladu je
|A”| =1, alebo |A”| = —1, a teda aj |A'| =1, alebo |A/|=—1. O

Kvoli nasledujticej definicii na chvilu prirodzenym sposobom zorientujme vSetky
kruznice, cykly a rezy grafu. Pod orientovanym grafom H chiapeme graf G opisany
na zaciatku tejto casti.

DEFINICIA. Matica rezov Ry = (r; ;) orientovaného grafu H s m = my §ipmi
ma my stlpcov a tolko riadkov, kolko rezov ma H, pricom

—1 ak je j-ty Sip v ¢-tom reze a je s nim nestuhlasne orientovany;
Tij = 1 ak je j-ty sip v i-tom reze a je s nim sihlasne orientovany;

0 ak j-ty Sip nepatri do i-teho rezu.

Matica cyklov Cy = (c¢; ;) md tiez m stipcov a tolko riadkov, kolko cyklov mé
H, pricom

—1 ak je j-ty Sip v i-tom cykle a je s nim nesihlasne orientovany;
Cij = 1 ak je j-ty Sip v i-tom cykle a je s nim sihlasne orientovany;

0 ak j-ty Sip nepatri do ¢-teho cyklu.

Pripomenme, Ze cyklom grafu 8 rozumieme zorientovany cyklus grafu G. V§im-
nime si, ze ak vhodne zorientujeme rezy, tak je matica incidencie podmaticou matice
rezov orientovaného grafu.

Podla vety 5.2 bazové rezy tvoria bazu priestoru rezov v neorientovanom grafe
G. Z tohoto plynie, ze kazdy riadok matice rezov je linedrnou kombindciou tych
riadkov, ktoré zodpovedaju bazovym rezom. Podobne je kazdy riadok matice cyklov
linearnou kombindaciou tych riadkov, ktoré zodpovedaju bazovym cyklom.

PRIKLAD. Nech je 8 orientovany graf znidzorneny na obriazku 24. Podla ve-
ty 5.1 m4 tento graf 22 = 8 cyklov a 2* = 16 rezov. Preto zapiSeme len tie podma-
tice matice rezov a cyklov, ktoré zodpovedaji bazovym rezom a cyklom pri hrubo
vyznacenej kostre. Aby bola Struktira tychto matic oCividnd, usporiadame stipce
tychto matic v poradi ey, es,eq,e7, €3, €4, €5, zatial ¢o riadky budd usporiadané
prirodzene. Dostdvame bazové matice RP a CB:

RB: CB:

cCo o -
co RO
o~ OO
_ o oo
|
SO -
|
—_ e
|
- - O O
o~
|
oS =
= O
|
R
oo
o~ o
— o o
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Obrazok 24

VETA 5.4. Ak su stl})ce v maticiach Ry aj Cy usporiadané rovnako, tak plati
Cy xREL = 0, kde Cy je matica cyklov, Ry je matica rezov a O je nulovd matica.

DOkAZ. Nech je §(V1) rez orientovany z Vi do Vo = V(G)—V; a nech je ¢
TubovoIny cyklus. Cyklus ¢ je zjednotenim hranovo disjunktnych kruznic. Nech je
¢ Tubovolnd z kruznic cyklu c. Oznaéme ej,es,..., e, Sipy spoloéné rezu §(V7) aj
kruznici ¢c. Kedze tuseky patriace V7, respektive V5, sa na kruznici ¢ alternujico
striedaji, tak na polovicke hran z ep,es,...,er je orientacia kruznice suhlasna
s orientdciou rezu (tie prispeju v suc¢ine hodnotou 1) a na polovicke je orientécia
kruznice nestihlasnd s orientdciou rezu (tie prispejui v sic¢ine hodnotou —1). Preto
sa sucin riadku matice cyklov zodpovedajicemu kruznici ¢ s riadkom matice rezov
zodpovedajicemu rezu §(V;) rovnd 0. Kedze é bola Tubovolnd kruznica z ¢ a c je
zjednotenim hranovo disjunktnych kruznic, tak je sicin riadku matice Cy (ktory
zodpovedd cyklu ¢) s riadkom Ry (ktory zodpoveda rezu 6(V;)) prave 0. O

DOSLEDOK. Nech je G orientovany graf. Potom pre jeho matice rezov a cyklov
plati:

(a) stl:z)ce matice rezov zodpovedajuce Sipom cyklu si linedrne zdvislé;

(b) stipce matice cyklov zodpovedajice Sipom rezu si linedrne zdvislé.

Nenulové k-toky

DEFINiCIA. Nech je G graf. Nenulovy k-tok je také priradenie k — 1 &isel
1,2,...,k—1 §ipom grafu G, pri ktorom sa sticet hodnot na Sipoch smerujticich
do v rovnd si¢tu hodnot na sipoch smerujicich z v pre kazdy vrchol v € V(G).
Hovorime, ze graf G ma (pripista) nenulovy k-tok, ak existuje takd orientécia

grafu G, na ktorej existuje nenulovy k-tok.

Aky tvar maju grafy, ktoré maji k-toky pre malé k7 Je zrejmé, ze 1-tok maji
len grafy bez hran. Nasledujica veta sa zaobera 2-tokmi.

VETA 5.5. Graf md nenulovy 2-tok prave vtedy, ked maji vsetky jeho vrcholy
pdrny stupen.

DOKAZ. Nech mé graf G nenulovy 2-tok. Potom existuje jeho orientdcia 8 ktord

m3d nenulovy 2-tok. To znamend, ze na kazdom Sipe G je hodnota 1. A kedze ide
42



o tok, tak pre kazdy vrchol u plati, Ze pocet §ipov (s hodnotou 1) smerujicich do
u sa rovnd poctu sipov (s hodnotou 1) vychadzajicich z u. Inak povedané, stupen
u je parny.

Naopak, predpokladajme, zZe vSetky vrcholy grafu G maji parny stupen. Podla
Eulerovej vety (veta 3.1) kazdy komponent sivislosti grafu G obsahuje uzavrety
eulerovsky tah. Teraz ked sa prejdeme po hranadch komponentu pozdiz eulerovského
tahu, tak kazdd hranu uv prejdeme bud v smere z u do v, alebo z v do u. V prvom
pripade dame do §ip ww, v druhom vu. Takym sposobom sme ziskali orientaciu

, v ktorej do kazdého vrchola smeruje prave tolko §ipov, kolko z neho vychadza.
Preto ked priradime kazdému §ipu hodnotu 1, dostaneme nenulovy 2-tok. [

Uvazujme nejakid kostru 7' grafu G a nejaky nenulovy k-tok 7 na 8 Vsimnime
si, ze pre §ipy kazdého rezu oddelujiceho Vi od Vo = V(G) — Vi plati, ze ked
sC¢itame toky na nich, tak hodnota toku na §ipoch smerujicich z V3 do V3 sa rovna
hodnote toku na §ipoch idicich z Vo do V; (pozri dokaz lemy 4.1). A kedZze bazové
rezy obsahuji kazdy len jednu jedint vetvu, tak ohodnotenie chord hodnotami toku
nam d& jednoznacCne ohodnotenie vetiev.

7 toho plynie aj nasledujice pozorovanie. Ked pozdIZ kazdého béazového cyklu
C.,, kde ¢ je chorda C,,, pustime tok 7(cg) (Cize na Sipy kruznice C,, idice
sthlasne s chordou ¢ ddme hodnotu 7(ck) a na §ipy C., idice nesiihlasne s chor-
dou ¢ ddme hodnotu —7(cg)), tak ked pre kazdd vetvu e, séitame hodnoty na
vSetkych chordach, ktoré urcéuji bdzové cykly obsahujice e, (vzdy s prislusnou
orientdciou), dostaneme na e, tok 7. To znaéi, ze tok 7 je jednoznalne urceny
tokom na chordach. Teda kazdy tok je linedrnou kombinaciou bazovych cyklov
matice cyklov Cz. Preto ndm na urcenie vSetkych moznych tokov staci rozobrat
vSetky toky idice po béazovych cykloch.

Teraz uvedieme velmi zndme Tuttove tokové hypotézy.

HypoTEzA (TUTTE). Kazdy 2-sivisly graf md nenulovy 5-tok.

P. Seymour dokazal, 7e kazdy 2-stvisly graf ma nenulovy 6-tok, avSak Tuttova
hypotéza zostidva otvorend.

DEFINICIA. Graf H je subdivizia grafu G, ak H vznikne z G tak, Ze niektoré
hrany uv nahradime cestami u, xq, s, ..., Tk, v, kde 21, 29, ..., 2t st nové vrcholy,
pricom vsSetky pridané vrcholy maju v H stupen 2.

Niektoré 2-suvislé grafy, ako napriklad Petersenov graf, nemaji nenulovy 4-tok.

HypoTEZA (TUTTE). KaZdy 2-sivisly graf, ktory neobsahuje subdiviziu Peter-
senovho grafu ako svoj podgraf, md nenulovy 4-tok.

HypoTEZA (TUTTE). KaZdy 4-sivisly graf md nenulovy 3-tok.
F. Jaeger ukézal, ze kazdy 4-suvisly graf ma nenulovy 4-tok, avSak aj tato Tut-

tova hypotéza zostava zatial otvorena.
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Zaverom tejto Casti poznamenajme, Ze pre rovinné grafy si pojmy k-tok a k-
farbitelnost v istom zmysle dualne, pozri veta 8.9.

Pocet kostier grafu

Nasledujuce tvrdenie dopfﬁa vetu 5.3.

LEMA 5.6. Nech A’ vznikne z matice incidencie orientovaného siuvislého grafu
vynechanim lubovolného riadku. Stvorcovd podmatica rédu ng — 1 matice A je
reguldrna prdave vtedy, ked Sipy zodpovedajice stlpcom tvoria kostru.

DOKAzZ. Ak sipy zodpovedajtice stipcom tvoria kostru, tak podla dokazu vety 5.3
sa absolitna hodnota determinantu tejto matice rovna 1, ¢ize takato matica je re-
guldrna. Naopak, ak su stipce linedrne nezdvislé, tak podla dosledku (a) vety 5.4
nemoze existovat cyklus tvoreny 'ubovolnou podmnozinou tychto hran, lebo mati-
ca incidencie je podmaticou matice rezov. Teda Sipy zodpovedajice stipcom tvoria
podgraf bez kruznic s ng—1 §ipmi, ¢ize kostru. [0

Podla lemy 5.6 sa pocet kostier grafu G rovné poctu reguldrnych podmatic rddu
ng—1 matice A’, pricom determinant kazdej takejto reguldrnej podmatice je 1,
alebo —1. Z toho pouzitim tzv. Binet — Cauchyho vety plynie:

VETA 5.7. Nech je G siuvisly graf a nech je A' matica incidencie grafu ﬁ bez
jedného (fubovolného) riadku. Potom G md prdve |A' x A'T| kostier.

PRrIKLAD. Kolko kostier mé graf G nakresleny na obrazku 257

RIESENIE. Zostrojme maticu incidencie A grafu 5) a vynechajme z nej riadok
zodpovedajici vrcholu vs. Dostavame

2 -1 0 0
-1 4 -1 -1
0 -1 2 -1
0 -1 -1 3

-1-1 0 0 0 0 O
, [0 1-10-1 0-1 Vo AT
A=l 9000 01 1| & AxXA =

0O 0 01 1-1 O
Kedze |A’ x A’T| = 21, tak podla vety 5.7 m4 G prave 21 kostier.

(U V4

V1

V2

Obrazok 25
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PRIKLAD. Zistite pocet oznacenych stromov na n vrcholoch.

RIESENIE. Kazdy oznaceny strom na n vrcholoch je kostrou kompletného grafu
na n vrcholoch. Preto sa pocet takychto stromov rovné |A’ x A’T| kde A’ vznikne
z matice incidencie kompletného grafu na n vrcholoch vynechanim Tubovolného
riadku. Determinant |[A’ x A’T| sa rovn

n—1 -1 -1 ... -1 n—-1 —-n —-n ... —n 1 0 0 ... 0

-1 n-1 -1 ... -1 -1 n o ... 0 -1 n 0 ... 0

-1 -1 n-1 ... —-1|_| -1 0 no ... 0O|_|-1 0 n 0f_,n-2

-1 -1 -1 ... n-—1 -1 0 0 ... n -1 0 0 ... n
Cvicenia

CVICENIE 5.1. Opiste, ako mozno néjst bazu priestoru cyklov pomocou prehla-
ddvania do hlbky. (Vyuzite vetu 3.3 na kostru prehladdvania do hlbky.)

CVICENIE 5.2. Aké grafy maji dimenziu priestoru cyklov 07

CvICENIE 5.3. Ukéazte, ze dimenzia priestoru cyklov grafu sa nezmeni pri nasle-
dujucich operaciach:

(a) nahradenie vrchola stupiia dva hranou;

(b) vlozenie nového vrchola do hrany.

CVICENIE 5.4. Nech je ¢ kruznica v grafe G a a,b € c. Dokdazte, Ze existuje
minimdlny rez r taky, ze r N ¢ = {a,b}. (Vyuzite skutotnost, ze kazdy bézicky rez
je minimdlny.)

CVICENIE 5.5. Nech st T; a Ty dve kostry sivislého grafu G. Ukazte, ze k Tu-
bovolnej hrane e z T} existuje hrana f z Ty takd, ze (Th—e) U f je opit kostra.

CVICENIE 5.6. Nech sii ¢; a ¢y dve kruznice (respektive cykly) grafu G a nech
pre hrany e a f plati e € c1Ncy a f € ¢1 — co. Dokazte, ze potom existuje kruznica
cg takd, ze c3 C (cpUcy) —e a f € cs.

CVICENIE 5.7. Sformulujte a dokazte tvrdenie dudlne k tvrdeniu cvi¢enia 5.6.

CVICENIE 5.8. Mnozina hran je nezavisla, ak ziadna jej podmnozina netvori
cyklus. Dokéazte, ze
(a) kazdd podmnozina nezdvislej mnoziny je nezavisld;
(b) ak si I a J nezavislé mnoziny velkosti |I| = k a |J| = k+1, tak existuje
hrana e € J—1I takd, ze I U {e} je nezavisla.

Sformulujte a dokézte dudlne tvrdenie pre rezy.
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CVICENIE 5.9. Zostrojte nenulovy 5-tok v Petersenovom grafe.
CVICENIE 5.10. Zostrojte nenulovy 4-tok v kolese W,,.

CVICENIE 5.11. Zostrojte nenulovy 4-tok v hranole H,,.
CVICENIE 5.12. Zostrojte nenulovy 3-tok v kompletnom grafe K,,.

CvVICENIE 5.13. Nech je G suvisly orientovany graf. Nech je V matica tvorend
Tubovolnymi ng—1 linedrne nezavislymi riadkami matice rezov grafu G a U nech
je matica tvorena ubovolnymi mg—ng+1 linedrne nezavislymi riadkami matice
cyklov. Dokazte, ze potom je (g) matica, ktora nie je singuldrna.

CVICENIE 5.14. Nech je G graf s hranou e. Symbolom G/e ozna¢me graf, ktory
vznikne z G kontrakciou hrany e, ¢ize vyhodenim tejto hrany a zlepenim jej
koncovych vrcholov. (Prisne vzaté, struktira G/e nemusi byt graf, lebo méze ob-
sahovat ndsobné hrany.) Naopak, symbolom G — e oznatujeme graf, ktory vznikne
z G vynechanim hrany e. Nech 7(H) oznacuje pocet kostier grafu H. Dokézte, zZe
plati 7(G) = 7(G/e) + 7(G—e).

CVICENIE 5.15. S vyuzitim predchadzajiceho cvicenia ndjdite pocet kostier
kolesa Ws.

CVICENIE 5.16. Najdite pocet kostier grafu K,,—e, ktory vznikne z kompletného
grafu na n vrcholoch vynechanim jednej hrany.
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6 TRANSVERZALY

Hallova veta

DEeFINfcIA. Nech je X mnozina a nech si Ay, As, ..., A, podmnoziny X. Potom
Z1,Z2,..., T, nazyvame systém rozliénych reprezentantov (transverzdla), ak
z,€A;prei=1,2,...;raz;Fxjprel <i<j<r.

Pojem transverzily sa obycajne vysvetluje priradovanim mladencov k slecnam na
zoznamovacom vecierku. Predpokladajme, Ze sa na takom vecierku stretlo niekolko
slobodnych dievcat a slobodnych mladencov. VSetky slecny sa chci vydat, pricom
partnera si chci vybrat uz na tomto vecierku. Pokial by si nekladli ziadne pod-
mienky, tak vSetky sa mozu vydat prave vtedy, ked je mladencov aspon tolko, ako
dievcat. AvSak ani vydajachtivé sleCny sa nehrni do manzelstva az tak unahlene.
Kazdej z dievcat sa pacia len niektori z mladencov, teda kazda ma zoznam moznych
napadnikov. Za akych podmienok je mozné vydat vSetky slecny za mladencov z ich
70ZNamov?

Zvolme si za X mnozinu mladencov, pricom A; nech je zoznam moznych na-
padnikov pre i-tu sleénu. Potom systém rozliénych reprezentantov (ak existuje)
zodpoveda sobaSom, pricom i-ta sle¢na sa vyda za x;-tého mladenca.

Nasledujucu vetu dokéazal P. Hall v roku 1935. Tato veta dava uplné rieSenie
predchadzajiceho prikladu, a preto sa niekedy nazyva ,sobasna veta“.

VETA 6.1 (Hallova veta). Systém A;, As,..., A, podmnoZin mnoZiny X md
transverzdlu prave vtedy, ked pre kazZdé k = 1,2,...,r a pre lubovolné iy,1o, ..., 1

také, Ze 1 < iy <ig < --- < i <7, plati

|Ajy UA;,, U---UA;, | >k

DOKAzZ. Ak m4 systém Aq, As, ..., A, transverzalu x, xs, ..., Z,, tak podmien-
ka je istotne splnend, kedze |A; U A;, U ---U A;, | > =iy, Tiy,-- -2, = k-
Matematickou indukciou podla r dokazeme, ze ked systém A;p, As,..., A, splia

podmienku Hallovej vety, tak ma transverzalu.
1° Ak r = 1, tak |A;| > 1, lebo systém spliia podmienku vety. Teda existuje
prvok z; € Ay, ktory je transverzilou jednomnozinového systému A;.
2° Nech r > 1 a nech mé transverzalu kazdy systém, ktory méa menej ako r
mnozin a spiﬁa podmienku Hallovej vety. RozliSime dva pripady.
(i) Pre kazdé k = 1,2,...,7r—1 a pre Tubovolné iq,is,..., ik, ktoré spliiaju
1<i1 <9 <0< <7, plati |Ai1UAi2U---UAik| >k +1.
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To znamend, Ze podmienka je splnend pre kazdy vyber s rezervou. Kedze
podmienka je splnend, tak |A,.| > 1. Vyberme z, € A, a uvazujme systém
A1—{z,}, As—{x,},..., Ar_1—{z, }. Dokdzeme, Ze tento systém spiﬁa pod-
mienku Hallovej vety. Nech 1 < k£ < r—1 a nech pre %q,%9,...,7; plati
1<i1 <9< -+ < i <r—1. Potom

(A, —{z,. D U (A, —{zr}) U -+ U (i, — {22 })| =
= [(Ay U Ai, U---UA;) — {2} >
> |A1‘1UAZ'2U-"UA7;,€|—1Z(k—l—l)—le

Teda systém A, —{z,.}, As—{x,},..., Ar_1—{z,} spiiia podmienku Hallovej
vety a podla indukéného predpokladu ma transverzalu z1, o, . .., Z,_1, kto-
ri mozno doplnit prvkom z, na transverzalu systému A, Ay, ..., A,_1, A,.

(ii) Pre nejaké p také, ze 1 < p <r—1, a pre nejaky vyber i1, 2,...,1, taky, ze
1< <9< "'<’ip < r, plati |Ai1UAi2U---UAZ'p| = p.

To znamend, Zze pre tento vyber je podmienka Hallovej vety splnend
tesne. Kvoli jednoduchSiemu zapisu predpokladajme, Ze p mnozin tohoto
vyberu tvoria mnoziny A, As,..., Ap. Systém Aq, As,..., A, je podsys-
témom celého systému Aq, As,..., A, a preto A1, As,..., A4, spiﬂa pod-
mienku Hallovej vety. Kedze plati p < r—1, tak podla indukéného predpo-
kladu méd A,, As,..., A, transverzlu 1, zs,...,2,. VSimnime si, Ze teraz
A1UAU---UA, ={21,29,...,2p}. Oznatme Y = {z1,22,...,2,} a uva-
Zujme systém r—p mnozin A, 1—Y, Apio-Y, ..., A, =Y . Nech1 <k <r—p
a nech pre j1,J2,--.,Jk plati p+1 < j; < jo < --- < jx < r. Potom

(A, =Y)U (A5, =-Y)U---U(4;,=Y)[=(4;, UA;, U---UA;,) Y[ =
=|(YUAj1UAj2U...UAjk)—Y|=
=|(A1UAU---UA,UA; UA;,U---UA;,)-Y|=
=|A1UAU---UA,UA;, UA;, U---UA; | —|Y|> (p+k)—p=k

Teda systém A, 1-Y, Ay 40-Y,..., A=Y spfﬁa podmienku Hallovej vety.
Kedze p > 1, tak r—p < r—1 a podla indukéného predpokladu mé systém

Apt1—-Y, Apio—Y, ..., A, =Y transverzilu z,41,Zp42,...,2,. Tito trans-
verzélu mozno doplnit transverzdlou z1, s, ..., 2, systému Ay, As,..., A,
na transverzdlu zi,...,%p, Tp41,---, Ty systému Ay, Ay, ..., A,. O

Podmienka z Hallovej vety sa nazyva Hallova podmienka.

PRIKLAD. Majme pat dievéat a pat mlddencov. Mladenci st oznaceni ¢islami
1,2,...,5 a prvej slecne sa pacia mlddenci s ¢islami 1 a 4, teda A; = {1,4}, dalej
Ay = {1,3}, A3 = {1,2,4,5}, Ay = {1,3,4} a A5 = {3,4}. Mozno vydat vsetky
slecny za mladencov, ktori sa im pacia?

RIESENIE. Kedze |A; U Ay U A4 U As| = [{1,3,4}| = 3, tak podla Hallovej vety
systém Aq, Ao, ..., A5 nemd transverzalu. Teda nemozno vsetky slecny vydat tak,
aby mali za manzelov mlddencov, ktori sa im pacia.

Transverzaly zodpovedaju parovaniam v parnych grafoch.

48



DEFIN{cIA. Nech je G = (V(G), E(G)) graf, pre ktory V(G) = V1 U Vs, pricom
ViNVy =0, a kazdd hrana mé jeden svoj vrchol v mnozine Vi a druhy vo V.
Takyto graf sa nazyva parny graf (respektive bipartitny graf) a zapisujeme ho
aj G = (V1,V2; E(G)). Parovanie je taky podgraf grafu G, v ktorom je kazdy
vrchol susedny s nanajvys jednou hranou. Parovanie s najvac¢Sim moznym poctom
hran nazyvame maximové parovanie.

Hrana pokryva vrchol, ak je s tymto vrcholom susednd a mnozina hran M
pokryva mnozinu vrcholov S ak pre kazdy vrchol v € S existuje hrana e € M
pokryvajtica vrchol v.

Nech je G = (V(G),E(G)) graf, u € V(G) a S C V(G). Symbolom N(u)
oznac¢ujeme mnozinu vrcholov v € V(G), pre ktoré existuje hrana uv v grafe G
a symbolom N(S) oznatujeme mnozinu |J N(u).

u€S

Nech je Vi mnozina dievéat a Va nech je mnozina mlddencov. Dalej nech je
G = (V1,V2; E(G)) parny graf, v ktorom s vrcholy u a v, u € Vi a v € V3, spo-
jené hranou préave vtedy, ked sa mlddenec v paci sletne u. Ak oznacime N (u)
mnozinu vrcholov v € V5, pre ktoré existuje uv hrana v grafe G, tak systém
mnozin { N (u); u € V1} zodpovedd zoznamom pripustnych ndpadnikov pre dievcata
a priradenie ¢o najvacsSieho poc¢tu napadnikov dievcéatam zodpovedd maximovému
parovaniu. Teda Hallovu vetu mozno v reci teérie grafov preformulovat nasledovne:

VETA 6.2 (Hallova veta). Pdrny graf G = (V1,Va; E(G)) md pdrovanie pokriy-
vajice celi mnoZinu Vi prdve vtedy, ked |N(S)| > |S| pre kazdi mnoZinu S C V;.

Pre pravidelné grafy mozno Hallovu vetu zosilnit.

DEerINfciA. Graf G je pravidelny, ak maji vSetky jeho vrcholy rovnaky stuper.
Uplné (perfektné) parovanie grafu G je taky podgraf H, ktory je pravidelny
stupna 1 a obsahuje vSetky vrcholy grafu G.

Vsimnime si, ze iplné parovanie sme definovali aj pre grafy, ktoré nie st péarne.
Avsak k tomu, aby 1plné parovanie grafu G existovalo, je potrebné, aby bol pocet
vrcholov grafu G' parny.

VETA 6.3. Nech je G = (V1,Va; E(QG)) pravidelny pdrny graf stupria p. Potom
mnozinu hrdan E(G) mozno rozloZit na p iplnych pdrovani grafu G.

DOkAzZ. Kedze H mé p - |Vi| = p - |Va| hrén, tak V3 méa préve tolko vrcholov,
ako V5. Vetu dokézeme indukciou podla stupna p grafu G.

1° Ak p = 1, tak niet ¢o dokazovat, pretoze v tomto pripade mnozina vsetkych
hran grafu tvori jedno iplné parovanie.

2° Nech veta plati pre grafy stupnia p—1, pricom parny graf G méa stupei p.
Ukézeme, ze G mé tplné parovanie. Nech S C Vj. S vrcholmi mnoziny S je
susednych p - | S| hrén, pricom vSetky tieto hrany maji druhého suseda v mnozine
N(S). Ak by platilo |[N(S)| < |S|, tak by podla Dirichletovho principu existoval vr-
chol y € N(S), ktorého stupeii by bol aspon % > p, €o je spor s predpokladom,
ze graf G je pravidelny stupiia p. To znamend, ze |N(S)| > |S| plati pre kazdd
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mnozinu S C V;j. Podla Hallovej vety 7.2 méa graf G parovanie M pokryvajtice celd
mnozinu V;. Kedze |V | = |Va|, tak M je iplné parovanie grafu G. Oznaéme G’ graf,
ktory vznikne z G vynechanim vsetkych hréan parovania M. Graf G’ je pravidelny
parny graf stuptia p—1 a podla indukéného predpokladu mozno mnozinu hran grafu
G’ rozlozit na p—1 Gplnych parovani My, M, ..., My_q. Teda My, My, ..., Mp_1, M
je rozklad mnoziny hran grafu G na p uplnych parovani. [

ZovSeobecnena Hallova veta

Ako sme videli vo vySSie uvedenom priklade, nie vzdy sa ndm podari uspokojit

-----

dievcat mbézeme vydat.

VETA 6.4 (zovSeobecnenad Hallova veta). Nech je A, Ag, ..., A, systém
podmnoZzin mnoziny X a nech q spl’ﬁa 1<q<r. Vsystéme Ay, As, ..., A, eristuje
g-mnozinovy podsystém s transverzdalou prave vtedy, ked pre kazdé k = 1,2,...,r
a pre kazdy vyber iy, 1s, ..., 1 taky, Ze 1 < iy < ig < --- < i <71 plati

|Ai1UA7;2U"'UA,’k|Zk—(’l‘—q)

DOKAZ. Nech je Y mnozina r—q prvkov takd, ze X NY = (). Potom 4;NY =
prekazdéi=1,2,...,r, kedze A; C X. Uvazujme systém A;UY, A,UY, ..., A, UY
podmnozin mnoziny X UY.

Najprv ukdzeme, ze A1, As,..., A, md g-mnozinovy podsystém s transverzdlou
prave vtedy, ked ma systém A; UY, A UY,..., A, UY transverzalu. Predpokla-
dajme, zZe g-mnozinovy podsystém systému A;, As,..., A, mé transverzilu. Nech
tento podsystém tvoria mnoziny Aq, A, ..., A4 s transverzdlou z1, 2, .. ., 4. Nech
Y = {y1,92,.-.,Yr—q}- Potom je z1,22,...,Zr,y1,Y2,...,Yg—r transverzila sys-
tému A; U Y, A, U Y,...; A, UY. Teraz naopak predpokladajme, Ze systém
A1UY, AsUY, ..., A, UY maé transverzalu wy, wo, ..., w,. Kedze Y ma r—q prvkov,

tak asponn g prvkov z wi,ws,...,w, patri do X. Nech st to prvky wi,wa,...,w,.
Potom w; € Ay, wy € Ag, ..., wqy € Ay, CiZe systém Ay, Ay,..., A, obsahuje
g-mnozinovy podsystém Aq, Ay, ..., A4, ktory m4 transverzdlu.

Podla Hallovej vety ma systém A; UY, Ao UY,..., A, UY transverzalu prave
vtedy, ked pre kazdé k = 1,2,...,r a pre kazdy k-prvkovy vyber i1, %9, ..., % taky,
7el <14y <ig <--- <1 <7, plati

(A, UY)U (A, UY)U---U (A4, UY)| >k *)
Kedze

|(A;, UY)U (A, UY)U - U (A4, UY)| = [(A;; UA;, U---UA;,)UY| =
=|Ai1UAi2U"'UAik|+|Y|= |Ai1UA7;2U"'UAik|+’I‘—q

tak (*) plati prdave vtedy, ked |A;, UA;,U---UA; | >k— (r—q). O
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PRIKLAD. Nech je zo Sachovnice typu 4 x 7 vyrezanych 11 poli podla obrizku 26.
Na dve susedné policka, z ktorych ziadne nie je vyrezané, mozeme polozit dlazdicku
(hraciu kocku) domina s rozmermi 2 x 1. Aky najvacsi pocet bielych poli¢ok mozeme
pokryt kockami domina tak, aby sa tieto navzajom neprekryvali?

Obrazok 26

RIESENIE. Oznacme biele a Cierne polia tak, ako je to naznac¢ené na obrazku 26.
Kazda kocka domina pokryva vzdy jedno biele a jedno ¢ierne policko. Pre kazdé
biele pole b; ozna¢me A; mnozinu ¢iernych nevyrezanych poli susednych s b;, kde
i = 1,2,...,9. Potom madme A; = {0}, Ay = {é1}, A3 = {é}, Ay = {¢1,8},
A5 = {64756}7 Ae = {54}, A7 = {52,65,57}, Ag = {53,55,58} a Ag = {55,67,58}.
Maximélny pocet pokrytych bielych policok zodpovedd transverzdle najvacsieho
podsystému systému Aj, Aa, ..., Ag. Kedze |43 U A3 U A5 U Ag| =2 =4 —(9-7),
tak podTla vety 6.4 nemo6zeme pokryt viac, ako 7 bielych poli. Po niekolkych dalsich
pokusoch zistime, ze asi uz kazdy k-prvkovy podsystém systému A, As,..., Ag
obsahuje aspon k—2 prvkov, 1 < k < 9. To vSak znamenad, Ze by sme mali dokazat
pokryt sedem bielych poli podla vety 6.4. Jednym z takych pokryti je pokrytie
b2 — ¢, b3 — G4, b4 — Co, b5 — Cg, b7 — Cs, bg — Cs, bg — C7.

Vsimnime si, ze z deviatich bielych poli sa nam v predchadzajicom priklade

podarilo pokryt iba sedem, hoci sme mali k dispozicii osem ¢iernych poli.
Aj zovseobecneni Hallovu vetu mozno sformulovat v reci teérie grafov.

VETA 6.5 (zovieobecnend Hallova veta). Nech je G = (V1, Va; E(G)) pdrny

graf. Oznacéme Sy, taki podmnoZinu mnoZiny V1, pre ktori je éislo |So| — |N(So)|
najvacsie. Potom pocet hran mazimového pdrovania pdrneho grafu G je

[ X] = (|Sol = [N (So)])

Permanenty

Hallova veta dava odpoved na otazku, ¢i md systém asponi jednu transverzalu.
V tejto casti sa budeme zaoberat problémom, kolko transverzdl mé dany systém.
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DEFINICIA. Nech je A matica typu m x n, kde m < n. Permanent matice A

m
je per(A) = > I] a; i), kde suma ide cez vSetky m-prvkové vybery n-prvkovej
s 1=1

mnoziny. Teda s(1), s(2),...,s(m) je vzdy m réznych prvkov z {1,2,...,n}.

Ak je matica A Stvorcové, tak per(A) sa 1isi od determinantu len v tom, Ze
vSetky suciny maju znamienko +, zatial ¢o pri determinante toto znamienko zavisi
od parity prislusnej permutacie.

LEMA 6.6. Pre permanent matice A typu m X n plati:

(a) ak jeden z riadkov A pozostdva zo samiych nil, tak per(A) = 0;

(b) ak matica A' wvznikne z A prendsobenim jedného riadku éislom c, tak
per(A’) = c-per(A);

(c) ak A’ vznikne z A vymenou lubovolngch dvoch riadkov, alebo stlpcov, tak
per(A') = per(A);

(d) ak A;j; vznikne z A vynechanim i-teho riadku a j-teho stipca a A} ; vznikne
z A nahradenim proku a; ; nulou, tak per(A) = a; j - per(A; ;) + per(A; ;);

(e) rozklad podrla riadku i: per(A) = > a; ;- per(A; ;).
j=1

DOkAz. KedZze v kazdom sicine v definicii permanentu je prave jeden prvok
z kazdého riadku, tak platia tvrdenia (a) a (b).

Vymenou dvoch riadkov, pripadne dvoch stipcov, sa nezmeni Ziaden zo stic¢inov
v definicii permanentu, a preto plati (c).

Rozdelme vSetky siciny v permanente do dvoch skupin. V prvej skupine budu
tie suciny, ktoré obsahujui prvok a; ; a v druhej tie, ktoré tento prvok neobsahuju.
Dostévame per(A) = a; ; - per(A; ;) + per(A; ;).

Tvrdenie (e) je dosledkom tvrdeni (d) a (a). O

DEFIN{CIA. Majme systém S = {S1,Ss, ..., Sy} podmnozin n-prvkovej mnozi-
ny X = {x1,z,...,2,}. Potom matica A = (a; ;) typu m x n, pre ktord

{ 1 ak z; € Sy;
Qi = .
0 inak,

sa nazyva matica incidencie systému S.

VETA 6.7. Nech je A matica incidencie systému S = {S1, Sa, ..., Sm} podmno-
zZin mnoziny X = {x1,x2,...,Tn}. Potom S md prdve per(A) transverzdl.

DOKAZ. Matica A obsahuje len prvky 0 a 1. Preto kazdému m-prvkovému
vyberu z n prvkov, ktory ddva nenulovy si¢in v permanente (teda 1), zodpoveda
m roznych reprezentantov (Cize transverzila) S. O

PRriKLAD. Uréte pocet transverzal systému S = {S1,S52,...,S,} podmnozin
mnoziny X = {1,2,...,n}, akn > 2, S; = {1,2}, S, = {n—1,n} a pre ostatné
i=2,3,...,n—1plati S; = {i—1,4,1+1}.

52



RIESENIE. Matica incidencie daného systému mad, tvar

110 0
111 0
A,=|0 11 0
000 ... 1

Podla vety 6.7 ndm sta¢i uréit permanent tejto matice. Oznaime p,, = per(A,).
Potom py = 2 a p3 = 3. Ked rozlozime permanent podla prvého riadku, tak podla
tvrdenia (e) lemy 6.6 dostavame per(A,,) = per(A,—1) + per(A)_;), kde matica
A, _; sa lisi od A1 len v tom, Ze a3 ; = 0. Preto per(A}_,) = per(A,_»), Cize
Pn = Pn_1+ Pn_2 pre n > 4. RieSenim tohoto rekurentného vztahu si zname
Fibonacciho c¢isla 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ...

Cvicenia

CVICENIE 6.1. Nech je Ay, Ag,..., A, systém mnozin, ktory ma transverzalu,
a nech sa x nachadza aspon v jednej z mnozin A, As,..., A,.. Dokézte, Ze po-
tom existuje transverzila systému A;, Ao, ..., A, obsahujica z. Dalej ukazte, Ze
ak x € A, tak systém Aq, A, A3, ..., A, eSte nemusi mat transverzilu tvaru
T,x2,%3,-..,Tyr, Cize nie je vzdy mozné predurcit, ktordi mnozinu bude prvok z
reprezentovat.

CVICENIE 6.2. Nech je Ay, Ao, ..., A, systém r mnozin, v ktorom pre kazdé
k=1,2,...,r a pre kazdy vyber 21,%2,...,0t taky, ze 1 <11 <ig < -+ <1 <T
plati [A;;, U A;, U---UA;, | > k+ 1. Nech z € A;. Dokdzte, ze potom existuje
transverzala z, 2, x3,. .., x, systému Aq, Ay, As, ..., A,.

CVICENIE 6.3. Na zoznamovacom vecierku je n slobodnych dievéat a n slo-
bodnych mladencov. Predpokladajme, Ze existuje ¢islo p také, Ze kazdej slecne sa
paci prave p mladencov a kazdy mliadenec sa paci prave p slecnam. Dokazte, ze
potom mozno kazdej slecne priradit napadnika, ktory sa jej paci.

CVICENIE 6.4. Na tanetnom veéierku je n dievéat a n mlddencov. Predpoklada-
jme, ze existuje Cislo p také, ze kazdej sletne sa paci prave p mladencov a kazdy
mlddenec sa paci prave p slecndm. Dokdazte, Ze mozno zorganizovat p tanec¢nych kol
tak, aby v kazdom kole tancovalo kazdé dievca len s takym chlapcom, ktory sa jej
paci, a aby pocas tychto p kol tancovalo kazdé dievca so vSetkymi p mladencami,
ktori sa jej pacia.

CVICENIE 6.5. Nech r < n. Latinsky obdiznik typu r X n je obdl7nikova
tabulka s r riadkami a n stlpcami, v ktorej je v kazdom poli zapisany prvok
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z mnoziny {1,2,...,n}, pricom v kazdom riadku a v kazdom stipci sa kazdy pr-
vok z mnoziny {1,2,...,n} vyskytuje nanajvys raz. Latinsky obd{znik typu n x n
nazyvame latinsky Stvorec. Dokazte, ze kazdy latinsky obdlznik sa d4 doplnit na
latinsky Stvorec.

CVICENIE 6.6. Firma potrebuje obsadit sedem réznych pracovnych ¢innosti
p1, P2, - .-, D7, Pricom ma k dispozicii 8 zamestnancov ay, as,...,ag. Kazdy zamest-
nanec moze vykonavat len niektoré ¢innosti. Prvy ma kvalifikiciu pre {p1, ps, ps},
druhy pre {p2, ps, pr} a dalsi postupne pre {p3, pa}, {p1, s}, {p3}, {p2, P}, {P1,p3}
a posledny len pre {p;}. Aky najvacsi pocet ¢innosti moze firma kvalifikovane ob-
sadit’ tymito zamestnancami?

CVICENIE 6.7. Nech n > 2 a nech je Aq, As,..., A, taky systém podmnozin
mnoziny {1,2,...,n}, v ktorom A; = {1,2,...,n} — {i} pre i = 1,2,...,n. Kolko
roznych transverzdl mé tento systém? (Ndvod: nevyuZivajte permanent, ale pre-
vedte tilohu na tlohu o ,klobikoch® z prikladu pred vetou 1.9.)

CVICENIE 6.8. Nech je G graf, ktory dostaneme z kompletného parneho grafu
K, n, vynechanim hrén jedného parovania. Kolko réznych tplnych parovani mé graf
G?

CVICENIE 6.9. Dokéazte, Ze mnozinu hran Petersenovho grafu nemozno rozlozit
na uplné parovania.

CVICENIE 6.10. Fanova rovina je systém 7 podmnozin mnoziny X, ktord ma 7
prvkov. Ak X = {1,2,3,4,5,6, 7}, tak tymito 7 podmnozinami si {1, 2, 3}, {1, 4, 5},
{1,6,7}, {2,4,6}, {2,5,7}, {3,4,7} a {3,5,6}. Ked7e Fanova rovina je koneéna
projektivna rovina, tak vyssie uvedenych 7 podmnozin X nazyvame priamky.

Urcte pocet transverzal Fanovej roviny, ak priamky predstavuji mnoziny systému
S a X je mnozina bodov.

CVICENIE 6.11. N4&jdite §tvorcové matice ¢o najmensieho radu také, aby platilo
per(A x B) # per(A) - per(B), kde x je zvy€ajny sic¢in matic.

CVICENIE 6.12. Dokézte, ze pre permanent a determinant Stvorcovej matice A
s nezapornymi ¢lenmi plati per(A) > |A|.

CVICENIE 6.13. Dokazte, ze pre Stvorcové matice A a B rovnakého radu s ne-
zépornymi ¢lenmi plati per(A + B) > per(A) + per(B).
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7 PAROVANIA

Petersenova a Konigova veta

V tejto Casti uvedieme viaceré aplikacie Hallovej vety.

DEFINICIA. Nech je G = (V(G), E(G)) graf a nech je H = (V(G), F(H)) pod-
graf grafu G. Ak je H pravidelny graf stupina k, tak H nazyvame k-faktor grafu
G.

Vsimnime si, Ze vrcholovd mnozina k-faktora grafu G je totozna s vrcholovou
mnozinou grafu G. Uplné parovanie je 1-faktor grafu, a teda podla vety 6.3 mozno
pravidelny parny graf stupiia p rozlozit na p 1-faktorov. Ak vSak graf nie je parny,
tak nie vzdy je mozné rozlozit pravidelny graf na 1-faktory, pretoze tento graf
nemusi obsahovat ziaden 1-faktor (napriklad ak mé nepédrne vela vrcholov). Napriek
tomu pre 2-faktory plati nasledujice tvrdenie.

VETA 7.1 (Petersenova veta). Nech je G = (V(G), E(G)) pravidelny graf
stupria 2p. Potom mnoZinu hrdn E(G) mozno rozlozit na p 2-faktorov grafu G.

DOKAzZ. Vetu sta¢i dokdzat pre suvislé grafy, pretoze v nestvislom grafe mozno
rozlozit kazdy komponent suvislosti samostatne. Predpokladajme preto, ze G je
suvisly graf. Kedze vSetky vrcholy grafu G si parneho stupiia, tak podla Eulerovej
vety 3.1 v grafe G existuje uzavrety eulerovsky tah 7T'. Zvolme si orienticiu tahu
T a prejdime sa po grafe pozde hran T'. Zvolend orientacia nam urcila, ktorym
smerom sme presli kazdd hranu grafu G. Ozna¢me {vq,va, ..., v,} vrcholy grafu G.
Nech st X = {z1,za,..., 2} aY = {y1, 92, ..., yn} disjunktné mnoziny. Zostrojme
pomocny parny graf H = (X,Y; F) tak, ze dvojica z;y;, je hranou grafu H prave
vtedy, ked je v;v; hranou grafu G, pricom pri prechddzke pozdii hran tahu T sme
tito hranu presli v smere z v; do v, 1 <7 <mal<j<n. Kedze G je pravidelny
graf stupna 2p, tak H je pravidelny parny graf stupna p (do kazdého vrchola grafu
G tah T ,prisiel“ p krdt a p krat z neho ,odisiel“). Podla vety 6.3 moZzno mnozinu
hran F' grafu H rozlozit na p tplnych parovani Fy, Fy, ..., F,.

Nech Ej, obsahuje také hrany v;v; grafu G, pre ktoré bud z;y;, alebo z;y;,
patria do Fy, £k = 1,2,...,p (vSimnime si, Ze iba jedna z hran z;y; a x;y; sa
moze vyskytovat v grafe H). Kedze z; aj y; st vrcholy stupna 1 v 1-faktore Fy,
tak stupen vrchola v; v Ef je 2 pre kazdé + = 1,2,...,na k = 1,2,...,p. To
znamend, ze Eq, Ey, ..., E, su 2-faktory grafu G. Tieto 2-faktory spolu obsahuju
vSetky hrany grafu G, a preto si ich mnoziny hran navzdjom disjunktné. Teda
systém FEy, Ey, ..., E, tvori rozklad mnozZiny hran grafu G' na 2-faktory. O

55



DEeFIN{cIA. Nech je G = (V(G), E(G)) graf. Podmnozina P mnoziny vrcholov
V(G) tvori vrcholové pokrytie grafu G, ak je kazdd hrana grafu G susednd
s nejakym vrcholom z mnoziny P.

VETA 7.2 (KOnigova veta). Pocet hrdan mazimového pdrovania pdrneho grafu
sa rovnd minimdlnemu pocétu vrcholov vrcholového pokrytia tohoto grafu.

DOkAz. Nech je G = (V(G), E(GQ)) parny graf. Ozna¢me m, pocet hran maxi-
mového parovania a m, minimalny pocet vrcholov vrcholového pokrytia grafu G.
PodTa vety 6.4 sa pocet hran maximového parovania rovnd | X |—(|So|—|N(So)|) pre
nejakd mnozinu Sy C X. Potom vsak (X—Sp) U N(Sp) tvori vrcholové pokrytie,
lebo ziadna hrana nespéja vrchol z mnoziny Sy s vrcholom z Y—N(Sp). Velkost
tohoto pokrytia je

(IX] = [Sol) + [N (So)| = |X] = (|So| = [N(So)]) = me.

a preto pre minimalny pocet vrcholov vrcholového pokrytia plati m, < m.. Na
druhej strane kazdé vrcholové pokrytie obsahuje aspoii jeden vrchol z kazdej hrany
maximového parovania, a preto m, < m,, ¢ize m, = m,. [

Konigova veta je zndmejsia v maticovej formuldcii.

DEFINiCIA. Majme dani maticu. Pojmom linia rozumieme ktorykol'vek ria-
dok, pripadne stfpec tejto matice. Ak nejaky prvok matice lezi v linii /, tak linia
| pokryva tento prvok. Prvky matice, ktoré nelezia v spoloc¢nej linii nazyvame
nezavislé. Matica A je binarna, ak vSetky jej prvky su 0, alebo 1.

VETA 7.3 (Konigova veta). Mazimdlny pocet navzdjom nezdvislych jednotiek
bindrnej matice sa rovnd minimdlnemu poctu linii, ktoré pokryvaju vsetky jednotky
v tejto matics.

Veta 7.3 je ekvivalentnd s vetou 8.2, lebo parny graf G = (V1, Va; E(G)), kde
Vi={v1,1,v1,2,---,V1,n,} & Vo ={v21,022,...,V2n,}, zodpovedd bindrnej matici

P = (pi ;) typu n1 X ng, v ktorej je p; ; = 1 prave vtedy, ked vy ;v2 ; € E(G).

PRIKLAD. Uvazujme bindrnu maticu A typu 5 x 5

>

I
cor~oco
o ORO
—_o o oM
cooroO
o~ ococo

T4ato matica neobsahuje ziaden nulovy riadok ani nulovy stfpec. Napriek tomu na
jej pokrytie stacia Styri linie: druhy a Stvrty riadok a prvy a treti stipec. V matici
A su styri navzdjom nezdvislé jednoty, pretoze a1 3 = az 4 = a3z,1 = as 2 = 1. Podla
Konigovej vety 7.3 uz neexistuje vacsi pocet navzdjom nezdvislych jednotiek ani
mensi pocet pokryvajicich linii.
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Priradovaci problém

V tejto Casti si opiSeme jednu pekni aplikaciu Konigovej vety.

DEFINiCIA. Majme §tvorcovi maticu A typu nxn. Priradovacia tloha (prob-
1ém) je tlohou ndjdenia takych n nezavislych prvkov matice A, ktorych sicet je
najmensi mozny.

RieSenie priradovacej ulohy si ozrejmime na priklade.

PRIKLAD. Vo firme maju §tyri stroje, na ktorych mozno vykonat styri zadané
prace. Vedenie pozaduje, aby bola kazda z ¢innosti vykonand na inom stroji. Cas,
ktory je potrebny na vykonanie kazdej z prac na jednotlivych strojoch, je zaznaceny
v nasledujticej tabulke

praca 1  praca 2  pracad  praca 4
stroj 1 13 4 8 6
stroj 2 2 14 ) )
stroj 3 6 9 2 8
stroj 4 2 7 3 10

Najdite také priradenie strojov pracam, ktorého sumarny cas je miniméalny.

RIESENIE. ZapiSeme si vSetky Casy do §tvorcovej matice a ndjdeme minimalny
¢as v kazdom riadku. V prvom riadku je to 4 a vo vSetkych ostatnych 2. Nasledne
v kazdom riadku odé¢itame od vSetkych ¢asov ndjdené minimum. Vysledné ¢asy su
zapisané v matici
0
12
7
5

O = O O
—_— O W
o O W N

Teraz najdeme minimum v kazdom stlpc1 a odcitame ho od vsetkych prvkov
prislusného stlpca Ked7ze v naSej matici je len vo Stvrtom stlpm nenulové mini-
mum 2, ziskame novi maticu

12 1
7 4
) 6

TEST OPTIMALNOSTI. Zistime, kolko linii treba na pokrytie vSetkych nil v ma-
tici. Ak ich je potrebnych tolko, kolko je v matici riadkov, tak medzi nulami mozno
néjst optimélne rieSenie.

V naSom pripade na pokrytie nil stacia tri linie (pozri vyssie uvedeni maticu),
a preto rieSenie nie je optimalne. V takom pripade ndjdeme medzi ¢islami nepokry-
tymi liniami najmensie ¢islo. U nés je jeho hodnota 1.
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Odc¢itame najdené najmensie ¢islo od vSetkych prvkov nepokrytych liniami a pri-
¢itame ho k tym prvkom, ktoré si pokryté dvoma liniami. Dostdvame nasledujicu
maticu

10 0 5 O
0 11 3 O
4 6 0 3
0 4 1 5

Keby sa nuly v tejto matici dali pokryt menej ako Styrmi liniami, opat by sme
hladali najmensie ¢islo medzi nepokrytymi prvkami. To vSak nie je nd§ pripad.
Podla Konigovej vety sa minimélny pocet pokryvajicich linii rovnad maximélnemu
poctu nezavislych prvkov. Teda ked najdeme 4 nezavislé nuly vo vysSie uvedene;j
matici B = (b; j), tak sme nasli optimdlne rieSenie.

Kedze v tretfom a stvrtom riadku mame jedind nulu, vyberieme si do rieSenia b3 3
a by 1. Podobne, kedZe v druhom stipci je len jedna nula, vyberieme by 3, Co dopl-
nime poslednym moznym prvkom by 4. Sumdrny ¢as tohoto optimélneho rieSenia je
2+24+44+5=13. O

Parovania vo vSeobecnom grafe

V tejto Casti sa nebudeme zaoberat vylu¢ne parnymi grafmi. Budeme opat hfadat
,velké“ parovania, avSak tieto sa uz nedaju interpretovat ako transverzaly.

DEFINiCIA. Majme graf na n vrcholoch. Parovanie (matching) je mnoZina
navzijom nezavislych hran ¢ize takych hran, ktoré maji disjunktné mnoziny
svojich koncovych vrcholov.

Podobne ako v predchadzajticej kapitole, parovanie s maximalnym poc¢tom hran
nazyvame maximové a Uplné parovanie je také, ktoré md 3 hran.
Kazdy graf ma maximové parovanie, avSak nie kazdy graf mé tplné parovanie.

DEFINiCIA. Nech je G graf a S C V(G). Symbolom pg(S) oznatujeme pocet
komponentov suvislosti grafu G — S, ktoré maji neparne vela vrcholov.

Na otazku, kedy méa graf plné parovanie, diva odpoved nasledujtica veta.

VETA 7.4 (Tuttova veta). Graf G md iplné pdrovanie prdve vtedy, ked plati
pa(S) < |S| pre kazdi mnozinu S C V(QG).

DOKAz. Nech je M jedno tplné pérovanie grafu G, S C V(G), a nech si
G1,Go, . .., G vietky komponenty suvislosti grafu G—S, ktoré maji neparny pocet
vrcholov. Parovanie M pokryva vSetky vrcholy grafu GG, a preto je aspon jeden vr-
chol, povedzme v;, grafu G;, 1 <1 < k, spojeny hranou parovania s vrcholom z S.
Ked7e hrany parovania si navzijom nezavislé, tak pg(S) =k < |S|.

Teraz predpokladajme, ze pg(S) < |S| pre kazdi mnozinu S C V(G). Kedze
pc(0) < 0, tak vietky komponenty sivislosti grafu G maji parny pocet vrcholov,
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a teda aj G ma parny pocet vrcholov. Indukciou podla n dokazeme, Ze ak ma graf
G parny pocet n vrcholov, tak mé iplné parovanie.

1° Ak n = 2, tak G ma dva vrcholy spojené hranou a tito hrana je zaroven
hranou tplného péarovania grafu G.

2° Nech tvrdenie plati pre vSetky grafy na menej ako n vrcholoch. KedZze G ma
parny pocet vrcholov, tak pre kazdd mnozinu S C V(G) majui |S| aj pg(S) rovnakd

paritu.

(i)

yde

Uvazujme dva pripady.

Nech pa(S) < |S| pre vsetky mnoziny S C V(G), pre ktoré 2 < |[S| < n.
Nech je uv Tubovolna hrana grafu G a G’ nech je graf ziskany vynechanim
vrcholov 4 a v z G. Potom pre I'ubovoIni mnozinu 7' C V(G’) plati

pe(T) = pa(T U{u,v}) < |T U{u, v} =|T|+2

a kedze pg/(T) aj |T| maji rovnakd paritu, tak pe/(T) < |T|. Teda G’
ma podla indukéného predpokladu uplné parovanie, ktoré mozno doplnit
hranou uv na Uplné parovanie grafu G.

Nech existuje S C V(G) takd, ze pg(S) = |S|. Zvolme si mnozinu S tak, aby
bola maximalnou mnozinou s vlastnostou pg(S) = |S|. Ak by mal graf G—S
parne komponenty suvislosti, tak by sme mohli z kazdého parneho kompo-
nentu vybrat po jednom vrchole, pridat do S, pricom pre takto rozsirenu
mnozinu S’ by tiez platilo pg(S’) = |S’[, ¢o by bol spor s maximalitou S.
Teda G — S nem4 parne komponenty. Nech |S| = s a nech si G1,Go,...,Gs
vSetky komponenty stivislosti grafu G — S. Ukéazeme, 7e z kazdého kompo-
nentu G — S mozno vybrat po jednom vrchole a tieto sparovat hranamis S.
Ak by sa také hrany nedali vybrat, tak by podla Hallovej vety 7.2 existovalo
t vrcholov z S, ktoré by boli spojené hranami len s £ < ¢ komponentami
grafu G — S. Ak ozna¢ime T mnozinu ostatnych s — ¢ vrcholov mnoziny S,
tak by platilo

pa(T)>s—k>s—t=|T|

¢o je v spore s predpokladom vety. Teda v kazdom komponente G; vieme
najst vrchol v;, 1 = 1,2, ..., s, asparovat tieto vrcholy navzajom nezavislymi
hranami s vrcholmi S. V dalsom staé¢i ukazat, ze G}, = G;—{v;} spliia pred-
poklady vety, 2 = 1,2,..., s, pretoze potom podla indukéného predpokladu
existuje iplné parovanie v G a toto parovanie vieme hranami, ktorymi sme
sparovali S s vy,vs,...,vs, doplnit na 1Uplné parovanie grafu G. Sporom
predpokladajme, Ze existuje mnozina R C V(GY) taka, ze pg, (R) > |R| +2.
Potom plati

(RUSUA{vi}) = pa;(R) +pa(S) =1 >[R[+ [S|+1=|RUSU{v}|

¢o je v spore s maximalitou mnoziny S. [

V dalSom si ukazeme ako asi pracuje algoritmus hfadajici maximové parovanie
vo vSeobecnom grafe. Tento postup sa nazyva Edmondsova metdda.
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DEFINICIA. Nech je M pérovanie v grafe G. Vrchol, ktory nie je incidentny
so ziadnou hranou parovania, nazyvame voPny vrchol. ZlepsSujica alternujica
cesta vzhladom na M je cesta neparnej diZky v1, V3, ..., U2k, kde v1 a vg su volné
vrcholy a do parovania M patria hrany ve;vg;4+1, kde e =1,2,...,k—1.

LEMA 7.5. Nech je P mnoZina hrdn zlepSujicej alternujicej cesty v grafe G
vzhladom na pdrovanie M. Potom je M + P pdrovanie, ktoré md |M| + 1 hrdn.
(Poznamenajme, Ze + je symetricky rozdiel mnozin.)

DOKAz. Nech je G’ podgraf grafu G, pre ktory V(G') = V(G) a E(G') = M +P.
Ukdzeme, ze kazdy vrchol G’ mé stupen nanajvys 1. Na chvilu stotoznime cestu
s mnoZinou jej hran. Ak vrchol v nelezi na ceste P, tak jeho stupeni v G’ je isto
nanajvys 1, lebo je incidentny s nanajvys jednou hranou parovania M. Ak je v
prvy, alebo posledny vrchol cesty P, tak jeho stupeii v G’ je 1, lebo tento vrchol
nebol incidentny so Ziadnou hranou parovania. Nakoniec, ak je v vnutorny vrchol
cesty P, tak v bol incidentny s jedinou hranou parovania M. Kedze v je incidentny
s dvoma, hranami cesty P, z ktorych jedna patri do pdrovania M, tak stupen v v G’
je 1. Teda M =+ P je parovanie. KedZze koncové vrcholy cesty P su volné vzhladom
na M, tak P ma nepdarny pocet hrén a |[M + P|=|M|+1. O

PRIKLAD. Na obrazku 27 je zndzorneny graf, ktorého tuéné hrany si hranami
parovania M. V tomto grafe existujui dve zlepSujice cesty vzhladom na M. Su to
cesty V1, V2, V3, V4, Us, Ug, U7, Ug, Vg, V10 @@ V1, V2, U3, V4, Us, Vg, U7, V10-

VU3 V4 U5
Ve
Vo V10
U7
U1 Vg Us

Obrazok 27

VETA 7.6. Pdrovanie M v grafe G je maximové prave vtedy, ked v G neexistuje
zlepsugica alternujica cesta vzhladom na M.

DOKAzZ. Ak by takito zlepSujica cesta existovala, tak M by nebolo maximové
podla lemy 7.5. Predpokladajme teda, ze v grafe G neexistuje zlepSujica cesta
vzhladom na M. Dokédzeme, Zze M je maximové. Sporom predpokladajme, ze v grafe
G existuje parovanie M’, ktoré méa viac hran, ako M. Nech je G’ podgraf grafu G
tvoreny hranami M UM’. Stupen kazdého vrchola v G’ je nanajvys 2, a preto je G’
zjednotenim vrcholovo disjunktnych ciest a parnych kruznic. Kedze |M| < |M’|, tak
aspoii jedna z tychto ciest ma neparnu di7ku a za¢ina aj kon¢i hranami z M’. Teda
koncové vrcholy tejto cesty su volné vzhladom na M, ¢ize tato cesta je zlepSujica
vzhladom na M, ¢o je v spore s predpokladom. [
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Cvicenia

CVICENIE 7.1. N4jdite rozklad mnoziny hran kompletného bipartitného grafu
K, n, kde n je parne, na 2-faktory.

CVICENIE 7.2. N&jdite rozklad mnoziny hran kompletného grafu K,,, kde n je
parne, na 1-faktory.

CvVICENIE 7.3. Néjdite rozklad mnoziny hran kompletného grafu K,, kde n je
neparne, na 2-faktory.

CVICENIE 7.4. Zostrojte parny graf zodpovedajici bindrnej matici A z prikladu
za vetou 7.3.

CVICENIE 7.5. Americky tréner potrebuje zostavit Stafetu pre polohové prete-
ky. K dispozicii mé styroch vynikajicich plavcov, o ktorych predpoklada, ze dokazu
zaplavat nasledujice casy.

Kraul Prsia Motylik Znak

Gary Hall 54 54 o1 53
Mark Spitz 51 o7 52 52
Jim Montgomery 20 93 04 o6
Chet Jastremski 56 54 55 53

svvs

CVICENIE 7.6. Na diskotéke sa stretlo pat mliadencov a pat dievéat. V nasle-
dujicej tabulke mame uvedend mieru vzijomnej akceptovatelnosti (spokojnosti)
pre kazdy par.

Ilona Mara Ancéa Zuza Kada
Jano 5 7 6 2 8
Fero 2 6 5 3 7
Pista 9 3 4 6 5
Peter 4 8 9 7 6
Palo 1 6 8 6 7

Zostavte dvojice na cely vecer tak, aby sa maximalizovala globalna spokojnost
v sile. (Najprv prevedte problém z maximalizatného na minimaliza¢ny.)

CVICENIE 7.7. Dokézte, alebo vyvratte nasledujice tvrdenie. Pre kazdé paro-
vanie M existuje maximové parovanie M’ také, ze M C M’.
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CVICENIE 7.8. Nech si M a N hranovo disjunktné parovania v grafe G, pricom
|M| > |N|. Dokézte, ze potom existuju hranovo disjunktné parovania M’ a N’ také,
ze [ M'|=|M|—-1,|N'|=|N|+1aM UN' =MUN.

CVICENIE 7.9. Dokézte, ze strom T mad tplné parovanie prave vtedy, ked pre
kazdy vrchol v € V(T) plati pr({v}) = 1.

CVICENIE 7.10. Dokéazte, ze v lubovolnom grafe ma minimova mnozina vrcholov
vrcholového pokrytia aspon takud velkost, ako je velkost maximového parovania.

CVICENIE 7.11. Hranové pokrytie je takd mnozina hran, ktord obsahuje

vSetky vrcholy grafu. Dokazte, ze ak graf G nemd izolované vrcholy, tak velkost mi-
nimového hranového pokrytia sa rovnd |V (G)|—|M|, kde M je maximové parovanie.
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8 VRCHOLOVE FARBENIA

Chromatické c¢islo

DEFINICIA. Nech je G graf. Vrcholové farbenie pomocou & farieb je priradenie
k &isel (farieb) vrcholom grafu G. Toto farbenie je reguldrne, ak maji kazdé dva
susedné vrcholy rozne farby. Chromatické é&islo grafu G, oznacované x(G), je
najmensie k, pre ktoré ma graf G regularne vrcholové k-farbenie.

V tejto casti sa budeme zaoberat len regularnymi vrcholovymi farbeniami. Avsak
kvoli strucnosti budeme privlastky ,reguldrne” a ,vrcholové“ vynechavat.

Je zrejmé, ze ak je graf ofarbitelny pomocou k farieb, teda ak je k-farbitelny,
tak je aj (k+1)-farbiteIny. Ina¢ povedané, chromatické ¢islo je dobre definované.

Akondhle graf obsahuje aspon jednu hranu, tak na jeho dobré zafarbenie potre-
bujeme aspoii dve farby. Kedze kazdy parny graf G = (V1, Va; E(G)) je 2-farbitelny
(stac¢i zafarbit vSetky vrcholy Vi jednou farbou a vrcholy V2 druhou farbou), tak
chromatické cislo kazdého parneho grafu obsahujiceho aspon jednu hranu je 2.

VETA 8.1. Nech je G graf s mazimdlnym stupriom Ag. Potom G md requldrne
vrcholové farbenie pomocou (Ag+1) farieb.

DOKAz. Vetu dokdzeme indukciou vzhladom na pocet vrcholov ng grafu G.

1° Ak ng = 1 tak G je graf na jedinom vrchole bez hran. V tomto pripade
Ag = 0 a graf je zjavne 1-farbitelny.

2° Teraz predpokladajme, ze G je graf s ng > 1, pricom veta plati pre vSetky
grafy na menej ako ng vrcholoch. Nech v € V(G) a nech je G’ graf, ktory sa ziska
z G vynechanim vrchola v a vSetkych hran incidentnych s v. Podla indukéného
predpokladu G’ je (Ag+1)-farbitelny. Uvazujme jedno takéto farbenie. V tomto
farbeni maju susedia v, ktorych je nanajvys Ag, nanajvys Ag roznych farieb. To
znamend, ze nejaku z Ag+1 farieb sme na zafarbenie susedov v nepouzili. Ked
teraz tuto farbu ddme vrcholu v, ziskame reguldrne vrcholové farbenie grafu G. [

Vsimnime si, ze podla vety 8.1 ndm na reguldrne zafarbenie l'ubovolInej kruznice
stacia 3 farby. A na zafarbenie kompletného grafu K, nam staci n farieb.

Nasledujtica veta je zosilnenim vety 8.1. Dokaz vynechavame, pretoze jeho mys-
lienka je obsiahnutd v dokaze vety 8.8.

VETA 8.2 (Brooksova veta). Nech je G graf s mazimdlnym stupriom Aqg. Ak
G nie je kompletnym grafom ani nepdrnou kruznicou, tak x(G) < Ag.
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PRIiKLAD. Uvazujme graf G z obrazku 28. Tento graf nie je kompletny, pricom
jeho maximdlny stupeni je 4. Podla Brooksovej vety plati x(G) < 4. Na druhej
strane tento graf obsahuje kompletny graf na 4 vrcholoch ako svoj podgraf, a preto
X(G) > 4. Z toho plynie x(G) = 4.

Obrazok 28

Postup z predchddzajiceho prikladu ma svoje opodstatnenie v Hadwigerovej
hypotéze. Aby sme tiito mohli uviest, potrebujeme zaviest definiciu minora.

DEFINicIA. Majme dany graf G = (V(G), E(G)) s hranou e = uv. Kontrakcia
grafu G pozdiz hrany e je taky graf G/e = (V(G/e), E(G/e)), pre ktory plati
V(G/e) = V(G)—{u,v}U{w}, kde w je vrchol nevyskytujici sa vo V(G), a v ktorom
je vrchol w spojeny so vSetkymi takymi vrcholmi, ktoré susedili s u, alebo v.

Nech si G a H grafy. Ak je mozné ziskat graf H z G vynechanim niekolkych
vrcholov, nésledne vynechanim hran a na zaver kontrakciami hran, tak H je minor
grafu G.

HypoTkzA (Hadwigerova hypotéza). Nech je G graf, pre ktory x(G) = k.
Potom je Kj, minorom grafu G.

Hadwigerova hypotéza uz bola dokazana pre k£ < 6, avSak pre £ > 7 zostava
otvorena.

Chromaticky polynom

DEFIN{CIA. Nech je G graf a nech Pg (k) oznacuje pocet reguldrnych vrcholovych
farbeni grafu G pomocou k farieb. Funkcia Pg(k) sa nazyva chromaticky poly-
nom grafu G.

LEMA 8.3. Nech je K kompletny graf na n vrcholoch a T nech je lubovolng
strom na n vrcholoch. Potom plati

(1) Pg(k)=k-(k-1)-(k=2)-...- (k—n+1);

(2) Pr(k)=k- (k—1)""1.

DOKAZ. V kompletnom grafe si vsetky vrcholy navzajom susedné. Preto na
vyber farby pre prvy vrchol mame k£ moznosti, avSak na vyber farby pre druhy
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vrchol uz len k—1 moznosti, ... a konetne na vyber farby pre posledny vrchol
mame k—n+1 moznosti.

V strome T si oznacme vrcholy tak, ako ich ndjdeme pomocou prehladania do
hfbky (respektive do §irky). Takym spésobom je i-ty vrchol pre ¢ > 1 susedny
s jedinym vrcholom, ktory sme nasli skor, ako i-ty vrchol. Preto na vyber farby pre
prvy vrchol mame k£ moznosti, avSak na vyber farby pre kazdy dalsi vrchol mame
k—1 moznosti. [

Nasledujica veta dava navod na vypocet chromatického polynému pre Fubovolny
graf.

VETA 8.4. Nech je G graf s hranou e. Oznaé¢me G' = G/e a G"' = G — e, kde
G/e je graf ziskany z G skontrahovanim hrany e a G" dostaneme z G vynechanim
e. Potom plati

Pg(k) = Pgr (k) — Pai (k)

DOKAZ. Nech e = uv. Pocet farbeni grafu G”, v ktorych u a v dostani rovnaki
farbu je prave Pgi(k), zatial ¢o pocet farbeni grafu G”, v ktorych u a v dostand
rozne farby, je Pg(k). Preto Pgn (k) = Pgi (k) + Pg(k). O

Vsimnime si, ze dosledkom vety 8.4 a lemy 8.3 je skutocnost, Ze je pre l'ubovolny
suvisly graf G je Pg(k) polyném v premennej k. Teda ndzov ,,chromaticky polyném*
nie je zavadzajuci.

Obrazok 29

PRIKLAD. Zistite chromaticky polyném grafu G zobrazeného na obrizku 29.

RIESENIE. Podla vety 8.4 plati Pg(k) = Pg,(k) — Pg,(k), kde G; a Gy st
grafy z obrazku 30. Z lemy 8.3 mame Pg, (k) = k- (k—1) - (k—2) - (k—3). Nésledne
Pg, (k) = Pg,(k) — Pg,(k), pozri obrazok 30. Kedze Pk, (k) = k- (k—1) - (k—2),
tak podobne, ako sme urcili chromaticky polyném pre strom v leme 8.3, mozno
nahliadnut Pg, (k) = k- (k—1)3 - (k—2) a Pg,(k) = k- (k—1)2 - (k—2). Po tiprave
dostdvame

Pg(k) =k-(k=1)- (k=2) - (k* — 4k +5) = k° — 7Tk* + 19k — 23k* + 10k O
Chromatické ¢islo grafu z predchddzajiceho prikladu je 3. Je to najmenSie £,

pre ktoré Pg(k) > 0. AvSak uvedomme si, ze ked budeme chromatické ¢islo pocitat
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tymto sposobom, ¢ize pomocou vety 8.4 a lemy 8.3, tak dostaneme algoritmus,
ktory je exponencidlny vzhlfadom na pocet hran grafu.

WO W

Obréazok 30

Ga

Rovinné grafy

DEerINiciA. Rovinné nakreslenie grafu je také nakreslenie tohoto grafu v rovi-
ne, pri ktorom sa jeho hrany navzijom nepretinaji. Graf je rovinny ak mé rovinné
nakreslenie.

Predchadzajica definicia je trochu nepresnd, pretoze sme nezadefinovali, ¢o je to
nakreslenie grafu v rovine a ani ¢o to znamend, ze sa hrany navzajom nepretinaja.
Avsak intuitivne je zrejmé, aky graf moze byt rovinny.

PRIKLAD. Na obrazku 31 je zndzornené rovinné nakreslenie rovinného grafu.
Toto nakreslenie ohranicuje v rovine tri oblasti oznacené a, b a ¢, pricom dlzky
tychto oblasti si postupne 3, 5 a 10.

Obrazok 31

Graf nakresleny na obrizku 29 sice rovinny je, ale na obrazku 29 nie je jeho
rovinné nakreslenie.

V kazdom rovinnom nakresleni st hrany kreslené ako usecky, obliky, respektive
krivky. Plati tvrdenie, Ze ked mé graf rovinné nakreslenie, tak mé aj také rovinné
nakreslenie, v ktorom hrandm zodpovedaju tsecky.

VETA 8.5 (Eulerova formula). Nech je G sivisly rovinng graf, ktorého hrany
v rovinnom nakresleni ohranicuju r oblasti. Ak md tento graf n = ng vrcholov
a m = mgqg hrdn, tak plati
n+r—m=>2
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DOKAz. Nech je n pevne zvolené prirodzené &islo. Vetu dokdzeme indukciou
podla poc¢tu hran suvislého rovinného grafu na n vrcholoch.

1° Podla dosledku vety 2.6 ma kazdy suvisly graf na n vrcholoch aspoii n—1 hran,
pricom n—1 hran ma len strom. Teda prvy krok indukcie urobime pre stromy. Kedze
strom nemd kruZznice, tak je rovinnym grafom, pricom rovinné nakreslenie stromu
ohrani¢uje v rovine jedini (vonkajsiu) oblast. Podla vety 2.6 méa strom n—1 hrén,
a preto n + 1 — (n—1) = 2, ¢ize pre stromy Eulerova formula plati.

2° Nech je G suvisly rovinny graf, ktory ma m > n—1 hrdn, pricom tvrdenie
plati pre rovinné grafy, ktoré maji m—1 hran. Nech méa rovinné nakreslenie grafu
G prave r oblasti. Podla dosledku vety 2.6 GG nie je stromom, a preto ma kruznicu.
Nech je uv l'ubovolnd hrana tejto kruznice. Tato hrana lezi na hranici dvoch oblasti.
Jedna oblast je vnitri a druhd zvonka uvazovanej kruznice. Ozna¢me H graf, ktory
vznikne z grafu G vynechanim hrany uv. Graf H je stivisly a rovinny. V tom rovin-
nom nakresleni grafu H, ktoré vzniklo z rovinného nakreslenia grafu GG, ohranicuji
hrany H presne r—1 oblasti, lebo vynechanim hrany wv vznikla z dvoch oblasti
jedna. Kedze podla indukéného predpokladu pre graf H plati Eulerova formula,
tak plati n + (r—1) — (m—1) =2, ¢izen+r—m=2. O

Nasledujice tvrdenie je dosledkom Eulerovej formuly.

VETA 8.6. KaZdy rovinny graf obsahuje vrchol, ktorého stupen je nanajvys 5.

DOKAZ. Nech je G rovinny graf na n vrcholoch s m hranami. Graf G mé podla
Eulerovej formuly v kazdom rovinnom nakresleni m + 2 — n oblasti. Kazd4 hrana
sa vyskytuje na hranici oblasti dvakrat. Ak lezi v kruznici, tak sa vyskytuje na
hraniciach dvoch réznych oblasti a ak nelezi v ziadnej kruznici, tak sa vyskytuje
dvakrat na hranici jednej oblasti. Preto sa sucet dizok vSetkych oblasti rovinného
nakreslenia grafu rovna 2m. Kedze kazda oblast je ohrani¢end aspon tromi hranami,
tak oblasti je nanajvys 277” Teda m+2—n < %m, Cize

m<3n—=6 (*)

Podla cviéenia 2.1 ak si di,ds,...,d, stupne vrcholov vy, vs,..., v, grafu G, tak
plati

Ak by boli vSetky tieto stupne aspon 6, tak by platilo 6n < 2m, ¢ize 3n < m, Co je
v spore s (*). Preto v grafe G existuje vrchol, ktorého stupeii je nanajvys 5. O

Uz trochu vieme, ¢o vSetko musi graf spiﬁat’, aby bol rovinny. Informécia z ve-
ty 8.6 nam tuplne postaci k dokazu hlavného vysledku tejto kapitoly. Pre rovinné
grafy vSak existuje presnd charakterizacia.

VETA 8.7 (Kuratowského veta). Graf je rovinnyg prdve vtedy, ked neobsahuje
ako svoj podgraf subdiviziu Ks ani subdiviziu K3 3.

Poznamenajme, ze existuje algoritmus zistujuci, ¢i je dany graf rovinny, pri¢om
tento algoritmus je v pocte vrcholov linedrny. Tento algoritmus vSak nie je zaloZeny
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na vete 8.7, ale na prehladavani do hibky, presnejSie na, Struktdre blokov a na
algoritme Bloky z kapitoly 3.

Farbenie rovinnych grafov

DEFINICIA. Nech je G = (V(G), E(GQ)) graf a nech S C V(G). Podgraf grafu
G indukovany mnozinou S je taky graf H = (S, E(H)), ktorého mnozina vrcholov
je S, pricom dva vrcholy si spojené hranou v H prave vtedy, ak su tieto vrcholy
spojené hranou v grafe G.

Majme v rovine nakresleni mapu statov, ktoré su vsetky ,suvislé®. Teda Ziaden
Stat nemd na inom tzemi enkliavy, ako je napriklad Gibraltar. Politickda mapa je
také zafarbenie Statov farbami, pri ktorom dostani §taty, ktoré susedia hranicou
nenulovej dIZky, rozne farby. Zaujimavé je zistit, aky najmensi pocet farieb potrebu-
jeme na korektné zafarbenie politickej mapy. Ak nahradime vSetky Staty vrcholmi,
ktoré spojime hranou prave vtedy, ked tieto Staty susedia hranicou nenulovej dfiky,
tak dostaneme rovinny graf. Cize ilohu sme previedli na problém, kolko farieb staci
na regularne zafarbenie rovinného grafu. Nasledujicu vetu dokazal P. J. Heawood
v roku 1890.

VETA 8.8. KaZdy rovinny graf je 5-farbitelny.

DOKAzZ. Dokaz urobime indukciou vzhladom na pocet n vrcholov grafu.

1° Pre grafy, ktoré maji nanajvys 5 vrcholov veta zjavne plati.

2° Predpokladajme, ze G je rovinny graf na n vrcholoch, n > 5, pricom veta
plati pre vSetky rovinné grafy na n—1 vrcholoch. Podla vety 8.6 ma graf G vrchol v
stupna nanajvys 5. Nech je H graf, ktory vznikne z grafu G vynechanim vrchola v
a vSetkych hran, ktoré si susedné s v. (Teda H je podgraf grafu G = (V(G), E(GQ))
indukovany mnozinou V(G) — {v}.) Kedze G je rovinny graf, tak je rovinny aj
graf H. V dalSom uvazujme rovinné nakreslenie grafu H, ktoré vznikne z rovinného
nakreslenia grafu G vynechanim vrchola v. Podla indukéného predpokladu je graf
H regulérne zafarbitelny 5 farbami. Ak ma vrchol v v grafe G stupen nanajvys
4, tak existuje farba, ktord nemd ziaden sused vrchola v pri reguldrnom zafarbeni
vrcholov grafu H piatimi farbami. Touto farbou mézeme zafarbit vrchol v, pricom
takto ziskané zafarbenie grafu G je regularne.

Predpokladajme teda, Ze stupen vrchola v v grafe G je 5. Nech st vy, vo, ..., vs
vrcholy susedné s v, pricom hrany vedice z vrchola v k v1, v, ..., v5 sa v rovinnom
nakresleni grafu G objavia prave v tomto poradi, ak sa prejdeme v rovine po male]
kruznici okolo vrchola v, pozri obrazok 32. Ak maji dva z vrcholov vy, vs,...,vs
rovnaki farbu pri regularnom zafarbeni grafu H piatimi farbami, tak opat existuje
farba, ktorou nie je zafarbeny Ziaden sused vrchola v a touto farbou moézeme vrchol v
zafarbit. Predpokladajme preto, Ze vSetky vrcholy vy, vs,. .., vs maju v reguldrnom
zafarbeni grafu H piatimi farbami navzijom rézne farby. Naviac, ozna¢me 1 farbu,
ktorou je zafarbeny vrchol vy, 2 farbu, ktorou je zafarbeny vrchol vs, ... , az 5 farbu,
ktorou je zafarbeny vrchol vs. Prefarbenim niektorych vrcholov grafu H ukazeme,
ze existuje také reguldrne zafarbenie grafu H piatimi farbami, v ktorom majui dva
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z vrcholov vy, v, ..., vs rovnakid farbu, ¢im ukdzeme, ze G je 5-farbitelny.

Nech je Hy 3 podgraf grafu H indukovany vrcholmi, ktoré majui farbu 1, alebo 3.
Predpokladajme, Ze v, a vz patria do réznych komponentov stvislosti grafu H 3.
Zamenme farby vrcholov v tom komponente stvislosti grafu H; 3, v ktorom je v;.
Teda tym vrcholom, ktoré mali farbu 1 dame farbu 3 a tym, ktoré mali farbu 3
dame farbu 1. Ukdzeme, ze takto ziskané zafarbenie grafu H je regularne. Sporom
predpokladajme, zZe toto zafarbenie nie je reguldrne. Potom existuje hrana wujus
grafu H, ktorej obidva vrcholy sd pri novom zafarbeni zafarbené rovnakou farbou.
Pri novom zafarbeni sme vSak iba navzdjom zamenili farby 1 a 3 v niektorych
vrcholoch. Preto obidva vrcholy u; a us maji pri novom zafarbeni farbu 1, pripadne
obidva maju farbu 3. To znamena, Ze u; a us museli patrit do roznych komponentov
suvislosti grafu H; 3, ¢iZze nemozu byt spojené hranou v H, ¢o je spor s predpokla-
dom. Teda existuje reguldrne zafarbenie grafu H, v ktorom maji vrcholy v; a wvg
rovnaki farbu, ¢ize G je 5-farbitelny.

Zostava nam rozobrat pripad, ked v; a vz patria do jedného komponentu sivis-
losti grafu H; 3. V tomto pripade existuje v grafe H takd cesta z vrchola v, do
vz, ktord vyuziva len vrcholy farieb 1 a 3 (tdto cesta je naznatend na obrazku 32).
Kedze H je rovinny graf, tak nemodze existovat cesta z vrchola vy do vrchola vy,
vyuZzivajuca len vrcholy farieb 2 a 4. To znamend, Ze ak oznacime H» 4 podgraf grafu
H indukovany vrcholmi, ktoré maju farbu 2, alebo 4, tak vs a v4 patria do réoznych
komponentov suvislosti grafu Hs 4. Teda ked zamenime farby tych vrcholov grafu
H, 4, ktoré leZia v komponente sivislosti obsahujicom v,, tak dostaneme reguldrne
zafarbenie grafu H piatimi farbami, v ktorom maja vrcholy v a v4 rovnaka farbu.
Cize aj v tomto poslednom pripade je graf G 5-farbitelny. O

U1

Us ()

V4 V3

Obrazok 32

Ako sme mohli nahliadnut, dokaz tvrdenia, Ze kazdy rovinny graf je 5-farbitelny,
je Tahky. Plati vSak silnejsie tvrdenie, zndme ako veta o §tyroch farbach (skratene
4CT), ktoré tvrdi, ze kazdy rovinny graf je 4-farbitelny! Hypotéza, ze kazdy rovinny
graf je 4-farbitelny, bola sndd najznidmejsim otvorenym problémom v tedrii grafov.
V roku 1976 K. Appel a W. Haken oznamili, Ze pomocou pocitaca dokazali 4CT.
Ich doékaz bol pomerne neprehladny a dost podstatny sa ukazal problém nezavislej
verifikacie ich pocitacovych programov. V roku 1997 bol publikovany odlisny dokaz,
ktorého autormi su N. Robertson, D. Sanders, P. Seymour a R. Thomas. Tento
dokaz tiez vyuziva pocitac, je vSak ovela prehladnejsi a akceptovatelnejsi.

Na zaver si ukazme suvislost medzi farbeniami rovinnych grafov a tokmi. Most
je taka hrana e stvislého grafu G, pre ktort je graf G — e nestivisly.

VETA 8.9 (Tuttova veta). KazZdy siuvisly rovinny graf je 4-farbitelny prdve
vtedy, ked md kaZdy suvisly rovinny graf bez mostov nenulovy 4-tok.
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NAZNAK DOKAZU. Majme v rovine zakresleny graf bez mostov. Ked do kazdej
oblasti vlozime vrchol, a tieto spojime hranami prave vtedy, ked boli oblasti sused-
né, dostaneme rovinny graf H. (Graf H nemd slucky, ¢iZze nemd hrany typu uu.)
Predpokladajme, ze kazdy rovinny graf je 4-farbitelny a reguldrne ofarbime vrcholy
H styrmi farbami 0,1,2 a 3. Teraz si zorientujme hrany G tak, ze kazdy S§ip uv bude
mat napravo od seba oblast s vacsou farbou ako nalavo. Nasledne dajme na takyto
§ip hodnotu rovni rozdielu farieb oblasti, ktoré s tymto Sipom susedia. Takto sme
dostali nenulovy 4-tok grafu G.

Dokaz obratenej implikacie neuvadzame. [

Cvi€enia
CVICENIE 8.1. Dokézte, ze graf je parny prave vtedy, ked nemd kruZznicu nepar-
nej dlzky.
CVICENIE 8.2. Dokézte, ze kazdy strom je parny graf.
CVICENIE 8.3. Mo6ze mat parny graf na neparnom pocte vrcholov hamiltonovski
kruznicu? Pomocou tohoto pozorovania opatovne nahliadnite, Ze graf znizorneny

na obrazku 8 nemoze mat hamiltonovsku kruznicu.

CVICENIE 8.4. Dokéite, ze ak mé graf jedint kruznicu nepérnej dizky, tak je
3-farbitelny.

CvVICENIE 8.5. N&jdite chromatické ¢islo Petersenovho grafu.

CVICENIE 8.6. UrcCte najmenSie poCty farieb nutnych na reguldrne zafarbenie
grafov Platonovskych telies: pravidelného Stvorstena, kocky, osemstena, dvanast-
stena a dvadsatstena.

CVICENIE 8.7. Urcte chromatické ¢islo kolesa W, .

CVICENIE 8.8. Urcte chromatické ¢islo hranola H,,.

CVICENIE 8.9. Zostrojte také ofarbenie vrcholov pravidelného dvanaststena pia-
timi farbami, pri ktorom budd mat vSetky dvojice vrcholov, ktorych vzijomné
vzdialenost je nanajvys 2, rozne farby. Kolko farieb by sme potrebovali na takéto
zafarbenie Petersenovho grafu?

CVICENIE 8.10. Vypocitajte chromaticky polyném kruznice C,,.

CVICENIE 8.11. Aky je chromaticky polyném grafu ,domcek” z obrazku 1?7
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CVICENIE 8.12. Vypocitajte chromaticky polyném grafu z obrazku 31.

CVICENIE 8.13. Vypocitajte chromaticky polyném kolesa W,,.

CVICENIE 8.14. Pomocou Eulerovej formuly dokazte, ze kompletny graf na 5
vrcholoch K5 nie je rovinny. (Nésledne sa pokiste spravit tento dokaz bez vyuzitia
Eulerovej formuly.)

CVICENIE 8.15. Pomocou Eulerovej formuly dokazte, ze kompletny bipartitny
graf K33 nie je rovinny. (Nésledne sa pokiste spravit tento dokaz bez vyuzitia

Eulerovej formuly.)

CVICENIE 8.16. Pomocou Eulerovej formuly dokazte, ze Petersenov graf nie je
rovinny. (Néasledne sa pokiste spravit tento dékaz bez vyuzitia Eulerovej formuly.)
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9 ROZKLADY GRAFOV

Chromaticky index

DEFINICIA. Nech je G = (V(G), E(G)) graf. Hranové farbenie grafu G po-
mocou k farieb je rozklad hranovej mnoziny E(G) na k parovani. Chromaticky
index grafu G, oznatovany x'(G), je najmensie k, pre ktoré ma graf G hranové
k-farbenie.

Vsimnime si, ze ked hrandm i-teho parovania z predchadzajicej definicie pri-
radime ¢-tu farbu, tak Ziadne dve susedné hrany nebudu ofarbené rovnako.

Je zrejmé, 7e ked ma graf G vrchol stupnia d, tak x'(G) > d. Nasledujiice tvrdenie
je analdgiou Brooksovej vety pre hranové farbenia. A tak ako pri Brooksovej vete,
ani dokaz tejto vety neuvadzame.

VETA 9.1 (Vizingova veta). Nech je Ag mazimdlny stupen v grafe G. Potom
plati

Ac <X(G) <Ag+1

Podla Vizingovej vety delime vSetky grafy do dvoch skupin.

DEFIN{CIA. Graf G patri do triedy 1 ak x'(G) = Ag. Ak X'(G) = Ag + 1, tak
graf G patri do triedy 2.

Nuz a jednym z velkych problémov je charakterizovat grafy podla prislusnosti
do triedy 1, respektive triedy 2. Tento problém je tazky uz aj pre pravidelné grafy
stupiia 3 (Cize pre kubické grafy). A7z doneddvna bolo zndmych len velmi maélo
yzaujimavych“ kubickych grafov triedy 2. Takéto grafy sa hladali velmi tazko,
a preto M. Gardner navrhol, aby sa 2-stivislé kubické grafy patriace do triedy 2
nazyvali snarky (podla novely Lewisa Carrolla ,Hunting the snarks®).

TVRDENIE 9.2. Ziaden snark nemd hamiltonovskd kruznicu.

DOKAZ. Sporom predpokladajme, Ze snark G m4 hamiltonovski kruznicu. Ked-
ze vietky vrcholy G maji neparny stupen, tak G ma parne vela vrcholov (pozri
cvicenie 2.1). To znamend, ze hamiltonovskd kruznica grafu G mé parnu diiku,
a teda jej hrany mozno rozlozit na dva 1-faktory. Nuz a zvy$né hrany grafu G
tvoria treti faktor. Teda x'(G) = 3, ¢o je v spore s predpokladom, Ze G je snark,
¢ize graf, pre ktory x'(G) =4. O
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Tvrdenie 9.2 nemozno obratit. Na obrazku 33 je takzvany Tuttov graf. Tento
graf mé chromaticky index 3, je dokonca 3-suvisly, a predsa nemd hamiltonovski
kruznicu.

Obréazok 33

Problém prislusnosti do triedy 1 je pre parne grafy trivialny.
VETA 9.3. KaZdy pdrny graf patri do triedy 1.

DOKAzZ. Vetu dokdzeme indukciou vzhladom na pocet hrdn m péarneho grafu.
1° Ak m =1, tak Ag = 1 a jedna farba staci na ofarbenie jedinej hrany grafu G.

2° Predpokladajme, ze pre graf G plati m > 1 a tvrdenie vety plati pre parne
grafy na menej ako m hrandch. Nech je H graf, ziskany z G odstranenim jedine]
hrany e = uwv. Potom podla indukéného predpokladu plati x'(H) < Ag. Ofarbime
teda hrany H prave Ag farbami. Potom je v grafe H aspon jedna farba nepouzitd
na hrany incidentné s vrcholom u, a aspon jedna farba nie je pouzitd na ofarbenie
hréan incidentnych s vrcholom v. Ak existuje jedna farba, ktora chyba pri uw aj pri
v, tak mozeme touto farbou ofarbit hranu e a dostaneme korektné ofarbenie hran
grafu G.

Predpokladajme preto, ze mnoziny chybajicich farieb vo vrcholoch u a v su
disjunktné. Nech napriklad vo vrchole u chyba modré farba a vo vrchole v chyba
cervend. Zostrojme teraz najvacsi suvisly podgraf P grafu H, ktory obsahuje vrchol
u a tie hrany H, ktoré maju Cervenu, respektive modru farbu. Zjavne P je cesta
zacinajuca v u. Keby tato cesta koncila vo vrchole v, tak by zacinala cervenou
a koncila modrou farbou. To znamend, Ze by mala parnu diiku, ¢o nie je mozné,
lebo graf G je parny a vrcholy u a v patria do roznych farebnych tried vrcholového
2-farbenia grafu G. KedZze v nemoze byt ani vnitornym vrcholom cesty P, tak cesta
P vrchol v neobsahuje. Teda ked zamenime farby hran cesty P, Cervenu za modri
a naopak, dostaneme korektné hranové ofarbenie grafu H, pri ktorom jak vo vrchole
u, tak vo v, chyba cervend farba. Ako sme uz rozobrali vyssie, teraz mozno hrany
grafu G korektne ofarbit Ag farbami. [

Na zéaver tejto casti si ukdzeme, akd je situdcia pri kompletnych grafoch.
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TVRDENIE 9.4. Pre kompletny graf K,, plati
n—1 ak je n pdrne;
X () = {

n ak je n nepdrne.

DOKAz. Kedze kazdy vrchol grafu K,, m4 stupen n—1, tak podla Vizingovej
vety je chromaticky index K, bud n—1, alebo n.

Ak je n neparne, tak najvacSie mozné parovanie grafu K, ma %(n—l) hrén.
Lenze K,, ma presne %n(n—l) hran, a preto sa v tomto pripade chromaticky index
rovna n.

Na druhej strane ak je n parne, ozna¢me V (K,,) = {vo0, V0, V1, - - ., Un—2}. Potom
hranové farbenie zodpovedd n—1 1-faktorom Fy, Fy, ..., F,,_o, pricom hranami fak-
toru F; st E(F;) = {vooi, Vim1Vit1, Vie2Vit2, . - -, ’Ui_%(n_Q)’Ui+%(n_2)}, kde scitanie

a odcitanie v indexoch je modulo n—1. [

Ramseyove ¢isla

DEerFiNiciA. Ramseyove éislo R(k) je najmensie n také, ze pri Tubovolnom roz-
klade hran kompletného grafu K,, na dve casti G; a G5, bud Gy, alebo G5, obsahuje
kompletny graf Kj ako svoj podgraf.

Vsimnime si, ze R(2) = 2. Nasledujiice tvrdenie sa ¢asto objavuje ako hlavolam
v takzvanej ,rekreacnej matematike®.

TVRDENIE 9.5. R(3) =6.

DOKAZ. Na obréazku 34 je znézorneny rozklad hran grafu Ks na dve ¢asti. Hrany
jednej su vyznacené plnou a hrany druhej preruSovanou c¢iarou. Kedze ani jedna
¢ast neobsahuje kompletny graf na 3 vrcholoch, mame R(3) > 5.

Obrazok 34

Zostdva nam dokazat, ze R(3) < 6. Uvazujme kompletny graf na n > 6 vr-
choloch, ktorého hrany si rozdelené do dvoch podgrafov G; a G3. Nech je u vrchol
tohoto kompletného grafu. Kedze u je incidentny s n—1 > 5 hranami, tak podla

74



Dirichletovho principu aspon 3 hrany incidentné s u patria do rovnakého podgrafu.
Povedzme, Ze su to hrany wuwvi, uve a uvs a vSetky patria do G;. Teraz ak aspon
jedna z hran vivs, vevs a vsv; patri do G, tak G obsahuje K3 ako svoj podgraf.
Ak vsak vSetky hrany vivs, vov3 a v3v1 patria do G, tak G obsahuje K3 ako svoj
podgraf. [J

Teraz si ukdzeme, v akych hraniciach sa ¢islo R(k) pohybuje. Dékaz nasledujicej
vety je v podstate zalozeny na mySlienke dokazu tvrdenia 9.5.

VETA 9.6 (Ramseyova veta). Pre k > 2 plati R(k) < 22F=3,

DOkAz. Kedze R(2) =2 a R(3) = 6 < 8, tak tvrdenie zjavne plati pre k < 3.

Uvazujme kompletny graf Ky2x-z a jeho rozklad na dva podgrafy G; a Gs.
Oznaéme Vy = V (Kg2k-3). Potom |V;| = 2253, Nech je uy Tubovolny vrchol grafu
Ky2n—s, Cize ug € Vy. Kedze ug je v Ky2k—s incidentny s prave 22¥—3 — 1 hranami,
tak aspoii 22*=* z nich patri do jedného z grafov G, respektive G5. Oznaéme si
mnozinu koncovych vrcholov tychto hran Vi a vyberme u; € V;. VSimnime si, Ze
plati |V1| Z 22k_4.

Kedze u; je incidentny s aspon 225=4—1 hranami, ktorych koncové vrcholy patria
do Vi, tak aspont 2255 z tychto hran patri do jedného z grafov Gy, respektive Gs.
Oznacme si mnozinu koncovych vrcholov tychto hran V5 a vyberme uy € Vs. Potom
‘V2| > 22k—5-

Podobne zvolme us € Vs, uyg € Vg, ... Kedie |Vop_g| > 2(26=3)=(2k=3) — 90 — 1,
tak eSte aj Vor_3 je neprazdna mnozina. Teda sme ziskali postupnost 2k—2 vrcholov
Vo, V1y.--5V2—3-

Vsimnime si, ze pre kazdé 7, 0 < ¢ < 2k — 4, vSetky hrany w;u;, kde 7 > 1,
patria do GGy, alebo vSetky tieto hrany patria do G3. Oznacme symbolom W; tie
vrcholy u;, 0 < ¢ < 2k — 4, pre ktoré vsetky hrany u;u;, kde j > ¢, patria do G;.
Potom na vrcholoch Wy U {ugk_3} mame kompletny podgraf grafu Gy, 1 <t < 2.
A podla Dirichletovho principu aspon jeden z tychto kompletnych podgrafov ma
aspoii [22-2] +1 = k vrcholov. O

VETA 9.7 (Erdésova veta). Ak plati
") 1= (1)
277 \2 1

DOKAzZ. Tento dokaz vyuziva pravdepodobnostné metédy. Nebol to prvy dokaz
tohoto druhu. Kvoli svojej jednoduchosti a elegancii vSak mal pre rozvoj matema-
tiky v 20. storo¢i nesmierny vyznam.

Ak chceme ukédzat R(k) > n, tak treba nahliadnut, ze osi existuje. Potrebujeme
ukazat, ze existuje rozklad grafu K, na dva podgrafy G; a G, z ktorych ziaden
neobsahuje Kj ako svoj podgraf.

Pohadzme hrany K,, do G1 a G2 ndhodne. PresnejSie, zadefinujme pravdepodob-
nosti polozenim

tak R(k) > n.

Priuv € E(G1)] = Prluv € E(G2)] = %
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Tieto pravdepodobnosti si nezavislé pre rozne hrany a zodpovedaji experimentu,
v ktorom by sme si pre kazdu hranu hodili mincou.

Nech je S mnozina k vrcholov. Oznatme symbolom Ag udalost, ze vSetky hrany,
ktorych koncové vrcholy patria do S, si v GG1, alebo vSetky si v G3. Potom

k

Prias)= (1)@ + )@ =20

Uvazujme teraz udalost A, Ze nastane Ag pre aspon jednu z k-prvkovych podmnozin
S, mnoziny V(Ky). Urc¢it presne Pr[A] je mimoriadne tazké, pretoze Ag a Ag: nie
st nezavislé udalosti pre S # S’. Lenze pravdepodobnost, Ze nastane jedna z dvoch
udalosti sa nanajvys rovna stuctu pravdepodobnosti tychto dvoch udalosti. Teda

PriAl <Y PrlAs] = <Z> 91-(2)
S

lebo existuje () uvazovanych mnozin S. Podla predpokladu vety (2)21_(’;) <1,¢o
znaci, ze opak udalosti A nastava s nenulovou pravdepodobnostou. Inak povedané,
existuje rozklad grafu K,, na dva podgrafy G; a G3, z ktorych ziaden neobsahuje
K, ako svoj podgraf. [

Pouzitim hrubych odhadov pre kombinacné cisla sa na zaklade vety 9.7 da
dokazat nasledujtuci dosledok.

DOSLEDOK. Pre k > 3 plati R(k) > 2F/2.

A pre k dostatocne velké sa d4 dokonca ukazat

L
ev2

Ramseyova veta bola dokdzand v roku 1930 a Erd6sova v roku 1947. Kedze
hranice v tychto vetach sa od seba podstatne liSia, je prekvapujice, Ze sa od tych
cias v oblasti Ramseyovych ¢isel nepodarilo urobit podstatny krok vpred. Je to
zrejme sposobené tym, 7ze presné urcenie ¢isel R(k) je mimoriadne tazké. Vie sa,
ze R(4) = 18 (Greenwood a Gleason, 1955). AvSak uz pre k = 5 presnd hodnotu
R(k) nepozndme. Vieme, ze 43 < R(5) < 49, 102 < R(6) < 165, 205 < R(7) < 540,
282 < R(8) < 1870 atd.

Paul Erdés, jeden z najvyznamnejSich matematikov 20. storocia, vysvetloval
problematiku Ramseyovych ¢isel na nasledujicom hypotetickom priklade. Pred-
stavme si, ze na Zem zattocia mimozemstania a povedia, Ze nas neznicia, len ak
vypocitame presne hodnotu R(5). Tak ked zhromazdime vsetkych vynikajicich
matematikov na planéte a zapojime do vypoctu vsSetky vykonné pocitace, ktoré
mame, tak by sa ndm mohlo podarit presne ur¢it hodnotu R(5). Ak ndm vSak mi-
mozems$tania dajui za dlohu uréit presnd hodnotu R(6), tak jedinym rieSenim pre
nas je vymysliet nové zbrane a zacat zbrojit.

Zaverom tejto kapitoly zavedieme zovSeobecnené Ramseyove ¢isla.

R(k) ok/2
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DEFINICIA. Nech st ¢1,¢2, ..., ¢, at kladné prirodzené ¢isla také, ze q; > ¢ pre
i=1,2,...,r. Ramseyovo &islo R(q1,qa, ..., q-;t) je najmensie prirodzené ¢islo n
také, ze ak je V Tubovolnd mnozina s asponn R(qi,qsa, ..., qs;t) objektami a vSetky
t-prvkové podmnoziny V si rozdelené do r skupin, tak bud existuje gq; objektov,
ktorych vSetky t-prvkové podmnoziny patria do prvej skupiny, alebo existuje g
objektov, ktorych vsetky t-prvkové podmnoziny patria do druhej skupiny, ... , alebo
existuje g, objektov, ktorych vSetky ¢-prvkové podmnoziny patria do n-tej skupiny.

D4 sa ukdzat, ze pre kazdé ¢1,qs,- .., q- a t Ramseyovo &islo R(q1,q2,---,¢r;t)
existuje. Teda naSa definicia je korektna.
Vsimnime si, ze R(k, k;2) je vlastne Ramseyovo ¢islo R(k). Na druhej strane,

R(1,1,...,1;1) = n + 1 podla Dirichletovho principu. Teda mézeme povedat, Ze
—_——

n
Ramseyove ¢isla st zovSeobecnenim Dirichletovho principu.

Cvi€enia
CVICENIE 9.1. Urcte chromatické indexy grafov Platénovskych telies: pravi-
delného stvorstena, kocky, osemstena, dvanaststena a dvadsatstena.

CVICENIE 9.2. Na obrazku 35 je Grotzschov graf. Zistite chromatické ¢islo
a chromaticky index tohoto grafu. Je tento graf rovinny?

Obrazok 35
CvVICENIE 9.3. Dokézte, ze Petersenov graf je snark.
CVICENIE 9.4. Charakterizujte grafy G, pre ktoré x'(G) = 2.

CVICENIE 9.5. Oznatme symbolom f;(G) pocet hran maximového péarovania
grafu G. Ukézte, ze ak plati mg > Ag - 1(G), tak graf G je z triedy 2.

CVICENIE 9.6. Ukéazte, ze kazdy pravidelny graf na neparnom pocte vrcholov je
z triedy 2.
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CVICENIE 9.7. Ukazte, ze kazdy stuvisly kubicky graf, ktory nie je 2-siuvisly (teda
taky, ktory ma most), je z triedy 2.

CVICENIE 9.8. Na konci akademického roka je potrebné vyskisat n; Studentov,
z ktorych kazdy si zapisal prave k kurzov z ny moznych. Studentov je potrebné
skusat individualne a predpokladame, ze kazda zo skisSok musi trvat presne 20
mintt. Ciefom je zostavit taky harmonogram, aby skiusky skonéili v najkratSom
moznom termine. Zostavte pre tito tlohu matematicky model a presne urcte cas,
potrebny na skiSanie.

CVICENIE 9.9. Predpokladajme, Ze v skupine 6 I'udi je kazda dvojica bud pria-
telmi, alebo nepriatelmi. Dokézte, ze bud existuje trojica Iudi, ktori si navzijom
priatelia, alebo trojica udi, ktori si navzajom nepriatelia (predpoklada sa, Ze reldcia
,byt priatefom“ je symetrickd, ¢ize ak je a priatelom b, tak aj b je priatelom a).

CVICENIE 9.10. Majme skupinu n Fudi, z ktorych sa kazdéd dvojica bud poznd
alebo nepozna. Dokdzte, ze v tejto skupine su dvaja Tudia, ktori maju rovnaky

pocet zndmych.

CVICENIE 9.11*. Dokézte, ze R(3,4;2) = 9. (Vyuzite skutocnost, ze neexistuje
reguldrny graf stupiia 5 na 9 vrcholoch.)

CVICENIE 9.12. S vyuzitim predchddzajiceho cvicenia ukazte, ze R(4) < 18.

CVICENIE 9.13. S vyuzitim symetrif Cayleyho grafu (respektive cyklickej grupy
(Z17; ®)) nahliadnite, ze graf Cay((Z17;9),{1,2,4,8,9,13,15,16}) neobsahuje K4
a ani taku Stvoricu vrcholov, z ktorych by ziadne 2 neboli susedné. Z toho odvodte
R(4) = 18.

CVICENIE 9.14. Dokéazte nasledujice tvrdenie

R(¢1,92:2) < R(¢1—1,42;2) + R(q1,92—1;2)

CvICENIE 9.15. Ukézte, ze R(3,3,3;2) < 17.
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10 MATROIDY

Uloha o minimovej kostre a Pazravy algoritmus

V druhej kapitole sme zaviedli kostru prehladdvania do Sirky a do hibky7 neskor
sme opisali vyuzitie tychto dvoch typov kostier, a v piatej kapitole sme ukazali, ako
sa da zistit pocet kostier sivislého grafu. V tejto si vysvetlime velmi jednoduchy
algoritmus, ktory nédjde najlacnejSiu kostru ohodnoteného grafu.

DEFINfcIA. Ohodnoteny graf je taky graf G = (V(G), E(G)), v ktorom je
kazdej hrane e priradend nezipornd hodnota w(e). Hodnotu w(e) nazyvame vaha
hrany, pripadne cena a podobne. Vaha podgrafu H grafu G je sucet védh hran
tohoto podgrafu. Vahu podgrafu H oznaujeme w(H).

DEeriNicia. Uloha o minimovej kostre ohodnoteného grafu G spociva v néj-
deni najlacnejsej kostry grafu G (¢iZe kostry s najmensou vahou).

Nasledujica veta ndm opisuje, ako mozno najst najlacnejSiu kostru grafu.

VETA 10.1. Nech si T1,Ts, ..., Ty vrcholovo disjunktné podgrafy grafu G, pri-
com vSetky tieto podgrafy siu stromy. Nech je dané i, 1 < i < k, a nech md hrana
uovy nagmensiu vihu spomedzi vietkych hrdn uwv grafu G, pre ktoré plati v € V (T;)
av ¢ V(T;). Potom medzi kostrami grafu G, ktoré obsahuji stromy Ty, Ts, ..., T,
eristuje najlacnejsia, obsahujica hranu ugvg.

DOKAZ. Nech je T taka najlacnejSia kostra grafu G' obsahujica vSetky stromy
T,,T;, ..., Tk, ktord neobsahuje hranu ugvg. Potom je ugvg chorda grafu G vzhla-
dom na kostru T'. Této chorda urcuje bazickd kruznicu C,,,. Kedze uy € V(T;)
a vy ¢ V(T;), tak Cyyy, obsahuje este aspoii jednu hranu u'v’ taki, ze v’ € V(T;)
av' ¢ V(T;). Kedze ugpvg je jedind chorda Cyy,, tak u'v’ je vetva, ¢ize v'u’ € E(T).
Graf na hranach E(T) U {ugvg} obsahoval jedint kruznicu, a preto graf na hranich
E(T) U {uovo} — {v/v'} nemd ziadnu kruznicu, Cize je kostrou. Oznaime si tito
kostru T'. KedZe vaha u/v’ nie je mensia, ako vdha ugvg kostra T’ je hladand
najlacnejsia kostra. [

Na zéklade predchadzajicej vety mozeme zostavit algoritmus hladajici najlac-
nejsiu kostru.

ALGORITMUS: MINIMOVA KOSTRA.
Vstup: ohodnoteny graf G = (V, E).
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Vystup: minimové kostra grafu s hranami v mnozine 7.
Begin
T:=0; { inicializ4cia }
While E#£() Do Begin
nech e € E' s minimdlnou vahou;
E:=F — {e};
If T U {e} neobsahuje kruZnicu Then T:=T U {e}; { zvacsi T}
End;
End.

Ak FE obsahuje vSetky hrany usporiadane podla vah vzostupne, tak predchiadza-
juci algoritmus pracuje v ¢ase O(mg), kde mg je pocet hran grafu G.

Vsimnime si, ze algoritmus Minimova kostra rozsiruje ¢iastocnui kostru v kazdej
etape tym najtrivialnejsim sposobom, rozsirenim o najvyhodnejsi prvok. Takymto
sposobom mozno riesit viaceré ulohy pomocou takzvaného Pazravého algoritmu.

DEFINfCIA. Majme mnozinu X a nejaky systém M podmnozin mnoziny X.
Systém M je uzavrety na inkliziu ak plati

(VR)(¥S)([(S € M) & (R C $)] = (R € M)
¢ize ak s kazdou mnozinou obsahuje aj vSetky jej podmnoziny.

ALcorITMUS: Pazravy (greedy) algoritmus.

Vstup: systém M podmnozin mnoziny X uzavrety na inkliziu;
kazdy prvok z € X ma priradent nezapornu vahu.

Vystup: mnozina M € M s maximéalnou vahou.
Begin

M=), { inicializacia }

While X+#0 Do Begin

nech € X s maximalnou vahou;

X=X —{z};
If MU {z} € M Then M:=M U {z}; { zvacsi M}
End;

End.

PozNAMKA. Nech sid w(e) vahy hrén grafu G, pricom vSetky si mensie ako W.
Zvolme nové vahy w'(e) = W—w(e). Ak za M zvolime mnoziny hrédn vsetkych
acyklickych podgrafov grafu G (to si také podgrafy grafu G, ktorych vsetky
komponenty sivislosti si stromy), tak Pazravy algoritmus pri vadhach w’(e) riesi
ulohu o minimovej kostre grafu G.

Je zrejmé, ze Pazravy algoritmus vzdy ndjde maximélnu, ¢ize vzhladom na in-
kliziu nezvacsitelni, mnozinu M € M. Nemusi vSak vzdy ndjst mnozinu s naj-

vacsou vahou. Uvazujme nasledujicu ulohu.

80



DErFINiciA. Uloha o maximovom parovani spociva v ndjdeni takého péro-
vania M ohodnoteného grafu G, ktoré ma maximdalnu vahu.

V tlohe 0 maximovom parovani je systém M tvoreny mnozinami hran parovani
grafu G. Je zrejmé, ze M je uzavrety na inkliziu. Napriek tomu, Pazravy algoritmus
nemusi vzdy najst maximové parovanie:

PRIKLAD. Majme ohodnoteny graf G = (V(G), E(G)), kde V(G) = {a,b,c,d}
a F(G) = {ab,bc, cd}, pricom w(ab) = w(cd) = 2 a w(be) = 3. Keby sme chceli
najst maximové parovanie v tomto grafe, tak Pazravy algoritmus by nasiel hranu be
s védhou 3 a vzapéati by skonéil. Pritom maximové parovanie je {ab, cd} s vdhou 4.

Vsimnime si, Zze maximové parovanie z predchadzajiceho prikladu mé viac hran
ako parovanie, ktoré nasiel Pazravy algoritmus.

Matroidy

Uvedieme tri rozlicné definicie matroidu.

DEFINICIA 1. Nech je M systém podmnoZin mnoziny X uzavrety na inkliziu.
Potom M je matroid, ak pri l'ubovolnom priradeni vdh prvkom mnoziny X Pa-
zravy algoritmus riesi korektne ilohu ndjdenia vdhou maximovej mnoziny z M.

DEerFINfciA 2. Systém M podmnozin mnoziny X uzavrety na inkliziu je ma-
troid, ak pre lubovolné dve mnoziny I, J € M také, ze |J| = |I|+1, existuje prvok
x € J—1 taky, ze I U{z} € M.

DEFINICIA 3. Systém M podmnozin mnoziny X uzavrety na inkliziu je ma-
troid, ak pre f'ubovolni mnozinu A C X maji kazdé dve podmnoziny A patriace
do M, ktoré si vzhladom na inkliziu maximalne, rovnaki velkost.

ZjednoduSene povedané, tieto definicie tvrdia, ze ak Struktira M tvori matroid,
tak optimaliza¢ni ilohu na M riesi ,trividlny“ algoritmus.
Nasledujucu vetu dokazali R. Rado a J. Edmonds.

VETA 10.2. Definicie 1, 2 a 3 su navzdjom ekvivalentné.

DOKAzZ. Nech M vyhovuje Definicii 1. Dokdzeme, Ze vyhovuje aj Definicii 2.
Sporom predpokladajme, ze existuji mnoziny I, J € M také, ze |I| = k, |J| = k+1,
a pre ziaden prvok z € J — I neplati I U {z} € M. Definujme véhy prvkov z X
nasledujicim spoésobom

k+2  akzel
w(x)=4 k+1 ak z € J — I

0 ak x ¢ TUJ.
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Potom Pazravy algoritmus vyberie vSetky prvky mmnoziny I a mozno eSte prida
niekolko prvkov z X — (I U J) s nulovou védhou, kedze I U {x} ¢ M pre kazdy
prvok z € J — I. To vSak znamend, ze Pazravy algoritmus nijde mnozinu s vahou
w(l) = k(k+2) < (k+1)? < w(J), €o je v spore s tym, Ze ndjde mnozinu z M
s maximovou vahou.

Nech M vyhovuje Definicii 2. Dokazeme, ze vyhovuje Definicii 3. Sporom predpo-
kladajme, ze existuje mnozina A C X a dve mnoziny I,J € M také, ze I,J C A,
|I| < |J|, ktoré nemozno rozsirit na vacsie mnoziny z M v A. Kedze M je systém
uzavrety na inkliziu, tak existuje J' C J takd, ze |J'| = |I| + 1. Potom podla
Definicie 2 existuje prvok z € J'—1I taky, ze IU{z} € M, ¢o je spor s maximdlnostou
Iv A.

Nech M vyhovuje Definicii 3. Dokazeme, ze vyhovuje Definicii 1. Sporom predpo-
kladajme, ze pri vdhach w(z) Pazravy algoritmus nédjde I = {z1,z3,...,z;} € M,
pricom existuje maximdlna mnozina J = {y1,y2,...,y;} € M s vicsou vahou.
Kedze I aj J su vzhladom na inkliziu maximdlne mnoziny, tak plati ¢ = j podla
Definicie 3. V dalSom predpokladajme, ze prvky I aj J st usporiadané podla véh.
Teda w(z1) > w(ze) > -+ > w(z;) a w(yy) > w(y:) > --- > w(y;). Kedze
w(J) > w(I), tak existuje index k taky, ze w(yx) > w(xg). Nech je kg najmensi
index s touto vlastnostou. Polozme A = {z € X; w(z) > w(yk,)} a oznatme
I' =1INA. Potom |I'| < ko. Pazravy algoritmus nasiel I’ a dalej pokracoval mimo
mnoziny A. To znamend, ze neexistuje prvok x € A—1I' taky, ze I' U{x} € M, ¢o
je spor s Definiciou 3, pretoze kazd4 maximalna mnozina z M v A ma mohutnost
aspon kg.

Teraz ked vyuzijeme definiciu ekvivalencie a pravidlo sylogizmu, dostdvame, Ze
vSetky tri definicie si navzdjom ekvivalentné. [J

DEFINfcIA. Nech je M matroid na mnozine X. Mnoziny zo systému M nazyva-
me nezavislé mnoziny a maximélne nezdvislé mnoziny nazyvame bazy matroidu.
Pocet prvkov 'ubovolnej bazy je rank matroidu. Rank mnoziny A C X je pocet
prvkov maximalnej nezdvisle] podmnoziny A. Rank mnoZiny A oznacujeme r(A).
Obal mnoziny A C X v M je najvacsia nadmnozina A, ktord ma rovnaky rank
ako A. Minimélne zavislé mnoziny nazyvame kruznice.

PRIKLAD 1. Matroidom je vektorovy priestor, pricom nezavislé mnoziny si mno-
ziny linedrne nezavislych vektorov. Bazou takéhoto matroidu je Iubovolnd béza
vektorového priestoru a rankom je dimenzia vektorového priestoru.

PRIKLAD 2. Matroid v grafe moze byt tvoreny mnozinami hrén acyklickych pod-
grafov daného grafu, pricom kazda minimalna zavisld mnozina je tvorend hranami
kruznice. Tento matroid nazyvame grafovy matroid.

Vsimnime si, Zze nezdvislé mnoziny grafového matroidu sme uz spominali v cvi-
¢eni 5.8. Matroidy s velmi pekné struktiry, ako ukazuji nasledujice dve tvrdenia.

VETA 10.3. Nech je M matroid na mnoZine X, I € M a x € X. Potom bud
ITu{z} € M, alebo I U{x} obsahuje jedini kruznicu.

DOkAz. Nech IU{z} ¢ M. Polozme C = {¢; (IU{z})—{c} € M}. Ukdzeme, ze
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C' je kruznicou matroidu M. Ak by bola C nezavisld, tak by sa dala doplnit na bazu
ITU{z}, ktora by obsahovala |I| prvkov. Cize této baza by bola tvaru (IU{z})—{c}
¢o je absurdné, lebo potom by platilo ¢ € C a sicasne ¢ ¢ C. Teda C je zavisla.
Ak vynechdme z C TubovoIny prvok ¢/, tak C—{c'} C (IU{z})—{d'} € M. Teda
aj C—{c'} € M, a preto je C' minimélna zavisld mnozina.

Nech je D ind kruznica v I U {z}. Kedze C' ¢ D, tak existuje prvok ¢ € C—D.
Potom D C (I U {z})—{c} € M, a preto je D nezdvisla, ¢ize D nemoéze byt
kruznicou. [

VETA 10.4. Nech je M matroid na mnoZine X a A C X. MnoZina A mad jediny
obal, ktory md tvar sp(A) ={z € X; r(Au{z}) =r(4)}.

DOKAz. Nech je O obal mnoziny A a x € O. Potom r(A U {z}) = r(A), lebo
v opatnom pripade by platilo r(O) > r(AU {z}) > r(A), ¢o je v spore s definiciou
obalu. Cize O C sp(A). K tomu, aby sme dokazali O = sp(A), staci teraz dokézat
r(sp(A)) = r(A). Sporom predpokladajme, ze 7(sp(A)) > r(A). Nech je B bézou A.
Kedze r(sp(A)) > r(A), tak podla Definicie 3 existuje prvok z € sp(A)—B taky, ze
BuU{z} € M. Potom r(AU{z}) = |BU{z}| > |B| = r(A), ¢o je v spore s definiciou
mnoziny sp(A). O

PodTIa vety 10.4, ked chceme zostrojit obal mnoziny A v matroide, tak ndm staci
krok za krokom preverit prvky X — A. Teda obal vieme zostrojit ,rychlo®.

PRIKLAD 1. Nech je 7 rozklad mnoziny X na disjunktné podmnoziny, ¢ize nech
m = (X1, Xs,...,Xk). Podmnozinu I mnoziny X nazveme nezavislou, ak Ziadne
dva prvky z I nelezia v rovnakej triede rozkladu n. Takto definované nezavislé
mnoziny tvoria matroid rozkladu (pomocou Definicie 3 mozno overit, ze ide o ma-
troid). Bazy sd systémy rozliénych reprezentantov 7 (pozri nasledujicu kapitolu)
a kruznice su dvojice prvkov z jednej triedy rozkladu .

PRIKLAD 2. Nech je X mnozina stlpcov matice A. Mnoziny linedrne nezavislych
stlpcov st nezavislé mnoziny maticového matroidu. Tento matroid je podma-
troidom matroidu vektorového priestoru.

Nasledujuca veta ukazuje, ze z algoritmického hladiska su zaujimavé nielen ma-
troidy, ale aj ich prieniky. Vetu uvadzame bez dokazu.

VETA 10.5. Nech si M a N matroidy na mnoZine X, Ap a Apn st PaZravé
algoritmy zodpovedagice tymto algoritmom a nech je K(|X|) hornyg odhad zloZitosti

spracovania ulohy s rozmerom |X| pre tieto algoritmy. Potom existuje algoritmus
riesiaci lohu o prieniku matroidov M a N v éase O(| X 2K (| X])).

Zaverom poznamenajme, Ze uloha o prieniku dvoch matroidov je v istom zmysle
hrani¢nd. Existujui totiz ilohy, ktoré mozno interpretovat ako ulohy o prieniku troch
matroidov, avSak zatial nie si zndme polynomidlne algoritmy na ich rieSenie.
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Cvicenia

CvVICENIE 10.1. Nech je P kone¢nd mnozina bodov v rovine. Ukazte, Ze ziad-
ne dve hrany kostry, ktord je minimdlna vzhladom na Euklidovskd metriku, sa
nepretinaji mimo vrchola. (Této kostra je kostrou kompletného grafu na vrcholoch
P, pricom kazda hrana ma vahu rovnajicu sa vzijomnej vzdialenosti koncovych
vrcholov tejto hrany.)

CVICENIE 10.2. Nech je P kone¢na mnozina bodov v rovine. Ukézte, Ze existuje
takd kostra, ktord je minimalna vzhlfadom na Euklidovskid metriku a kazdy vrchol
tejto kostry ma stupen nanajvys 5.

CVICENIE 10.3. Zadefinujme matroid pre Fanovu rovinu nasledovne. Mnozina
S C X je nezavisla ak |S| < 3, alebo |S| = 3 a S netvori priamku. Ukdzte, Ze
nezavislé mnoziny tvoria matroid. OpiSte kruznice, obaly a rankovi funkciu v tomto
matroide.

CVICENIE 10.4. Dany je orientovany graf G = (V(G), E(G)), ktorého kazdy Sip
e je ohodnoteny kladnou véhou w(e) > 0. Ulohou je najst mnozinu M C FE, ktorej
vaha je maximova, pricom ziadne dve hrany M nesmu konc¢it v rovnakom vrchole.
Riesi tuto ulohu Pazravy algoritmus? Ak &no, o sd zavislé mnoziny a ¢o kruznice
prislusného matroidu?

CVICENIE 10.5. Nech je M matroid a C je mnozina jeho kruznic. Dokazte, ze
potom plati
(a) ak 01702 eCaC,C 02, tak C1 = 02;
(b)* ak C1,Cs € C, z € C;NCy ay € Cy — Cy, tak existuje kruznica C3 € C
takd, ze x ¢ C5, y € C3 a C3 C Cy U Cy (pozri cviCenie 5.8).

CVICENIE 10.6*. Nech systém C podmnozin mnoziny X spliia podmienky (a)
a (b) z cvicenia 10.5. Dokézte, Ze potom systém M takych podmnozin mnoziny X,
ktoré neobsahuji ziadnu mnozinu z C ako svoju podmnozinu, tvori matroid na X.

CVICENIE 10.7. Pre dany graf G a S C V(G) méame zistit, ¢i existuje kostra
grafu G takd, ze vSetky vrcholy mnoziny S si jej listami (si susedné s jedinou
hranou kostry). Sformulujte tiito tdlohu ako tlohu o prieniku dvoch matroidov.

CVICENIE 10.8. Pre dany graf G, v € V(G) a konStantu k mame zistit, ¢i

-----

tuto tlohu ako tlohu o prieniku dvoch matroidov.

CVICENIE 10.9. Nech je G parny graf. Sformulujte ilohu o parovani s maximal-
nym moznym poc¢tom hrian v grafe G ako tlohu o prieniku dvoch matroidov.
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CVICENIE 10.10. Nech je G = (V(G), E(G)) parny graf, ktory ma na kazdej
hrane e nezdporni vahu w(e). Sformulujte ilohu o maximovom parovani ako dlohu
o prieniku dvoch matroidov.

CvICENIE 10.11. Nech je § = {S1,S5,...,5,} systém podmnozin (nie nutne

disjunktnych) kone¢nej mnoziny X. Sformulujte tilohu existencie transverzdly (sys-
tému rozliénych reprezentantov) ako tlohu o prieniku dvoch matroidov.
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11 ZLOZITOST ALGORITMOV

Triedy P a NP

Uz v predchadzajucich kapitoldch sme kde-tu poznamenali, Ze isty problém je
L,ahky“, respektive ,tazky“, v tom zmysle, Ze algoritmus riesiaci tento problém je
,rychly®, respektive ,pomaly“. V tejto kapitole si tieto vagne poznadmky spresnime.
Zacneme s ,Jahkymi® problémami.

DEFINfCIA. Problém patri do triedy P, ak na jeho rieSenie existuje algoritmus,
ktorého ¢as vypoctu mozno zhora ohranic¢it pomocou polynému, ktorého argumen-
tom je rozmer problému.

V predchddzajicej definicii je jeden nedostatok. Nedefinovali sme pojem algo-
ritmu. KedZze sa chceme vyhnut zavadzaniu dalSich a dalsich pojmov, tak pod
pojmom algoritmu budeme rozumiet program napisany v programovacom jazyku,
alebo v pseudokdde (ako tomu bolo pri vSetkych algoritmoch uvadzanych v tomto
texte).

PRIKLAD. Prehladdvanie do sirky (respektive do hibky) stvislého grafu patri do
triedy P. Aby sme to ukdzali, najprv si v§imnime, Ze rozmer problému (¢ize zadanie
suvislého grafu G s mg hranami), je aspoii mg. To preto, lebo pri akokol'vek §ikovnej
reprezentacii vSeobecného grafu potrebujeme do pocitaca zadat kazdd hranu. Kedze
algoritmus, ktory sme opisali v kapitole 2, prezrie kazdi hranu prave dvakrat, tak
¢as vypoctu tohoto algoritmu mozno zhora ohrani¢it polynémom f(z) = 2z, kde z
je velkost vstupu.

Polynomialny je aj algoritmus na hladanie maximéalneho toku z kapitoly 4, avSak
tento algoritmus uz nie je linedrny. Do triedy P patri aj problém zistit, ¢i ma graf eu-
lerovski kruznicu, respektive tiloha najdenia takejto kruznice, iloha nijdenia (iden-
tifikovania) vSetkych blokov grafu a dokonca aj problém zistit, ¢i je graf rovinny.
Preto su vSetky tieto problémy a tlohy ,fahké.

V dalSom sa budeme venovat len tlohdm, ktoré ,Tahké* nie si. Tieto tilohy budud
Lbazké“. Z teoretickych dovodov zavedieme nasledujicu definiciu.

DEerFiNiciA. Nedeterministicky algoritmus je taky algoritmus, ktory sa pocas
chodu sam rozhoduje, ktori z predpisanych moznosti si vyberie.

PRIKLAD. Nasledujici algoritmus je nedeterministicky. Tento algoritmus zisti,
¢i je mozné vrcholy grafu reguldrne zafarbit pomocou k farieb.
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ALGORITMUS: k-FARBENIE.
Vstup: graf G = (V(G), E(G)) a prirodzené &islo k.

Vystup: mnoziny Xq, Xo, ..., X vrcholov, predstavujice farebné triedy.

Begin
Forall i € {1,2,...,k} Do X;:=0; { X; méa vrcholy i-tej farby }
Forall v € V(G) Do { nedeterministické zafarbenie }
X;:=X; U{v} pre nejaké i € {1,2,... k};
Forall i € {1,2,...,k} Do { overenie spravnosti zafarbenia }

Forall u,v € X; Do
If w# v And uv € E(G) Then Odmietni;
If Neodmietol Then Akceptuj;
End.

DEFINicIA. Problém patri do triedy NP, ak na jeho rieSenie existuje algorit-
mus, ktorého ¢as vypoctu na nedeterministickom pocita¢i mozno zhora ohranicit
pomocou polynému, ktorého argumentom je rozmer problému.

Vsimnime si, ze trieda P je podtriedou triedy NP. KedZe u nas budi mat ilohy
len konecne vela inStancii, tak problém prislusnosti tlohy do triedy NP bude ekvi-
valentny problému overenia spravnosti rieSenia v polynomidlnom case.

Za zékladni tlohu z triedy NP povazujeme ulohu o splnitelnosti. Tato tloha
sa tiez nazyva SAT (satisfability). Na jej zavedenie si pripomernime pojem kon-
junktivneho normaélneho tvaru, ktorému sme sa venovali v predchadzajicom se-
mestri.

DEFIN{CIA. Vyrokovd formula je v konjunktivnom normélnom tvare ak je
konjunkciou niekolkych formil o ktorych plati:

(a) kazdé je disjunkciou kone¢ne vela prvotnych formiil, pripadne ich negacii;
(b) v 7Ziadnej sa nevyskytuje sic¢asne prvotnd formula aj jej negacia;

Formula je splnitePna, ak existuje ohodnotenie prvotnych premennych prvkami 0
a 1 tak, ze hodnota vyrazu po dosadeni je 1. Uloha o splnitePnosti, nazyvana
aj SAT, je uloha rozhodnit, ¢i je formula na vstupe, ktora je v konjunktivnom
normalnom tvare, splnitelna.

TVRDENIE 11.1. Uloha o splnitelnosti patri do triedy NP.

DOKAzZ. Té4to tdloha patri do triedy NP, pretoze ak mdme priradené hodnoty
0 a 1 prvotnym formuliam (Booleovym premennym), tak vieme v polynomidlnom
(dokonca v linedrnom) ¢ase rozhodniit, ¢i je rieSenie spravne. [

DeriNicia. Uloha U je polynomidlne redukovatePnd na dlohu Us, ak kazdy
vstup tlohy U; vieme polynomidlne transformovat na vstup tlohy Us a prislusny
vystup z tulohy Us vieme polynomidlne transformovat na spravny vystup U; pri
danom vstupe. Uloha U je NP-tazkd, ak je mozné Tubovolnd dlohu z triedy NP
polynomiélne redukovat na U a uloha je NP-tiplna, ak je NP-tazka a patri do
triedy NP.
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7 predchadzajucej definicie je zrejmé, Ze keby sa €o len pre jednu NP-tiplni dlohu
podarilo néjst polynomidlny algoritmus na klasickom, deterministickom pocitaci,
tak by sme hned mali polynomidlne algoritmy pre vSetky ulohy z triedy NP. V tom
pripade by platilo P=NP. A prave problém, ¢i plati P=NP, je jednym z najzavaz-
nejsich problémov stcasnej matematiky.

Doékaz nasledujiceho tvrdenia daleko presahuje ramec tychto skript.

VETA 11.2. Uloha o splnitelnosti je NP-uplnd.

Veta 11.2 bude pre nas v dalSom vyklade velmi délezita. To preto, lebo k tomu,
aby sme ukazali, Ze nejaka tloha U je NP-tazka, potrebujeme podla definicie néjst
polynomidlnu redukciu kazdej tlohy z triedy NP na U. Kedze zlozenim dvoch
polynémov dostaneme opat len polyndém, tak veta 11.2 nam dava ini moznost.
Staci, ak nidjdeme polynomialnu redukciu tlohy o splnitelnosti SAT na U a podla
vety 11.2 budeme vediet, Ze existuje polynomialna redukcia l'ubovolnej tlohy z trie-
dy NP na U.

Niektoré NP-uplné problémy

DEeriNicia. Uloha o 3-splnitelnosti, nazyvana tiez 3-SAT, je tloha rozhod-
nit, ¢i je splnitelnd formula v konjunktivnom normélnom tvare, v ktorej su v kaz-
dom z disjunktov nanajvys 3 prvotné formuly.

VETA 11.3. Uloha o 3-splnitelnosti je NP-uplnd.

DOKAzZ. Této tiloha je Specidlnym pripadom tlohy o splnitelnosti, a preto patri
do triedy NP. V dalSom dokdzeme, Ze tloha o splnitelnosti je polynomidlne re-
dukovatelna na tilohu o 3-splnitelnosti, ¢im dokazeme, ze tloha o 3-splnitelnosti je
NP-tazka.

Majme formulu v tvare Dy & Dy & ... & Dy, kde D; = (l;1 ViiaV--- Vi)
prei=1,2,... k akazdé l; ; je bud prvotnou formulou alebo jej negdciou. VSetky
disjunkty D; nahradme r;—2 disjunktami

(li71 V li72 V Zi71) & (—'zi,l V li73 V Zi,g) & ... & (—lzi,ri_g V li7”_1 V li,ri)

kde z; 1,22, ..., 2ir,—3 sunové prvotné formuly. Dostali sme formulu, v ktorej m4
kazdy disjunkt nanajvys 3 prvotné formuly, pricom tato nova formula je splnitelna
prave vtedy, ked je splnitelna pévodna formula. Ak je ¢ pocet prvotnych formil (aj
s opakovanim) povodnej formuly, tak pocet prvotnych formil (aj s opakovanim)
v novej formule je nanajvy§ 3t, ¢ize vstup sme redukovali polynomidlne. Vystup
vieme tieZ redukovat polynomidlne. Stac¢i zabudnit hodnoty premennych z; ;. Teda
uloha o 3-splnitelnosti je NP-tazka a patri do triedy NP, ¢ize je NP-uplnd. [

VETA 11.4. Uloha zistit, ¢ mozno graf na vstupe regqularne zafarbit 3 farbami
je NP-uplnd.
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DOKAz. Kedze existuje linedrny (vzhladom na pocet hrdn) algoritmus, ktory
rozhodne, ¢i je farbenie spravne, tak uloha patri do triedy NP. V dalSom zostrojime
redukciu dlohy o 3-splnitelnosti na dlohu o 3-farbitelnosti grafu. Uvazujme graf na
obrazku 36. Ak su vrcholy a aj b zafarbené rovnakou farbou, tak pri reguldrnom
3-zafarbeni je touto farbou zafarbeny aj vrchol d. Preto ak si zafarbené rovnakou
farbou vSetky vrcholy a, b a ¢ na obrazku 37, tak je touto farbou zafarbeny aj
vrchol e.

disjunkt 21V 'z V 3

Obrazok 38

Formule v konjunktivnom normélnom tvare priradime graf zobrazeny na ob-
razku 38. Vrcholmi tohoto grafu su vSetky prvotné formuly a ich negdcie, tri nové
vrcholy u, v a w, dalej 6 novych vrcholov pre kazdy disjunkt obsahujtci tri prvotné
formuly a tri nové vrcholy pre kazdy disjunkt obsahujici dve prvotné formuly. Vr-
choly u, v a w si spojené hranami, teda pri reguldrnom 3-zafarbeni budd mat
tieto vrcholy tri rozne farby. Oznacme 0 farbu, ktorou je zafarbeny vrchol v, 1
farbu vrchola u a 2 farbu vrchola w. KedZe w je spojeny hranou s kazdou prvotnou
formulou, tak tieto dostani iba farby 0 a 1, ktoré budu predstavovat ich logickd hod-
notu (zjavne z; a 'z; dostanid rozne farby). Pre kazdy disjunkt zostrojime podgraf
analogicky ako pre disjunkt x1V 'zs V 3, pozri obrazok 38. Spodny vrchol tohoto
podgrafu naviac spojime hranou s vrcholom v. Podla predchiddzajicich uvah, ak by
mali vSetky zlozky jedného disjunktu farbu 0, tak tito farbu dostane aj spodny vr-
chol tohoto disjunktu. Kedze farbu 0 m4 aj vrchol v, tak farbenie nebude regularne.
Teda ak formula nie je splnitelna, tak neexistuje regularne zafarbenie zostrojeného
grafu 3 farbami. Naopak, ak je formula splnitelnd, tak v kazdom disjunkte moze
mat jeden z literdlov (pod pojmom literdl sa rozumie prvotnd formula, respektive jej
negécia) farbu 1, a preto méze mat farbu 1 aj spodny vrchol tohoto disjunktu. To
znamend, ze formula je splnitelnd prave vtedy, ked mozno zostrojeny graf reguldrne
zafarbit 3 farbami. Ak mame vo formule n premennych a k disjunktov, tak zostro-
jeny graf ma nanajvys 2n + 6k + 3 vrcholov, ¢ize redukcia je polynomidlna. [J
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DEFINiCIA. Kompletny podgraf grafu nazyvame klika a mnozinu vrcholov,
z ktorych Ziadne dva nie su spojené hranou, nazyvame nezavisla mnozina vr-
cholov.

VETA 11.5. Uloha U(n, k) zistit, ¢i v danom n-vrcholovom grafe existuje klika
s k vrcholmi, je NP-iuplnd.

DOKAZ. Na preverenie, ¢i je ndjdeny podgraf na k vrcholoch kompletny, staci
(5) < 1k? < 1In? opercii a preto této tloha patri do triedy NP.

V dalsom zostrojime redukciu tdlohy o splnitelnosti na dlohu U(n, k). Nech je
f=D1 & Dy & ... & Dy formula v konjunktivnom normalnom tvare. Predpokla-
dajme, Ze sa v tejto formule vyskytuje n prvtotnych formiil, vratane opakovania.
Zostrojme graf G = (V(G), F(G)) nasledujiicim spésobom

V(G) ={la,i]; a je zlozka disjunktu D,};
E(G) ={la,1][b, j]; i # j a a #7b}.

Vsimnime si, Ze vrcholy zodpovedaji literdlom (prvotnym formuliam, respektive ich
negédcidm) z disjunktov a je ich prave tolko, kolko je prvotnych formiil v celej formule
f, vratane opakovania. Dve zlozky z roznych disjunktov si spojené hranou prave
vtedy, ked mozu sicasne nadobidat hodnotu 1. Ak je formula f splnitelna, tak
existuje také priradenie hodnot 0 a 1 premennym, pri ktorom v kazdom disjunkte
existuje prvok s hodnotou 1. Takéto prvky potom tvoria kliku velkosti k v grafe
G. Naopak, ak v G existuje klika na k vrcholoch, tak rozne vrcholy tejto kliky su
zo skupin zodpovedajucich réznym disjunktom. Kedze tieto vrcholy predstavuju
zlozky disjunktov, ktoré moézu siucasne nadobudat hodnotu 1, tak formula f je
splnitelna. [J

Nasledujtice tvrdenie je trividlnym doésledkom predchadzajticej vety.

VETA 11.6. Uloha U'(n, k) zistit, éi v grafe na n vrcholoch existuje nezdvisld
mnozina k vrcholov, je NP-iplnd.

DOKAZ. Ide o dosledok vety 11.5 pre doplnok grafu. [

LEMA 11.7. Nech je dany graf G = (V(G), E(G)). MnoZina P C V(G) tvori
vrcholové pokrytie grafu G prdve vtedy, ked je V(G)—P nezdvisla mnoZina.

DOKAz. Ak je P vrcholové pokrytie, tak uwv nie je hrana grafu G pre ziadne
u,v € V(G)—P. Teda V(G)—P je nezavisld mnozina. Naopak, ak je mnozina
V(G)—P nezéivisla, tak neexistuje hrana, ktord by spdjala dva vrcholy z tejto
mnoziny. Teda vSetky hrany maju aspon jeden vrchol v mnozine P, ¢ize P tvori
vrcholové pokrytie. [

VETA 11.8. Uloha U* (n, k) zistit, ¢i md graf na n vrcholoch vrcholové pokrytie
velkosti k, je NP-iplnd.

DOKAZ. Ide o dosledok vety 11.6 a lemy 11.7. O
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Medzi dalsie zname NP-tiplné problémy patri problém zistit, ¢i graf na vstupe
obsahuje hamiltonovsku kruznicu. Preto sme v kapitole 3 spominali, Ze je tento
problém , tazky*.

NP-iplnym problémom je aj urcenie chromatického indexu grafu. Tento problém
je NP-uplny dokonca pre kubické grafy. Preto je hladanie snarkov také zlozité.
Vyklad zakonéime dalSou aplikaciou tedrie grafov, ktora je taktiez NP-tiplnou tlo-
hou.

Predpokladajme, ze firma ma filidlky v n mestach, ktoré si vSetky navzajom
prepojené priamymi leteckymi linkami. Obchodny cestujici potrebuje navstivit
vSetky filidlky a potom sa chce vratit do mesta, z ktorého vysiel. Letenky medzi
roznymi mestami maji rozne ceny, pretoze tieto mestd maji rozne vzdialenosti.
Problém obchodného cestujiceho spociva v ndjdeni najlacnejsej (teda naj-
kratsej) okruznej trasy. Ako sme spomenuli, aj problém obchodného cestujiiceho je
NP-iplny.

Cvicenia

CviCENIE 11.1. Ukézte, Ze uloha ndjdenia maximdalneho toku v sieti patri do
triedy P.

CvVICENIE 11.2. Dokézte, ze tiloha rozhodnit, ¢i pre dva grafy na vstupe G a H,
graf G obsahuje H ako svoj podgraf, je NP-tplna.

CVICENIE 11.3. Ukéazte, ze ak by sme mali polynomidlny algoritmus na vypocet
dlzky najkratSej trasy pre obchodného cestujiceho, tak by sme vedeli vytvorit
polynomidlny algoritmus na jej vyhladanie.

CVICENIE 11.4. Nech je G = (V(G), E(Q)) graf, S C V(G) a k je konstanta.
Dokézte, ze nasledujice tulohy su NP-uplné.
(a) Uloha zistit, & existuje kostra grafu G, ktorej mnozZina listov je prave
mnozina S.
(b) Uloha zistit, & existuje kostra grafu G, ktorej mnozina listov je podmnozi-
nou mnoziny S.
(c) Uloha zistit, & existuje kostra grafu G, ktord m4 prave k listov.

(d) Uloha zistit, ¢i existuje kostra grafu G, v ktorej stupne vrcholov neprevysia
k.

Porovnajte tieto ulohy s ilohami z cviceni 10.7 a 10.8.
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Zoznam pouzitych oznaceni a symbolov

n!

()
degc (v)
distg(u,v)
ec(v)
diam(Q)
rad(Q)
K,
Kn17n2
Cay((4; %), S)
Wa
H,

N(v)
per(A)
pc(S)

x(G)

Ag

Pa(k)

X' (G)

R(k)

R(Qb q2, - -
P
NP

SAT

3-SAT

S qr;t)

faktorial

kombinag¢né ¢islo

stupen vrchola

vzdialenost vrcholov

excentricita vrchola

priemer grafu

polomer grafu

kompletny graf

kompletny parny graf

Cayleyho graf

koleso

hranol

mnozina susedov vrchola v

permanent matice A

pocet neparnych komponentov grafu G — S
chromatické ¢islo grafu

maximdlny stupen grafu

chromaticky polyném

chromaticky index grafu

Ramseyove ¢islo

Ramseyove ¢islo

trieda uloh z hladiska algoritmickej zlozitosti
trieda uloh z hladiska algoritmickej zlozitosti
uloha o splnitelnosti

uloha o 3-splnitelnosti
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13
15
16
16
16
18
18
19
27
27
49
92
o8
63
63
64
72
74
77
36
87
87
88



2-suvisly graf 24

acyklicky podgraf 80
artikulacia 24

baza matroidu 82
bazovy cyklus 39
bazovy rez 39

binarna matica 56
binomicka veta 7
binomicky koeficient 7
bipartitny graf 49
blok 24

Brooksova veta 63

Cayleyho graf 19
cena 79

centrdlny vrchol 19
cesta 15

cyklicky priestor 38
cyklicky vektor 38
cyklus 38

dihedréilna grupa 19
Diracova veta 23
Dirichletov princip 9, 10
di7ka sledu 14

Edmondsova metéda 59
Erdosova veta 75
Erdosova-Szekeresova veta 12
Eulerova formula 66
Eulerova veta 20

eulerovsky tah 20
excentricita vrchola 16

faktor 55
faktoridl 6

Index

Fanova rovina 54
Fibonacciho ¢isla 53
Fordova-Fulkersonova veta 31

graf 13

grafovy matroid 82
greedy algoritmus 80
Grotzschov graf 77

Hadwigerova hypotéza 64
Hallova podmienka 48
Hallova veta 47, 49
hamiltonovskd kruznica 22
hamiltonovska cesta 22
hrana 13

hrani¢ny linedrny operator 38
hranol 27

hranové farbenie 72
hranové pokrytie 49, 62
hranovy priestor 38

chorda 39

chromatické ¢islo 63
chromaticky index 72
chromaticky polyném 64

incidentnost 13
indukovany podgraf grafu 68

kapacita 28

Kirchhoffov zékon 28
klika 90

kohrani¢ny linedrny operator
koleso 27

kombinacia 7

kombinac¢né ¢islo 7
komplement 19
kompletny graf 18

93



kompletny parny graf 18
kompletny bipartitny graf 18
komponent stivislosti 15

konecna projektivna rovina &84

konjunktivny normalny tvar
formuly 87
kontrakcia hrany 46, 64
kostra 39
kostra prehladavania do
hibky 24
Konigova veta 56
kruznica 15, 38, 82
kubicky graf 18
kubicky strom 19
Kuratowského veta 67

latinsky obdlnik 53
latinsky Stvorec 54
listy stromu &84
linia 56

matching 58

matica cyklov 41
matica incidencie 14, 40, 52
matica rezov 41
matica susednosti 14
maticovy matroid 83
matroid 81

matroid rozkladu 83
maximové parovanie 49
Mengerova veta 34
minimélny rez 38
minor 64

most 70

nasobiaci princip 5

nedeterministicky algorit-
mus 86

nenulovy k-tok 42

nezavisla mnozina 45, 82

nezavisld mnozina vrcholov 90

nezavislé hrany 58
nezavislé prvky 56
NP-tazka tdloha 87
NP-iplna tiloha 87

obal mnoziny 82

obrateny Sip 29
ohodnoteny graf 79

Oreho veta 22

orientovany graf 40
otvoreny eulerovsky tah 20

parny graf 49
parovanie 49, 58
pazravy algoritmus 80
perfektné parovanie 49
permanent 52
permutacia 5
Petersenov graf 27
Petersenova veta 55
podgraf 24
podgraf grafu indukova-

ny S 68
pokryvajica hrana 49
pokryvajica linia 56
polocesta, 29
polomer grafu 16
polynomidlna redukcia 87
potomok 24
pravidelny graf 49
predok 24
priamka 84
priamy S§ip 29
priemer grafu 16
priepustnost 28
priestor rezov 38
princip duality 40
princip inklizie a exklizie 8
princip zapojenia a vypojenia
priradovacia uloha 57
priradovaci problém 57
prehlad4vanie do hibky 16
prehladavanie do Sirky 15
problém obchodného cestuju-

ceho 91

Ramseyova veta 75
Ramseyove ¢islo 74, 77
rank matroidu 82

rank mnoziny 82
regularne farbenie 63
rezerva polocesty 29
rezerva §ipu 29
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rezovy vektor 38

rodic 24

rovinné nakreslenie grafu 66
rovinny graf 66

rozklad mnoziny 5

rozklad podla riadku 52

sCitavaci princip 5

separujuca mnozina 33

siet 28

sled 14

snark 72

splnitelna formula 87

Stirlingova formula 6

strom 17

strom prehladavania do
hibky 17

strom prehladavania do
Sirky 17

stupen vrchola 13

subdivizia grafu 43

susednost 13

suvislost 15, 23, 34

syn 24
systém uzavrety na inkli-
ziu 80

systém rozlicnych repre-
zentantov 47

Sip 28, 40
tok 28
transverzala 47
trieda 1 72
trieda 2 72
trieda P 86

trieda NP 87
trojuholnik 15
Tuttov graf 73

Tuttova veta 58, 69
Tuttove tokové hypotézy 43

uzavrety eulerovsky tah 20

uloha ¢inskeho postara 21

uloha o 3-splnitelnosti 88

uloha o minimovej kostre 79

iloha o maximélnom toku 29

tloha o maximovom parova-
ni 81

uloha o splnitelnosti 87

uplné parovanie 49

ustie 28

vaha hrany 79

vaha podgrafu 79
variacia 6

velkost toku 28

veta o Styroch farbach 69
vetva 39

Vizingova veta 72
vnitorne disjunktné cesty 24
volny vrchol 60

vrchol 13, 28, 40
vrcholové farbenie 63
vrcholové pokrytie 56
vrcholovy priestor 38
vrcholovy rez 34
vystrednost vrchola 16
vzdialenost vrcholov 15

zdroj 28

zlepSujuca alternujica cesta 60

zovSeobecnend Hallova ve-
ta 50, 51

zoznam susedov 14

zvacsujuca polocesta 29
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