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1. Uvod

Urcovanie tiazového pola Zeme patri medzi zékladné tulohy geodézie.
Z matematického hladiska ide o rieSenie geodetickej okrajovej ulohy, ktora je zvycCajne
formulovana v tvare Laplaceovej rovnice pre vonkajSiu oblast. Sucasné koncepcie
rieSenia vyuzivaju ako okrajovii podmienku (OP) zdkladnu gravimetrick rovnicu, t.j.
OP Newtonovho typu. Kombinacia gravimetrickych a druzicovych merani v bodoch na
zemskom povrchu umoziuje priame urcovanie Neumannovych OP v tvare povrchovych
tiazovych poruch, ktoré predstavujii derivacie nezndmeho poruchového potencidlu.
Takto mozme definovat’ Neumannovu geodetickli okrajovt tilohu (NGOU), ktora je
teoreticky zndma, ale jej praktické rieSenie na fyzickom povrchu Zeme je stale otvoreny
problém.

Sucasny rozvoj vypoctovej techniky prindSa praktické uplatnenie numerickych
metdod na rieSenie roznych fyzikdlnych problémov. Ich aplikacie poskytuji nové
a efektivne moznosti rieSenia parcidlnych diferencidlnych rovnic. Numerické metddy su
zalozené na slabej (integralnej) formulécii parcidlnej diferencialnej rovnice a vedu
k pribliznych (variatnym), ale uspokojivym rieSeniam. Metdda okrajovych prvkov
(MOP) je najvhodnejSia numericka metdda na rieSenie vonkajSich okrajovych uloh, teda
aj na rieSenie NGOU.

Predlozena dizertacné praca poukazuje na moznost’ vyuzitia metddy okrajovych
prvkov na rieSenie Neumannovej geodetickej okrajovej ulohy. Navrhované rieSenie
predstavuje novy pristup k urovaniu tiazového pol'a Zeme. Dizertacna praca popisuje
teoreticki  formulaciu priestorovej aplikdcie MOP pomocou metddy kolokacie
s vyuzitim linedrnych bazovych funkcii. Prakticka cCast’ je zamerand na vlastné
numerické experimenty, ktorych vysledkom je urcenie globalneho modelu kvézigeoidu
Zeme ako aj lokalne rieSenie v oblasti Europy.

Pod’akovanie:

Vypocty prezentovanych vysledkov boli realizované v Interdisciplindrnom
centre pre matematické a pocitacové modelovanie (ICM) VarSavskej Univerzity
v Pol'sku posobiacom pri Medzinarodnom matematickom centre Stefana Banacha —
,.Stefan Banach Centre of Excellence®.

2. Sucasny stav rieSenia geodetickej okrajovej ulohy

V sucasnosti existuji dve zakladné koncepcie rieSenia geodetickej okrajovej
ulohy pomocou gravimetrickych tudajov, Stokes-Helmertova a Molodenského
koncepcia. V obidvoch pripadoch je OP definovanéd v tvare zakladnej gravimetricke;j
rovnice (OP Newtonovho typu). Stokes-Helmertova koncepcia vedie k urCovaniu
geoidu ako zékladnej ekvipotencialnej plochy (Stokes, 1849). Vstupné tiazové anomalie
st definované na geoide, ktory je zaroven povazovany za hranicu oblasti. Preto ide
o okrajovu ulohu s volnou hranicou. Pri tejto koncepcii treba zohladnit’ vplyv hmot
medzi geoidom a povrchom Zeme a uréitym sposobom ich redukovat, napr. pomocou
Helmertove; kondenzacnej vrstvy (Helmert, 1884), (Vanicek, Martinec, 1994),



(Vanicek a kol.,1999). Vysledny poruchovy potencial na geoide sa pomocou Brunsovho
vztahu transformuje na vysku geoidu nad elipsoidom.

Molodenského koncepcia vyuziva povrchové tiazové anomalie. Hranicou oblasti
je teluroid, ktory je blizSou aproximaciou zemského povrchu (Molodenskij, 1960). OP
su definované na teluroide, preto odpadd problém redukcie hmodt. RieSenie vedie
k ur€eniu poruchového potencidlu na teluroide, ktory sa transformuje na vySkové
anomalie, resp. vysky kvazigeoidu nad elipsoidom (Moritz, 1974), (Moritz, 1980).

Z hladiska praktickych rieSeni sa v sucasnosti pouzivaji nasledovné postupy. Na
urcovanie globalneho priebehu geoidu sa vzI'adom na obrovsku rozlohu Zeme vyuziva
rozvoj tiazového potencidlu do radu ploSnych sférickych funkcii a Legendreovych
polynémov. Geopotencidlne modely su zalozené na uréovani geopotencialnych
koeficientov z druzicovych, altimetrickych a gravimetrickych udajov (Rapp, 1994).
V sucasnosti sa pouzivaji geopotencialne modely stupiia 360, napr. EGM-96 (Lemoine
a kol., 1996). Pre lokalne rieSenia s vysokymi ndrokmi na presnost sa pouziva
technologia ,,remove-restore v kombinacii s rychlou Fourierovou transformdciou.
Takymto sposobom sa obchddza potreba integracie cez cely povrch Zeme
a vycislovanie Stokesovho integralu sa realizuje len v zaujmovej oblasti (Schwartz,
Sideris, Forsberg, 1990), (Sideris, 1994).

Vyuzitie MOP na rieSenie geodetickej okrajovej tlohy nie je zatial vel'mi
zauzivané. Danej problematike sa venuje vyskumnd skupina okolo prof. Kleesa
v Holandsku, zndma je aplikacia Galerkinovej MOP na linearizovany Molodenského
problém pouzitim konStantnych bdzovych funkcii (Klees a kol., 1999). Na Slovensku
prvé kroky, t.j. dvojrozmernt aplikdciu MOP na rieSenie geodetickej okrajovej ulohy,
urobil Ing. Janak (Janak, 1999). Vyuzitie MOP na riesenie NGOU a nasledné praktické
experimenty zatial’ nie su zname.

3. Ciele dizerta¢nej prace

Hlavnym cielom dizertaénej prace je navrh riesenia NGOU pomocou
priestorovej aplikdcie MOP. Navrhované rieSenie vychadza z mySlienky vyuzit
gravimetrické a druzicové merania na uréenie Neumannovych OP v tvare povrchovych
tiazovych poruch. Kedze Neumannové OP su dané na cClenitom fyzickom povrchu
Zeme, klasické rieSenie nie je zname. Aplikacia MOP vSak umoziuje najst’ priblizné
(variaéné) riesenie NGOU.

Splnenie tohto ciel'a vyzaduje splnenie nasledovnych ciastkovych ciel'ov:

o Teoreticka formulacia navrhovaného rieSenia
0 formulacia NGOU na zéklade vztahov teérie potencialu
0 navrh priestorovej aplikicie MOP na rieSenie NGOU
= vyber vhodnej metody na diskretizaciu okrajovych integralnych
rovnic s cielom zniZzit’ naroky na pamitové poziadavky
= vyber efektivneho sposobu diskretizacie integralnych operatorov
» vyber vhodnej metddy na rieSenie vzniknutej linearnej sustavy rovnic
O navrh transformacie poruchového potencidlu v bodoch na zemskom povrchu
na urcovanie priebehu kvazigeoidu



e Praktické aplikacie navrhovaného rieSenia
O zostavenie vypoctového programu na zéklade teoretickej formulacie
navrhovaného rieSenia
O navrh aproximdcie zemského povrchu vhodnou triangulaciou
* homogénna globalna triangulacia
* lokalne zjemnenie trianguldcie v zaujmovej oblasti
O priprava vstupnych udajov
0 realizacia vypoctov na vysokokapacitnych pocitacoch
0 grafické zndzornenie dosiahnutych vysledkov

e Analyza dosiahnutych vysledkov
0 posudenie presnosti vysledkov numerickych experimentov
0 posudenie vyhod a nedostatkov navrhovaného rieSenia

4. Navrh vyuzitia MOP na rieSenie NGOU

Metoda okrajovych prvkov je numerickd metdoda na rieSenie parcidlnych
diferencidlnych rovnic. Jej podstata spo¢iva v nahradeni parcidlnej diferencidlnej
rovnice popisujicej rieSenie na danej oblasti pomocou integradlnych rovnic, ktoré
vyjadruju riesenie iba na hranici oblasti. Tym sa ako keby redukuje dimenzia problému.
Preto je MOP vhodna aj na rieSenie vonkajsich okrajovych uloh, teda aj NGOU.
Naslednou diskretizaciou okrajovych integralnych rovnic sa rieSenie prevedie na systém
algebraickych rovnic.

Geodeticka okrajova tuloha je vyjadrena pomocou Laplaceovej rovnici pre
poruchovy potencidl 7, ktory je harmonickou funkciou mimo telesa Zeme (za urcitych
predpokladov pre normalne pole generované vhodnym norméalnym telesom).
Definovanim Neumannovych OP v tvare povrchovych tiazovych porach 6g mézme
definovat’ Neumannovu geodeticku okrajovua tllohu

ATx) =0, xeR’- Q (1a)
(VI(x), ne(x))=-0g(x), xel (1b)
T(x) -0 pre x — o, (1¢)

kde n. je vonkajsia normala k ekvipotencidlnemu elipsoidu, (", ) oznacuje skaldrny
sucin, (2 predstavuje teleso Zeme s povrchom 7/ ako hranicou oblasti. Takto definovana
NGOU predstavuje vonkajsiu okrajovi Glohu so $ikmou derivaciou pre Laplaceou
rovnicu (la) s Neumannovymi OP (1b). Problém Sikmej derivacie spociva
v skutoCnosti, ze normala k zemskému povrchu mp nie je totoznd s normalou
k ekvipotencidlnemu elipsoidu n,.

Na rieSenie NGOU (1) pouzijeme MOP. Priama formulacia MOP vychadza
z dvojnasobnej aplikacie Greenovej vety na slabil formulaciu Laplaceovej rovnice (1a)
(Brebbia a kol., 1984). Uvedenym spdsobom dostaneme okrajovi integralnu rovnicu
V tvare
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Problém Sikmej derivacie je oSetreny pomocou projekcie tiazovych porach do smeru
normdly k zemskému povrchu np tj. ako vstupné hodnoty budeme uvazovat
0g(x)cosa(x), kde a(x) je uhol Z( nr, n,) vdanom bode x.

Na odvodenie systému algebraickych rovnic z okrajovych integralnych rovnic
(2) pouzijeme metddu kolokécie s linedrnymi bazovymi funkciami. Metoda kolokacie
vyzaduje aproximaciu hranice oblasti pomocou mnoziny trojuholnikovych elementov
Al; (Obr.l). Na danom elemente sa okrajové funkcie aproximuju pomocou
interpolaénych funkcii zvoleného stupiia: a) C° kolokécia - konstantné, b) C' kolokécia -
linearne, ¢) C’kolokacia - kvadratické bazové funkcie (Obr.1). Obr.l zobrazuje
rozlozenie koloka¢nych bodov pre jednotlivé typy interpola¢nych funkeii.

a) konstantné elementy b) linearne elementy c¢) kvadratické elementy

Obr.1: Diskretizacia hranice oblasti pomocou trojuholnikovych elementov.

Pre navrhované riesenic NGOU pomocou MOP pouzijeme linearne bazové
funkcie. Hlavnym dovodom je fakt, Ze v tomto pripade su kolokac¢né body totozné
s vrcholmi trojuholnikovych elementov (Obr.1b) aich pocet je mensi ako v pripade
konStantnych bazovych funkcii (Obr.1a). To znamend, Ze budeme uvazovat’ linedrny
priebeh okrajovych funkcii na danom elemente

T(x) ~ Y., Tewix) xe Al}, (4a)

k=

dg(x) ~

k

Rk Yi(X) xe AL}, (4b)

1
3
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kde Ty a g pre k=1, 2,3 predstavuju hodnoty okrajovych funkcii v koloka¢nych

bodoch zvoleného elementu. Linearne bazové funkcie {y;, ys,..., wy! st dané vztahmi

wix) =1, xi=x;,

vix) =0, xi#zxj, i=1,.,.N;j=I,.N, &)



kde N je pocet kolokacnych bodov x;. Uvedené aproximécie umoziuji prepisat
okrajovu integralnu rovnicu (2) v diskrétnom tvare pre dany kolokacny bod i

Y. 0G, v
ey + Zj 7 T,-y/,-d13=2f Gyogv dl;, i=1..N, (6)

J=L supy; anr

J=1 supy/;

kde supy; je nosi¢ j-tej bazovej funkcie. Funkcia c; predstavuje ,,priestorovy segment*
vymedzeny trojuholnikovymi elementmi, ktoré sa spédjaju v danom kolokacnom bode.
V pripade C' kolokacie plati vzt'ah (Broz, Prochazka, 1987)
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kde ¢, je uhol medzi dvomi rovinami, ktoré sa pretinaji v normale n, daného bodu

a vytvaraju strany s-tého trojuholnika v supy;. Uhlova odlahlost’ tohto elementu od
normaly n, vyjadruje ¢, . Parameter S oznacuje pocet elementov, ktoré sa spajaju v i-

tom koloka¢nom bode. Rovnice (6) predstavuji ststavu algebraickych rovnic
MT-Lé&, (8)

kde T = (Ty, ..., Tn) a 0g = (g, ..., 02y). Koeficienty matic M a L vyjadruja jednotlivé
integraly z diskrétnych rovnic (6), ktoré je potrebné vy¢islit. Pre regularne integraly je
mozné pouzit aproximaciu pomocou Gaussovych kvadratar definovanych na
trojuholniku (Laursen, Gellert, 1978). Problém nastava pri vycislovani diagonalnych
prvkov kvoli singularite jadrovych funkcii. Vd’aka prvému clenu s funkciou ¢; v rovnici
(6) plati, Zze diagonalny koeficient M;; je rovny prave funkcii ¢; (Brebbia a kol., 1984).
Na vycislenie diagonalnych prvkov L; sa daju pouzit analytické vztahy. Dizertacna
praca obsahuje podrobny popis vztahov na vycislenie regularnych aj singularnych
integralov.

Dosadenim Neumannovych OP do ststavy (8) dostaneme znamy vektor na
pravej strane. Nezndme hodnoty poruchového potencidlu v koloka¢nych bodoch sa
vypocitaju rieSenim vzniknutej ststavy algebraickych rovnic. Vyber vhodnej metody
rieSenia je determinovany vlastnostami matice systému M. V nasom pripade sa jedna
o plnud, nesymetricku, pozitivne definitnt a diagondlne dominantni maticu. Vzhl'adom
na obrovsky pocet neznamych pouzijeme na jej rieSenie nestacionarnu itera¢ni metodu
stabilizovanych bikonjugovanych gradientov (Bi-CGSTAB) (Barrett a kol., 1994).

Poslednym krokom navrhovaného rieSenia je transformdacia poruchového
potencidlu na vySkové anomadlie, resp. na vysky kvazigeoidu v jednotlivych
koloka¢nych bodoch. Navrhujeme iteracnym spdsobom pouzit’ modifikovany Brunsov
vzt'ah pre Molodenského koncepciu, symbolicky vyjadreny vztahom

T(B,L,H)

A.t—2') ©)

é/i+1 (B,L)Z



kde T(B, L, H) je poruchovy potencidl v kolokatnom bode na zemskom povrchu,
C'(B, L) je vyskova anomalia v i-tej iteracii a (B, H -¢"') predstavuje normélne tiazové
zrychlenie na ,,iteranom* teluroide. Na dosiahnutie konvergencie je postacujice pouzit’
dve, pripadne tri, iterdcie. V nultej iteracii je najvhodnejSie dosadit’ nulové vySkové
anomalie, t.j. ,,nulty iteracny teluroid bude totozny so zemskym povrchom.

Uvedenym sposobom vypoéitame priblizné (variaéné) riesenie NGOU priamo
na fyzickom povrchu Zeme. Navrhované riesenie vedie k uréovaniu kvazigeoidu, ktory
sice nie je ekvipotencialnou plochou, ale sluzi ako vztazni plocha na urcovanie
normalnych vysok.

5. Numerické experimenty

Na zéklade teoretickej formulacie riesenia NGOU pomocou MOP bola v ramci
dizertacnej prace vykonana algoritmizécia rieSenia a nasledné vytvorenie vypoctového
programu v jazyku C. Vzhladom na obrovsku rozlohu Zeme a snahu dosiahnut’ ¢o
najpresnejsie vysledky bolo nevyhnutné pouzit’ vysoko-pamétové paralelné pocitace na
realizaciu vypoctov. Vysledné vypocty boli vykonané v ICM Varsava (pozri
pod’akovanie) na paralelnom pocitati TAJFUN: CRAY SVI1-1/32 s 32 procesormi
a 32 GB internej (zdiel'anej) pamite.

V ramci dizertacnej prace boli vykonané tri numerické experimenty. Prvé dva sa
venuju ur¢ovaniu globalneho priebehu kvazigeoidu z dvoch roznych mnozin vstupnych
udajov. Treti numericky experiment poukazuje na moznost’ spresnenia rieSenia v urcitej
oblasti pomocou lokadlneho zjemnenia triangulacie. V naSom pripade ide o urovanie
priebehu kvazigeoidu v oblasti Eurdpy.

5.1 Globalny model kvazigeoidu Zeme

Prvé dva numerické experimenty sa zaoberaji moznostou vyuZzitia
navrhovaného rieSenia NGOU na uréovanie globalneho priebehu kvazigeoidu. Cielom
je praktické overenie, €i priblizné (variacné) rieSenie pomocou MOP moze sluzit” ako
alternativny sposob k doteraz zauzivanému modelovaniu pomocou plo$nych sférickych
funkcii a Legendreovych polyndmov (geopotencialne modely, napr. EGM-96).

e Diskretizacia zemského povrchu

Na aproximaciu zemského povrchu sme pouzili priblizne homogénnu triangulaciu, kde
vrcholy trojuholnikov predstavuju kolokacné body. Zvolené triangulacia bola zaloZena
na postupnom deleni ,,12-stena® az po poZadovanu hustotu (Obr.2). Vytvoreny
algoritmus generuje horizontdlnu polohu kolokaénych bodov, spija ich do
trojuholnikovych elementov a nasledne vytvara vizby medzi susednymi bodmi.

e Vstupné udaje
Nakol'ko sme nemali k dispozicii ziadne databazy tiazovych poruch ako aj digitalny

model terénu v elipsoidickych vyskach, musli sme si potrebné veli¢iny vygenerovat
z dostupnych zdrojov. Vytvorili sme dve varianty vstupnych dat:



MnozZina A: Tiazové poruchy generované dostupnym softvérom (Rapp, 1994)
pomocou geopotencidlnych koeficientov EGM-96 (Lemoine a kol.,
1996). Elipsoidické vysky urcené ako kombinécia geopotencialneho
modelu EGM-96 a digitalneho modelu terénu GTOPO-30 (EROS Data
Centre)

MnozZina B: Tiazové poruchy generované z dostupnej databazy tiazovych anomalii,
ktoré boli pouzité na ur€ovanie geopotencidlnych koeficientov EGM-
96 (Pavllis, Kenyon, 1996). Elipsoidické vySky ur¢ené ako kombinacia
geopotencidlneho modelu EGM-96 a nadmorskych vySok v uvedenej
databaze.

Obr.2: Homogénna triangulacia zemského povrchu
e Realizicia vypoctov na paralelnom pocitaci

Hlavnym limitujucim faktorom pri realizacii vypoctov boli enormné poziadavky na
mnozstvo dostupnej internej paméte. Uzivatel'sky limit 17 GB v ICM VarS§ava umoZnil
vykonat’ vypoclty pri aproximacii zemského povrchu pomocou 44 378 kolokaénych
bodov, ¢o predstavuje 88 752 trojuholnikovych elementov (intervalovy krok v
zemepisnej Sirke: AB =1.0227°). Celkovy ¢as jednotlivych vypoctov bol priblizne 7
hod., z toho 95% casu trvalo vycislovanie koeficientov matice systému a pravej strany.
Riesenie ststavy algebraickych rovnic pomocou nestaciondrnej iteracnej metody Bi-
CGSTAB bez ,,predpodmieniovania®“ trvalo len niekol'’ko mintt, pricom na dosiahnutie
predpisanej tolerancie & absolutnej chyby rezidua stacilo 16 iteracii (mnozina A), resp.
17 iteracii (mnozina B). Vysledkom vypoctov boli Globalne modely kvazigeoidu Zeme
pre obe mnoziny vstupnych dat.

e Analyza vysledkov a porovnanie s EGM-96

Globalne modely kvazigeoidu Zeme predstavuju priblizné (variaéné) rieSenie NGOU,
ktoré zahfnaju tri druhy aproximaécii:

a) hranica oblasti je aproximovana po Ciastkach rovinnymi plochami

b) okrajové funkcie st aproximované po €iastkach linearnymi funkciami

¢) na diskretizaciu integralnych operatorov sa pouzivaju Gaussove kvadratiry
Teoreticka presnost’ variacného rieSenia je dand mierou jednotlivych aproximacii ako aj
presnostou vstupnych udajov. Hlavny vplyv na dosiahnuti presnost’ rieSenia ma miera



diskretizacie hranice oblasti, t.j. jemnost’ triangulacie zemského povrchu. Presny odhad
teoretickej presnosti numerickych vysledkov je velmi komplikovany problém. Preto na
posudenie presnosti porovname vysledné Globalne modely kvézigeoidu Zeme
s geopotencialnym modelom EGM-96.

MnoZina A: Vstupné tiazové poruchy su generované z geopotencidlnych koeficientov
EGM-96. Porovnanie vysledného Globalneho modelu kvazigeoidu Zeme s EGM-
96 ukazuje vyborni zhodu variacného rieSenia s geopotencidlnym modelom. To
potvrdzuje matematicka spolahlivost’ navrhovaného rieSenia. Statisticka analyza
vzniknutych rozdielov (Tab.1+Obr.3) hovori o vysokej presnosti Globalneho
modelu kvazigeoidu Zeme.

STATISTICKE CHARAKTERISTIKY
Reziduda: (EGM-96) - (MOP)
" Celkova Ocedany | Kontinenty , Kontinenty
BLAST ¥ . A ki
g ¥ (Obr.3) a moria a ostrovy s bez Ant.
Pocet bodov 44 377 29 405 14 972 1029 13 943
Strednd hodnota 0.026 m 0.029 m 0.020 m 0.946 m -0.048 m
Svtand, odchylka 0.706 m 0.570 m 0.918 m 1.723 m 0.786 m
Max. reziduum 6.161m 3.613m 6.161 m 5.010 m 6.161m
Min. reziduum -6.145 m -5.682 m -6.145 m -5.509 m -6.145 m
Tab.1
10000 — _
8000 —
6000 —
4000 —
2000 —
0 III|III|III|III|I I|III|III|III|III|__
5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
residuals (m)

Obr.3: Histogram rezidui (‘Tab.1)

Najvyraznejsie zaporné rozdiely vznikli v oblasti Himalaji (Obr.4). Ich
korelacia s tvarom pohoria naznacuje pravdepodobny pdvod v horizontdlnom
posune prave v oblasti najvacsich zvislicovych odchylok. Vyrazné rezidud na
Antarktide m6zu byt spojené s ladovcovou pokryvkou v tejto oblasti.

Na zéklade skusenosti z numerickych experimentov mézeme potvrdit’
zvySovanie presnosti variaéného rieSenia v zavislosti od zjemiiovania globalnej
triangulacie (Tab.2). Pre lepSie vizudlne porovnanie si na Obr.5 zobrazené
odpovedajuce profily po rovnobezke 30° severnej Sirky.
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Obr.4: Porovnanie Globalneho modelu kvazigeoidu Zeme (Mnozina A) s EGM-96
(44 378 koloka¢nych bodov)
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Obr.5: Porovnanie variaéného riesenia NGOU s EGM-96 pri zjemiiovani globalnej

triangulacie (profily po rovnobezke 30° severnej Sirky)
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STATISTICKE CHARAKTERISTIKY
Pre r6zne stupne triangulacie
Rezidud: (EGM-96) - (MOP)
Pocet bodov 1946 5402 38402 44 378
AB 5° 3° 1.125° 1.0227°
Stredna hodnota 0.580 m -0.349 m 0.457m 0.026 m
Stand. odchylka 7.525m 3951 m 0.869 m 0.706 m
Max. reziduum 47.875m 32.778 m 7.987 m 6.161 m
Min. reziduum -42.496 m -33.064 m -7.368 m -6.145 m
Tab.2

MnoZina B: Vstupné tiazové poruchy su generované z dostupnej databazy tiazovych
anomalii. Preto vysledny Globalny model kvazigeoidu Zeme je takmer nezavisly
od EGM-96 (pouzity len na generovanie elipsoidickych vySok). Jeho porovnanie
s EGM-96 ukazuje zhorSenie presnosti oproti predchadzajicemu pripadu, avSak
opit’ vidno pomerne dobru zhodu s EGM-96 (Tab.3+Obr.6).

STATISTICKE CHARAKTERISTIKY
Rezidud: (EGM-96) - (MOP)
5 p ; Konti ) Konti
OBIAST Celkowi Ocean:y ontinenty | tarktida ontinenty
(Obr.6) a moria a ostrovy bez Ant.
Pocet bodov 44 377 29 405 14 972 1029 13943
Stredna 1.329m 0.735m 2.497 m -0.187 m 2.695 m
Stand. odchylka 2.122 m 1.365m 2.763 m 2.645m 2.666 m
Max. reziduum 15.367 m 11.079 m 15.367 m 12.213 m 15.367 m
Min. reziduum -8.317 m -7.581m -8.317 m -8.317 m -6.838 m
Tab.3
5000 —
4000 —
3000 —
2000 —
1000 —
0 III|III|III|III|III|III|III|II III|III|III|III|III|III|III|III|III|III|III|
8 -7 6 5 -4-3-2-1012 3 456 7 8 9 10 11 12
residuals (m)

Obr.6: Histogram rezidui (‘Tab.3)
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Obr.7: Porovnanie Globalneho modelu kvazigeoidu Zeme (MnoZina B) s EGM-96
(44 378 koloka¢nych bodov)

Znéazornené rezidua (Obr.7) ukazuju lepSiu zhodu v oblasti mori a oceanov, zatial
o vyrazné rozdiely st v oblasti kontinentov, najmi v Azii. Uvedeny fakt moze
byt sposobeny nehomogenitou gravimetrickych dat v dostupnej databéaze
tiazovych anomalii. Systematicky posun variatného riesenia voci EGM-96
v niektorych oblastiach moze byt sposobeny skutocnostou, Ze geopotencidlne
koeficienty nizsich stupfiov su ur¢ované z druzicovych merani. V prvom pripade
(mnozina A) to je zohl'adnené v hodnotach vstupnych tiazovych poruch, zatial’ ¢o
v druhom pripade (mnozinaB) st vstupné udaje uplne nezavislé od
geopotencialnych koeficientov.

5.2 Lokalne zjemnenie rieSenia v oblasti Europy

Treti numericky experiment poukazuje na moznost’ spresnenia rieSenia v urcitej
oblasti pomocou lokalneho zjemnenia triangulacie. Zemsky povrch bol aproximovany
pomocou 43 733 kolokacnych bodov, tj. 38402 bodov globalnej triangulacie
(AB =1.125°) a 5 331 bodov pre lokdlne zjemnenie (AB = 0.28125°) v oblasti Eur6py
(Obr.8). Vstupné udaje v koloka¢nych bodoch boli vygenerované rovnakycm spdsobom
ako v prvom experimente (mnozina A).

Na vypocet bolo pouzitych 16.5 GB internej pamite paralelného pocitaca
TAJFUN v ICM Varsava. Celkovy cas vypoctu trval priblizne 7 hod. Lokélne
zjemnenie si vyziadalo zvySenie poctu iterdcii na rieSenie sustavy algebraickych rovnic.
25 iteracii metddou Bi-CGSTAB bez ,predpodmieniovania® bolo potrebnych na
dosiahnutie predpisanej tolerancie & absolutnej chyby rezidua. Vysledkom treticho
experimentu je priebeh kvazigeoidu vo zvolenej Casti Eurdpy. Porovnanie variaéného
rieSenia s geopotencialnym modelom EGM-96 hovori o presnosti dosiahnutého
numerického vysledku (Tab.4+Obr.9+0br.10). Je zrejmé, Ze lokdlnym zjemnenim
triangulacie doslo k presnejSiemu rieSeniu v danej oblasti. Tento fakt je motivujici pre
spresiiovanie globalneho ako aj lokalneho riesenia NGOU pomocou adaptivneho
zjemiovania v budicnosti.
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Obr.8: Lokélne zjemnenie triangulacie v oblasti Eur6py

STATISTICKE CHARAKTERISTIKY
(v oblasti lokalneho zjemnenia)

Rezidua: (EGM-96) - (MOP)

Pocet bodov 5764
Stredna hodnota 0.006 m
Stand. odchylka 0.195m
Max. reziduum 1.530 m

Min. reziduum -1.035m
Tab.4
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Obr.10: Porovnanie lokalneho variaéného rieSenia s EGM-96 v oblasti Europy

6. Prinos dizertaCnej prace pre rozvoj geodézie

Vysledky dizertaénej prace potvrdili moznost’ vyuzitia MOP na rieSenie NGOU.
Navrhovany sposob umoziiuje najst’ priblizné (variaéné) riesenie NGOU priamo na
¢lenitom fyzickom povrchu Zeme, kde klasické riesenie nie je zndme. Praktické rieSenia
numerickych experimentov a ich porovnanie s Uplne odliSnou metdédou urcovania
geopotencidlnych modelov (pomocou plosnych sférickych funkcii a vycislovania
geopotencialnych koeficientov) poukazuji na pomerne vysokt presnost’ dosiahnutych
vysledkov. Z tohto hl'adiska predstavuje navrhované riesSenie alternativny sposob k
ur¢ovaniu globalneho tiazového pol'a Zeme.

Vyuzitie povrchovych tiaZzovych porich ako Neumannovych OP ma evidentny
prakticky vyznam. Gravimetrické merania netreba sprevadzat’ s financne a casovo
naronou niveldciou. Elipsoidické vysky ziskané z druzicovych observacii su
postacujucou vyskovou informaciou. Uvedena vyhoda je zrejma najmi v hornatych
oblastiach.
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Treti numericky experiment poukdzal na moznost' dosiahnutia presnejSicho
rieSenia vo vybranej oblasti pomocou lokalneho zjemnenia triangulacie. Téato
skuto¢nost’” pdsobi motivujuci pre spresiiovanie globalneho ako aj lokalneho rieSenia
NGOU pomocou adaptivneho zjemiiovania v zavislosti od vyraznych zmien vstupnych
dat (tiazovych poruch aj ¢lenitosti terénu).

Hlavnym limitujacim faktorom pre navrhované rieSenie st enormné naroky na
potrebné vypoctové vybavenie (paralelné pocitace). Avsak aj tieto poziadavky je mozné
Ciastocne redukovat’, napr. elimindciou vzdialenych zén a naslednym zriedenim
urcujuce] matice. Okrem toho presnost variacného rieSenia je mozné zvySovat
pouzitim, napr. interpola¢nych funkcii vysSieho stupnia, vy$§im stuptiom Gaussovych
kvadratur, pripadne aplikaciou inej numerickej metddy ako je kolokécia.

Navrhované riesenie NGOU pomocou MOP ma aj §ir§i vyznam pre rozvoj
geodézie. UrCovanie poruchového potencidlu a jeho nésledna transformacia na
geopotenciadlne koty v bodoch priamo na zemskom povrchu moézu byt uzitocné pri
zjednocovani vyskovych systémov ako aj pri zistovani systematickych tendencii
v nivelaénych tahoch. Aplikdcia MOP umoZziuje pouZzit’ podoblasti s réznymi typmi
OP. Kombinacia Dirichletovych OP pre oblast’ mori a ocednov a Neumannovych OP
pre oblast’ pevnin poskytuje nové moznosti pri vyuziti MOP na rieSenie geodetickej
okrajovej ulohy.

7. Zaver

Dizerta¢na praca poukazuje na moznost’ vyuzitia metédy okrajovych prvkov na
rieSenie Neumannovej geodetickej okrajovej Ulohy. Navrhované rieSenie vedie
k pribliznému (variacnému) rieSeniu priamo na fyzickom povrchu Zeme. Dosiahnuté
vysledky praktickych experimentov a ich porovnanie s geopotencidlnym modelom
EGM-96 ukazuju pomerne vysoku presnost navrhovaného rieSenia, ¢o naznacuje
zrejmé perspektivy v oblasti globalneho ako aj lokdlneho urCovania tiazového pola
Zeme.

Prezentované vysledky potvrdili moZznost’ vyuzitia Neumannovych okrajovych
podmienok v tvare povrchovych tiazovych porach pre praktické ucely. MOP zaloZena
na diskretizacii okrajovych integralnych rovnic pomocou metdody kolokacie
s linedrnymi bazovymi funkciami sa osvedcila ako vel'mi efektivna a vhodnd numericka
metéda na rieSenie NGOU. Priklad lokalneho zjemnenia rieSenia nazna¢il nové
moznosti na dosiahnutie presnejSich vysledkov.

Na ziver moézeme konstatovat, ze dosiahnuté vysledky prezentovanej
dizertacnej prace a ziskané numerické skusenosti posobia motivujico pre dalSiu
vyskumnt €innost’ v blizkej buducnosti. Vytvoreny algoritmus a vypoctovy program
tvoria zéklad pre d’alSie numerické experimenty. Difame, Ze navrhované rieSenie bude
coskoro aplikovate'né na presné urCovanie priebehu kvézigeoidu v zdujmovych
oblastiach, napr. na izemi Slovenska.
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Summary

The determination of the external gravity field is usually formulated in terms of
the geodetic boundary value problem for the Laplace equation. The present concepts use
the fundamental gravimetric equation with input gravity anomalies as a boundary
condition (BC), i.e. the Newton BC. A combination of gravimetric and satellite
measurements allows to define the Neumann BC in the form of surface gravity
disturbances that correspond to derivatives of the unknown disturbing potential.

The presented thesis introduces a 3D application of the boundary element
method (BEM) to the Neumann geodetic boundary value problem (NGBVP). It
represents a new approach to the solution of the geodetic boundary value problem.
NGBVP describes the exterior oblique derivative problem for the Laplace equation. As
the Neumann BC are defined on the real Earth’s surface, a classical solution is
unknown. An application of BEM enables to obtain its approximate variational solution.

The proposed 3D BEM application to NGBVP uses the collocation technique
with linear basis functions for deriving the linear system of equations from the boundary
integral equations. The integrals with regular integrands, that represent non-diagonal
coefficients, are approximated by the Gaussian quadrature formulas defined on
a triangle. The non-regular integrals (singular elements) arise for diagonal components.
They require special evaluation techniques in order to handle the singularity of the
kernel function. The nonstationary iterative method BiConjugate Gradient Stabilized
(BiCGSTAB) is implemented for solving the large linear system. The disturbing
potential on the Earth’s surface as a direct result is transformed to the height anomalies
using the modified Bruns formula in an iterative way.

The numerical experiments of the thesis deal with the global as well as local
quasigeoid modelling. The global treatment is based on a discretization of the Earth’s
surface by an approximately homogenous triangulation of the topography. With respect
to a giant size of the Earth and in order to get accuracy as high as possible, computing
on parallel computers is necessary. The final large scale computation has been
accomplished on the high-speed parallel computers at ICM Warsaw. The Global
Quasigeoid Models as the numerical results for two input data sets are compared with
the geopotential model EGM-96. The local treatment is based on the local refinements
of the global triangulation. The obtained numerical results show an increase of accuracy
inside the refined area. This fact is motivating for our further investigations. Adaptive
refinement procedures indicate new opportunities for the global as well as local gravity
field modelling.
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