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1 Uvod

Poznévanie gravitacného pola Zeme zaznamenalo v poslednych rokoch prudky rozvoj. Je to
dosledok nastupu druzicovych metéd na mapovanie globalneho tiazového pola Zeme. Prvou ta-
kouto misiou bola druzica CHAMP (CHAllenging Mini-satellite Payload; Reigber a kol. (2002)),
aj ked bola primarne urcend na mapovanie magnetického pola Zeme. Dvojica druzic GRACE
(Gravity Recovery And Climate Experiment; Tapley a kol. (2004)) umoznila monitorovat ¢a-
sové zmeny tiazového pola Zeme. Prva gradientometrickd misia bola GOCE (Gravity field and
steady-state Ocean Circulation Explorer; ESA (1999a)), ktord merala druhé derivécie gravita-
¢ného potencidlu na nizkej drdhe. Okrem inych cielov pomohla uréit globélny geoid (kvazigeoid)
s presnostou 1 - 2 cm na vlnovijch dlzkach ~ 80 km. DruZicovéa gravimetria a gradientometria
je schopné zachytit iba dlhovlnni a strednovlnnu zlozku tiazového pola Zeme, ¢o je sposobené
vyskou drahy druzice nad povrchom Zeme.

Okrem globalnych druzicovych dat st k dispozicii aj lokalne terestrické gravimetrické me-
rania. Vdaka novym typom merani sa zacali rozvijat nové tedrie a stratégie spracovania (napr.
predlZzovanie dat a ich transformécia na iné veli¢iny tiazového pola), ktoré umoznuji porovnavat
druzicové dat s terestrickymi, ich vzajomnu validaciu a kombinaciu. Na predlzovanie a transfor-
méciu veli¢in gravitatného pola Zeme mézno pouzit jeden z troch integrélnych vztahov (Poisso-
nov, Hotineho a Pizzettiho). V pripade druzicovej gradientometrie sa vyuzivaji druhé derivacie
uvedenych vztahov. Pomocou uvedenych vztahov mozno opisat vzajomné vlastnosti veli¢in gra-
vita¢ného pola v réznych vyskach v priestore mimo zemskych hmot.

Ak predlzujeme (pokracujeme) druzicové data z drahy druzice na fyzicky povrch Zeme, ho-
vorime o pokrac¢ovani nadol. Pri tomto spdsobe riesime inverziu uvedenych integralnych vztahov.
Tento typ inverznej tlohy je zle podmieneny kvoli velkému ¢islu podmienenosti matice koeficien-
tov normalnych rovnic a kvoli chybam merani, ktoré negativne ovplyviiuju vysledny odhad. Tato
nezeland vlastnost sa dé redukovat pomocou stabilizicie/regularizacie riesenia. Na tento tikon
boli definované mnohé metddy (pozri napr. Xu a kol. (2006a)).

Dizertacna praca sa venuje inverzii druhych derivacii Stokesovej a Hotineho funkcie vo sfé-
rickych sturadniciach, ako aj suradniciach v lokadlnom stradnicovom systéme orientovanom na
sever. Na stabilizaciu rieSenia boli vyuzité Tichonovova regularizicia (Tikhonov, 1963a,b) a me-
téda TSVD (Hansen, 1990). Uvedené metédy boli testované pri ziskavani anomélii tiazového
zrychlenia vo volnom vzduchu a tiazovych portch z prvkov poruchového tenzora z redlneho me-
rania (produkt EGG_TRF _2) a aj generovanych z globalneho geopotenciadlneho modelu TIM-r1.

Ziskané poznatky zo stabilizicie rieSenia inverzie druhych derivacii Pizzettiho integralu boli
aplikované pri kombinécii druzicovych a terestrickych dat. Tato ¢ast prace sa venuje vypoctu
regionalneho kvazigeoidu vo Francizsku s vyuzitim metédy konecénych prvkov. Druzicové data
vsak neboli pokracované na fyzickych povrch Zeme, ale len do vysky 150 km, aby sa minimalizo-
vali chyby z procesu predlzovania druzicovych dat a aby tato okrajova podmienka nepotlacala
rieSenie ziskané metddou konecénych prvkov. Uvedend schéma poniika dal$iu alternativu na mo-
delovanie tiazového pola Zeme z terestrickych a druzicovych merani k uz publikovanych (napr.
kolokédcia metédou najmensich stvorcov Yildiz (2012), radidlne bazové funkcie Wittwer (2009)).



2 Ciele dizertac¢nej prace

HHlavnym cielom dizertac¢nej prace je kombinovat reélne data z druzicovej gradientometrie

a terestrické data pri rieseni geodetickej okrajovej tlohy pomocou metédy konecnych prvkov.

Vytvorena vypoctova schéma mé poukazat na dalSie moZnosti vyuzitia prvkov gravitacného
tenzora meranych druzicou GOCE pri modelovani regionalneho tiazového pola Zeme. Specifické

ciele:

1. Analyza stcasného stavu vyuzitia dat druzicovej gradientometrie pri modelovani regional-

neho tiazového pola Zeme.

Opis stacasného stavu.
Strucné charakteristika prvej gradientometrickej druzicovej misie GOCE.
Opis vybranych met6d na stabilizaciu (regularizéciu) rieSenia inverznych tloh.

Charakteristika dostupnych integrélnych transformac¢nych vztahov na ziskanie prvkov
poruchového tenzora vo sférickom stradnicovom systéme a v lokalnom stradnicovom
systéme orientovanom na sever z anomalii tiazového zrychlenia a tiazovych portch.

Formulécia a rieSenie geodetickej okrajovej tlohy s Dirichletovymi a Newtonovymi
okrajovymi podmienkami pomocou metédy kone¢nych prvkov.

2. Odvodenie integralnych vzfahov na vypocet prvkov poruchového tenzora vo sférickych

sturadniciach z tiazovych poruch.

(a)

Odvodenie uvedenych integralnych vztahov, ich numerické overenie pomocou metédy
numerickej integracie a opis vlastnosti odvodenych integrac¢nych jadier.

3. Numerické experimenty vykonané pomocou syntetickych dat z geopotencialnych modelov,

ako aj s vyuzitim realnych dat.

(a)

(b)

()

(d)

Priama inverzia integralnych vztahov na ziskanie prvkov poruchového tenzora vo sfé-
rickych stradniciach z anomaélii tiazového zrychlenia vo volnom vzduchu a z tiazovych
poruch s vyuzitim syntetickych dat a zasumenych syntetickych dat.

Priama inverzia integralnych vztahov na ziskanie prvkov poruchového tenzora v lo-
kalnom stiradnicovom systéme orientovanom na sever z anomalii tiazového zrychlenia
vo volnom vzduchu a z tiazovych portch s vyuzitim syntetickych dat a zasumenych
syntetickych dat.

Priama inverzia integralnych vztahov na ziskanie prvkov poruchového tenzora v lo-
kalnom stradnicovom systéme orientovanom na sever z anomalii tiazového zrychlenia
vo volnom vzduchu a z tiazovych portch s vyuzitim redlnych dat.

Prakticky vypocet regionalneho kvézigeoidu v oblasti Francizska z GOCE a teres-
trickych merani pomocou metédy konec¢nych prvkov a jeho testovanie na vybranych

GNSS/nivela¢nych bodoch.

4. Softvérové zabezpecenie rieSenej problematiky, t.j. priprava skriptov na:

(a)
(b)

konverziu dat z misie GOCE z formatu XML do datového formatu,

praktické rieSenie integralnych vztahov na ziskanie prvkov poruchového tenzora v lo-
kalnom stradnicovom systéme orientovanom na sever z anomalii tiazového zrychlenia
a z tiazovych portuch,



(c) tvorbu vstupného suboru do prostredia ANSYS s geometriou a okrajovymi podmien-
kami, na automatizované nacitanie vystupov z prostredia ANSYS a vypocet kvazi-
geoidu.

3 Sucasny stav rieSenej problematiky

Zaciatky gradientometrie siahaju priblizne na za¢iatok dvadsiateho storocia Estvis (1906),
kedy madarsky fyzik Lordnd Eotvos modifikoval torzné véahy. Prvé principy druzicovych gradien-
tometrov boli opisané na konci a 50-tych rokov minulého storo¢ia napr. Carroll a Savet (1959);
Rummel a kol. (1979). Nova éra v poznavani gravitaéného pola Zeme sa zacala 17. marca 2009.
V tento det vypustila Eurépska vesmirna agentira (ESA) v ramci programu ESA Living Pla-
net ESA (1999b) na obeznt drahu Zeme druzicu GOCE (Gravity field and steady-state Ocean
Circulation Explorer) (napr. ESA (1999a); Drinkwater a kol. (2007)). Druzica GOCE tak do-
plnila uz existujice misie CHAMP (CHAllenging Mini-satellite Payload; Reigber a kol. (2002))
a GRACE (Gravity Recovery And Climate Experiment; Tapley a kol. (2004)). Jej jedinecnost
bola v tom, Ze na palube niesla! druzicovy gradientometer, pristroj na meranie druhych derivacii
gravitacného potencialu.

7 vyvojom novym meracich systémov tizko suvisel aj pokrok v geodetickej teorii. Bolo
publikovanych mnoho prac zaoberajucich sa vyuzitim druzicovej gradientometrie napr. Moritz
(1967), Moritz (1971), Reed (1973), Heck (1979), Rummmel (1986), Koop a Stelpstra (1989),
Xu (1992), Thalhammer (1995), van Gelderen a Rummel (2001, 2002), Li (2002, 2005), Denker
(2003), Haagmans a kol. (2003), Kern a kol. (2003), Martinec (2003), Bolling a Grafarend
(2005), Kern a Haagmans (2005), Téth a kol. (2006), Janédk a kol. (2009) a Eshagh (2011c).
Uvedené prace boli publikované pred dostupnostou reélnych druzicovych gradientometrickych
dat, co vsak neznizuje ich prinos.

Iné prace venujuce sa regularizacii rieSenia a vyhladeniu druzicovych gradientometrickych
dat pomocou izostaticky kompenzovanbej topografie, boli publikované napr. nasledujicimi auto-
rmi Heck a Wild (2005), Wild a Heck (2005), Wild a Heck (2008), Janak a Wild-Pfeiffer (2010),
Janak a kol. (2012), Grombein a kol. (2011). Teraz prace zaoberajice sa regularizaciou po-
kracovania nadol a transforméacie prvkov poruchového tenzora napr. Xu (1992), Xu a Rummel
(1994), Xu (1998).

Kolokéacia metédou najmensich stvorcov bola pouzitda napr. v pracach Tscherning a kol.
(1990), Tscherning (1993), Arabelos a Tscherning (1990, 1993, 1995), Tscherning a Arabelos
(2011), Yildiz (2012). Radialne bazové funkcie boli pouzité napr. v Eicker a kol. (2013), Sch-
midt a kol. (2007), Klees a kol. (2008).

V predkladanej praci vyuzivame na kombinéciu druzicovych a terestrickych dat numericka
metodu na rieSenie okrajovych tloh - metédu koneénych prvkov. Numerické metddy na rieSenie
geodetickych okrajovych tloh zaznamenali prudky rozvoj s nastupov vypoctovej techniky. Prvé
studie boli publikované v pracach Junkins a Engels (1979), Meissl (1981), Baker (1988), Shaofeng
a Dingo (1991), v ktorych sa zamerali na vyuzitie MKP (metédy koneénych prvkov). Metéda
okrajovych prvkov (hraniénych prvkov) bola diskutovana v Klees (1992), Klees (1993), Klees
(1995) a Klees (1997). Holota (1997, 1999), Nesvadba a kol. (2007) a Holota a Nesvadba (2008)
sa zaoberali varianénymi metédami (Rektorys (1999)). Praktické aspekty uvedenych metéd boli
diskutované napr. v pracach Fagkova (2006), Faskova a kol. (2007), Cunderlik a kol. (2008),
Cunderlik a Mikula (2010), Sprlék a kol. (2011), Cunderlik a kol. (2012), ¢i Jandk a kol. (2014).

IDruzica GOCE zhorela v atmosfére 11. novembra 2013.



4 Numericky experiment

4.1 Testovacia oblast

Prakticka realizacia rieSenia inverzie druhych derivacii Pizzettiho integralu bola vykonana
v oblasti ohrani¢enej poludnikmi -1° a 7° a rovnobezkami 43° a 49° (pozri obr. 1). Dévodov na
vyber oblasti bolo viacero. Hlavnym bola dostupnost terestrickych merani. V spominanej ob-
lasti s dostupné anomalie tiazového zrychlenia vo vyse 200000 bodoch (obr. 4 vlavo, hustota
0.59 bodu/km?). Ich presnost sa pohybuje na tirovni 0.25 - 0.75 mGal. Tieto data pochadzaji z
Medzin4rodného gravimetrického tradu? (Duquenne (2007)). Vysledny model moZno otestovat
pomocou 75 GNSS /nivela¢nych bodov, ktoré pochddzaju z Francizskej zakladnej siete (French
Basic Network; SGN (1996))3 a zo siete NIVAG (Bouron (2004)). Presnost elipsoidickjch vySok
je 2 - 3 cm. Uvedené body st pripojené do Franctzskej narodnej nivelaénej siete (NGF-IGNG9).

Prva podmienka bola doélezita kvoli numerickému experimentu, ktory vyuzival na modelo-
vanie regionalneho kvazigeoidu kombinaciu druzicovych a terestrickych dat.

Druhou podmienkou bola dostatoéné velkost testovacej oblasti, kvoli priestorovej rozlisi-
telnosti druzicovych dat.

Poslednou podmienkou bola ¢lenitost terénu. Na vychode testovacej oblasti sa nachadzaju
zapadné Alpy, na juhu sa nachédza pobrezie Stredozemného mora. Nadmorské vysky v testovace;
oblasti variruji od minimalnej hodnoty 0 m po maximalnu hodnotu 3498 m (Statistika z modelu
SRTM3 (Rodriguez a kol., 2005)) (pozri obr. 1). Pokrytie datami z misie GOCE v obdobi od
1.11.2009 po 31.12.2009 sa nachadza na obr. 1 (vpravo).
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Obr. 1: Vysky v testovacej oblasti z modelu SRTM3 (Rodriguez a kol. (2005)) a rozloZenie

GNSS/nivelaénych bodov (vlavo) a pokrytie druzicovymi datami (vpravo).

4.2 Vypoctova schéma

Vypoctova schéma na modelovanie regionalneho tiazového pola Zeme sa nachddza na
obr. 2. Tato schéma kombinuje druzicové a terestrické data. Uvedené data boli pouzité ako
okrajové podmienky (OP). Okrem anomalii tiazového zrychlenia vo volnom vzduchu sme pouzili

2International Gravimetric Bureau.
3Francuzska sief GPS 1. radu



aj data z globalneho geopotencialneho modelu (GGM) TIM-rl. Z uvedeného modelu bol genero-
vany poruchovy potencidl do n/k 224 a bol aplikovany ako OP na bo¢nych hraniciach vypoctovej
oblasti. Data z GGM ovplyviiuju vysledné riesenie priblizne do vzdialenosti 0.5° (Faskové a kol.
(2010)). Schéma je navrhnutd na modelovanie 3D presného tiazového pola ohranic¢eného fyzickym
povrchom Zeme a sférickou plochou pod dréahou druzice GOCE. Hlavnou vyhodou je prirodzena
kombinacia druzicovych a terestrickych dat.

Problematikou vyhladenia gravita¢nych gradientov meranych druzicou GOCE pomocou
izostaticky kompenzovanej topografie sa zaoberali najmi Wild a Heck (2008), Janédk a Wild-
Pfeiffer (2010), Grombein a kol. (2011), Jandk a kol. (2012), ¢i Grombein a kol. (2014b).
Vo svojich pracach ukazali, Ze pomocou odstranenia vplyvu gravitacného tcinku izostaticky kom-
penzovanej topografie sme schopny vyhladit merany signal priblizne o 20-30 %. Preto sme sku-
mali vyuzitie metédy R-C-R (Remove-Compute-Restore) (napr. Forsberg a Tscherning (1997)).
V nasom experimente sme vyuzili existujuci globalny geopotencialny model gravitacného poten-
cidlu topografie a izostazi s nazvom RWI (Rock-Water-Ice, Grombein a kol. (2014a)). Tento
model je poskytovany v troch variantiach (topograficky potenciél, izostaticky potencidl a izo-
staticky kompenzovany topograficky potencial). My sme pouzili poslednt variantu. Pri vypocte
gravita¢ného tcinku izostaticky kompenzovanej topografie bola vykonané syntéza do n/k 224,
pretoze vSetky vysledky porovnavame s GGM TIM-rl (n/k 224). Schéma vypoc¢tu pomocou me-
tédy R-C-R je znazornena na obr. 3.

Dalsim délezitym krokom vypoctovej schémy je pokracovanie nadol a transformécia gravi-
tacného tenzora na anomadlie tiazového zrychlenia vo volnom vzduchu. Transformécia a pokra-
¢ovanie nadol je vykonané v jednom kroku, s vyuzitim druhych derivacii Pizzettiho integralneho
vztahu (Pizzetti (1911)). V naSom pripade je pokrac¢ovanie nadol numericky zle podmienené?.
Regularizicia (stabilizacia) rieSenia je nevyhnutna. Kazdy merany prvok gravita¢ného tenzora
moze byt pokracovany nadol a transformovany na samostatni sadu anomalii tiazového zrychlenia
vo volnom vzduchu. To ndm umoziuje lubovolne kombinovaft jednotlivé sady anomalii tiazového
zrychlenia vo volnom vzduchu. Proces pripravy OP na hornej a dolnej hranici je popisany v kap.
4.3 a44.

4.3 Priprava terestrickych dat

Pozemné data v testovacej oblasti tvorili anomalie tiazového zrychlenia v 244009 diskrétnych
bodoch z Medzinarodného gravimetrického tiradu a pokryvaju oblast priblizne 6° x 8° vo Fran-
ctzsku (obr. 4 vlavo). Pre praktické rieSenie pomocou MKP bolo potrebné anomaélie tiazového
zrychlenia vyinterpolovat do pravidelnej siete. Tento krok bol nutny kvoli lepsim vlastnostiam
elementov pri diskretizacii vypoctovej oblasti na kone¢né prvky (elementy), a tym presnejSiemu
numerickému rieSeniu. Zvoleny bol krok interpolécie 3’. Nakolko anomaélie tiaZového zrychlenia
maju Clenity charakter, nebolo mozné ich interpolovat priamo z merani v diskrétnych bodoch.
Preto sme sa rozhodli vypocitat z anomaélii tiazového zrychlenia tplné Bouguerove anomélie,
ktoré maju hladsi charakter. Vypocet terénnych korekeii bol vykonany v programe dte_dp.c (Ja-
nak a Vanicek (2005)). Néasledne boli tiplné Bouguerove anomalie vyinterpolované do pravidelne;
siete s krokom 3’ v programe Surfer 11 (Golden Software (2014)) interpola¢nou metédu kriging
a z nich spiitne vypocitané anomaélie tiaZového zrychlenia (obr. 4 vpravo). Vysky bodov v pra-
videlnom gride s krokom 3’ boli pouzité z modelu SRTM3. Takto ziskané anomalie tiazového
zrychlenia na fyzickom povrchu Zeme tvorili OP 3. typu (Newtonova OP) na dolnej hranici
konecnej oblasti.

4Matica koeficientov normalnych rovnic mé velké ¢islo podmienenosti.
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Obr. 2: Schéma metddy na modelovanie regionalneho tiazového pola vyuzivajicej kombinéciu
terestrickych a druzicovych dat (Jandk a kol. (2014)).

4.4 Pokracovanie nadol a transformacia GOCE dat na anomalie tia-
zZového zrychlenia vo volnom vzduchu

Problematikou modelovania regionalneho tiazového pola z gradientometrickych déat sa zaoberali
mnohi autori. Jednym z prvych bol Reed (1973). Vo svojej praci pouzil inverziu druhych derivacii
Pizzettiho integralu (Pizzetti (1911)) na ziskanie anomalii tiazového zrychlenia vo volnom vzdu-
chu. Podobné prace publikovali (Xu (1992, 1998, 2009), Kotsakis (2007), Janak a kol. (2009),
Eshagh a Sjoberg (2011), Eshagh (2011a,b) a Shen a kol. (2012)). Uvedené studie vyuzivali
simulované gradientometrické idaje. Praca s redlnymi datami je naroc¢nejsia nakolko nie st ani
v rovnakej vyske, ani v pravidelnom gride. V prezentovanom experimente boli pouzité realne
gradientometické merania z produktu EGG_.TRF_2 (Gruber a kol. (2010)). Ide o kalibrované
gravitaéné gradienty v LNOF (lokdlny sturadnicovy systém orientovany na sever). LNOF je pra-
votocivy suradnicovy systém, ktorého pociatok je v tazisku druZice, os x smeruje na sever, os y
smeruje na zapad a os z v smere sprievodica ku druzici. Vzajomny vztah medzi prvkami porucho-
vého tenzora a anomaliami tiazového zrychlenia vo volnom vzduchu mozno ziskat derivovanim
Pizzettiho integralu. V LNOF plati

R / L
ﬂ](?”,Q):E//AQ(R,Q)S”(Qﬂ,T,R)dQ, L)]=%Y,z. (1)
Q/

kde T;; je prislusny prvok poruchového tenzora v LNOF v bode merania druzice, {2 reprezen-
tuje horizontalnu polohu, t.j. (¢, A), Ag st anomalia tiazového zrychlenia vo volnom vzduchu v
integracnom bode. S;; s druhé derivacie zovSeobecnenej Stokesovej funkcie podla i a j a dQ’
je plosny integracny element. Druhé derivécie zovseobecnenej Stokesovej funkcie mozno najst



prvky REMOVE vyhladené prvky

S gravitacny u¢inok S

gravitagného tenzora izostaticky kompenzovanej gravitacného tenzora
v LNOF topografie v LNOF

odstranenie normalneho
gravita¢ného pola
generovaného
elipsoidom WGS84

odhadované veli¢iny RESTORE COMPUTE
anomalie DU gravitacny ucinok S .
tiazového zrychlenia a izostaticky kompenzovanej riesenie inverznej tlohy
tiazové poruchy topografie

Obr. 3: Schéma metédy Remove-Compute-Restore.
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Obr. 4: Anomalie tiazového zrychlenia v diskrétnych bodoch (vlavo) a v pravidelnom gride s

krokom 3’ (vpravo). Obe mapy maju rovnaka farebni stupnicu.

v Wolf a Denker (2005); Wolf (2007). Ziaden z tychto vztahov nie je singularny za predpokladu,
ze r # R. VySetrovanie singularit bolo vykonané v praci Eshagh (2009).

Rovnica 1 sa z matematického hladiska nazyva integralna Fredholmova rovnica prvého
druhu (pozri Aster et al. (2005), Press a kol. (1992)). Inverzia® a diskretiz4cia uvedenej rovnice
vedie k numerickej nestabilite rieSenia. To znamené, Ze rieSenie je velmi nachylné na nadhodné
chyby merani a matica koeficientov normélnych rovnic je zle podmienena. Po diskretizacii mo-
zeme rovnicu (1) prepisat pomocou Gauss-Markovho modelu do tvaru

l=Azx +e, (2)

kde A € RM*K je matica planu, & € RE*! je vektor nezndmych (odhadovanych) parametrov,
I € RM*1 je vektor merani a vektor ndhodnych chyb € € RM*! s nulovou strednou hodnotou
a kovarianénou maticou 02 P!, P je matica vah a oy je jednotkova stredna chyba. Odhad vektora

50dhadujeme anomaélie tiazového zrjchlenia vo volnom vzduchu, ktoré st na pravej strane rovnice 1 z prvkov

poruchového tenzora na lavej strane rovnice



neznamych parametrov a kovarianénej matice pomocou MNS ziskame zo zndmych vztahov
xpsy = NTATPI, (3)

D =0sN" (4)

TLSM
Zavedme do rovnice (3) substitticiu b = A” Pl a dostaneme

xrsy = N 'b. (5)

Maticu koeficientov norméalnych rovnic moézeme rozlozif pomocou SVD (singular value decom-
position) do tvaru

N=UWVT. (6)
Jednotlivé matice st §tvorcové a s rozmermi K x K. Dalej plati U'U = I, V'V =VV’ =1,
diag(W') = (A7 A" - A™), A7 st singularne ¢isla matice IN usporiadané od najvicieho

po najmensie. Matice U a V rozpiSeme pomocou stipcovych vektorov u;, € RE*! a v, € RE*1,
Potom sa matica koeficientov normalnych rovnic dé prepisaf z tvaru (6) na tvar

K
N = Z u X" ol (7)

=1

Vektory u; a v; sa nazyvaju lavy a pravy singuldrny vektor.

4.4.1 Regularizacia

Na regularizaciu (stabilizaciu) rieSenia linearnych zle podmienenych tloh existuje viacero regu-
larizacnych metéd. Regularizaéné metédy mozno rozdelit do viacerych skupin (pozri napr. Xu
a kol. (2006a); Hansen (2007)). V dalSom sa obmedzime na popis iba pouzitych metdd, a to
Tichonovovej regularizacie a obmedzenej dekompozicie pomocou matice singularnych ¢isel. Obe
metody st zalozené na modifikacii matice koeficientov normalnych rovnic. Na odhad vhodného
regularizacného parametra pre metédu Tichonovovej regularizacie boli pouzité metody L-krivky
(napr. Hansen a O’FLeary (1993)), GCV (generalized cross validation; napr. Wahba (1990)),
iterativnej vrcholovej metédy (napr. Hoerl a Kennard (1970)), jednoduchého vrcholového pa-
rametra (napr. Hoerl a kol. (1975)) a VCE (Variance Component Estimation; napr. Koch a
Kusche (2002)). Na odhad obmedzujticeho parametra boli pouzité metédy L-krivky (napr. Han-
sen a O’FLeary (1993)), GCV (generalized cross validation; napr. Wahba (1990)) a iterativna
vrcholova metéda (napr. Xu (1998)).

Tichonova regularizicia (Tikhonov (1963a,b); Tikhonov a kol. (1977)) je zaloZena na mi-
nimalizacii Tichonovovej vyhladzovacej funkcie

B0 () = | Az — L} + e ||]3 = min.. (®)

kde [|-||, je Lo norma a ., je regularizacny parameter. Vztah pre Tichonovovu regularizaciu,
ktory je rieSenim kritéria 8, mozeme zapisat ako

To,., = (N + a,egR) AT PL, (9)

kde R € REXK je pozitivne definitnd symetricka regularizacna matica. Ak zvolime R = I,
potom moZeme rovnicu (9) prepisat do tvaru

Toy, = (N + ayeg I) AT PL, (10)

8



kde x,,., je regularizované riesenie. Aplikovanim operatora strednej hodnoty F(-) na (10) dosta-
neme E(Zq,.,) = T— ey (IN+areg I)™'E. Symbol T oznacuje vektor skutoénych, ale neznamych
parametrov x. Je zrejmé, Ze rieSenie ziskané regulariziciou je vychylené (z angl. biased). Vychy-
lenost (bias) riesenia b sa da& vypocitat zo vztahu

Oreg

b = — Qg (N + ey I) 7' (11)

Qreg

Regularizovany odhad vektora neznamych parametrov korigovany o vychylenost ziskame zo vztahu

Tapo = Tae, — b = Tqo,., T Qreg (IN + Qreg I)’li. (12)

Qreg

Nakolko pri praktickych tilohach nepozname @, mézeme ho v rovnici (12) nahradit x,,,, (pozri
Xu a kol. (2006b); Xu (2009)). Potom rovnica (12) prejde na tvar
Tape = (I + ey (N + g I)7Y) z, - (13)

Takto ziskané riesenie je korigované o vychylenost prvého radu. Vychylenost vyssich radov sa da
odhadnit a korigovat rovnakym sposobom ako je to uvedené v rovnici (13) (pozri Shen a kol.
(2012)). Regularizaény parameter by mal spliiaf nasledujticu podmienku Xu (2012)

0 < ey /A2 << 1, 0 < N2 fayey << 1. (14)

Metéda obmedzenej dekompozicie pomocou matice singularnych ¢isel (TSVD) sa zvykne
najcastejsie pouzivat pre tlohy, v ktorych je matica koeficientov normalnych rovnic IN singularna
(nemé plna hodnost). Avsak tato metéda bola tispesne pouzita aj pri ziskani anomaélii tiazového
zrychlenia zo simulovanych gradientometrickych merani napr. (Xu (1998)). V uvedenom pripade
mé matica IN velké ¢islo podmienenosti a plnt hodnost. Prepisme vztah na odhad neznamych
pomocou MNS (3) aplikaciou vztahu (7) do spektralneho tvaru

K T
u; b
Lrsypm — Z L v;. (15)

sing
i Ai
odstranenim najmensich singularnych é&isel z odhadu MNS dostaneme vztah pre metédu TSVD
T
u; b
T, = Z _)\szng v;, (16)
i=1 "V

kde 7 je obmedzujtci parameter (truncation parameter). Aj odhad ziskany pomocou TSVD je
vychyleny. Vychylenost sa da spocitat podla

K
b, = Z v T, v, (17)

i=7+1

RieSenie korigované o vychylenost ziskame jednoduchym odéitanim b, od .. Plati

Loy =T — b, (18)



4.4.2 Prakticka aplikacia

Numericky experiment bol vykonany v testovacej oblasti blizsie popisanej v kap. 4.1. Pouzili sme
déta z produktu EGG_TRF 2 z obdobia november a december 2009 (nereprocesovana verzia). Na
eliminovanie okrajového efektu bola testovacia oblast zvicSena o 10° na vSetky strany. Pokrytie
zviCSenej testovacej oblasti druzicovymi ddtami sa nachédza na obr. 1 (vpravo). Prvky normal-
neho gravitacného tenzora, potrebné na vypocet poruchového tenzora, boli vypocitané podla
vztahov publikovanjch v Reed (1973) a Sprldk (2012). Integra¢ny polomer bol 10°. Vplyv vzdia-
lenych z6n bol vypocitany podla Eshagh (2011a). Prvky poruchového tenzora boli pokra¢ované
nadol a transformované na anomalie tiazového zrychlenia vo volnom vzduchu do pravidelného
gridu 0.25° x 0.25° a do vysky 150 ° km nad sférou s polomerom R,,.q,. Stredny polomer sféry
bol vypoéitany pomocou vztahu na vypocet dlzky sprievodica k elipsoidu

a?(1l — e?)
mean — | 1
R \/(1—620082@5) (19)

kde o, je stredné sférické sirka, a je dlzka hlavnej polosi referenéného elipsoidu a e je prva nume-

rickd excentricita. Sféru s polomerom R,,cq,® budeme dalej nazyvat stredné sféra. Pri praktic-
kych vipoctoch bol pouzity referenény elipsoid WGS84 (World Geodetic System 1984) (NIMA
(2000)). Pokracované a transformované boli vSetky Styri presne merané prvky gravitacného ten-
zora. Na regularizaciu rieSenia sme testovali Tichonovovu regularizaciu a obmedzenii dekompo-
ziciu pomocou matice singularnych ¢isel. Na odhad regularizacného a obmedzujticeho parametra
sme pouzili uz vyssie uvedené metédy. Vysledné riesenia boli porovnavané s GGM TIM-r1 (Pail
a kol. (2011)). Strucna Statistika sa nachédza v tab. 1. Rozdiely najpresnejsich rieseni s GGM
TIM-rl st vykreslené na obr. 5 a obr. 6.

2 0 2 2 0 2
HE e HE
RMS: 1.020, STD: 0.561, MIN: -0.723, MAX: 2.382, MEAN: 0.852 RMS: 0.907, STD: 0.861, MIN: -1.541, MAX: 2.874, MEAN: 0.287
48 N
46 N
44N
0 5 E

Obr. 5: rozdiely anomalii tiazového zrychlenia vo volnom vzduchu vo vyske R,,.q,+150 km

ziskané z T, (vlavo) a z T}, (vpravo) (jednotky mGal).

7 dosiahnutych vysledkov sa ako najvhodnejSia metdda na riesenie tohto typu tloh javi
stabilizacia pomocou Tichonovovej regularizacie. Tichonovova regularizacia bola pomerne ¢asto
pouzivand aj v inych pracach (pozri napr. Eshagh a Sjoberg (2011); Eshagh (2011a); Xu (1998);

6Pre nasu oblast bol Reqn = 6367239.862 m.
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RMS: 1.128, STD: 0.914, MIN: -2.196, MAX: 1.376, MEAN: -0.663
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-
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Obr. 6: rozdiely anomalii tiazového zrychlenia vo volnom vzduchu vo vyske R,,can+150 km

ziskané z T, (vlavo) a z T,., (vpravo) (jednotky mGal).

Shen a kol. (2012)). Pri nasich numerickych experimontoch metéda TSVD neposkytovala poza-
dovant presnost (z vynimkou odhadu obmedzujticeho parametra pomocou IVM). Najpresnejsie
rieSenia, v porovnani s GGM TIM-r1, boli ziskané z radialnej zlozky poruchového tenzora. Tato
skutocnost sa dala predpokladat vzhladom na vlastnosti daného integralneho jadra. M4 zvono-
vity tvar, maximum dosahuje nad vypoc¢tovym bodom a zo stupajticou sférickou vzdialenostou
prudko klesa k nule. Vlastnosti ostatnych mozno néjst napr. v Eshagh (2011a).

4.5 Formulacia okrajovej tilohy s Dirichletovymi a Newtonovymi okra-
jovymi podmienkami

Okrajovi tlohu s Dirichletovymi a Newtonovymi okrajovymi podmienkami (OP) mézeme for-
mulovat nasledujico. Majme kone¢nti oblast T, ktora je ohrani¢ené plochami I';, i =1, 2, ..., 6.
Priklad takejto oblasti sa nachadza na obr. 7. Spodna hranica I'; je tvorena fyzickym povrchom
Zeme a uvazujme na nej anomaélie tiazového zrychlenia (OP 3. typu) z terestrického merania.
Na hornej hranici I'g tvorenej sférou uvazujme anomaélie tiazového zrychlenia ziskané z pokraco-
vania nadol prvkov gravitacného tenzora. Na boc¢né hranice I'y, I's, I'y a I'; aplikujme poruchovy
potencial (OP 1. typu) z GGM. Potom je geodetickd okrajova tloha s Dirichletovymi a Newto-
novymi OP definovana nasledujico

VT =0, v T, (20)

oT 1 0y
_ = = A r 21
B, ~ Onr. grer, ha lj, ( )

ar 1 oy
_ = T = A T 22
0np6 Vanrﬁ gpc, Nalseg, ( )
T = Tgom, na '3y, (23)

kde T je poruchovy potencial, Ag st anomalie tiazového zrychlenia z terestrického merania
(index TER) a ziskané z pokracovanych a transformovanych gradientometrickych déat (index

11



Tabulka 1: Statistika rozdielov medzi anomaliami tiazového zrychlenia ziskanymi pokracovanim
nadol prvkov poruchového tenzora do vysky R,,can+150 km s vyuzitim uvedenych regulariza-

¢nych metéd a modelom TIM-rl (n/k 224).

: | 3 - - .
E 4 S g & S < o
& 2 ) 9 = s E Z
— @] > —
=S - = - O - =G -
Z Z S 7 S S S > S
= = & = & & & & &
rms 1002.960 663.925 1.020 454.253 1.020 4.972 7.167 18.218 2.648
std 1003.595 664.334 0.561 454.510 0.561 1.569 4.325 8.104 1.890
_ | Tox | min -3758.385 || -2155.609 || -0.723 || -1431.783 || -0.722 || 1.135 -14.151 || -40.521 || -1.989
5 max 3250.524 2547.802 2.382 1949.549 2.382 6.913 2.269 -5.243 4.737
E mean -5.968 -5.651 0.852 -5.952 0.852 4.718 -5.717 -16.320 1.856
o rms 963.024 605.992 1.548 292211 1.548 2.569 1.690 17.146 0.907
g std 963.650 606.378 1.545 292.357 1.545 1.568 1.687 5.409 0.861
§ Tyy | min -3315.656 || -2354.759 || -3.115 -857.615 -3.115 || -1.836 -2.740 -31.018 || -1.541
2 max 2997.703 1559.207 3.401 887.742 3.401 5.115 3.621 -7.867 2.874
% mean -1.730 -3.337 -0.111 -5.091 -0.111 2.036 0.120 -16.272 || 0.287
g rms 1931.622 66.843 1.059 893.088 1.059 0.828 45.073 8.948 0.409
g std 1932.878 66.610 0.980 893.654 0.980 0.662 45.098 4.661 0.233
& | T.. | min -5807.074 || -212.479 -3.707 || -3071.287 || -3.707 || -1.741 || -139.893 || -24.879 || -0.944
2 max 5483.457 212.945 4.092 2738.273 4.092 3.355 144.921 3.120 0.516
g mean -3.265 -6.073 0.402 -5.384 0.402 0.498 0.613 -7.641 || -0.336
N rms 2059.539 1788.991 1.759 1804.548 1.759 1.599 7.008 16.262 1.128
3 std 2060.854 1790.128 1.214 1805.697 1.214 0.902 4.254 6.909 0.914
Tp. | min -6570.075 || -5579.321 || -2.208 || -5894.063 || -2.208 || -0.954 || -14.012 || -36.381 || -2.196
max 6565.972 5937.404 4.861 5986.803 4.861 3.791 2.290 -4.860 1.376
mean -10.628 -10.170 1.273 -9.802 1.273 1.320 -5.571 -14.724 || -0.663

DC), v je normélne tiazové zrychlenie a nr, oznacuje vonkajsiu normalu k hranici I';. Nakolko
nas zaujima iba rieSenie v konecnej oblasti T, nerieSime regularnost rieSenia v nekonecne.

4.6 Riesenie geodetickej okrajovej ulohy s Dirichletovymi a Newto-
novymi okrajovymi podmienkami pomocou MKP

Riesme geodeticki okrajovi llohu naformulovanti pomocou rovnic 20 - 23. Prvym krokom riese-
nia je diskretizacia konecnej oblasti T na konecny pocet malych prvkov (elementov), ktoré ozna-
¢ime ako T¢. Konecné oblast bola diskretizovana pomocou trojbokych hranolov, pricom hranice
I'y a 'y tvorila sief trojuholnikov. Je zrejmé, Ze tvar elementov priamo ovplyviluje aproximacné
funkcie pomocou, ktorych zjednodusene vyjadrime priebeh neznamej funkcie na jednotlivych
elementoch. Aproximacné funkcie pri MKP maja tvar polynému. Tvar aproximac¢nych funkcii
pre dany typ elemetu mozno najst napr. v Reddy (1993).

Dalsim krokom je odvodenie slabej formulécie pre kazdy element Y¢. Pod slabou formulé-
ciou mozno rozumiet integralnu identitu, ktord ma zoslabené poziadavky na neznamu funkciu,
v nasom pripadne poruchovy potencial. Laplaceovu diferencidlnu rovnicu (20) vynasobime tes-
tovacou funkciou w a integrovanim v oblasti T¢ dostaneme

/VQdexdydz:O. (24)
Te

Upravme rovnice 21 a 22 do tvaru
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Iy :1,2,3,4
Iy:1,2,5,6
[5:2,3,6,7
Ty:3,4,7,8
[s:1,4,5,8
T¢:5,6,7,8

Obr. 7: Grafické znazornenie vypoctovej oblasti. Spodna hranica I'y je reprezentovana fyzickym

povrchom Zeme.

orT 1 Oy orT 1 Oy
=A —T, —=A - T. 25
Bnr, greER + ~ Bnr. " Bnr, gpc + ~ D (25)
Aplikiciou Greenovej vety na rovnicu 24 dostaneme
/VT -Vwdrdydz — /quTERda — /quDCda =0, (26)
Te re re
kde
aT aT
Gnren = G Gnve = g (27)

I'® je hranica elementu 1€, ¢, je derivacia poruchového potencidlu v smere vonkajsej normaly
k hranici I'*. Potom moZzeme slabti formulaciu Laplaceovej diferencialnej rovnice zapisat v tvare

1
/VT Vwdrdydz — /w <AgTER 1o T) do (28)
v Onr,
Te re
—/w(Agpc—O—1 N T>da:0,
e Y (9np6
6

V tomto kroku nahradime slabt formulaciu pribliZznym rieSenim na kazdom elemente. KedZze
OP pozname iba v diskrétnych bodoch, mozeme pre konkrétny element definovat iba priblizne
riesenie v tvare linearnej kombinacie poruchového potencialu ¢ v j-tom uzlovom bode elementu
T a aproximacnej funkcie W%, Priblizné riesenie mé tvar
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L
TrT =) 508, (29)
7=1

kde L je pocet uzlovych bodov elementu. Dosadenim priblizného riesenia (29) do slabej for-
mulédcie (28) a nahradenim testovacej funkcie aproximaénymi funkciami W¢ i = 1,2,..., L,
dostaneme systém linearnych rovnic pre element 1€

L
;t;/V\I’fV\Ddedydz (30)
=1 " )

10 1 0

:/ e (AgTER+— i T) da+/ e <AgDC+— 7 T) do,

re v Onr, re v Onrg
Qc

kde K7; st prvky matice tuhosti (z angl. stiffness matrix) a Qf st prvky vektora tokov (z angl.
vector of fluxes) cez hranice elementu. Obdobnym postupom vieme zostavit ststavy rovnic pre
vetky elementy, ktorymi je vypoc¢tova oblast aproximovana. Spojime sustavy rovnic na vSetkych
elementoch vypoctovej oblasti, pricom uvazime principy spojitosti rieSenia v medzielementovych
uzlovych bodoch a bilancie tokov na medzielementovych hraniciach (pozri obr. 8) a dostaneme
globalny konec¢no-prvkovy model.

Ts = T( "
75 = S
o T6+1
! 2
— -— — -—
e—1 — _Qe e — _ e+l
2 1 2 1
O O—--0O O---0 O
e-1 e e+1

Obr. 8: Principy spojitosti rieSenia v medzielementovych uzlovych bodoch a bilancie tokov na

medzielementovych hraniciach.

Pre riesitelnost globdlneho konecno-prvkového modelu je nevyhnutné zadat OP. UZito¢né ne-
zname s hodnoty poruchového potencialu v uzlovych bodoch elementov a hodnoty tokov cez
hranice elementov st neuzito¢né nezname. Vyhodou MKP oproti ostatnym varianénym metédam
je, Ze matica globalneho kone¢no-prvkového modelu mé priaznivé vlastnosti a vela jej prvkov
je nulovych, ¢o ulah¢uje jej numerické rieSenie. Metédami matematickej algebry ziskame prie-
beh poruchového potencialu v konecnej oblasti T. Pre modelovanie regionalneho kvazigeoidu sa
mozeme obmedzit len na hodnoty poruchového potencidlu v uzlovych bodoch na dolnej hranici

(I'y).
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4.6.1 Praktické riesenie geodetickej okrajovej tilohy v softvéri ANSYS

Praktické riesenie geodetickej okrajovej tilohy formulovanej v kap. 4.5 pomocou MKP bolo vyko-
nané v MKP softvéri ANSYS (http://www.ansys.stuba.sk/). Na diskretizaciu vypoc¢tovej oblasti
sme pouzili 3D linedrne Sest-uzlové elementy SOLID70 s jednym stuptiom volnosti (poruchovy
potencial) v kazdom uzle. Ukazka vypoctovej oblasti sa nachddza na obr. 7. Dolné hranica bola
tvorena fyzickym povrchom Zeme a horna hranica bola vo vyske 150 km nad sférou s polomerom
Rypean- Pri praktickej aplikacii boli na hornej a dolnej hranici uvazované sférické aproximéacie za-
kladnej rovnice fyzikalnej geodézie. Horna a dolna hranica bola diskretizovana trojuholnikovymi
refazcami. Velkost elementov na povrchu Zeme bola 3’ x 3’ a vysky’ sme testovali v dvoch
variantach 3750 m a 5000 m. Pocet uzlovych bodov a elementov pri tychto dvoch velkostiach je
uvedeny v tab. 2. Z priebehu poruchového potencidlu na dolnej hranici sme pomocou Brunsovho
vzorca vypocitali priebeh kvazigeoidu.

Tabulka 2: Pocdet uzlovych bodov a elementov pri dvoch roéznych velkostiach elementov.

Velkost elementu pocet uzlovych bodov pocet elementov

3’x3"x5000 m 575360 1097100
3’'x3'x3750 m 760960 1462800

Pred riesenim geodetickej okrajovej tlohy s redlnymi datami na hornej hranici sme vyko-

nali experimenty s datami z GGM, ktorych cielom bolo:

(i) overit vplyv vysky elementu na vyslednt presnost regionalneho kvazigeoidu,

(ii) overit vplyv maximéalneho stupiia GGM na vyslednt presnost,

Modely regionalneho kvézigeoidu boli porovnavané na testovacich GNSS/nivela¢nych bodoch
(obr. 1 vlavo).

V prvom experimente sme testovali dve vysky elementov, 3750 m a 5000 m a tiez vplyv
maximalneho stupiia pouzitého GGM na vyslednt presnost. Vyska 3750 m bola zvolené z ohla-
dom na maximalnu vysku 3498 m v testovacej oblasti a vySku hornej hranice 150000 m, aby
bol pocet jednotlivych vrstiev elementov celé ¢islo. Pri tomto experimente sme pouzili GGM
TIM-rl do n/k 224 (maximalny stupen GGM) a 170%. Na hornej hranici boli pouzili synte-
tické anomalie tiazového zrychlenia generované do rovnakého stupna ako poruchovy potencial
na boc¢nych hraniciach, a na dolnej hranici OP tvorili terestrické anomalie tiazového zrychle-
nia. Statistika rozdielov medzi jednotlivymi rieSeniami ziskanymi MKP na GNSS /nivela¢nych
bodoch je uvedena v tab. 3.

Vysledky dosiahnuté v tomto experimente ukazuji, Ze vyska elementu ktorym bola dis-
kretizovana konec¢nd oblast, nemd vplyv na vysledni presnost. Pri pouziti dat do maximéalneho
stupna bola dosiahnuté lepSia presnost ako pri vypocte z datami len do stupna 170. Preto
v dalsich experimentoch pouzijeme vysku elementu 5000 m a na boky konec¢nej oblasti budeme
generovat poruchovy potencidl do maximéalneho stupnia GGM TIM-rl.

V experimente s redlnymi datami sme ako OP na hornej hranici pouzili anomalie tiazo-
vého zrychlenia ziskané zo vsetkych pouzitych prvkov poruchového tenzora ziskanych inverziou
integrélnych vztahov (1).

"Uvedené vysky platia az od druhej vrstvy elementov, pretoZze prva vrstva aproximovala fyzicky povrch Zeme.
8Na vypocet koeficientov do tohto stupiia nebola pouzité regularizacia. Globalne geopotencidlne modely z misie

GOCE pri testovani na GNSS/nivelaénych bodoch (Gruber a kol. (2011)) vykazovali stratu presnosti pri vyssich
stupfioch GGM (priblizne 170).
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Tabulka 3: Statistika rozdielov kvazigeoidov ziskanych pomocou MKP (na hornej hranici ano-
malie tiazového zrychlenia z GGM TIM-rl, na bo¢nych hraniciach poruchovy potencial z rov-

nakého modelu, na spodnej hranici terestrické anomadlie tiazového zrychlenia) na testovacich
GNSS /nivela¢nych bodoch (jednotky m).

T(n/k) 170 170 224 224
viska elementu (m) 3750 5000 3750 5000
std 0.099 0.099 0.097 0.097
min 0.593 0.592 0.597 0.597
max 1.047 1.048 1.039 1.040
mean 0.852 0.852 0.848 0.848

4.6.2 Testovanie modelov kvazigeoidov na GINSS /nivelaénych bodoch a porovnanie
s GGM EGM2008

Pomocou vyssie uvedeného postupu sme ziskali 6 modelov kvazigeoidu, ktoré bolo potrebné
nezavisle otestovat. Za taky test mozno povazovat porovnanie na GNSS/nivela¢nych bodoch.
Ich poloha je zndzornend na obr. 1 vlavo. Druhym testom, ktory vSak uz nebol nezavisli, bolo
porovnanie s GGM EGM2008 (n/k 2190). Statistika porovnania vypo¢itanjch kvazigeoidov na
GNSS/nivelaénych sa nachddza v tab. 4 a porovnanie s GGM EGM2008 (Pavlis a kol. (2012))
v tab. 5.

Tabulka 4: Statistika rozdielov kvézigeidov ziskanych pomocou MKP (na hornej hranici anomalie
tiazového zrychlenia vo volnom vzduchu ziskané z jednotlivych prvkov poruchového tenzora, na
bo¢nych hraniciach poruchovy potencidl z GGM TIM-rl (n/k 224), vyska elementu 5000 m,
na spodnej hranici terestrické anomaélie tiazového zrychlenia vo volnom vzduchu) na testovacich

GNSS/nivela¢nych bodoch (jednotky m).

Agzpvke T, T, T T, Tetlwtl= Detlntletls
std 0.103 0.115 0.096 0.087  0.105 0.100
min 0.461 0.475 0.647 0.747  0.528 0.583
max 0.920 0.987 1.089 1.139  1.001 1.034
mean  0.717 0.750 0.903 0.973  0.790 0.836

Na zaklade vysledkov uvedenych v tab. 4 a v tab. 5 moZno povedat, Ze najpresnejsie
rieSenie, na zéklade testovania na GNSS/nivelaénych bodoch a porovnania s EGM2008, bolo
ziskané z anomalii tiazového zrychlenia z prvku T,.. Kombinacia diagonalnych resp. vSetkych
presne meranych prvkov ocakavané zlepSenie nepriniesla. Najmenej presné vysledky boli dosia-
hnuté pouzitim anomalii tiaZového zrychlenia z prvku 7T,. Najpresnejsie rieSenia, ich rozdiely
na GNSS/nivela¢nych bodoch a s EGM2008 st vykreslené na obr. 9.

Najvicsie rozdiely vypocitanych modelov kvazigeoidu s GGM EGM2008 boli dosiahnuté
v oblasti vysokych pohori a na krajoch tizemia. Rozdiely na krajoch tizemia pochadzaju z vplyvu
OP 1.typu (poruchovy potencidl z GGM TIM-rl). Tento vplyv dosahuje pri rieSeni geodetickej
okrajovej tlohy MKP niekolko elementov (pozri Faskovd a kol. (2010)). Jednou z moZnosti
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Tabulka 5: Statistika rozdielov kvazigeoidov ziskanjch pomocou MKP (na hornej hranici anomé-
lie tiazového zrychlenia ziskané z jednotlivych prvkov poruchového tenzora, na bo¢nych hrani-
ciach poruchovy potencidl z GGM TIM-rl (n/k 224), vyska elementu 5000 m, na spodnej hranici
terestrické anomaélie tiazového zrychlenia) s GGM EGM2008 (n/k 2190) (jednotky m).

A g z prvku T,. Tyy T,. T,. wa+T§y+Tzz Tm-l-Tyyl-Tzz-l-sz
std 0.293 0.297 0.275 0.264 0.287 0.280
min -1.369 -1.372 -1.360 -1.360 -1.360 -1.360
max 1.606 1.606 1.606 1.606 1.606 1.606

mean -0.192 -0.171 -0.103 -0.072 -0.155 -0.134

STD: 0.264, MIN: -1.360, MAX: 1.606, MEAN: -0.072

. 15
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]
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Obr. 9: Kvazigeoid ziskany MKP a jeho rozdiely na GNSS /nivela¢nych bodoch a rozdiely medzi
riesenim MKP a EGM2008 (vpravo).
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vysvetlenia rozdielov v hornatej ¢asti izemia je metodika pripravy pozemnych dat. Pri ich preg-
ridovani mohlo dojst k viacerym chybam. Jednou z najzavaznejSich bolo pouzitie digitalneho
vyskového modelu SRTM3. Tento model bol pouzity pri prepocitavani tplnych Bouguerovych
anomalii na anomaélie tiazového zrychlenia. Presnost vySok z modelu SRTM3 v rovinatych cas-
tiach sa pohybuje na trovni ~5 m (Karwel a Ewiak (2008)). V hornatych ¢astiach je to priblizne
az 20 m a horsie Tighe a Chamberlain (2009). Tento fakt mohol negativne ovplyvnit presnost
vysledného modelu kvézigeoidu v porovnani s GGM EGM2008.

Tabulka 6: Statistika rozdielov kvéazigeoidov ziskanjch pomocou MKP (na hornej a bo¢nych
hraniciach data z GGM TIM-rl - TIM-r4, vyska elementu 5000 m, na spodnej hranici terestrické

anomalie tiazového zrychlenia) na testovacich GNSS/nivela¢nych bodoch (jednotky m).

TIM-r1 TIM-r2 TIM-r3 TIM-r4

std 0.097 0.100 0.098 0.096
min 0.597 0.596 0.608 0.615
max  1.040 1.052 1.053 1.053
mean  (0.848 0.851 0.857 0.858

Posledné porovnanie vypocitanych kvazigeoidov bolo robené s dostupnymi GGM vypoci-
tanych stratégiou TIM. Nakolko GGM z tejto stratégie sit vypocitané do maximélneho stuptia
250 (GGM TIM-r2 az TIM-r4, TIM-r1 len do 224) a my sme na spodnej hranici kone¢nej oblasti
pouzili terestrické data obsahujice celé spektrum tiazového pola. Porovnanie iba z hodnotami
ziskanymi syntézou by nebolo korektné. Preto sme vypocitali dalsie Styri kvazigeoidy, kde sme
na hornu hranicu pouzili anomalie tiazového zrychlenia z GGM TIM-rl - TIM-r4 a bo¢né hranice
poruchovy potencial z rovnakych modelov. Na spodnt hranicu sme pouzili terestrické anomalie.
Statistika porovnania tychto kvazigeoidov na GNSS/nivela¢nych bodoch sa nachadza v tab. 6.
Porovnanim vysledkov v tab. 6 a 4 je zrejmé, Ze najlepsie riesenie ziskané z realnych druzicovych
dat je 0 9 mm lepsie ako najlepsie ziskané z GGM TIM-r4. Pricom anomalie tiazového zrychlenia
boli ziskané iba z dvoch mesiacov merani a model TIM-r4 bol vypocitany priblizne z dvojro¢ného
pokrytia.

5 Prinos pre vedu a prax

e Praktické rieSenie priamej inverzie integralnych vztahov na vypocet anomaélii tiazového
zrychlenia a tiazovych portch z redlnych meranych prvkov gravita¢ného tenzora. Pri rieseni
inverznej tlohy s realnymi datami boli testované dve regularizacné metody a viacero metéd
na odhad regulariza¢ného a obmedzujiiceho parametra.

e Boli odvodené integralne vztahy na vypocet prvkov poruchového tenzora v sférickom su-
radnicovom systéme. Odvodené integralne vztahy boli otestované rieSenim priamej tlohy.
Taktiez boli vyuzité pri ziskavani tiazovych portuch zo simulovanych prvkov poruchového
tenzora. Tiez sa podarilo zjednodusit uz publikované druhé derivécie zovSeobecnenej Ho-
tineho funkcie podla 1 a r a doplnit spektralne tvary druhych derivacii zovSeobecnene;j
Stokesovej funkcie vo sférickych sturadniciach.
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e Bola otestovand nova metéda na modelovanie regionalneho tiazového pola Zeme kombinu-
juca druzicové a terestrické merania pomocou metédy konecénych prvkov. Aplikaciou tejto
met6dy s vyuzitim redlnych dat sa podarilo dosiahnut, pri testovani na GNSS /nivela¢nych
bodoch, zlepSenie 0 9 mm v porovnani s datami z globalnych geopotencidlnych modelov.

e Bola otestovanid moznost spresnenia vysledkov ziskanych rieSenim inverznej tlohy s vy-
uzitim moznosti vyhladenia prvkov gravitacného tenzora pomocou gravitacného ucinku
izostaticky kompenzovanej topografie.

e Bola vytvorena séria skriptov, ktora pokryva riesent problematiku od pripravy vstupnych
dat az po nacitanie vystupu zo softvéru ANSYS a vypocet kvazigeoidu.

6 Zaver

Cielom dizertacnej prace bolo riesit geodetick(i okrajovii tlohu, ktord na svojich hrani-
ciach kombinovala terestrické data a data pochadzajtce z druzicovej gradientometrie, pomocou
metédy koneénych prvkov. Motivéaciou k praci bola moznost spresnit regiondlne modely kvazi-
geoidov s vyuzitim redlnych gradientometrickych dat a taktiez moznost Tubovolnej kombinéacie
jednotlivych prvkov poruchového tenzora. Takito moznost neposkytuju globalne geopotencidlne
modely.

Teoreticka ¢ast prace bola venovana opisu druzicovej misie GOCE a jej datovym produk-
tom. Taktiez tu bola diskutovana problematika stabilizacie rieSenia inverznych tuloh. V kapitole
o integralnych transforméciach na vypocet prvkov poruchového tenzora sa podarilo odvodit nové
vztahy na vypocet prvkov poruchového tenzora vo sférickom siradnicovom systém z tiazovych
portuch.

Velké cast numerickych experimentov sa zaoberala testovanim presnosti Tichonovovej re-
gularizacie a TSVD pri stabilizacii procesu riesenia inverzie druhych derivacii Pizzettihio a Ho-
tineho integralu. Testované boli na simulovanych datach kontaminovanych Sumom 10 mE a na
readlnych datach. Odhady anomaélii tiazového zrychlenia a tiazovych porich ziskané regulari-
zovanym rieSenim boli porovnavané s globalnym geopotencidlnym modelom TIM-rl. Presnost
ziskanych hodnot vo vyske 10 km nad strednou sférou z redlnych dat sa pohybovala na trovni ~
7.5 mGal (z T.,) az ~ 11 mGal (z T,). Tato presnost sa podarilo zlepsit aplikovanim metédy
remove-compute-restore s vyuzitim gravitacného ucinku izostaticky kompenzovanej topografie
priblizne o 20 az 30 %. Najlepsie vysledky boli dosiahnuté pomocou Tichonovovej regularizacie.

Nosné ¢ast prace bola venovana vypoctu regionalneho kvézigeoidu vo Francizsku pomo-
cou metddy koneénych prvkov. Pomocou tejto metddy sa podarilo skombinovat terestrické data
s druzicovymi. Pod pojmom druzicové boli myslené anomalie tiazového zrychlenia ziskané po-
kracovanim nadol a transformaciou prvkov gravitacného tenzora meraného gradientometrom na
druzici GOCE. Vyhodou aplikicie realnych déat oproti syntetickym détam bola najmi moznost
Tubovolnej kombinécie jednotlivych prvkov gravitacného tenzora. Tymto pristupom sa podarilo
dosiahnut o 9 mm presnejsi kvazigeoid ako pri vyuziti dat z globélnych geopotencidlnych mode-
lov z misie GOCE. Vysledny model kvéazigeoidu dosiahol na GNSS /nivela¢nych bodoch presnost
8.7 cm.
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Summary
Solving of the geodetic boundary value problems with data from satellite gradiometry

The thesis deals with quasigeoid determination from the satellite and terrestrial data using the
finite element method. The main part of the thesis discuses the topic of the free-air gravity ano-
malies and gravity disturbances from the satellite gravity gradiometry data. For this purpose,
direct inversion of the second order derivation of Pizzetti’s and Hotine’s integral equations is
used. T'wo methods for the stabilization of the solution and several methods for the regularization
and truncation parameter determination were tested. The most accurate results in comparison
to the global geopotential model TIM-rl were achieved using the Tikhonov regularization. Free-
air gravity anomalies computed this way were applied on the upper boundary. On the bottom
boundary, defined by the Earth’s surface, the free-air gravity anomalies prepared from the ter-
restrial gravity measurements were used. The standard deviation of the final quasigeoid model
tested by a GNSS/leveling method in France was 8.7 cm.

20



Literatura

Arabelos, D. a Tscherning, C. C. (1990). Simulation of regional gravity field recovery from
satellite gravity gradiometer data using collocation and FFT. Bull. Geod.

Arabelos, D. a Tscherning, C. C. (1993). Regional recovery of the gravity field from SGG
and SST/GPS data using collocation. In: Study of the Gravity Field Determination Using
Gradiometry and GPS, Phase 1. Final Report ESA Contract 9877/92/F/FL.

Arabelos, D. a Tscherning, C. C. (1995). Regional recovery of the gavity field from the satellite
gradiometer and gravity vector data using collocation. J. Geophys. Res., 100 (B11):22009-
22015.

Aster, R. C., Borchers, B., a Thurber, C. H. (2005). Parameter Estimation and Inverse Problems.
Elsevier, Amsterdam.

Baker, E. M. (1988). A finite element model of the Earth anomalous gravitational potential.
Department of Geodetic Science and Surveying, The Ohio State University.

Bolling, C. a Grafarend, E. W. (2005). Ellipsoidal spectral properties of the Earths gravitational
potential and its first and second derivatives. J. Geod, 79:300-330.

Bouron, P. (2004). Entretien du ngf avec assistance gps (nivag) a€“ spécifications de produit.
Technical report, Service de Géodésie et Nivellement, Institut Géographique National.

Carroll, J. J. a Savet, P. (1959). Gravity difference detection. Aerospace Engineering, pages
44-47.

Cunderlik, R., Fagkov4, Z., a Mikula, K. (2012). Fixed gravimetric BVP for the vertical datum
problem. In Geodesy for Planet Earth, pages 333-341. Springer.

Cunderlik, R. a Mikula, K. (2010). Direct BEM for high-resolution global gravity field modelling.
Studia Geophysica et Geodaetica, 54(2):219-238.

Cunderlik, R., Mikula, K., a Mojzes, M. (2008). Numerical solution of the linearized fixed
gravimetric boundary-value problem. Journal of Geodesy, 82(1):15-29.

Denker, H. (2003). Computation of gravity gradients for Europe for calibration/validation of
GOCE data. In: Tziavos (Ed.) Gravity and Geoid 2002, 3rd Meeting of the IGGC, Ziti
Editions, pages 287-292.

Drinkwater, M. R., Haagmans, R., Muzi, D., Popescu, A., Floberghagen, R., Kern, M., a Feh-
ringer, M. (2007). The GOCE gravity mission: ESA first core earth explorer. In: Proceedings
of the 3rd International GOCE User Workshop, ESA SP-627, pages 1-8.

Duquenne, H. (2007). A data set to test geoid computation methods. In: Proceedings of the 1st
International Symposium of the International Gravity Field Service (IGFS), Istanbul, Turkey,
Harita Dergisi(Special Issue 18):61-65.

Eicker, A., Schall, J., a Kusche, J. (2013). Regional gravity modelling from spaceborne data:
case studies with GOCE. Geophysical Journal International, page ggt485.

21



Eotvos, L. (1906). Bestimmung der Gradienten der Schwerkraft und ihrer Niveauflichen mit
Hilfe der Drehwaage. In Verhandlungen der 15. allgemeinen Konferenz der Internationalen
Erdmessung, Budapest, volume 1, pages 337-396.

ESA (1999a). Gravity field and stead-state ocean circulation. Technical report, Reports for
Mission Selection - The Four Candidate FEarth Explorer Core Missions.

ESA (1999b). Introducting the ”Living Planet” Programme - The ESA strategy for earth obser-
vation. ESA SP-1231. ESA Publication Division, ESTEC, Noordwijk, Netherlands.

Eshagh, M. (2009). On satellite gravity gradiometry. Doctoral Dissertation in Geodesy. Royal
Institute of Technology (KTH), Stockholm, Sweden.

Eshagh, M. (2011a). The effect of spatial truncation error on integral inversion of satellite gravity
gradiometry data. Advances in Space Research, 47:1238-1247.

Eshagh, M. (2011b). Inversion of satelite gradiometry data using statistically modified integral
formulas for local gravity field recovery. Advances in Space Research, 47:74-85.

Eshagh, M. (2011c). On integral approach to regional gravity field modelling from satellite
gradiometric data. Acta Geophysica, 59(1):29-54.

Eshagh, M. a Sjoberg, L. E. (2011). Detremination of gravity anomaly at sea level from inversion
of satelite gravity gradiometric data. Journal of Geodynamics, 51(1):366-377.

Fagkova, Z., Cunderlik, R., a Mikula, K. (2010). Finite element method for solving geodetic
boundary value problems. Journal of geodesy, 84(2):135-144.

Fagkova, Z. (2006). Application of the finite element method to the geodetic boundary value
problem in Europe. Journal of Electrical Engineering, 57:39-42.

Fagkové, Z., Cunderlik, R., Janak, J., Mikula, K., a Sprlak, M. (2007). Gravimetrc quasigeoid
in Slovakia by the finite element method. Kybernetika, 43:789-796.

Forsberg, R. a Tscherning, C. (1997). Topographic effects in gravity field modelling for BVP.
Geodetic Boundary Value Problems in View of the One Centimeter Geoid, pages 239-272.

Golden Software, I. (2014). Surfer Users Guide. Technical report.

Grombein, T., Luo, X., Seitz, K., a Heck, B. (2014a). A Wavelet-Based Assessment of
Topographic-Isostatic Reductions for GOCE Gravity Gradients. Surveys in Geophysics, pages
1-24.

Grombein, T., Seitz, K., a Heck, B. (2011). Smoothing GOCE gravity gradients by means of
topographic-isostatic reductions. In: Quwehand, L. (Ed.): Proceedings of the 4th International
GOCE User Workshop, ESA Publication SP-696, ESA/ESTEC(ISBN (Online) 978-92-9092-
260-5, ISSN 1609-042X).

Grombein, T., Seitz, K., a Heck, B. (2014b). Topographic-isostatic reduction of GOCE gravity
gradients. Proceeding of the XXV General Assembly of the International Union of Geodesy
and Geophysics, Melbourne, Australia, International Association of Geodesy Symposia.

Gruber, T., Rummel, R., Abrikosov, O., a van Hees, R. (2010). GOCE Level 2 Product Data
Handbook. GO-MA-HPF-GS-0110. Issue 4.2(The European GOCE Gravity Consortium).

22



Gruber, T., Visser, P., Ackermann, C., a Hosse, M. (2011). Validation of GOCE gravity field
models by means of orbit residuals and geoid comparisons. Journal of geodesy, 85(11):845-860.

Haagmans, R., Prijatna, K., a D.; O. O. C. (2003). An alternative concept for validation of
GOCE gradiometry results based on regional gravity. In: Tziavos (Ed.) Gravity and Geoid
2002, (178):281-286.

Hansen, P. C. (1990). Truncated singular value decomposition solutions to discrete ill-posed
problems with ill-determined numerical rank. SIAM Journal on Scientific and Statistical

Computing, 11(3):503-518.
Hansen, P. C. (2007). Regularization tools 4.0 for Matlab 7.3. Numer. Algorithmus, (46):189-194.

Hansen, P. C. a O’FLeary, D. P. (1993). The use of the L-curve in the regularization of discrete
ill-posed problems. Siam J.Sci. Comput., 14:1487-1503.

Heck, B. (1979). Zur lokalen Geoidbestimmung aus terrestrischen Messungen vertikaler Schwe-
regradienten. Deutsche Geoditishe Kommission, Reihe C, (Nr. 259).

Heck, B. a Wild, F. (2005). Topographic-isostatic reductions in satellite gravity gradiometry
based on a generalized condensation model. In A Window on the Future of Geodesy, pages
294-299. Springer.

Hoerl, A. E. a Kennard, R. W. (1970). Ridge regression: Biased estimation for nonorthogonal
problems. Technometrics, 12(1):55-67.

Hoerl, A. E., Kennard, R. W., a Baldwin, K. F. (1975). Ridge regression: some simulations.
Commun. Statist., 4:105-123.

Holota, P. (1997). Variational methods for geodetic boundary value problems. In Geodetic
Boundary Value Problems in View of the One Centimeter Geoid, pages 468-481. Springer.

Holota, P. (1999). Variational methods in geoid determination and function bases. Physics and
Chemistry of the Earth, Part A: Solid Earth and Geodesy, 24(1):3-14.

Holota, P. a Nesvadba, O. (2008). Model refinements and numerical solutions of weakly for-
mulated boundary-value problems in physical geodesy. In VI Hotine-Marussi Symposium on
Theoretical and Computational Geodesy, pages 320-326. Springer.

Jandk, J., Fukuda, Y., a Xu, P. (2009). Application of GOCE data for regional gravity field
modeling. Earth, Planets and Space, 61(7):835-843.

Jandk, J., Pitonidk, M., a Minarechové, Z. (2014). Regional quasigeoid from GOCE and terrestrial
measurements. Studia Geophysica et Geodaetica (accepted for publication).

Jandk, J. a Vanicek, P. (2005). Mean free-air gravity anomalies in the mountains. Stud. Geophys.

Geod., 49:31-42.

Jandk, J. a Wild-Pfeiffer, F. (2010). Comparison of various topographic-isostatic effects in terms
of smoothing gradiometric observations. In: Proc. of IAG International Symposium Gravity,
Geoid and Earth Observation. IAG Symposia, Vol. 135, Mertikas, S. (Ed.), Vol. 135:377-382.

23



Jandk, J., Wild-Pfeiffer, F., a Heck, B. (2012). Smoothing the gradiometric observations using
different topographic-isostatic models: A regional case study. In: Sneeuw N., Novdk P., Crespi
M., Sanso F. (eds.): VII Hotine-Marussi Symposium on Mathematical Geodesy, Rome, 6-10
July 2009, IAG Symposia, Vol. 137:245-250.

Junkins, J. L. and Engels, R. (1979). The finite element approach in gravity modelling. Ma-
nuscripta geodaetica, 4:185-206.

Karwel, K. a Ewiak, I. (2008). Estimation of the accuracy of the SRTM terrain model on the
area of Poland. In Proceedings of the XXI ISPRS Congress, pages 3—11.

Kern, M. a Haagmans, R. (2005). Determination of gravity gradients from terrestrial gravity
data for calibration and validation of gradiometric GOCE data. Gravity, Geoid and Space
Missions, International Association of Geodesy Symposia, 129:95-100.

Kern, M., Schwarz, K. P., a Sneew, N. (2003). A study on the combination of satellite, airborne,
and terrestrial gravity data. J. Geod., 77:217-225.

Klees, R. (1992). Losung der fixen geodatischen Randwertproblems mit Hilfe der Randelement-
methode. Deutsche Geoditishe Kommission, Reihe C, (Nr. 382).

Klees, R. (1993). Gravity field determination using boundary element methods. Surveys in
geophysics, 14(4-5):419-432.

Klees, R. (1995). Boundary value problems and approximation of integral equations by finite
elements. Manuscripta geoditica, 20(5):345-361.

Klees, R. (1997). Topics on boundary element methods. In Geodetic Boundary Value Problems
in View of the One Centimeter Geoid, pages 482-531. Springer.

Klees, R., Tenzer, R., Prutkin, I., a Wittwer, T. (2008). A data-driven approach to local gravity
field modelling using spherical radial basis functions. Journal of Geodesy, 82(8):457-471.

Koch, K.-R. a Kusche, J. (2002). Regularization of geopotential determination from satellite
data by variance components. Journal of Geodesy, 76(5):259-268.

Koop, R. a Stelpstra, D. (1989). On the computation of the gravitational potential and its first
and second order derivatives. Manuscripta Geodaetica, 14:373-382.

Kotsakis, C. (2007). A covariance adaptive approach for regularized inversion in linear models.
Geophys. J. Int., 171:509-522.

Li, J. (2002). A formula for computing the gravity disturbance from the second radial derivative
of the disturbing potential. J. Geod., 76:226-231.

Li, J. (2005). Integral formulas for computing the disturbing potential, gravity anomaly and the
deflection of the vertical from the second-order radial gradient of the disturbing potential. J.
Geod., 79:64-70.

Martinec, Z. (2003). Greens function solution to spherical gradiometric boundary-value prob-

lems. J. Geod., 77:41-49.

Meissl, P. (1981). The use of finite elements in physical geodesy. Report 313, Geodetic Science
and Surveying, The Ohio State University.

24



Moritz, H. (1967). Kinematical geodesy. Technical report, Report no. 16, Department of Geodetic
Science, Ohio State University.

Moritz, H. (1971). Kinematical geodesy 2. Report no. 165, Department of Geodetic Science,
Ohio State University.

Nesvadba, O., Holota, P., a Klees, R. (2007). A direct method and its numerical interpretation
in the determination of the Earth gravity field from terrestrial data. In Dynamic Planet, pages
370-376. Springer.

NIMA (2000). World Geodetic System 1984: Its Definition and Relationship with Local Geodetic
Systems. Technical report, National Imagery and Mapping Agency.

Pail, R., Bruinsma, S., Migliaccio, F., Forste, Ch. Goiginger, H., Schuh, W., Hock, E., Reguzzoni,
M., Brockmann, J., Abrikosov, O., Veicherts, M., Fecher, T., Mayrhofer, R., Krasbutter, I.,
Sanso, F., a Tscherning, C. (2011). First GOCE gravity field models derived by three different
approaches. J. Geod., 85:819-843.

Pavlis, N. K., Holmes, S. A., Kenyon, S. C., a Factor, J. K. (2012). The development and
evaluation of the Earth Gravitational Model 2008 (EGM2008). J. Geophys. Res., 117(B04406).

Pizzetti, P. (1911). Sopra il calcolo teorico delle deviazioni del geoide dall ellissoide. Atti R.
Accad. Sci. Torino, 46(331).

Press, W. H., Flannery, B. P., Teukolsky, S. A., a Vetterling, W. T. (1992). Numerical recipes
in C: the art of scientific programming. Section, 10:408-412.

Reddy, J. N. (1993). An introduction to the finite element method. 2. Mc Graw-Hill, Singapore,
46(331).

Reed, G. B. (1973). Application of Kinematical Geodesy for Determining the Shorts Wavelength
Component of the Gravity Field by Satellite Gradiometry. Report no. 201, Department of
Geodetic Science, Ohio State University.

Reigber, C., Liihr, H., a Schwintzer, P. (2002). Champ mission status. Advances in Space
Research, 30(2):129-134.

Rektorys, K. (1999). Varia¢ni metody. Academia Praha.

Rodriguez, E., Morris, C. S., Belz, J. E., Chapin, E. C., Martin, J. M., Daffer, W., a Hensley, S.
(2005). An assessment of the SRTM topographic products. JPL Pub, (D31639).

Rummel, R. (1986). Satellite gradiometry. Springer, Berlin.

Rummel, R., Schwarz, K.-P., a Gerstl, M. (1979). Least squares collocation and regularization.
Bulletin Geodesique, 53(4):343-361.

Schmidt, M., Fengler, M., Mayer-Giirr, T., Eicker, A., Kusche, J., Sanchez, L., a Han, S.-C.
(2007). Regional gravity modeling in terms of spherical base functions. Journal of Geodesy,

81(1):17-38.

SGN (1996). Spécifications du Réseau de Base Frangais. version 2.2. Technical report, Service
de Géodésie et Nivellement, Institut Géographique National.

25



Shaofeng, B. a Dingo, C. (1991). The finite element method for the geodetic boundary value
problem. Manuscr. Geod., 16:353-359.

Shen, Y., Xu, P.; a Li, B. (2012). Bias-corrected regularized solution to inverse ill-posed models.
J. Geod., 86:597-608.

Sprlak, M. (2012). GUI application for evaluation of the gravitational tensor components gene-
rated by level ellipsoid of revolution. Computers € Geosciences, 46:77-83.

Sprlak, M., Fagkové, Z., a Mikula, K. (2011). On the application of the coupled finite-infinite
element method to geodetic boundary-value problem. Studia Geophysica et Geodaetica,
55(3):479-487.

Tapley, B. D., Bettadpur, S., Watkins, M., a Reigber, C. (2004). The gravity recovery and
climate experiment: Mission overview and early results. Geophysical Research Letters, 31(9).

Thalhammer, M. (1995). Regionale Gravitationsfeldbestimmung mit zukiinftigen Satellitenmis-
sionen (SST und Gradiometrie). Deutsche Geoditishe Kommission, Reihe C, (Nr. 437).

Tighe, M. L. a Chamberlain, D. (2009). Accuracy Comparison of the SRTM, ASTER, NED,
NEXTMAP®) USA Digital Terrain Model over Several USA Study Sites. In Proceedings of
the ASPRS/MAPPS 2009 Fall Conference, San Antonio, TX.

Tikhonov, A. N. (1963a). Regularization of incorrectly posed problems. In Soviet Math. Dokl
volume 4, pages 1624-1627.

Tikhonov, A. N. (1963b). Solution of incorrectly formulated problems and regularization method.
Soviet Math., Dokl. 4:1035-1038.

Tikhonov, A. N., Arsenin, V. Y., a John, F. (1977). Solutions of ill-posed problems. Winston
Washington, DC.

Téth, G., Foldary, L., Tziavos, I. N., a Adam, J. (2006). Upward/downward continuation of
gravity gradients for precise geoid determination. Acta Geodaetica et Geophysica Hungarica,

41:21-30.

Tscherning, C. C. (1993). Computation of covariances of derivatives of the anomalous gravity
potential in a rotated reference frame. Manus. Geod., pages 115-123.

Tscherning, C. C. and Arabelos, D. (2011). Gravity anomaly and gradient recovery from GOCE
gradient data using LSC and comparisons with known ground data. In: Proceedings of the
4th International GOCE User Workshop, ESA Publications Division, Nordwijk, SP-696.

Tscherning, C. C., Forsberg, R., and Vermeer, M. (1990). Methods for regional gravity field
modeling from SST and SGG data. Reports of the Finnish Geodetic Institute, 90:2.

van Gelderen, M. a Rummel, R. (2001). The solution of the general geodetic boundary value
problem by least squares. J. Geod., pages 1-11.

van Gelderen, M. a Rummel, R. (2002). Corrections to: The solution of the general geodetic
boundary value problem by least squares. J. Geod., 76:121-122.

Wahba, G. (1990). Spline models for observational data, volume 59. SIAM.

26



Wild, F. a Heck, B. A. (2005). A comparison of different isostatic models applied to satellite
gravity gradiometry. In: Jekeli C., Bastos L., Fernandes L.(eds.) Gravity, geoid and space
missions, IAG symposia series, 129:230-235.

Wild, F. a Heck, B. A. (2008). Topographic and isostatic reductions for use in satellite gra-
vity gradiometry. In: Xu, P., Liu, J., Dermanis, A. (Eds.) Proc. of the VI. Hotine-Marussi
symposium. IAG Proc., IAG Symposia, 132:49-55.

Wittwer, T. (2009). Regional gravity field modelling with radial basis functions. NCG, Neder-
landse Commissie voor Geodesie.

Wolf, K. I. (2007). Kombination globaler Potentialmodelle mit terrestrische Schweredaten fiir
die Berechnung der zweiten Ableitungen des Gravitationspotentials in Satelitenbahnhohe. De-
utsche Geoditishe Kommission, Reihe C, (Nr. 603).

Wolf, K. I. a Denker, H. (2005). Upward continuation of ground data for GOCE calibration.
In: Jekeli C., Bastos L., Fernandes L.(eds.) Gravity, geoid and space missions, IAG symposia
series, 129:60-65.

Xu, G. (2012). Sciences of Geodesy-1I: Innovations and Future Developments. Springer.

Xu, P. (1992). Determination of surface gravity anomalies using gradiometric observables. Geop-
hysical Journal International, 110(2):321-332.

Xu, P. (1998). Truncated SVD methods for discrete linear ill-posed problems. Geophysical
Journal International, 135(2):505-514.

Xu, P. (2009). Iterative generalized cross-validation for fusing heteroscedastic data of inverse
ill-posed problems. Geophysical Journal International, 179:182-200.

Xu, P., Fukuda, Y., a Liu, Y. (2006a). Multiple parameter regularization: numerical solutions and
applications to determination of geopotential from precise satelite orbits. J. Geod., 80:17-27.

Xu, P. a Rummel, R. (1994). Generalized ridge regression with applications in determination of
potential fields. Manuscripta Geodaetica, 20:8-20.

Xu, P., Shen, Y. Z., Fukuda, Y., a Liu, Y. (2006b). Variance components estimation in linear
inverse ill-posed models. J. Geod., 80:69-81.

Yildiz, H. (2012). A study of regional gravity field recovery from GOCE vertical gravity gradient
data in the Auvergne test area using collocation. Studia Geophysica et Geodaetica, 56:171-184.

Zoznam publikovanych prac z danej problematiky

Vedecké prace v zahrani¢nych karentovanych ¢asopisoch

Jandk, J., Pitoridk, M., Minarechova, Z. (accepted for publication). Regional quasigeoid from
GOCE and terrestrial measurements. Studia Geophysica et Geodaetica.

Vedecké prace v zahrani¢nych nekarentovanych ¢asopisoch

27



Jandk, J., Pitoridk, M. (2011). Comparison and testing of GOCE global gravity models in Cen-
tral Europe. Journal of geodetic science, ISSN 2081-9943, Vol. 1, No. 4, p. 333-347.

Publikované prispevky na zahrani¢nych vedeckych konferenciach

Pitoniak, M. (2012). Testovanie optimalnej geometrie pre regionalne modelovanie tiazového pola
Zeme z merani druzice GOCE. In: Juniorstav 2012 (CD-ROM): 14. odborné konference doktor-
ského studia. Brno, VUT, 26.1.2012. ISBN 978-80-214-4393-8. nestr.

Pitonak, M. (2011). Porovnanie tiazovych modelov Zeme z druzicovej misie GOCE. In: Junior-
stav 2011 (CD-ROM): 13. Odborna konference doktorského studia. Brno, VUT, 4.2.2011. ISBN
978-80-214-4232-0. nestr.

Publikované prispevky na domacich vedeckych konferenciach

Letko, P., Pitoridk, M. (2013). Validacia globélneho tiazového pola z misie GOCE porovnanim
s gravimetrickym mapovanim a regionalnym kvazigeoidom. In: Nové poznatky z realizacie a
interpretacie geodetickych merani: Zbornik referatov z vedecko-odborného seminara s medzina-
rodnou uéastou. Strbské Pleso, SR, 21-22.11.2013. - Bratislava : Slovenska spolo¢nost geodetov
a kartografov. ISBN 978-80-89626-01-4. p. 99-109.

Pitonidk, M. (2013). Porovnanie geopotencidlnych modelov z misie GOCE s regiondlnymi kva-
zigeoidmi na Slovensku. In: Advances in Architectural, Civil and Environmental Engineering
[CD-ROM]: 23rd Annual PhD student conference. Bratislava, SR,30.10.2013. - Bratislava: Na-
kladatelstvo STU. ISBN 978-80-227-4102-6. p. 163-170.

Jandk, J., Pitonidk, M. (2012). Testovanie geopotencidlnych modelov Zeme z druZicovej misie
GOCE. In: Vyuzitie modernych geodetickych technoldgii v sticasnych geodetickych referencnych
systémoch : Zbornik referatov z vedecko-odborného seminara s medzindrodnou ucastou. Ta-
transkd Lomnica, SR, 24-25.11.2012. - Bratislava: Slovenské spolo¢nost geodetov a kartografov.

ISBN 978-80-89626-00-7. p. 123-132.

Abstrakty prispevkov zo zahraniénych konferencii

Jandk, J., Pitoriak, M., Minarechovd, Z., Huang, J. (2014). Comutation of precise regional geoid
in great lakes region using GOCE data and two different approaches. In: Geophysical Research
Abstracts Volume 16/2014: EGU General Assembly 2014.

Jandk, J., Pitonidk, M., Minarechova, Z., Huang, J. (2013). Comparison of stokesian and Finite
element approaches for geoid determination in Great lakes region. In: 150th Anniversary of the
IAG [elektronicky zdroj]: Book of abstracts. Potsdam, 1 - 6.9.2013. p. 375.

Jandk, J., Pitoriak, M., Minarechova, Z. (2013). Regional quasigeoid from GOCE and terrestrial
measurements. In: Geophysical Research Abstracts Volume 15/2013: EGU General Assembly
2013.

Pitoridk, M., Janék, J. (2012). Downward continuation and transformation of GOCE-based dis-
turbing gravity tensor. In: Gravitifield Symposium [elektronicky zdroj|: Benatky, Taliansko, 9 -
12.10.2012.

Jandk, J., Pitonidk, M. (2012) Comparison of Stokes and Hostines integral transformation. In:

28



Geophysical Research Abstracts Volume 14/2012: EGU General Assembly 2012.

Jandk, J., Girethova, J., Pitoniak, M., Minarechova, Z. (2011). Empirical test of optimal geometry
of boundary value problem domain for regional applications using GOCE measurements. In:
Geophysical Research Abstracts Volume 13/2011: EGU General Assembly 2011.

Abstrakty prispevkov z domacich konferencii

Jandk, J., Pitoniak, M., Minarechova, Z., Huang, J. (2013). Modelovanie lokalneho geoidu a kvé-
zigeoidu z merani GOCE a terestrickych merani numerickymi metédami. In: Nové poznatky z
realizacie a interpretéacie geodetickych merani : Zbornik referatov z vedecko-odborného seminara
s medzinarodnou uc¢astou. Strbské Pleso, SR, 21-22.11.2013. - Bratislava: Slovenska spolo¢nost

geodetov a kartografov, ISBN 978-80-89626-01-4. p. 97.

Pitoniak, M., Janék, J., Minarechova, Z. (2013). Local gravity field model from GOCE and ter-
restrial measurements. In: 10th Slovak Geophysical Conference [elektronicky zdroj]: Abstracts.

Smolenice, SR, 19-21.8.2013. - Bratislava: SAV, 2013. - ISBN 978-80-85754-27-8. p. 57.

Jandk, J., Pitoniak, M. (2012). Testovanie stability procesu pokracovania gradiometrickych me-
rani druzice GOCE nadol. In: 60 rokov posobenia Katedry geodetickych zakladov 1952 - 2012
: Zbornik abstraktov k odbornému seminaru. Kocovce, SR, 4-5.12.2012. - Bratislava: STU v
Bratislave SvF, 2012. - ISBN 978-80-227-3843-9. p. 59.

Jandk, J., Pitoriak, M. (2011). Preparation of GOCE data for regional gravity field modelling. In:
9th Slovak Geophysical Conference [elektronicky zdroj| : Abstracts. Bratislava, SR, 22-23.6.2013.
- Bratislava: SAV, 2011. p. 100.

Postery z domacich konferencii

Jandk, J., Pitoridk, M. (2010). Druzicovd misia GOCE - st¢asny stav a analyza prvych vysledkov.
In: Druzicové technoldgie a sti¢asnéa geodézia: Odborna konferencia. Bratislava, SR, 8.12.2010. -
ISBN 978-80-227-3446-2.

Ohlasy

Jandk, J., Pitoniak, M. (2011). Comparison and testing of GOCE global gravity models in Central
Europe. Journal of geodetic science, ISSN 2081-9943, Vol. 1, No. 4, p. 333-347.

1. Eshagh, M., Ebadi, S. (2014). A strategy to calibrate errors of Earth gravity models.
Journal of Applied Geophysics, 103, p. 215-220.

2. Eshagh, M. (2013). On the reliability and error calibration of some recent Earth’s gravity
models of GOCE with respect to EGMO08. Acta Geodaetica et Geophysica, 48(2), p. 199-
208.

3. Eshagh, M., Ebadi, S. (2013). Geoid modelling based on EGMO08 and recent Earth gravity
models of GOCE. Earth Science Informatics, 6(3), p. 113-125.

4. Eshagh, M., Romeshkani, M. (2013). Quality assessment for terrestrial gravity anomalies
by variance component estimation using GOCE gradiometric data and Earth’s gravity
models. Studia Geophysica et Geodaetica, 57(1), p. 67-83.

29



10.

11.

12.

13.

14.

. Gerlach, C., Sprlak, M., Bentel, K., Pettersen, B. R. (2013). Observation, Validation,

Modeling - Historical Lines and Recent Results in Norwegian Gravity Field Research.
Kart og Plan, 73, p. 128-151.

Godah, W., Krynski, J. (2013). Comparison of GGMs based on one year GOCE observa-
tions with the EGMO08 and terrestrial data over the area of Sudan. International Journal
of Applied Earth Observation and Geoinformation.

Godah, W., Krynski, J. (2013). Evaluation of recent goce geopotential models over the
area of Poland. Acta Geodynamica et Geomaterialia, 10 (3), p. 379-386.

Jung, W., Brozena, J., Peters, M. (2013). Predicting gravity and sediment thickness in
Afghanistan. Geophysical Journal International, 192(2), p. 586-601.

Odera, P. A., Fukuda, Y. (2013). Towards an improvement of the geoid model in Japan
by GOCE data: A case study of the Shikoku area. Earth, Planets and Space, 65 (4), p.
361-366.

Rexer, M., Hirt, C., Pail, R., Claessens, S. (2013). Evaluation of the third-and fourth-
generation GOCE Earth gravity field models with Australian terrestrial gravity data in
spherical harmonics. Journal of Geodesy, p. 1-15.

Guimaraes, G. N., Matos, A. C., Blitzkow, D. (2012). An evaluation of recent GOCE
geopotential models in Brazil. Journal of Geodetic Science, 2(2), p. 144-155.

Szucs, E. (2012). Validation of GOCE time-wise gravity field models using GPS-levelling,
gravity, vertical deflections and gravity gradient measurements in Hungary. Periodica Po-
lytechnica Civil Engineering, 56(1), p. 3-11.

Sprlak, M., Gerlach, C., Pettersen, B. (2012). Validation of GOCE global gravity field
models using terrestrial gravity data in Norway. Journal of Geodetic Science, 2(2), p. 134-
143.

Godah, W., Krynski, J. (2011). Validation of GOCE gravity field models over Poland using
the EGM2008 and GPS/levelling data. Geoinformation Issues, 3(1).

30



