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Uvod

Vyznam poznania tiazového pola Zeme pri rieSeni problémov v inZinierskych a ve-
deckych disciplinach nemozno spochybriovat. Zatial ¢o geoldgia a geofyzika vyuzivaju
prejavy tiazového pola pri $tudiu zloZenia zemského telesa, v geodézii je tiazové pole
nevyhnutnym nastrojom na modelovanie referencénych ploch pre urc¢ovanie nadmorskych
vySok pomocou globélnych navigaénych satelitnych systémov (GNSS). Geoid ako nulova
ekvipotencialna plocha totozna so strednou hladinou mori a ocednov predlZena pod konti-
nenty sa povazuje za najprirodzenejsiu referen¢nti plochu s jasnym fyzikalnym vyznamom
a je zakladom pre ortometrické nadmorské vysky. Presné urcenie geoidu ale vyzaduje po-
znat hustotu topografickych hmoét. Naproti tomu, urcenie kvazigeoidu nie je znalostou
hustoty topografickych hmdt obmedzené, ¢im sa situacia vyrazne zjednodusi. Kvazige-
oid, predstavujuci referen¢nit plochu pre normalne Molodenského nadmorské vysky, vsak
jasny fyzikalny vyznam nemaé a jeho rozdiely od geoidu v oblasti kontinentov dosahuju aj
niekolko decimetrov.

Existuje niekolko principialne odliSnych metéd na uréenie geoidu a kvéazigeoidu. Z
portch drahovych parametrov umelych druzic Zeme odhadujeme koeficienty rozvoja po-
tencidlu do radu sférickych harmonickych funkcii, ¢o sa s vyhodou vyuziva v globalnych
aplikaciach. Geometricky vztah medzi sklonom, ktory je definovany rozdielom astrono-
mickej a elipsoidickej zemepisnej Sirky, a relativnym prevysSenim referencnej plochy je
zakladom astronomicko-geodetickej metody v regionalnych a lokalnych aplikaciach. Rov-
naké priestorové rozliSenie mozno dosiahnut aj pri metéde gravimetrickej. Jej podstatou
je formulacia a riesenie geodetickych okrajovych tloh, v ktorych okrajové podmienky
predstavuju samotné gravimetrické merania.

Pouzivanie Molodenského normalnych nadmorskych vysok a bohata databaza tidajov
z gravimetrického mapovania na Slovensku boli a stéle st motivijucimi faktormi na ur-
¢ovanie kvazigeoidu gravimetrickou metédou. Celkom paradoxne, vzhladom na pomerne
sirokt geodetickti komunitu na Slovensku a jej praktické potreby sa modelovaniu kvazi-
geoidu u nas venuje len tizka skupina odbornikov posobiacich na Stavebnej fakulte Slo-
venskej technickej univerzity v Bratislave. Zatial ¢o klasické pristupy analytickych rieSeni
jednoduchého Molodenského problému (JMP) st v strede pozornosti Katedry geodetic-
kych zakladov, netradi¢nymi numerickymi metédami na rieSenie geodetickych okrajovych
tiloh sa zaoberaji na Katedre matematiky a deskriptivnej geometrie. Usilie a motivacia
predkladanej prace spociva v porovnani analytickych rieSeni JMP a numerického riesenia
zmieSanej geodetickej okrajovej tilohy metédou koneénych prvkov (MKP) pri urcovani a

sprestiovani regionalneho modelu kvazigeoidu na tizemi Slovenska.



1 Sucasny stav

Pociatky modelovania kvazigeoidu v obdobi samostatnej Slovenskej republiky siahaju
do 90-tych rokov minulého storocia. Historicky prvy regionalny model kvazigeoidu u nas
urcili Pecar a Grand (1994). Neskor, pravdepodobne kvoli teoretickym znalostiam v tejto
problematike, Geodeticky a kartograficky ustav prisiel s poziadavkou spresnovania modelu
kvézigeoidu na Katedru geodetickych zakladov Stavebnej fakulty Slovenskej technickej
univerzity v Bratislave. V ramci vedecko-technickych projektov vznikli verzie kvazige-
oidov s oznacenim DMQ95, DMQ96 (z angl. Digital Model of Quasigeoid), GMSQ98 a
GMSQO03 (z angl. Gravimetric Model of Slovak Quasigeoid), pricom modifikicie posled-
nych dvoch verzii boli oficidlne publikované v (Mojzes a Jandk, 1998, 1999; Mojzes a kol.,
2006). S rozsirovanim teoretickych vedomosti a praktickych sktisenosti kolektivu na Ka-
tedre geodetickych zdkladov postupne vzniklo niekolko dalsich modelov kvazigeoidu, napr.
GMSQ-ACA a GMSQ-MOA (Valko et al., 2008). V uvedenych modeloch kvazigeoidu sa
vychadzalo z klasického pristupu analytického riesenia JMP, pricom jednotlivé verzie sa
od seba odlisovali najmi dosiahnutou presnostou, vstupnymi gravimetrickymi idajmi, ale
aj pouzitym programovym vybavenim pri vypocte vplyvu blizkych zén. Preferovana vo
v8etkych pripadoch bola metéda RCR (angl. remove-compute-restore) so sférickou Sto-
kesovou funkciou a integracnym polomerom v, = 3° okolo kazdého vypoctového bodu.
Rovnako tak, s vynimkou modelu GMSQO03B, sa v praktickom rieSeni pouzival vyhradne
geopotencidlny model Zeme (GMZ) EGM96. Okrem toho Faskova a kol. (2007) ur¢ili mo-
del kvézigeoidu na izemi Slovenska numerickym rieSenim zmiesanej geodetickej okrajovej
ulohy MKP s okrajovymi podmienkami 1. a 2. druhu.

Alternativne procedury pri urceni kvazigeoidu na zaklade analytického riesenia JMP
predstavuju odhady s norméalnym tiaZovym polom generovanym ekvipotencidlnym elip-
soidom spolu s deterministickymi modifikdciami sférickej Stokesovej funkcie (dalej len
deterministické modifikacie). Tieto doposial neboli pri modelovani kvazigeoidu na tzemi
Slovenska vyuzité. Rovnako tak bola len velmi mald pozornost venovana optiméalnej vel-
kosti integra¢ného polomeru a prispevku kombinovanych GMZ, ktoré vznikli na zaklade
udajov druzicovych misii CHAMP a GRACE. Podobne pri aplikiacii MKP na rieSenie zmie-
sanej geodetickej okrajovej lohy neboli vyuzité okrajové podmienky 3. druhu. Doplnenie
uvedenych nedostatkov v predkladanej dizertac¢nej praci naznacuje dalSie pokroky v me-
todologickej a praktickej koncepcii presného urcovania kvazigeoidu, o ktorej ako prvy na
nasom tzemi diskutoval v svojej dizertacnej praci Janak (1999). Z hladiska témy, rozsahu
a obsahu predkladanej dizertacnej prace a jej porovnavacieho charakteru mozno konsta-
tovaf najvicsi prienik s pracami (Kern, 2003; Agren, 2004; Ellmann, 2004) vykonanymi

v zahranici.



2 Ciele dizertac¢nej prace

Hlavnym cielom dizertacnej prace je objektivne porovnanie presnosti procedur a algo-
ritmov pri spresnovani regionalneho modelu kvazigeoidu s vyuzitim analytického rieSenia
JMP a numerického riesenia zmiesanej geodetickej okrajovej ilohy MKP. Konkrétne tilohy

vedtce k splneniu uvedeného ciela mozno podla ich charakteru rozdelif na:

a) Teoretické ulohy, v ramci ktorych je uvedeny matematicky popis procedar na zé-
klade doposial publikovanych prac. V tejto ¢asti je rozpracovany prispevok k prob-

lematike deterministickych modifikacii, a to:
- rozdelenim na zakladné a v tvare zvysku Taylorovho polynému
- zovseobecnenym vyjadrenim deterministickych modifikacii a odhadov vyskovej

anomalie

b) Softvérové rieSenia, pretoZe existujice programy nepokryvaju celt skélu testova-
nych procedir. Z pohladu vykonania numerickych experimentov je preto délezita

priprava programov na numericky vypocet:

- plosného integralu so sférickou Stokesovou funkciou a deterministickymi modi-
fikaciami
- vplyvu vzdialenych zén
¢) Numerické experimenty, vykonané pomocou syntetickych (simulovanych) a re-

alnych idajov a ich zhodnotenim na zdklade vykonanych prac u nas a v zahranici.

Ulohou numerickych experimentov je porovnat:

algoritmy vypoctu plosného integralu

- priblizné a gradientové riesenie JMP

- metédu RCR a odhad s normélnym tiazovym polom generovanym ekvipoten-

cidlnym elipsoidom
- kombinované GMZ
- deterministické modifikacie

- numerické riesenie zmiesanej geodetickej okrajovej ilohy MKP

3 Teoria

Analytické riesenia JMP v tvare plosnych integralov sa stali akymsi standardom pri

praktickom urcovani regionélnych modelov kvazigeoidu. Aj ked priamy vypocet plogného



integralu okolo celej Zeme nie je mozny bolo navrhnutych niekolko procedir a metdd, ako
sa s tymto problémom vysporiadat. V stvislosti s prudkym rozvojom vypoctovej techniky
sa do pozornosti dostali numerické metddy riesenia okrajovych tloh. Tieto si silnymi
nastrojmi v mnohych inzinierskych a vedeckych odvetviach, pri modelovani kvazigeoidu
je ich vyuzitie skor netradicné. Prave tento fakt je motivujacim pre aplikaciu MKP pri

rieSeni zmieSanej geodetickej okrajovej tlohy.

3.1 Formulacia a analytické riesenie pre JMP

Nech © C R? je oblast s hranicou 99. Nech W je skutoény tiazovy potencial a U je
normalny tiazovy potencidl. Potom 7' = W — U je poruchovy potencidl, ktory na zaklade
tedrie potencialu je harmonickou funkciou v R® — €, kde spliia Laplaceovu diferencidlnu
rovnicu. Spojenim Laplaceovej diferencialnej rovnice pre poruchovy potencial a okrajovej

podmienky 3. druhu v sférickej aproximacii formulujeme JMP v tvare:

V=0 v RP-Q (1)
aor 2
Ag__E_ET na o€ (2)

kde R je polomer referencnej sféry. Hranicou 0f2 oblasti ) je teluroid, ktorého odlahlost
od ekvipotencialneho elipsoidu je rovna Molodenského norméalnej nadmorskej vyske H™.
Okrajova podmienka (2) sa nazyva povrchova anomaélia tiazového zrychlenia vo volnom
vzduchu a ziskame ju rozdielom skutoc¢ného tiazového zrychlenia g v bode P na povr-
chu Zeme a normalneho tiazového zrychlenia v v bode @ na teluroide, plati (Hofmann-
Wellenhof a Moritz, 2005, rov. 8-23):

Ag = g(P) —v(Q) (3)

Analytické riesenie JMP (1) a (2) podla (Molodensky a kol., 1962) pre poruchovy
potencial v tvare nekonecného radu sa v beznych podmienkach obmedzuje na prvé dva
¢leny, potom hovorime o tzv. gradientovom rieseni JMP (Moritz, 1980), ktoré ma tvar

plosného integralu okolo jednotkovej sféry o a plati:
R
T - 4—// (Ag+G1) S (cos) do (@)
T

kde G; je korekény clen, S (cosv)) je sférickd Stokesova funkcia (Stokes, 1849), zavisla
od sférickej vzdialenosti 1) vypoctového bodu a stredu integra¢ného elementu. Vyskova
anomaliu ¢, ktora odpovedéa geometrickej odlahlosti medzi zemskym povrchom a teluro-

idom, resp. medzi ekvipotencidlnym elipsoidom a plochou kvazigeoidu, ziskame pomocou



Brunsovho vzorca (Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005, rov. 8-26):

(5)

= [N

kde v = v(Q) je normélne tiazové zrychlenie na teluroide. Vysledny tvar gradientového

rieSenia JMP pre vyskovia anomaliu je nasledovny:
R
(= o [[ (804G S (cos) a0 (©)
4y

V pripade zanedbania korekéného c¢lena i v poslednej rovnici hovorime o pribliznom
rieSeni JMP. Moritz (1980, kap. 48) navrhol nahradit korekény ¢len (7 topografickou

korekciou dg, a ukazal, Ze takéto rieSenie je presnejsie ako rieSenie priblizné.

3.2 Praktické urcenie kvazigeoidu

Gradientové rieSenie JMP podla rovnice (6) po formalnej stranke predstavuje plosny
integral okolo jednotkovej sféry o. Jeho obmedzenie suvisi s nedostatocnou znalostou
podrobnych gravimetrickych tdajov okolo celej Zeme. Obvykle mame k dispozicii gra-
vimetrické idaje do niekolkych stupiiov od hranic vypoctovej oblasti, mnohokrat rozne;
presnosti a povodu. Okrem toho je globalna integrécia nevyhodné aj z hladiska vypocto-
vého casu.

Pri urceni kvazigeoidu pristupujeme k praktickym odhadom na urcenie vyskovej ano-
malie, ktoré si zalozené na rozklade plosného integralu okolo celej Zeme. Odhad vyskove;j
anomalie, v ktorom vykoname rozklad plosného integralu v priestorovej oblasti pozostava

z dvoch ¢lenov a ma nasledovny tvar:

Mmaz

C= g [[ 207 sw e S Qun) 832 @

kde ¢ = %, A§T st realizécie pozemnych gravimetrickych tdajov, AgS predstavuji rea-
lizacie druzicovych gravimetrickych udajov, y = cos, yo = costby, Mqe je maximalny

stupen sférickych harmonickych koeficientov GMZ a pre koeficienty Q,,(yo) plati:

Yo

Qn(yo) = / S(y) Pu(y) dy (8)

-1

kde P,(y) je Legendreov polyném 1. druhu stupiia n. Rovnica (7) pozostéva z dvoch ana-

logickych ¢lenov. Prvy clen predstavuje obmedzenti integraciu v oblasti oy so znamymi



gravimetrickymi idajmi a integracnym polomerom )y okolo kazdého vypoctového bodu
a nazyvame ho vplyv blizkych zén. Druhy ¢len v rovnici (7) je koneénym radom gravi-
metrickych tdajov v spektralnej oblasti, reprezentuje zbytok plosného integralu v oblasti
0 — 0y a nazyva sa vplyv vzdialenych z6én. KedZe normélne tiazové pole je generované ek-
vipotencidlnym elipsoidom, podla tejto vlastnosti sa odhad (7) nazyva odhadom vyskovej
anomaélie s normalnym tiaZovym polom generovanym ekvipotencialnym elipsoidom.

Ak stcasne s rozkladom plosného integralu v priestorovej oblasti vykoname aj rozklad
v oblasti frekvenc¢nej, dostavame odhad vyskovej anomalie, ktory sa v literattire oznacuje
ako metéda RCR (Rapp a Rummel, 1971):

Mma-T Mm(lﬂ')
CHOR — ¢ Z 2 S // AG" — Z AGS| S (cost) d (9)
n=2

Prvy ¢len na pravej strane predstavuje dlhovlnni zlozku vyskovej anomaélie. Druhy ¢len je
integral v oblasti g so zvolenym integra¢nym polomerom )y okolo kazdého vypoctového
bodu. Vo vnutri integralu vystupuji anomaélie tiazového zrychlenia zbavené vplyvu svojej
dlhovinnej zlozky do stupna M,,,,. Nazyvame ich rezidudlne anomalie tiazového zrych-
lenia vo volnom vzduchu a vysledok integracie rezidualnou vyskovou anomaéliou. Metdéda
RCR je po matematickej stranke ekvivalentna s odhadom (7). Na rozdiel od odhadu (7)

je pri metéde RCR normaélne tiazové pole generované sféroidom stupna M, .

3.3 Deterministické modifikacie

Sféricka Stokesova funkcia plni tlohu véhovej funkcie a ovplyviiuje rychlost konver-
gencie vplyvu vzdialenych zén. Tento urcujeme pomocou sférickych harmonickych koefi-
cientov GMZ, ktoré vsak pozname len do maximalneho stupna a radu M,, ... Za ucelom
urychlenej konvergencie vplyvu vzdialenych zén bolo v literattre navrhnutych niekolko
deterministickych modifikécii. Ich formélna podobnost je motivujicim faktorom pre zo-

vSeobecnenie v nasledovnom tvare:

Saly) = St - Y YL ) (10

pricom S(y) = S(y) — Z L ), Pu(y) — Z 2L by, Py(y), ar, a by, predstavuji koefi-

cienty deterministickej modlﬁkame a B je max1malny stupen Taylorovho polynému. Ak
B > 0 hovorime o tzv. deterministickych modifikaciach v tvare zvysku Taylorovho po-
lynému, inak hovorime o zékladnych deterministickych modifikdcidch. Na zaklade volby
koeficientov a; a b, definujeme tvar konkrétnej vahovej funkcie, najcastejsie diskutované

deterministické modifikacie st uvedené v tab. 1.



modifikéicia B ag by,
(Stokes, 1849) - 0 0
T
(Molodensky a kol., 1962) | - 0 2 @ bi €nk = Qnlyo) *
(Wong a Gore, 1969) - % 0
T P
(Vanicek a Kleusberg, 1987) | - % > @ b enk = Qn(yo) — D % ag enk
k=2 k=2
(Meissl, 1971) 0 0 0
T
(Jekeli, 1980) 0| O k; L by e = Qn(yo) *
(Heck a Griininger, 1987) | 0 % 0
T P
(Featherstone a kol., 1998) | 0 % > @ b enk = Qn(yo) — > @ ag eni *
k=2 k=2

Tabulka 1: Deterministické modifikicie a ich charakteristiky

Yo
21

Na zaklade rovnice (10) dokdzeme zovSeobecnit aj odhady vyskovej anomélie. V pri-
pade normélneho tiazového pola generovaného ekvipotencidlnym elipsoidom zmena vého-
vej funkcie S(y) na Sp(y) sposobi aj zmenu koeficientov Q,,(yo) na [dn +QF (yo)} a pre

odhad vyskovej anomalie plati:
Mmaz

G = [[ 26" Satw)do e 3 [du+ Q2] 255 (1)

n=2
kde

a, +b,, ak 2<n<L
d, =<4 ay, ak L<n<P (12)
0, ak P<n<oo

a koeficienty QB () st definované nasledovne:

Yo

Q) = [ 36) Py [ 30U RS ) g 13

dy



Na rozdiel od odhadu (11) pri metéde RCR sa zmeni len vahova funkcia vo vnutri obme-

dzenej integracie a odhad vyskovej anomalie bude:

Mmax Mm(lﬂ')
PRORx _ Z _c AAS—l— _// AGT Z AgS | Sp(y) do (14)
n=2 n=2

3.4 Algoritmy numerického vypoctu plosného integralu

Vplyv blizkych zén je plosny integral v oblasti gy, v ktorej pozname podrobné gra-
vimetrické udaje. Tieto na zemskom povrchu ziskavame meranim v diskrétnych bodoch
vytvarajicich nepravidelni trojuholnikova siet. Diskrétne gravimetrické udaje transfor-
mujeme do pravidelnej zemepisnej siete interpolacnymi metédami. Ziskavame tak stredné
gravimetrické udaje a numerickymi metédami vypocitame hodnotu plosného integralu.

Numericka integraciu mozno povazovat za najprirodzenejsi algoritmus numerického
vypoctu integralu spojitej funkcie na uzatvorenom intervale. V prvom kroku uzatvoreny
interval diskretizujeme na konec¢ny pocet podintervalov s koneénym rozmerom. Diskreti-
zaciu do pravidelnej siete na sfére vykondvame najcastejSie v zemepisnom siradnicovom
systéme siefou zemepisnych poludnikov a rovnobeziek. V dalSom urcime stredné (repre-
zentativne) hodnoty funkcie v jednotlivych integrac¢nych elementoch Aoy. Tieto nazyvame
strednymi anomaliami tiazového zrychlenia Ag, ktoré st podla vety o integralnej strednej

hodnote definované nasledovne:

- [ 20 1

Suciny strednej hodnoty funkcie a velkosti podintervalu nakoniec s¢itame a dostavame
numerickil hodnotu integralu v uzatvorenom intervale. Potom vypocet vplyvu blizkych

z6n numerickou integraciou bude (Hofmann-Wellenhof a Moritz, 2005, rov. 2-408):

c Ap AN ,
5 (@) = <,0 Z Ag (¢, N)S(y) cosep (16)

pricom (p, \) predstavuji sférickdt zemepisnt sirku a dizku vypoc¢tového bodu, (o', \')
sférick zemepisnt §irku a dlzku stredu integracného elementu, j je pocet vietkych integ-
racnych elementov v oblasti oy a Ao, = Ap AN cos¢’. Dolezitym faktom je singularita
sférickej Stokesovej funkcie pre y = 1 (¢ = 0°). V literattre bolo navrhnutych niekolko
sposobov ako sa s tymto problémom vysporiadat.

Alternativny spésob numerického vypoctu vplyvu blizkych zén predstavuje rychla Fou-
rierova transformacia (RFT) (Cooley a Tukey, 1965). Tato umoziuje prechod z ¢asovej,

resp. priestorovej oblasti do oblasti frekvencénej a ma nespocetné mnozstvo aplikacii najmé



v problematike spracovania signalu. Najdolezitejsiou vlastnostou Fourierovej transforma-
cie z hladiska vypoc¢tu vplyvu blizkych zén je veta o konvoltcii. Na zédklade tejto vety
dokézeme vyjadrit konvoluény integral pomocou Fourierovej transformécie F a jej in-
verzie F 1. Prikladom konvolu¢ného integralu je aj vplyv blizkych zén, ktorého vypocet

algoritmom RFT je nasledovny:

c Ap AN

BT (,0) = S22

o f‘l{f[S(y)] F[Ag (¢, N) cosy'] } (17)
Aproximacie vahovej funkcie v rovine a na sfére viedli k niekolkym algoritmom RFT.

Z tychto len jednorozmernd RFT na sfére je exaktna, rovnako ako numericka integracia.

3.5 Vyuzitie MKP pri rieSeni zmieSanej geodetickej okrajovej
ulohy

MKP zaradujeme do skupiny tzv. varia¢nych metdd na rieSenie okrajovych tloh, kedy
sa pomocou aparatu matematickej algebry a analyzy prepracujeme od okrajovej ulohy k
systému linedrnych rovnic, pricom predpokladame konecnu oblast rieSenia so znédmymi
okrajovymi podmienkami. Nie je teda mozné touto numerickou metédou priamo riesit
JMP (1) a (2). Alternativu k JMP, pri ktorej mozno vyuzit MKP, predstavuje zmieSana
geodetickd okrajova tloha s okrajovymi podmienkami 1. a 3. druhu, ktord formulujeme
nasledovne.

Nech ' C R? je kone¢nd oblast ohrani¢ena plochami I';, i = 1,2,...,6. Nech po-
ruchovy potencidl T' v oblasti €' vyhovuje Laplaceovej diferencidlnej rovnici, na hranici

I'1 nech s zndme anomalie tiaZového zrychlenia vo volnom vzduchu Ag a na hraniciach

I';, ©=2,3,...,6 nech je znamy poruchovy potencial Tz, potom bude:
VT=0 v ¢ (18)
or 2
Ag=——-—=T r 19
J or R ne (19)
T:TGMZ na Fi, 222,36 (20)

Vseobecny postup pri rieSeni okrajovych tloh pomocou MKP mozno zhrnit do tychto
krokov (Reddy, 1993): diskretizacia oblasti na elementy, odvodenie slabej formulacie di-
ferencialnej rovnice, zostavenie systému linearnych rovnic na jednotlivych elementoch,
zostavenie globalneho konecno-prvkového modelu, riesenie systému linearnych rovnic.

Diskretizaciu konecnej oblasti rieSenia moZno vykonat niekolkymi sposobmi v zavis-
losti od tvaru a dimenzie oblasti rieSenia. Pre zmiesant geodetickt okrajovi tlohu (18) az

(20) boli pouzité 4-uzlové a 8-uzlové elementy. Tvar elementov priamo ovplyviiuje tzv. ap-



roximac¢né funkcie, ktoré st v MKP funkciami polynomickymi. Velkost elementov vyrazne
ovplyviiuje presnost numerického riesenia okrajovej tlohy.

Pod slabou formulaciou diferencialnej rovnice rozumieme integralnu identitu:

/Vw-VTdQ':/wa—Tda (21)

v ktorej zoslabime poziadavky na neznamy poruchovy potencial T', pricom w je testovacia
funkcia, n’ predstavuje vonkajSiu normélu k hranici 0) = Zle I'; oblasti €. RieSenie,
ktoré spliia slabt formulaciu nazfvame slabym riesenim a z fyzikalneho hladiska odpoveda
podmienke minima potencialnej energie.

Slabé riesenie v dalsom kroku nahradime rieSenim pribliznym na kazdom elemente.
Poruchovy potencidl T' vyjadrime v tvare linearnej kombinacie poruchového potencialu

T¥ v j-tom uzlovom bode elementu (2, a aproximacnej funkcie ¥$. Mozeme teda napisat:
N
TzTezsz s (22)
j=1

kde N je pocet uzlovych bodov elementu. Dosadenim priblizného rieSenia (22) pre po-

ruchovy potencial do slabej formulécie (21) a uvazenim aproximacénych funkcii ¥¢, i =

1,2,..., N namiesto testovacej funkcie w ziskame systém linearnych rovnic pre element
QU v tvare:
Y & e e Q/ e aT N
M Ts [ VIV dQ, = Vi o—do, i=1... N (23)
=1 o0, ¢

pricom 0€2, je hranica elementu 2, a n je vonkajsia norméla k tejto hranici. Integral
na lavej strane rovnice (23) zévisi od zndmych aproximaénych funkcii, ktorych priebeh
suvisi s tvarom elementu a poc¢tom uzlovych bodov. Tento integral oznac¢ujeme symbolom
K7; a tvori koeficienty tzv. matice tuhosti. Integral na pravej strane predstavuje prvok
tzv. vektora tokov cez hranice elementu a oznacujeme ho )f. Potom v maticovom zapise

systém linedrnych rovnic pre element €2, bude:
N
STKLTE =@ i=1,...,N (24)
j=1

Obdobnym sposobom vieme vytvorit sistavy rovnic pre vSetky elementy, ktorymi diskreti-
zujeme oblast rieSenia. Ak na hraniciach elementu pozname anomaélie tiaZzového zrychlenia

Ag, derivéaciu poruchového potencidlu v smere vonkajsej normély v rovnici (23) nahradime
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podla (19) vyrazom 6872 ~ = Ag— 2T,

Aby sme ziskali numerické rieSenie zmieSanej geodetickej okrajovej tlohy (18) az (20)

v oblasti £, vytvorime tzv. globalny kone¢no-prvkovy model. V tomto spojime sustavy
rovnic pre vSetky elementy, pricom vyuzijeme princip spojitosti riesenia medzi elemen-
tami a rovnovahu tokov. Pre rieSitelnost globalneho kone¢no-prvkového modelu metédami

matematickej algebry je nevyhnutné zadat okrajové podmienky podla rovnic (19) a (20).

4 Numerické experimenty

Ako vyplyva z teoretickej casti predkladaného prispevku existuje niekolko principidlne
odlisnych procedir na urcenie regionalneho modelu kvazigeoidu. Za tcelom ich objek-
tivneho porovnania boli vykonané numerické experimenty. Vnitorna presnost procedir
a algoritmov bola testovana s vyuzitim sférickych harmonickych koeficientov syntetic-
kého modelu Zeme (SMZ). Porovnanie deterministickych modifikdcii a kombinovanych
GMZ bolo vykonané pomocou globalnej strednej kvadratickej chyby. Nakoniec boli vy-
uzité realne gravimetrické udaje, digitdlne modely reliéfu a kombinované GMZ pri dalsom
sprestiovani gravimetrického modelu kvazigeoidu na tzemi Slovenska, ktorého absolitna
presnost bola testovana na mnozine bodov z merani globalneho polohového systému (GPS)
a nivelacie. Vzhladom na zna¢ny pocet numerickych experimentov sa v dalsSom obmedzime

len tie najdolezitejsie.

4.1 Testovanie vnutornej presnosti procedir pomocou SMZ

SMZ, ktoré definujeme ako umelé modely tiazového pola Zeme, sa stali ddlezitym
nastrojom pri testovani vnutornej presnosti procedir a algoritmov. Pre nasledujiice nu-
merické experimenty bol zvoleny SMZ zalozeny na rozvoji potencialu do radu sférickych
harmonickych funkcii s priestorovym rozlisenim 5 x 5. Tento obsahuje sférické harmo-
nické koeficienty do stuptia a radu M,,,,=2160, pomocou ktorych dokdZeme vygenerovat
nielen vstupné hodnoty, ale aj hodnoty kontrolné.

Testovanie vnitornej presnosti algoritmov vypoctu plosného integralu, deterministic-
kych modifikacii a numerického riesenia zmiesanej geodetickej okrajovej tilohy MKP bolo
vykonané na Casti eurépskeho kontinentu v oblasti ¢ € (40°,60°) a A € (0°,30°) na ploche
referencnej sféry s polomerom R = 6371 km. V ramci dizertacnej prace boli vytvorené
programy (s pracovnymi nazvami NUMINT1, NUMINT2, 1D-FFT) na numericky vypo-
¢et plosného integralu a boli porovnané s existujicimi programami GEOFOUR, SPFOUR
a STOKES (Tscherning a kol., 1992). Okrem toho bol vytvoreny aj program na vypocet
vplyvu vzdialenych zén. Integracia anomalii tiazového zrychlenia v testovanych progra-

moch sa vykonavala s krokom 5’ v smere zemepisnej Sirky aj v smere zemepisnej dizky
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Program M | min. (m) | max. (m) | str. hod. (m) | $t. odch. (m)
2 -0.076 0.060 -0.005 0.011
NUMINT1
360 -0.025 0.024 0.000 0.006
2 -0.071 0.105 0.000 0.012
NUMINT?2
360 -0.044 0.063 0.000 0.009
2 -0.076 0.060 -0.005 0.011
1D-FFT
360 -0.025 0.024 0.000 0.006
2 -12.834 -4.020 -7.415 1.471
GEOFOUR
360 -0.120 0.094 0.000 0.021
2 -0.105 0.261 -0.004 0.014
SPFOUR
360 -0.024 0.026 0.000 0.006
2 -0.066 0.050 -0.004 0.011
STOKES
360 -0.026 0.029 0.000 0.006

Tabulka 2: Statistika rozdielov medzi modelmi kvéazigeoidu vypocitanych
integraciou v programoch a SMZ

s integra¢nym polomerom 1)y = 6°. Pre tcely numerického porovnania odhadu vyskove;j
anomaélie s normalnym tiazovym polom generovanym ekvipotencidlnym elipsoidom podla
rovnice (7) a metédy RCR podla rovnice (9) boli uvizené maximalne stupne dlhovln-
nej zlozky M = 2 a 360. Normalne tiazové pole bolo definované parametrami geode-
tického referen¢ného systému 1980 (GRS80) (Moritz, 1992). Deterministické modifikacie
implementované do programu NUMINT?2, boli vytvorené programy na vypocet vplyvu
vzdialenych zon a rovnako boli testované pomocou SMZ. Rovnako tak sa vykonalo testo-
vanie MKP pri numerickom rieSeni zmieSanej geodetickej okrajovej ulohy (18) az (20) v
programe ANSYS, verzia 8.1 (http://www.ansys.stuba.sk). Vyska hornej hranice oblasti
riesenia (R,,, — R) bola zvolena v rozmedzi od 10 km az do 1000 km s nepravidelnym
intervalom. Podobne boli testované aj stupne diskretizacie sférickej plochy. Z dévodu ob-
medzenej pamiti pocitaca (1GB) bolo mozné dosiahnut diskretizdciu 5’x5’, len ak vyska
hornej hranice oblasti rieSenia dosahovala hodnoty 10 km a 50 km. V ostatnych pripa-
doch bola pouzitd velkost plosného elementu 15'x15” a 30’x30’. Vyslednym riesenim v
programe ANSYS boli hodnoty poruchového potencialu v celej oblasti riesenia. Vnttorna
presnost MKP bola testovana len na dolnej hranici oblasti rieSenia, na ktorej boli hodnoty
poruchového potencidlu pretransformované na vyskové anomalie Brunsovym vzorcom (5).

Standardna odchylka pri testovani algoritmov vypoétu plogného integrélu a determi-
nistickych modifikicii dosiahla niekolko milimetrov, ako je uvedené v tab. 2, a je sposobené
diskretizacnymi chybami. Program GEOFOUR sa ukazal ako nevhodny pri odhade s nor-

malnym tiazovym polom generovanym ekvipotencidlnym elipsoidom. Vysledky poukazuju
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Rypp — R (km) | diskr. | min. (m) | max. (m) | str. hod. (m) | 8t. odch. (m)
5’5’ -0.031 0.032 0.000 0.005
10 15’x15’ -0.116 0.130 0.001 0.032
30"x30° -0.264 0.329 0.001 0.080
5'x5’ -0.090 0.072 0.001 0.011
50 15’x15’ -0.186 0.201 0.002 0.046
30"x30° -0.577 0.606 0.003 0.152
100 15’ %15’ -0.219 0.220 0.005 0.050
30’x 30’ -0.641 0.691 0.006 0.168
950 15’x15’ -0.237 0.241 0.010 0.054
30"x30° -0.616 0.748 0.014 0.182
500 15’x15’ -0.239 0.259 0.016 0.056
30"x30° -0.614 0.766 0.027 0.187
1000 15’x15’ -0.236 0.271 0.021 0.057
30’x 30’ -0.613 0.780 0.038 0.190

Tabulka 3: Statistika rozdielov medzi modelmi kvézigeoidu vypocitanych MKP a
SMZ

na numericka spravnost programov vytvorenych v ramci predkladanej dizertacnej prace.
Niekolko milimetrové rozdiely vnitornej presnosti sa prejavuju aj v zavislosti od volby
maximalneho stuptia dlhovlnnej zlozky tiazového pola, avSak len pri sférickej Stokesovej
funkcii. Pre deterministické modifikcie sa otézka volby normélneho tiazového pola uka-
zuje ako nepodstatna. Statistika rozdielov medzi modelmi kvazigeoidu uréenych MKP v
programe ANSYS a SMZ je uveden4 v tab. 3. Standardnd odchylka z4visi nielen od stupiia,
diskretizacie, ale aj od vysky hornej hranice oblasti riesenia. Celkom logicky zjemnova-
nim diskretizacie pri rovnakej vyske hornej hranice oblasti rieSenia Standardna odchylka
klesa. Vysledky na tirovni niekolkych milimetrov porovnatelné s predchadzajicimi nume-
rickymi experimentami, boli ziskané len pri diskretizacii 5’x5” s vySkou hornej hranice
oblasti 10 km a 50 km. V ostatnych pripadoch standardna odchylka dosahuje aj niekolko

centimetrov.

4.2 Testovanie absoliitnej presnosti procedur pri urceni kvazi-

geoidu na tzemi Slovenska

Na tzemi Slovenska je dostupnych viacej ako 200 000 diskrétnych gravimetrickych
udajov z gravimetrického mapovania. Z okolitych Statov st dostupné stredné hodnoty

Bouguerovych anomadlii tiazového zrychlenia s krokom 5’x7.5’. Tieto spolu s digitalnymi
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modelmi terénu a GMZ st zakladom modelovania gravimetrického kvazigeoidu na nasom
uzemi.

Modely kvazigeoidu pri testovani priblizného a gradientového rieSenia, kombinova-
nych GMZ a deterministickych modifikacii boli vypocitané v oblasti ¢ € (47.5° 50°)
a A € (16.7°,23°). Pri analytickych rieseniach JMP sa predpokladalo normélne tiazové
pole generované ekvipotencidlnym elipsoidom GRSS80. Integracia vstupnych tdajov sa
vykonala s krokom 20” v smere zemepisnej §irky a 30” v smere zemepisnej dlzky s in-
tegra¢nymi polomermi ¢y € (0.1°,1.0°) s krokom 0.1° a 1y € (1.0°,3.0°) s krokom 0.2°.
Vplyv vzdialenych zén bol vypoditany pomocou kombinovanych GMZ EGM96 (Lemo-
ine a kol., 1998), EIGEN-CG01C (Reigber a kol., 2006), EIGEN-CG03C (Forste a kol.,
2005), EIGEN-GL04C (Forste a kol., 2008) a EGM2008 (Pavlis a kol., 2008) na povrchu
teluroidu, ktorého plocha bola uréena z digitdlneho modelu terénu SRTM-3 (Rodriguez a
kol., 2005). Pri testovani MKP bolo mozné dosiahnut diskretizéciu oblasti 4-uzlovymi ele-
mentami s velkostou 3’ v smere zemepisnej Sirky a 4.5’ v smere zemepisnej dlzky. Dolné
hranica oblasti riesenia bola totozna s plochou teluroidu, sibezne s touto vo vyske 10
km sa nachadzala horné hranica. Hodnoty poruchového potencialu na hornej a bo¢nych
hraniciach oblasti riesenia boli vypocitané zo sférickych harmonickych koeficientov GMZ
EGM96 a EGM2008 do maximélneho stupna a radu 360, resp. 2160. Numerické riesenie
zmieSanej geodetickej okrajovej tlohy MKP bolo vykonané v programe ANSYS ver. 8.1.
Kvalita gravimetrickych modelov kvazigeoidu bola testovana geometricky urcenymi vys-
kovymi anomaliami na mnozine 41 bodov Slovenskej geodynamickej referencnej siete 1995
(SGRNO95) (Hefty, 1997).

Na zéaklade statistiky rozdielov medzi gravimetrickymi a geometrickymi vyskami kvéa-
zigeoidu na testovacich bodoch siete SGRN95 mozno konstatovat, Ze Standardné odchylka
absolutnej presnosti modelov kvazigeoidu sa meni s integra¢nym polomerom. Ak sa integ-
racia vykonéva len do niekolkych desatin stupiia je rieSenie ovplyvnené najméi rychlostou
konvergencie vplyvu vzdialenych z6n a presnostou GMZ. Na druhej strane, hromade-
nie chyb pozemnych gravimetrickych idajov sposobuje opédtovny narast standardnej od-
byt preferované gradientové rieSenie s korekénym clenom (G, kedy je minimélna hod-
nota standardnej odchylky na trovni 0.07 m pri integrac¢nych polomeroch okolo 1°, pozri
tab. 4. Tieto hodnoty boli dosiahnuté s vyuzitim sférickych harmonickyjch koeficientov
GMZ EGMY6. Statistika testovania modelov kvazigeoidu na uzemi Slovenska urcenych
len pomocou sférickych harmonickych koeficientov kombinovanych GMZ dokazuje prinos
modelu EGM2008, kedy standardna odchylka dosahuje 0.04 m, ak M,,..,=2160 a je pod
hranicou 0.20 m, ak M,,.,=360, pozri tab. 5. V pripade ostatnych kombinovanych GMZ
presahuje hodnoty 0.20 m a pre spresnenie modelu kvazigeoidu je nevyhnutné vyuzit aj

podrobné gravimetrické idaje. Naproti tomu, ak uvazime podrobné gravimetrické idaje
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¥o(°) | min. (m) | max. (m) | str. hod. (m) | §t. odch. (m)
0.1 0.297 0.917 0.628 0.138
0.2 0.401 0.847 0.610 0.118
0.3 0.394 0.808 0.590 0.103
0.4 0.362 0.748 0.573 0.084
0.5 0.401 0.691 0.552 0.078
0.6 0.413 0.682 0.530 0.065
0.7 0.395 0.678 0.508 0.064
0.8 0.379 0.669 0.488 0.069
0.9 0.356 0.683 0.471 0.069
1.0 0.333 0.675 0.453 0.067
1.2 0.325 0.667 0.421 0.064
14 0.278 0.642 0.387 0.066
1.6 0.163 0.660 0.359 0.090
1.8 0.149 0.662 0.328 0.107
2.0 0.057 0.681 0.302 0.127
2.2 0.009 0.743 0.282 0.146
24 0.039 0.707 0.266 0.161
2.6 0.018 0.703 0.267 0.174
2.8 0.016 0.725 0.272 0.179
3.0 0.024 0.705 0.289 0.180

Tabulka 4: Statistika rozdielov medzi gravimetrickymi a geometrickymi vyskami
kvazigeoidu na mnozine GPS/nivela¢nych bodov, vstupné tdaje: Ag + G, vahova
funkcia: (Stokes, 1849), GMZ: EGM96, M,,,.=360

GMZ Mpay | min. (m) | max. (m) | str. hod. (m) | $t. odch. (m)
EGM96 360 0.155 0.926 0.603 0.232
EGM2008 360 0.091 0.763 0.398 0.173
EGM2008 2160 0.337 0.527 0.418 0.037
EIGEN-CGO01C 360 -0.261 0.690 0.328 0.228
EIGEN-CG03C 360 -0.182 0.777 0.325 0.213
EIGEN-GL04C 360 -0.217 0.715 0.346 0.219

Tabulka 5: Statistika rozdielov medzi gravimetrickymi a geometrickymi vyskami
kvéazigeoidu na mnozine GPS /nivela¢nych bodov pre kombinované GMZ

spolu s kombinovanym GMZ EGM2008, dochadza k zhorSeniu presnosti vysledného mo-
delu kvéazigeoidu, pozri tab. 6. Pre zlepSenie filtracnych vlastnosti je potrebné vyuzit deter-
ministické modifikacie, kedy sa dosahuje urychlend konvergencia vplyvu vzdialenych zén a
postacuje uvazit sférické harmonické koeficienty do stupiia a radu 360. Statistika testova-
nia modelov kvazigeoidu urc¢enych numerickym rieSenim zmiesanej geodetickej okrajovej
tilohy MKP je uvedené v tab. 7. Standardna odchylka presahuje hodnotu 0.20 m, ak si
okrajové podmienky 1. druhu uréené pomocou GMZ EGM96. Zlepsenie presnosti mo-
delu kvazigeoidu pozorujeme, ak na vypocet okrajovych podmienok 1. druhu pouzijeme
sférické harmonické koeficienty GMZ EGM2008. Takmer rovnakéa absolttna presnost od-

povedé modelom kvazigeoidu urcenych len pomocou sférickych harmonickych koeficientov
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¥o(°) | min. (m) | max. (m) | str. hod. (m) | §t. odch. (m)
0.1 0.313 0.468 0.402 0.034
0.2 0.277 0.467 0.381 0.043
0.3 0.221 0.444 0.358 0.064
0.4 0.168 0.446 0.338 0.078
0.5 0.120 0.444 0.320 0.090
0.6 0.090 0.441 0.304 0.097
0.7 0.059 0.437 0.294 0.097
0.8 0.053 0.437 0.286 0.098
0.9 0.058 0.436 0.282 0.096
1.0 0.070 0.433 0.279 0.092
1.2 0.100 0.441 0.277 0.081
14 0.117 0.462 0.277 0.076
1.6 0.137 0.506 0.279 0.079
1.8 0.138 0.541 0.289 0.090
2.0 0.143 0.662 0.307 0.111
2.2 0.151 0.770 0.331 0.134
24 0.174 0.824 0.358 0.147
2.6 0.179 0.846 0.391 0.158
2.8 0.194 0.876 0.434 0.170
3.0 0.225 0.914 0.478 0.177

Tabulka 6: Statistika rozdielov medzi gravimetrickymi a geometrickymi vyskami
kvazigeoidu na mnozine GPS/nivela¢nych bodov, vstupné tdaje: Ag + G, vahova
funkcia: (Stokes, 1849), GMZ: EGM2008, M,,,,=2160

GMZ Mpay | min. (m) | max. (m) | str. hod. (m) | §t. odch. (m)
EGM96 360 0.164 0.926 0.605 0.229
EGM2008 2160 0.322 0.528 0.417 0.042

Tabulka 7: Statistika rozdielov medzi gravimetrickymi a geometrickymi vyskami
kvéazigeoidu na mnozine GPS/nivelaénych bodov pre MKP, diskretizacia 3’x4.5’,
vstupné udaje: Ag

tychto GMZ, pozri tab. 5, ¢o poukazuje na silnii korelaciu numerického rieSenia zmiesanej

geodetickej okrajovej ilohy MKP s pouzitym GMZ.

5 Prinos dizertacnej prace pre vedu a prax

Hlavnym cielom dizertacnej prace bolo objektivne porovnanie procedur a algoritmov
pri sprestiovani regionalneho modelu kvazigeoidu s vyuzitim analytickych rieSeni JMP a
numerickych rieSeni zmieSanej geodetickej okrajovej tlohy MKP. Za prinosy dizertacnej

prace podstatné pre rozvoj vedy v oblasti geodézie mozno oznacit:

e zovseobecnené vyjadrenie deterministickych modifikacii a odhadov vyskovej anomé-

lie
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e odvodenie derivacii sférickej Stokesovej funkcie az do 4. radu

e odvodenie vztahu na vypocet koeficientov rozvoja chybovej vdhovej funkcie a od-
stranenie singularity pre deterministické modifikacie v tvare zvysku Taylorovho po-

lynému

Za prinosy podstatné pre rozvoj praktického urcovania kvazigeoidu na tizemi Slovenska

mozno oznadit:
e vytvorené programy na vypocet vplyvu blizkych a vzdialenych zon

e aplikiciu odhadu s norméalnym tiazovym polom generovanym ekvipotencidlnym elip-

soidom a deterministickych modifikacii
e aplikdciu MKP pri numerickom rieseni zmiesanej geodetickej okrajovej tlohy

Za prinosy podstatné pre rozvoj praxe v oblasti geodézie mozno oznacit modely kvéazige-

oidu, ktoré po procese fitovania bude mozné vyuzit pri:
e urcovani Molodenského normalnych nadmorskych vysok pomocou GNSS
e analyze a testovani systematickych chyb vo vyskovych sietach

e transformaéacii suradnic

Zaver

V predkladanom prispevku boli diskutované procedury praktického urcovania regi-
onalneho modelu kvéazigeoidu. Standardné pristupy zaloZené na analytickom rieseni JMP
a netradi¢na aplikdcia MKP pri rieSeni zmieSanej geodetickej okrajovej tillohy boli mate-
maticky popisané a numericky testované pomocou syntetickych a realnych tdajov.

Z pohladu praktického urcovania kvazigeoidu mozno konstatovat niekolko dolezitych
skutocénosti. Vnutorna presnost Standardnych procedir dosahuje niekolko milimetrov a
vyplyva z diskretiza¢nych chyb, pripadne chyb, ktorych sa doptstame pri odstraneni sin-
gularity vahovej funkcie. Metéda RCR a odhad s normalnym tiazovym polom generova-
nym ekvipotencialnym elipsoidom st nielen po matematickej, ale aj numerickej stranke
ekvivalentné. Deterministické modifikéacie st z numerického hladiska rovnaké so zanedba-
telnymi rozdielmi vnatornej presnosti. Testovanie MKP preukézalo nestabilitu algoritmu
so zmenou vysky hornej hranice oblasti riesenia.

Na zaklade testovania absolitnej presnosti modelov kvazigeoidu na tizemi Slovenska

mozno povedat, Ze gradientové rieSenie s korekénym clenom G; by malo byt preferované.
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Najlepsie vysledky pri ur¢eni modelu kvazigeoidu pomocou sférickych harmonickych ko-
eficientov GMZ boli dosiahnuté pri pouziti modelu EGM2008. V pripade kombinovanych
GMZ EIGEN nebolo preukazané vyrazné zlepSenie presnosti v porovnani s EGM96. Re-
alne gravimetrické tdaje v kombinécii s GMZ EGM2008 len nepatrnym spésobom zlep-
sili presnost vysledného modelu kvazigeoidu. V pripade ostatnych GMZ je pre zvySenie
presnosti modelu kvazigeoidu kombinacia s gravimetrickymi tidajmi nevyhnutna. Deter-
ministické modifikicie preukazali aj pri pouziti redlnych tdajov urychlenti konvergenciu
a filtracné vlastnosti. Ich pouzitie sa ukazalo ako vyhodné v pripade, Ze sa v kombinacii
pozemnych gravimetrickych tdajov a GMZ EGM2008 pouzije maximalny stupen sféric-
kych harmonickych koeficientov M,,,, =360, ¢o vyrazne skracuje vypoctovy cas. Okrem
toho bola dokumentovana redukcia moznych systematickych chyb v procedire vypoctu
kvazigeoidu. Numerické rieSenie zmiesanej geodetickej okrajovej tlohy s okrajovymi pod-
mienkami 1. a 3. druhu poukéazalo na silnti korelaciu v zavislosti od pouzitého GMZ.

Z hladiska sprestiovania gravimetrického modelu kvazigeoidu na Slovensku je nevy-
hnutné zaoberat sa dalsimi teoretickymi a praktickymi tlohami. V rdamci analytickych
rieSeni JMP bude nevyhnutné zaoberat sa problematikou elipsoidickych korekcii a vply-
vom korekénych ¢lenov Ga, resp. GG3. Rovnako tak je nevyhnutné zaoberat sa otézkou
vplyvu vzdialenych zén, ktory je sposobeny korekénymi élenmi. Dalsie pokroky v apli-
kacii MKP mozZno dosiahnut uvézenim okrajovych podmienok z priamych merani, resp.
pokracovania origindlnych merani. V tomto smere sa javi MKP vyhodna napriklad pri

kombinacii leteckej a pozemnej gravimetrie alebo vyuziti idajov druzicovej misie GOCE.
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Summary

Determination of quasigeoid which represents a reference surface for Molodensky’s
normal heights has been discussed in geodetic studies for many years. Gravimetric method
based on formulations and solutions of geodetic boundary value problems is preferred
in the determination of regional quasigeoid model. Numerical comparison of procedures
and algorithms implied by analytical solution for the simple Molodensky’s problem and
solution of the mixed boundary value problem by finite element method is the main topic
of this dissertation.

Direct application of analytical solution for the simple Molodensky’s problem in the
form of the surface integral is restricted due to lack of gravity data. Surface integral is
divided into truncated integration of gravity data and finite series of spherical harmonics.
Normal gravity field can be generated by an equipotential elipsoid or a spheroid. Integra-
tion kernel determining the weight of individual gravity data has a filtering properties in
truncated integration and defines the convergence of finite series of spherical harmonics.
General equations for existing deterministic modifications of spherical Stokes’ function
and for height anomaly estimators are proposed.

Numerical solution of the mixed geodetic boundary value problem by finite element
method is unconventional approach in the determination of regional quasigeoid model.
At first, solution domain is divided into finite elements. Using approximation functions
and weak formulation of the differential equation element system of linear equations is
constructed. According to the principles of continuity of numerical solution and balance
of fluxes global system of linear equations is created. Applying boundary values global
system of linear equations is solvable.

Procedures for the surface integral evaluation, deterministic modifications of sherical
Stokes’ function and finite element algorithm are tested using synthetic Earth gravity mo-
del. Behavior of global root mean square is studied in order to validate filtering properties
and rapid convergence of finite spherical harmonics series when integration kernel is modi-
fied. Approximate and gradient solutions for the simple Molodensky’s problem, combined
global gravity field models, deterministic modifications of spherical Stokes’ function and
numerical solution of the mixed boundary value problem by finite element method are
tested on a set of GPS/levelling points implying for improved quasigeoid models in the

area of Slovakia.
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