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ABSTRAKT

V sucasnosti zavadzanych eurdpskych norméch pre navrhovanie kovovych konstrukeit
su zahrnuté niektoré metddy, ktoré sa v nahrddzanych norméach nenachadzali. Preto tieto
metddy zatial’ neboli dostato¢ne pouzivané nato, aby sa overila ich spravnost’ (vystiznost).
Ulohou prvej &asti prace je overenie spravnosti a zhodnotenie pribliznej metody vypodtu
kritickej osovej sily pri priestorovej strate stability tenkostenného, centricky tlacené¢ho pruta.
Tato metdoda vychadza z priblizného rieSenia sustavy diferencialnych rovnic (vyjadrujucich
podmienky rovnovahy pruta), ktoré odvodil vo svojej praci Vlasov [1]. Pre potrebu vypoctu
vacSieho mnozstva kritickych sil bol zostrojeny vlastny vypoctovy program na zaklade
metédy konecénych prvkov (MKP). Druha cast price sa venuje vzpernej odolnosti
hlinikovych pratov s prieénymi alebo pozdiznymi zvarmi podla normy [11]. Vzhladom
na znizenu pevnost’ hlinika v teplom ovplyvnenej oblasti od zvarania su tu urcité Specifika.
Okrem toho je tu zavedena metoda efektivnej hrubky prvku prierezu na rozdiel od metody
efektivnej Sirky prvku prierezu, ktord sa pouziva pri oceli. V tretej Casti prace sa analyzuje
metéda posudzovania vzpernej odolnosti prutov s nekonStantnym prierezom a/alebo
s nekon$tantnou osovou silou aramov ztakychto pratov zlozenych na zaklade analyzy
teoriou II. rddu s imperfekciou odvodenou od vlastného tvaru vybocdenia prata/ramu.
Zaciato¢na globélna a lokélna imperfekcia sa v tvare ekvivalentnej geometrickej imperfekcie
odvadza od vlastného tvaru straty stability prata alebo rdmu v pruznom stave. Vzhl'adom na
moznost’ pouzitia tejto metddy aj priprutoch s konStantnym prierezom a osovou silou
aramoch znich zlozenych, sa v poslednej Casti prace nachddza porovnanie s ostatnymi
metddami posudzovania vzpernej odolnosti nachddzajiicimi sa v norme [10].



ABSTRACT

The European standards for design of steel and aluminum constructions being
implemented in the present contain some of the methods that were missing in the former
standards. Therefore, these methods have not been used sufficiently yet in order to verify their
correctness (accuracy). The aim of the first part of this work is to valuate and verify
of correctness of an approximate method of calculating critical force in the case of a torsional-
flexural buckling of a thin-walled, centrically compressed member. This method is based
on an approximate solution of a system of differential equations (expressing the equations
of equilibrium of a member) that were derived by Vlasov in his thesis [1]. In order to be able
to calculate a bigger amount of critical forces, a computing program based on the finite
element method was created. The second part of the work deals with buckling resistance
of longitudinally or transversally welded aluminum members according to the standard [11].
Regarding to a reduction in strength properties of aluminum in a heat affected zone (HAZ)
caused by welding, there are certain particularities. Besides this, the method of effective
thickness of an element’s cross-section is implemented here, what is different
from the method used in the case of steel members, where effective width of an element’s
cross-section is used. In the third part of the work the method of verifying buckling resistance
of members with a non-uniform cross-section and/or with a non-uniform axial compression
force (and frames containing this kind of members) is being analyzed. This method is based
on the second order theory with an imperfection derived according to a buckling mode of a
member or frame in an elastic condition. According to the possibility to use this method also
in the case of members with a uniform cross-section and a uniform axial force and frames
containing these members, there is a comparison with other methods of verifying buckling
resistance from the standard [10].
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kritickd sila pri strate stability ohybom vrovine osi symetrie prierezu
V pruznom stave

osov¢ sily charakterizujuce stavy rozdvojenia rovnovahy prata

pocet polovin sinusoidy

ohybové tuhost’ pri ohybe v rovine osi symetrie prierezu

dizka prata

priehyb v smere osi symetrie prierezu v (3.2)

deformécia (priehyb) pruta v smere hlavnej osi z prierezu v (3.4)

deformadcia (priehyb) pruta v smere hlavnej osi y prierezu v (3.4)

hlavné taziskové osi prierezu podl'a Vlasovovej konvencie v (3.3)

pozdizna taziskova os pruta podl'a Vlasovovej konvencie v (3.3)

hlavné taziskové osi podla konvencie v Eurokdde (pouzita v tejto praci)
pozdizna taziskova os prata podl'a konvencie v Eurokdde (pouzita v tejto
praci)

osova sila

polomer krivosti prichybovej krivky

premiestnenie prierezu v smere osi x resp. y podl'a Vlasovovej suradnicovej
konvencie

pootocenie prierezu podl'a Vlasovovho znacenia

ohybové tuhosti prierezu k hlavnym taziskovym osiam prierezu

tuhost’ vo vol'nom kruteni

moment zotrvac¢nosti vo vol'nom kruteni (Saint-Venantov)

vysekovy moment zotrvacnosti

tuhost’ vo viazanom kruateni

modul pruznosti v tahu resp. v Smyku
geometrické veliCiny zavislé od tvaru prierezu vo Vlasovovej stradnicovej
U

U
konvencii v (3.3): =2 —a; =—* _q;
(3.3): B, Y o B, Y y

geometrické veliiny prierezu (momenty treticho radu) v (3.3)
U, =J.y(x2 +y2)dA; U, :.[x()c2 +y2)dA;
A A

koncové ohybové momenty vo Vlasovovej suradnicovej konvencii v (3.3)
suradnice stredu $Smyku vzhl'adom na tazisko prierezu (Vlasovovo znacenie
v (3.3)

stradnice stredu Smyku vzhladom na tazisko prierezu k hlavnym osiam
prierezu

polarny polomer zotrvacnosti prierezu vzhl'adom na stred Smyku

I +1
iS:\/ Y yl4z]

A
momenty zotrvacnosti prierezu k hlavnym taZiskovym osiam prierezu

skrutenie prierezu
konstanty v (3.7), (3.8) a (3.11)~(3.13)
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kritické sily pri vyboCeni ohybom v rovinach kolmych na hlavné osi y a z

prierezu (urCované pomocou Eulerovho vztahu aj v pripade, ked’ nastava
priestorové vybocenie prita, pre ohybové tuhosti El,, EI a pre kritické dizky
odpovedajuce ulozeniu prita v rovine prislusnej k hlavnej osi prierezu)

kriticka sila prislusna strate stability skritenim

fundamentalne funkcie v (3.11)~(3.15)

bezrozmerné veli¢iny zohl'adiiujice okrajové podmienky
pruta v ohybe v rovinach hlavnych osi prierezu a v kruteni

stginitele vzpernych dizok pri strate stability ohybom kolmo na os y, z a

pri strate stability skratenim

stdinitele vzpernych dizok pri strate stability ohybom kolmo na os y, z a
pri strate stability skritenim (znacenie v Eurokodoch)

sucinitele vyjadrujuce vplyv roznych okrajovych podmienok v ohybe a krateni
kriticka sila pri priestorove;j strate stability vypocitana pribliznou metodou
stginitele “vzpernych“ dizok vypoéitané z vlastnych tvarov prieéneho kmitania

pri pouziti Vlasovového vzorca (str.347 [1]) resp. pri pouziti tu odvodenych
vzorcov (3.14) pre koeficienty k;; a vzorca (3.21)
stdinitele vzpernych dizok vypoéitané z vlastnych tvarov straty stability

pri pouziti tu odvodenych vzorcov (3.14) pre koeficienty k; a vzorca (3.21)
koeficienty polynomickej aproximacie

premiestnenia v smere osi z, y a skritenie zaciato¢ného prierezu elementu
premiestnenia v smere osi z, y a skritenie koncového prierezu elementu

prvé derivacie priebehov premiestneni v smere osi z, y a priebehu skratenia

v zaCiatocnom bode elementu (sekundarne nezname v zaciatocnom bode el.)
prvé derivacie priebehov premiestneni v smere osi z, y a priebehu skritenia

v koncovom bode elementu (sekundarne nezndme v koncovom bode elementu)

78 (x) ~y, (x) bazové funkcie

u(x)

ki, k>
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[a], [#]
[4], [B]

K, K>
[4], [B]
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o

cr

0

N cr,MKP

vahova (testovacia) funkcia

elementové matice

vektor priméarnych a sekundarnych neznamych elementu

vektor priméarnych a sekundarnych neznamych pruta

matice sustavy rovnic elementu

globalne matice sustavy rovnic prata

matice prata

globalne matice ststavy rovnic pruta s aplikovanymi okrajovymi podmienkami
vektor primdrnych

a sekunddrnych nezndmych prata s aplikovanymi

okrajovymi podmienkami

koeficient rozdvojenia rovnovahy, najmenSie vlastné c¢islo (prisluchajuce
prvému vlastnému tvaru)

Poissonove ¢islo

vektor vlastnych Cisiel

kriticka sila priestorového vzperu vypocitana vo vlastnom programe pomocou
MKP pouzitim prutového modelu
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kritickd sila priestorového vzperu vypocitana pribliznou metédou z (3.20) pri
priereze s jednou osou symetrie pri poloZeni &, =1 resp. rieSenim N z rovnice
(3.18a) pri nesymetrickom priereze pre «,, = «,, =1

diika pri ktorej sa kritické sily prislusné zlozkam priestorového vzperu rovnaju
dlzka pratu pri ktorej je kriticka sila N, , resp. N, . rovna kritickej sile N, ;

4

vzpernd odolnost’ pruta

efektivna plocha prierezu s ohl'adom na lokalne vydivanie a vplyv méknutia
v teplom ovplyvnenej oblasti (HAZ) od pozdlznych zvarov

sucinitel’ zohl'adnujtci vplyv zvarov

sucinitel’ vzperu

charakteristickd hodnota dohovorenej medze klzu pre hlinikovu zliatinu

miera imperfekcie

pomerna Stihlost’

redukény faktor pre lokalnu stratu stability

efektivna hrubka s oh'adom na méknutie v HAZ a lokalnu stratu stability
charakteristickd hodnota dohovorenej medze klzu v HAZ

pomer hodnoty charakteristickej dohovorenej medze klzu v HAZ a mimo HAZ
plocha teplom ovplyvnenej oblasti v priereze od pozdiznych zvarov

pomocna plocha (ktorej prenasobenim f, dostaneme charakteristickit odolnost’
v tlaku prierezu s pozdiZznym zvarom)

prierezova plocha

pomer 4,/ A4

amplitada celkového priechybu

amplitudy pridavného priehybu vyplyvajiceho z tedrie II. radu

prierezovy modul

vzdialenost’ prierezu od inflexného bodu

parcialny stcinitel’ spol'ahlivosti pre odolnost’ pritov pri posudzovani straty
stability prata

navrhova hodnota osove;j sily

vzperné dizka (znadenie pouzité podla [11] a [3])

charakteristickd pevnost’ materialu hlinikovej zliatiny v HAZ

charakteristicka pevnost’ materialu hlinikovej zliatiny

pomer charakteristickych pevnosti hlinikovej zliatiny v mieste a mimo HAZ
faktor pre prierez s prienym zvarom

navrhova odolnost’ prierezu v tlaku v mieste prie¢neho zvaru

navrhova vzpernd odolnost tlateného pruta uréend na zaklade prierezu

SO zvarom v mieste x;
interpolacna funkcia
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Wo (x )
w(x)

7, (x)
i (%)

170.init

n(x)

parcidlny sucinitel’ spol'ahlivosti pre odolnost’ prierezov namahanych tahom
pri poruseni pretrhnutim
pomerna Stihlost’ pre prierez s prieCnym zvarom

sucinitel’ vzperu uréeny pre A

haz

priebeh zaciatocnej imperfekcie v rovine symetrie prierezu v (5.1)~(5.8)
priehyb prita (v uvazovanej rovine symetrie prierezu) v (5.1) a (5.2), pridavny
priehyb pruta (v uvazovanej rovine symetrie prierezu) v (5.3)~(5.8)

vlastny tvar vybocenia pruta resp. rovinnej konStrukcie normovany pre

amplitidu rovnu 1
funkcia priebehu imperfekcie zvolenej v tvare afinnom vlastnému tvaru

V pruznom stave

amplitida imperfekcie 7, (x)

priebeh pridavného priehybu (deformacie) prata v zmysle tedrie 11. radu (ktory
vznik4 pdsobenim osovych sil na prite s imperfekciou 7, . (x))

Mo s Minax amplituda pridavného priechybu

Ny, (x), My, (x) navrhové odolnosti prierezu v tlaku a v ohybe

M "E’d,im (x)  priebeh ohybovych momentov pruta vznikajicich pri pridavnom prichybe
pocitany tedriou II. radu

M, i (x,)) ohybovy moment prita v reze x,, uréeny teériou II. radu

M g v (L [2) ohybovy moment v strede ndhradného pruta uréeny teériou II. radu

N, (x) priebeh osovych sil

El, iNgyw>Nram ;Mg,m,,m 7. veli¢iny v reze x,,

Xm rozhodujuci prierez prata

e, amplituda imperfekcie (v tvare poloviny sinusoidy) ndhradného pruta

M, ohybovy moment v priereze x, pruta, ktory je zdeformovany do prvého
vlastného tvaru (s amplitidou rovnou 1)

a, koeficient rozdvojenia rovnovahy priata/rdamu v rovine prislusSny prvému
Vlastnému tvaru v pruZnom stave

L, dlzka nédhradného prata

N (x), M (%)

charakteristické odolnosti prierezu v tlaku a v ohybe
miera imperfekcie ndhradného prita

pomerna Stihlost’ ndhradného pruta

kritickd sila nadhradného pruta pre prvy vlastny tvar

hodnota kritickej sily v reze x,, vySetrovaného pruta

N e (x), My, (x) charakteristické odolnosti prierezu v tlaku avohybe vreze x,

k

vySetrovaného prata
pomer medzi momentom vypocitanym tedriou II. radu a momentom tedrie I.
radu
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Kapitola 6

pomerna Stihlost’ a sucinitel’ vzperu vypocitané pre parametre z prierezu x,,
miera imperfekcie urena pre tvar prierezu prata v rozhodujucom reze x,,
amplitida imperfekcie nahradného prita - znacenie podl'a normy [13]
ohybové momenty pruta od vonkajSieho zatazenia uréené teoriou II. radu
dizka kroku pri ekvidistantnom deleni prata

hodnota derivacie osovej sily v uzle i

priehyby w v mieste ...x; 7, X;, Xi+;

ohybova tuhost’ prierezu resp. osova sila v mieste x;

matica sustavy rovnic

vektor hl'adanych prichybov prita

matica s argumentmi a; tykajucich sa ohybovych tuhosti £/,
matica s argumentmi b; tykajucich sa derivacii osovych sil dNy,,;
matica s argumentmi ¢; tykajucich sa osovych sil N;

matica zohl'adiiujuca okrajové podmienky pruta

vektor vlastnych ¢isiel

i-te vlastné Cislo z vektora {a}, charakterizujlice stav rozdvojenia rovnovahy
vektor i-teho vlastného tvaru prislusného vlastnému ¢islu «,

vektor pravych strdn nehomogénnych rovnic skutocného pruta s imperfekciou
vyuzitie v jednotlivych rezoch prata od ohybovych momentov resp. od osove;j
sily a celkové vyuzitie

poloha maximalnej poradnice vlastného tvaru

poloha maximdlneho momentu teorie II. rddu na vySetrovanom prute

poloha maximalneho napdtia od momentov teodrie II. rddu na vySetrovanom

prute

kritické zatazenie pre stratu stability v pruznom stave s globalnym vlastnym

tvarom, vypocitané pre zaciato¢né tuhosti
celkové navrhové zvislé zatazenie konstrukcie v dolnej urovni podlazia

navrhovd hodnota vodorovnej reakcie v dolnej Urovni podlazia
od vodorovnych zataZeni a fiktivnych vodorovnych zat'azeni

relativne vodorovné posunutie v hornej trovni podlazia vztiahnuté na dolna
uroven podlazia, pri zatazeni pratovej konstrukcie vodorovnymi zat'azeniami
a fiktivnymi vodorovnymi zat'aZzeniami

vyska podlazia

zaciatocné globalne naklonenie stlpov

zékladna hodnota naklonenia stlpov

zmensovacie faktory

navrhova hodnota lokdlneho zac¢iato¢ného zakrivenia prata v (6.7)

dizka prata
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Zop

op

cr,op

najmensia hodnota zvicSovacieho faktora, ktorého prendsobenim ndévrhové

zatazenie dosiahne charakteristicki odolnost rozhodujuceho prierezu
konstrukéného prvku pri zohl'adneni pdsobenia prvku v rovine zatazenia, bez
zohl'adnenia straty stability ohybom z roviny a straty stability klopenim, avSak
so zohladnenim vSetkych ucinkov spdsobenych prislusSnymi globalnymi
a lokalnymi pretvoreniami a imperfekciami v rovine zatazenia

suCinitel’ vzperu z roviny pre pomernu Stihlost’ 4,

pomerna Stihlost’ so zohl'adnenim straty stability ohybom zroviny a straty
stability klopenim

najmensia hodnota zvicSovacieho faktora, ktorého prendsobenim ndvrhové

zatazenie v rovine dosiahne hodnotu kritického zatazenia konsStrukéného prvku
v pruznom stave, ktoré zodpoveda strate stability ohybom z roviny alebo strate
stability klopenim, so stratou stability ohybom v rovine zat'azenia sa nerata
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1. UVOD

Pri navrhu kovovych konStrukcii sa cCasto stretdivame s pratovymi prvkami
namahanymi tlakovou osovou silou. Ocel’ ako konStrukény material s vysokou pevnostou
nam umoziuje tieto prvky navrhovat znacne subtilne. Prave pri subtilnych prvkoch
namahanych na tlak za¢ina vzper ako stabilitny problém nepriaznivo ovplyviiovat’ odolnost’
pratov. Posudenie vzpernej odolnosti v sucasnych normach je rieSené ako pevnostny problém,
pricom sa opiera o hodnotu kritickej sily straty stability v pruznom stave ako o jeden
zo zékladnych parametrov. V praxi sa stretdvame s pratmi s tenkostennymi prierezmi nielen
dvojosovo symetrickymi, ale aj s prierezmi s jednou alebo bez osi symetrie. Pre praty
s prierezom s jednou osou symetrie je mozny rovinny i priestorovy tvar straty stability. Pri
centricky zatazenych prutoch s nesymetrickym prierezom je mozny iba priestorovy tvar straty
stability. Okrem toho sa v stavebnej praxi vyskytuju napriklad aj pruty s nesymetrickym
prierezom alebo s prierezom s jednou osou symetrie, ktoré maju okrajové podmienky v ohybe
v jednej z hlavnych rovin prierezu odlisné od okrajovych podmienok v ohybe v druhej hlavnej
rovine a okrajovych podmienok v krateni. V tychto pripadoch vypocet kritickej sily
priestorovej straty stability predstavuje nelahkt ulohu. Doposial bola problematika
priestorového vzperu vel'mi malo publikovand. Vzhl'adom na dneSni potrebu rychleho
vypoctu kritickej sily priestorovej straty stability (ktord je potrebna pri vypocte vzpernej
odolnosti) sa v pracovnom navrhu normy pre navrhovanie hlinikovych konstrukcii [3]
nachddza pribliznd metoda jej vypoctu.

Zamerom prvej Casti predkladanej praci je zhodnotit’ tito priblizni metddu, ktora sa
vSak mdze pouzivat’ aj pri ocelovych prutoch. Metoda bola neskdr pouzitd vo finalnej verzii
normy [11] a v narodnej prilohe [13].

Pre kontrolu pribliznej metddy je zvolend presnejSia referenénd metdda- metoda
kone¢nych prvkov (MKP). Uvedeny je postup ako vypocitat’ kriticka silu priestorovej straty
stability prata pomocou MKP. Na to st pouzité dva pristupy:

1) Pratovy model - pomocou vlastného programu napisaného vo VBA (Visual Basic

for Application) pre EXCEL a ¢iasto¢ne v programe MathCAD

2) Skrupinovy model - pomocou programu ANSY'S.

Vypocet je demonstrovany na priklade prata sjednoosovo symetrickym prierezom pre
okrajové podmienky kib — kib v ohybe v obidvoch hlavnych rovinach prierezu a s vidlicovym
uloZenim v krateni. Pre kontrolu spravnosti rieSenia st nakoniec vysledky MKP prutového
a MKP skrupinového modelu porovnané navzajom a tiez s vysledkami pribliznej metody.

Pribliznd metéda umoziluje zohladnit’ rozne typy podopreti pratov v ohybe
a v kruteni. V pripade istych kombinacii okrajovych podmienok pruta je obtazné az nemozné
tieto modelovat pri Skrupinovom modeli. Napriklad zabrénit’ pootoceniu v ohybe (votknutie)
konca pruta ale pritom na nom umoznit’ vol'ny priebeh deplanacie. V tychto pripadoch je
vyhodnejSie pouzivat MKP prutovy model. Niektoré pripady kombindcii okrajovych
podmienok v ohybe a v kruteni nezodpovedaju redlne moznému uloZenia pruta. Napriek tomu
ich pribliznd metdéda umoziiuje pouzit. Vzhl'adom na velky pocet moznych kombinacii
rieSitelnych pribliznou metdédou nebolo ¢asovo mozné preskimat’ vSetky realne zhotoviteI'né
kombindcie. Preto pre viacero vybranych redlne zhotoviteInych kombinacii okrajovych
podmienok v ohybe a krateni prata st vyhodnotené chyby pribliznej metédy v porovnani
s presnejSim rieSenim pomocou MKP pouzitim pratového modelu za pomoci zostaveného
programu vo VBA pre Excel. Pri vyhodnocovani chyb je brany ohl'ad na vplyv dizky prata
a teda vplyv rdznych Stihlosti prita v ohybe a krateni.

V tych konstrukciach, v ktorych sa kladie doraz na mensiu vlastnu tiaz pri zachovani
odolnosti, sa stale viac presadzuje hlinik ako konStrukény material. Z hliniku je mozné
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vyrobit’ pruty so Sirokou paletou prierezov tzv. pretlaCanim. Tu je vSak limitom najvacsi
prie¢ny rozmer prata rovny 800mm. Pokial’ je poziadavka na vicsi prierez, potom sa uz prut
musi pozdiZne zvarat' z viacerych kusov. Aj napriek nevyhode zniZenej pevnosti materialu
hlinika v oblasti zvarov sa zvaraniu nevyhneme. Norma pre navrhovanie hlinikovych
konstrukcii [11] preto umoziiuje posudenie vzpernej odolnosti hlinikového pruta s prieCnymi
alebo pozdiznymi zvarmi.

Druhéd cast’ prace je venovana vzpernej odolnosti hlinikovych pratov so zvarmi
namahanych osovym tlakom podl'a normy [11]. S ohl'adom na zniZeni pevnost v oblasti
zvarov su tu preto urcité Specifika. Okrem toho sa tu pouziva metdda efektivnej hrabky prvku
prierezu namiesto pri oceli pouzivanej metode efektivnej Sirky prvku prierezu.

V tretej Casti prace sa analyzuje metdda posudzovania vzpernej odolnosti prutov
s premennym prierezom a/alebo s nekonStantnou osovou silou arovinnych konstrukcii
z takychto pritov zlozenych. Koncepciou ide o metdodu analyzy na zéklade teorie II. radu,
pricom pociato¢na globélna a lokalna imperfekcia sa vo forme ekvivalentnej geometrickej
imperfekcie odvadza od vlastného tvaru vybocdenia prita/rdmu v rovine rdmu v pruznom
stave. Prof. Chladny odvodil hodnotu takto volenej imperfekcie pre vSeobecny pripad pratov
s nekonStantnym prierezom a/alebo nekonstantnou osovou silou a rdmov z takychto pratov
zlozenych. Metdda je zahrnuta v norme [11] a narodnej prilohe [13]. Touto metéodou je mozné
posudzovat’ aj pruty s konStantnym prierezom a osovou silou ardmy zlozené z takychto
prutov. V norme [10] sa nachddza iba obmedzend forma metddy pre praty s konStantnym
prierezom namahanych konstantnou osovou silou a pre ramy z takychto prutov zlozenych.
Preto v poslednej kapitole pre konkrétne priklady rdmov je uvedené porovnanie tejto metddy
s ostatnymi metdédami posudzovania ramov, ktoré sa nachadzaju v [10].

CIELE A TEZY DIZERTACNEJ PRACE
Ciele dizertacnej prace je mozné zhrnut’ do nasledujucich téz:

1) Zhodnotenie pribliznej metédy nachadzajucej sa v normach [11] a [13] pre vypocet
kritickej sily priestorového vzperu.

2) Vplyv pozdiznych aprieénych zvarov na vzperni odolnost’ pritov z hlinikovych
zliatin podl'a normy [11].

3) Vzperna odolnost’ prutov s nekonstantnym prierezom a/alebo s nekonstantnou osovou
silou.

4) Formulacia zdverov a navrhov pre vylepSenie navrhovych postupov v Eurokdédoch.
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2.VYVOJ PROBLEMATIKY STABILITY PRUTOV — HISTORICKY PREHLAD

1744

1773

1915

1929

1931

1937

1936

1941

1959

Leonhardt EULER
(1707-1783)

J.L. LAGRANGE
(1736-1813)

B. G. GALERKIN
(1871-1945)

H. WAGNER

A. OSTENFELD

R. KAPPUS

Vasilij Zacharovi¢ VLASOV
(1906-1958)

A. L. Gol'denvejzer

Vasilij Zacharovic VLASOV
(1906-1958)

- v praci ,,De curvis elasticis®, vyriesil kriticka
silu atvar straty stability pruta pre zakladné
pripady podopretia, pouZziva tedriu malych
deformacii.

-v praci ,,Ouvres de..., Sur la figure de la
colonne* pouziva (na rozdiel od Eulera) na
rieSenie  stability prata teoriu  velkych
deformacii

- zaviedol aktudlne matematické metédy na
vySetrovanie exaktnych a pribliznych rieSeni
tedrie pruznosti, pri pribliznych metddach pre
okrajové ulohy.

- Studoval priestorovy vzper prutov otvoreného
prierezu ako prvy, zavaddza pojem deplanicie
pri  kruteni tenkostennych prutov avSak
nespravne predpokladd totoznost taZiska
a stredu ohybu prierezu.

- odvodil spravne rieSenie pre pruty prierezu U,
LaT

- zvlast’ zdokonalil tedriu

- odovzdava kandidatsku dizertacni pracu
,»Stavebna mechanika Skrupin®. Z tej vychadza
pri tedrii tenkostennych pratov a  zékone
vysekovych ploch pre tenkostenné pruty,
z ktorého ako zvlaStny pripad vyplyva zdkon
o zachovani rovinnosti prierezov. Neskor
formuluje sustavu diferencidlnych rovnic
priestorovej stability tenkostennych prutov.

-v¢lanku [2] ,,Ustoj¢ivost tonkosténnych
stérznéj  pri  d&stviji  prodolnoj  sily
v zavisimosti ot grani¢nych uslovij* pouziva
pribliznti metédu akad. Galerkina na vypocet
kritickej sily priestorovej straty stability pre
prity rozne podopreté (kombinacie kibov
a votknuti v ohybe i v kruteni).

- tato pribliznu metddu pouzita

Gol'denvejzerom zahfiia do druhého vydania
knihy [1] ,,Tenkosténné pruzné pruty*
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1962 Vladimir BREZINA -v knihe [4],,Vzpérnd tunosnost kovovych
pruti a nosnik(* uvadza rozSirent priblizna
metodu aj pre okrajové podmienky ako
napriklad posuvné votknutie v kombinacii
s inymi a pripad konzoly pricom sa odvolava
na vysledky Gol'denvejzera

1982 Adolf CHALUPA -vkomentari [6] k norme CSN 73 1401
uvadza, ze pri pribliznej metéode vypoctu
kritickej sily priestorovej straty stability je
mozné na strane bezpecnej brat hodnotu
suCinitela zohladiiujiceho rdzne okrajové
podmienky v ohybe a kruteni hodnotou 1,0.

Hore spominana rozsirena pribliznd metoéda vypoctu kritickej sily priestorovej straty
stability prata sa dostava do pracovného navrhu normy pre navrhovanie hlinikovych
konstrukcii [3](pr EN 1999-1-1). Tato pribliznd metdda sa neskér nachadza aj vo finalnej
verzii normy pre navrhovanie hlinikovych konstrukcii [11] a v narodnej prilohe [13] k norme
pre navrhovanie ocel'ovych konstrukcii.

16



3. STABILITA TENKOSTENNYCH CELISTVYCH CENTRICKY TLACENYCH
PRUTOV

3.1 VZPER TENKOSTENNYCH CELISTVYCH CENTRICKY ZATAZENYCH
PRUTOV

Stratou stability ohybom v rovine centricky tla¢ené¢ho prata sa ako prvy zaoberal L.
Euler, ktory odvodil hodnoty osovych sil charakterizujicich stavy rozdvojenia rovnovahy
idealneho pruta na oboch koncoch klbovo ulozeného:

_n’7’El

N n L2

: 3.1)

kde: n=1,2,3...0 , EI je ohybova tuhost prierezu nosnika a L je dizka prata. Eulerovou
kritickou silou N_ je najmensia sila, ktort dostaneme pre n =1 (tej odpoveda prvy vlastny
tvar vybocenia v tvare polovlny sinusoidy). N_ ziskal rieSenim matematického problému

vlastnej hodnoty diferencialnej rovnice (vyjadrujicej podmienku rovnovahy pruta
s prichybom w vrovine symetrie prierezu) shomogénnymi okrajovymi podmienkami
w(0)=w(L)=0, w'(0)=w"(L)=0:

El-w"” +N-w"=0. (3.2)

Euler odvodil hodnoty kritickych sil aj pre ostatné kombinacie uloZeni prita vratane
votknutia a tieZ pripad konzoly. Pri tychto okrajovych podmienkach je mozné kriticka silu
vypocitat ako nasobok Eulerovej kritickej sily pre prut s obojstrannym kibovym uloZenim.
Vo vyraze (3.1) pre n=1 sa to docieli zavedenim pojmu vzpernej dizky prata L, = 3-L.
Suéinitel vzpernej dizky S nadobtida hodnoty v intervale 0,5 < 8 < 0.

Linearna homogénna diferencidlna rovnica Stvrtého radu (3.2), ktoru riesil Euler, je
odvodend z elementarnej tedrie ohybu nosnikov vypisanim podmienok rovnovahy na uz
zdeformovanom elemente (tedria II. radu). Priebeh priehybu prata v rovine vznikajlci pri
strate stability musi vyhovovat rovnici (3.2). Pri jej odvodzovani bol prijaty predpoklad
malych deformacii, predpoklad konStantnej ohybovej tuhosti prierezu prata a modulu
pruznosti materidlu , tj. EI = konst a konStantnej osovej sily N. Teoria malych deformacii

, , 1 w' . 1 y

nahradza presnti rovnost — = -————— pribliznou rovnostou — = w".
P (1+w?) p

Dosledkom zavedenia tedrie malych deformaécii je, Ze priehyb vo vybocenom stave je
znamy ¢o do tvaru, nie vSak ¢o do velkosti. Neskor Lagrange pouziva na rieSenie stability
pruta teoriu vel'kych deformacii. Dospel vSak k tym istym bodom rozdvojenia rovnovahy ako
Euler. Pri kritickom zat'azeni nie je vSak rovnovazny stav indiferentny ale stabilny. V teorii
velkych deformacii je moZné urcit’ aj konkrétne hodnoty priehybu vo vybocenom stave.

Eulerov vzper je zalozeny na zédkone zachovania rovinnosti prie¢nych rezov, priCom
uvazuje iba prosté ohybové tvary rovnovahy v jednej z hlavnych rovin prierezu, ktoré su aj
rovinami symetrie. V skuto¢nosti je prat schopny stratit’ stabilitu rovinne iba v smere osi
symetrie priecneho rezu. V opatnom pripade nastava priestorova strata stability, ktora
nadobuda dolezitosti zvlast u pritov tenkostennych. Ak charakterizujeme prut tromi
rozmermi: L- dizka pruta, s- najvac§i rozmer prierezu a - hriibka elementu prierezu, potom
u tenkostenného prierezu su parametre L, s/L, t/L radovo rozdielne. Z toho vyplyva, Ze
prakticky vSetky praty kovovych konstrukcii si pratmi tenkostennymi.

17



Z hladiska straty stability rozdel'ujeme praty nasledovne (vid’ obr. 3.1 a 3.2):

a) Prity s prierezom, ktory ma totozny stred Smyku s taziskom napr. prierezy s dvoma a
viacerymi osami symetrie alebo prierezy bodovo symetrické. Strata stability nastava tromi
spOsobmi:

1. vybocenie kolmo na os y,
2. vybocenie kolmo na os z,
3. skratenie prita okolo pozdiZnej taZziskovej osi pruta.
b) Prity s prierezom s jednou osou symetrie. MO6Zu nastat’ dva sposoby straty stability:
1. vybocenie v smere osi symetrie,
2. vybolenie kolmo na os symetrie pri si¢asnom skriteni pruta okolo pozdiZnej osi
prechadzajicej stredmi ohybu prierezov pruta.

c) Prity s prierezmi bez osi symetrie. Strata stability nastdva vybocenim kolmo na obidve osi
yaz pri si¢asnom skrateni pruta okolo pozdiZnej osi prechadzajicej stredmi ohybu
prierezov pruta. Osami y a z sme rozumeli hlavné taZiskové osi prierezu.

Pokial nastdva skrutenie prita okolo pozdiZnej osi alebo vybolenie v jednej

z hlavnych rovin prierezu prita pri su¢asnom skrateni hovorime o priestorovej strate stability

prata. Pruty sprierezmi bez osi symetrie zatazené centricky mozu stratit’ stabilitu iba

priestorovo teda nemoze nastat’ klasicky rovinny vzper popisany Eulerom.
Obecnul tedriu tenkostennych prutov, ktoré maju otvoreny ale tuhy alebo uzavrety

a pritom deplanujuci prierez vypracoval V. Z. Vlasov v [1]. Pri tenkostennych prierezoch pre

ur¢ité spdsoby namdahania a tvary prierezov prutov uz neplati zdkon o rovinnosti prie¢nych

rezov po deformacii ako predpoklada elementarna tedria ohybu (z ktorej vychadzal Euler pri
rovinnom vzpere) ale méze dojst’ aj k deplanacii. Ako priklad moézeme uviest pripad konzoly

s I prierezom na konci zat'azenej §tyrmi pozdiznymi silami umiestnenymi na okrajoch pasnic

orientovanymi antimetricky vzhl'adom na hlavné osi prierezu. Od tejto staticky rovnovazne;j

ststavy sil podl'a elementarnej tedrie pruznosti nenastane napitie v prute. Napriek tomu vSak

v tomto pripade nastava kratenie pruta, a tomu odpovedajuce pretvorenie. Prierez deplanuje,

nastva pretvorenie pozdiznych vlakien prierezu a tomu odpovedajiice napitie.

Sustava diferencialnych rovnic, vyjadrujuca podmienku rovnovahy tlaceného
tenkostenného pruta, ktorti odvodil V. Z. Vlasov v ramci obecnej tedrie tenkostennych prutov
uz dany jav zahfna a znie:

EL-E"+P-&" +(M, +a,PP" =0,
El.-n" +P-n" +(M,-a,Pp" =0, (3.3)
El,-0" +(rPP+2p.M, 28 M ~GI, " +(M, +a PE" +(M, —a,Ph" =0.

Pritom zavadza dva hlavné predpoklady:

a) Strednicova plocha pruta sa nedeformuje Smykom (nedochddza ku skoseniu Stvorcového
elementu steny prierezu), t.z. nezohladnuje vplyv zmeny pravého uhla elementu po
deformadcii na napétia tenkostenného pruta pretoze je zanedbatelny.

b) Prie¢ny rez sa vo svojej rovine nedeformuje (je tuhy), to znamend, Ze zataZenia, ktoré
posobia v rovine prie¢neho rezu a su v statickej rovnovahe, nekonaji ziadnu pracu a teda
nespOsobuju pretvorenie pruta.

V stistave rovnic (3.3) st neznamymi funkcie posunuti & = cf(z), n= 77(2) v hlavnych
rovindch prierezu a uhol skrutenia 6 = 6’(2) prie¢neho rezu, ktoré vznikaju pri strate stability

prata pri dosiahnuti hodnoty kritickej sily P. Po vypusteni ¢lenov s koncovymi ohybovymi
momentmi, preznatenim posunuti & , 7 auhla skritenia € na posunutia w, va uhly
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skratenia ¢ priecneho rezu prata, zmene stradného systému (pozri obr. 3.1), preznaceni
pozdlZnej osi z na os x a ostatnych ¢lenov rovnic v zmysle znacenia EC dostavame:

EI, w +N(w” —yS19H)= 0,
EL -v" + N(v" +2.9")=0, (3.4)
El,-8" —GI,-8" + N-yw" + 20" +i>9")=0.

Kde: y;, z; definuji polohu stredu Smyku vzhl'adom na t'aZisko prierezu,

is je polarny polomer zotrva¢nosti prierezu vztiahnuty na stred Smyku.
Treba poznamenat, Ze zmena znamienok y,az; znamend iba zmenu orientdcie hlavnych
taziskovych osi prierezu.

Ststava rovnic (3.4) vyjadruje podmienku rovnovéhy centricky tlacenych
tenkostennych pratov. Prva zo ststavy rovnic vyjadruje suctovi podmienku rovnovahy
ohybovych momentov vrovine z-x, druhd podmienku rovnovahy ohybovych momentov
v rovine y-x a tretia podmienku rovnovahy krutiacich momentov. Je zrejmé, Zze rovnice su
navzajom previazané.

V pripade prierezov s jednou osou symetrie napr. osou z bude suradnica y, stredu
Smyku vzhl'adom na tazisko prierezu rovna nule. Potom bude ststava rovnic (3.4) zniet’
nasledovne:

EI -w" +N-w" =0,
EL " + N +2,9")=0, (3.5)
El,-8" —GI,-9" + Nlzv" +i’9")=0.

Je zrejmé, Ze zatial’ Co prva rovnica je samostatna (samostatne rieSitel'na), ostatné dve
su navzajom previazané. VSimnime si, Ze prva rovnica vyjadruje podmienku rovnovahy pri
klasickom Eulerovom vzpere v rovine symetrie aten je teda iba Specidlnym pripadom
vSeobecnej teorie stability pritov podl'a Vlasova.

Pri prierezoch s dvomi a viacerymi osami symetrie, pripadne pri prierezoch bodovo
symetrickych je totozné tazisko so stredom ohybu (Smyku), potom y =z =0a dostdvame

tri samostatne rieSite'né rovnice. Dve popisuji Eulerov vzper v hlavnych rovinach symetrie
prierezu a tretia popisuje stratu stability skratenim okolo pozdiZnej taZiskovej osi pruta.

Rovnice (3.4) st navzijom previazané, ¢o znac¢ne komplikuje rieSenie sustavy
analyticky. V Casoch ked’ nebola k dispozicii vypoctova technika, bolo mozné riesit' danu
ststavu len priblizne pri prijati urcitych predpokladov. Napriklad Goldenvejzer pouzil
priblizn variaénu metodu Bubnova-Galerkina na vypocet kritickej sily priestorovej straty
stability, ktorti popisuje v ¢lanku [2]. Dnes sa da bez zvlastnych tazkosti rieSit’ pomocou
metédy konecnych prvkov (MKP) s vyuzitim vypoctovej techniky. Na riesenie daného
problému je mozné pouzit’ komeréné programy napriklad:

- DRILL je primarne uréeny na klopenie nosnikov, avSak prity s prierezom s aspoil
jednou osou symetrie je mozné zatazit’ iba osovou silou a vypocitat’ kritickl silu priestorove;j
straty stability pre rozne kombinécie okrajovych podmienok,

- ANSYS obsahuje modul na vypocet vlastnych Cisel a vlastnych tvarov, avsak je tu
problém s komplikovanym modelovanim niektorych kombinécii okrajovych podmienok.
Preto ma vyznam rieSenie pomocou pribliznej metddy vyhodnej hlavne pre prax.
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Obr. 3.2 Priestorové tvary straty stability podla typu prierezu (a3; b2; c)
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3.2 RIESENIE SUSTAVY (3.4) PRIBLIZNOU METODOU

3.2.1 RieSenie ststavy (3.4) pri totoZnych okrajovych podmienkach v ohyboch a
v kriteni odpovedajucich prostému uloZeniu

Sustave (3.4) pri okrajovych podmienkach v x =0 a x = L (pri obojstranne kibovom
ulozeni v hlavnych rovinach zotrvaénosti a v krateni):
v=v"=0, w=w"=0, $=9"=0, (3.6)

vyhovuje rieSenie: w=A4- sin% , v=~B- sin% , 9=C- sin% . 3.7

Ak tieto 2 a4-krat zderivujeme a dosadime do sustavy (3.4) apo naslednom vykrateni
dostavame sustavu troch rovnic pre nezname 4, B, C a N:

2
Ely(ﬂj A—~NA+y,NC=0,
L
nrx ?
EIZ(TJ B—-NB-z,NC=0, (3.8)
2
niw .2
EIQ(TJ C+GI,C+y NA—z, NB—i’NC=0.

Aby sustava mala netrivialne rieSenie (podmienka existencie netrivialneho rieSenia) musi sa
jej determinant pre nezname 4, B, C rovnat’ nule:

(v, -N) 0 y.N
0 (N,.-N) -z N |=0, (3.9)
ysN _ZSN isz(Ncr,T_N
kde sme oznacili kriticke sily:

n’n’El n*7r*El

Ncr,y:T)’ Nsr,z :T7 (3103)
1 (n*7’EI,

Ncr.T :7(T+G]tJ (310b)

Potom z (3.9) dostavame kubickl rovnicu:

(™, -N)N,.-N)N,, - N> -y>N*(N,, . -N)-z2N*(N,, - N)=0. (3.10¢)

Ccr,z Ccr,z cr,y -

Najmensi koren rovnice (3.10c) pre neznamu N predstavuje kriticki osovu silu
zodpovedajucu priestorovej strate stability pruta s totoznymi okrajovymi podmienkami (3.6)
pre x=0a x=L.Pre n=1 v (3.7) dostaneme tvary straty stability zodpovedajice polovine
sinusoidy (prvy vlastny tvar vybocenia) , ktorym zodpovedajii najmensie hodnoty kritickych
sil (3.10a) a (3.10b). Aj v pripade inych okrajovych podmienok (odpovedajicich napr.
votknutiu, posuvnému votknutiu alebo volnému koncu), avSak totoznych pre ohyb
v obidvoch hlavnych rovinach a krtteni, vedie rieSenie na rovnicu (3.10c). RieSeniu pre
akékol'vek kombinacie okrajovych podmienok a to aj navzdjom odliSnych v dvoch hlavnych

rovindch prierezu a v krateni sa bude venovat’ nasledovna kapitola.
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3.2.2 RieSenie sustavy pri roznych okrajovych podmienkach v ohyboch a v kriteni

V pripade ak nie st okrajové podmienky na koncoch pruta tykajice sa ohybu v jednej
z hlavnych rovin totozné s okrajovymi podmienkami v ohybe v druhej hlavnej rovine
a zaroven s okrajovymi podmienkami v kratenim, potom nie je mozné postupovat’ podobnym
sposobom ako v Casti 3.2.1. Vlasov v [1] uvadza postup, ako mozno aj s roznymi okrajovymi
podmienkami v rovinach ohybu a kruteni pocitat. Pouziva zhodny postup ako Gol'denvejzer.
Pritom vyuziva funkcie vlastnych tvarov prie¢neho kmitania nosnika so spojite rovnomerne
rozlozenou hmotou, tzv. fundamentalne funkcie y(x), ¢(x) a w(x), ktoré musia vyhovovat
okrajovym podmienkam prita v dvoch rovinach ohybu a v krateni podla ulozenia pruta.
Tymito funkciami st aproximované ako priebehy ohybového vybocenia v hlavnych rovinach
prierezu tak aj priebeh skrutenia:

wlx)=4- 2(x), v(x)=B-g(x), Hx)=C-yp(x). (3.11)

Stustavou rovnic (3.4) je vyjadrend podmienka: sucet vsetkych sil a momentov
posobiacich na dizkovy element sa rovna nule. Ak dosadime vyrazy (3.11) do (3.4) a
jednotlivé rovnice vyndsobime postupne vyrazmi y(x)dx, (o(x)dx, l//(x)dx dostaneme pracu
vSetkych sil posobiacich na element vykonani na moznom pretvoreni y(x), @(x), t//(x).
Po prevedeni integracie po dizke prata moézeme v zmysle principu virtuilnej prace polozit
dané vyrazy rovné nule. Dostaneme nasledovnu stistavu rovnic:

ELA[ 2" (x)xx)be + NA[ 1" (x) () = y NC [y " (x) ()l = 0,

EIZBf 0" (x)o(x)dx + NB IL ¢" (x)p(x)dx+z,NC| Lz//” (x)p(x)dx = 0,

EIMCL_[ " (x )y (x)dx — G[jC Jo" (o (x)ae +3 J\L/cj v (x )y (x)dx (3.12)
L = ySNA_L[ 2" (Lx)w(x)dx + ZSNB_L[go” (Lx)w(x)dx =0.

Po vydeleni rovnic vyrazmi — j 7" ()x(x)dx, - jng (x)p(x)dx, — jw” (o0 (x )
L L L

dostavame:
2

EI, ’L”—zk”A — NA+y Nk,C=0,

2

EIZ%kZZB—NB—zSNk23C:0, (3.13)

2

El, %k330+ GI,C—i>NC+y Nk, A—z Nk,,B=0,
kde sme zaviedli koeficienty:
Elo" Gk 2y o
ﬁzjgll )p(x)ax™ 2 72'2_[(011 o(x)dx ™ 7 7[2.[1//” () (o )ax
P LG40 e _Jo" oy (x)ax

WA J(p” >dx PTG >w< >dx o G

(3.14)

" (3.15)
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Ststava (3.13) je ststava linearnych homogénnych rovnic s neznamymi 4, B, C a N.
Neznamu N vieme ur€it zpodmienky existencie netrividlneho rieSenia ak polozime
determinant sustavy (3.13) pre nezname 4, B, C rovny nule:

(Ncr,y _N) 0 ysk13N

0 (Ncr,z —N) -zkyN =0, (3.16)
yb‘k31N - Zsk32N l‘s2 (Ncr,T -N
kde sme zaviedli:

m’El 72El

Ncr,y kll P - ) cr,z :kzsza (3173)
1 7’El,

N,r= 7(k33 —L2 + GIIJ . (3.17b)

Pri¢om vyrazy (3.17a) su kritické sily, ktoré v pripade vol'by vlastnych tvarov straty stability
prata za fundamentalne funkcie vedi na Eulerové kritické sily ohybovej straty stability pruta
v rovinach hlavnych osi (aj ked tie nie su pri nesymetrickom priereze osami symetrie)
prierezu pruta. Ked’ vy¢islime determinant (3.16) dostavame kubicku rovnicu pre neznamu N:

(Nopy = NN, = NN,y = N)-i2 =yl N*(N,,. = N)-2la N*(N,., - N)=0, (3.182)
kde sme oznacili stcinitele :

a kisksy, 5 o, =kyk;,. (3.18b)

w zw

Pri prierezoch s jednou osou symetrie napriklad osou z platiy, =0, potom ststava rovnic

(3.12) sa rozpadne na jednu nezavisli rovnicu a sustavu dvoch rovnic. Pri totoznych
upravach, aké boli hore vykonané so sustavou troch rovnic (3.12), sa teraz zo sustavy dvoch
rovnic dostdvame pri podmienke existencie netrividlneho rieSenia k podmienke nulového
determinantu:

er,z _N) —z.kyy N

(. o
—z kN i’(N,-N)|

(3.192)

V (3.19a) pritom vystupuju totozné kritické sily (3.17a) a (3.17b) okrem N,,,,. Koeficienty k22,
k33, ka3 a k3, st tiez totozné a su uvedené v (3.14) a (3.15). Vy¢islenim determinantu v (3.19a)
a substiticiou podl'a (3.18b) dostavame kvadraticku rovnicu:

(N,.-N)N,,-N)-i? =z*N’a, =0 (3.19b)

cr, T

ktorej upravou a rieSenim pre N dostavame kvadraticku rovnicu pre kriticku silu priestorove;j
straty stability N, 77 (T-torsional, F-flexural):

1

Nowr =i 2] )[(NW # N )N N T =aN, N (=22 )] 620)

A
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Kubicka rovnica (3.18a) ma pre hl'adané N tri korene, z ktorych najmensi predstavuje
kriticka silu N, priestorovej straty stability, pri ktorej dochadza k rozdvojeniu rovnovahy
pruta. Prat prechddza z jedného (priamkového) stavu rovnovahy do kvalitativne odliSného
stavu rovnovahy (ohybového v dvoch hlavnych rovindch pri sucasnom skrateni, pri¢om
ohybové tvary st nasobkom vhodne zvolenych fundamentalnych funkcii ;((x), (o(x) a tvar
skrutenia je nasobkom l//(x) ).

Koeficienty k; (3.14) mdzeme previest' na stéinitele vzpernych dizok tak, Ze polozime
kritické sily (3.17a) rovné znamym vyrazom pre Eulerové kritické sily pre vybocenie v rovine

kolmo na os y azavyraz (3.17b) rovny kritickej sile straty stability skratenim, cez
nasledujuci vzorec:

B =L Kdei=123am=y,zw (3.21)

e

Treba poznamenat’, Ze namiesto znaku f, v (3.21) sa v normach [11] a [13] pre suCinitele
vzpernych dizok pouZzivaju znaky ky, k. a k,. Tymto prevedenim koeficientov (3.14)
na suéinitele vzpernych dizok mézeme skontrolovat’ hodnoty k; podl'a uz znamych riedeni
Eulerovych kritickych sil pre r6zne okrajové podmienky.

Pre koeficienty k;;, k2, a k33 uvadza Vlasov v [1] (str. 347) uz upravené vzorce, ktoré
platia v pripade, ak za fundamentdlne funkcie zvolime vlastné tvary priecneho kmitania pruta.
Prostrednictvom tychto koeficientov boli pre vSetky okrajové podmienky vycislené stcinitele
(3.21) asu zoradené vo vektore (3.22a) (priloha 1). Ak vSak za fundamentalne funkcie
zvolime funkcie vlastnych tvarov straty stability prata, musime pouZit' vzorce (3.14) pre
koeficienty k;;, pre ktoré dava vzorec (3.21) presne hodnoty suéinitelov vzpernych dizok
(3.22b) koreSpondujucich s rieSenim Eulerovych kritickych sil pre rdézne podopreté prity
(priloha 1). Touto zhodou bolo preukdzané spravne zadanie funkcii vlastnych tvarov straty
stability prata sroznymi okrajovymi podmienkami. Ukdzalo sa, Zze vzorce (3.14), ak za
fundamentalne funkcie zvolime vlastné funkcie priecneho kmitania prata, platia
vo vSeobecnosti iba s vynimkou pripadu konzoly, kedy dévaju zéporné Cislo, pre ktoré vyraz
(3.21) dava komplexné ¢&islo (3.22c) (priloha 1). Poradie suginitelov vzpernych dizok
vo vektoroch (3.22a)~(3.22c) je zvolené podla poradia okrajovych podmienok pouzitych
v ECatiezvtab.3.1a3.2.

1 1 1
1 1 — 1 1 1 1
2| 0691 3 N 2| 0.699 2| 0691
3| 0.691 ; 3| 0699 3| 0.691
4| 0.493 + . 4 0.5 4| 0493

BvLvik=|5] 1.926 3 Bstab = 5 2 Bvik=[5] o0.828i
6| 1.926 § 6 2 6| 0.828i
7| 0.985 3 & 7 1 7| o0.985
8| 0.985 ® ; 8 1 8| 0.985
9 2 B N 9 2 9 2
10 2 — 10 2 10 2
(3.22a) (3.22b) (3.22¢)
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Vyrazy pre koeficienty k; (i# j), ktoré uvadza Vlasov v [1] (str.347) platia

pre nasledujuce kombinacie okrajovych podmienok:

1, prat na oboch koncoch kibovo ulozeny

2, prit na jednom konci votknuty a na druhom kibovo ulozeny

3, prat na oboch koncoch votknuty,

a za predpokladu pouzitia vlastnych tvarov prie¢neho kmitania ako fundamentalnych funkcii.
Vzhl'adom na to, ze Vlasov riesil iba tieto 3 pripady ulozenia prata mohol pri Uprave vyrazov
kij polozit’ prvy ¢len metody integrovania "per partes" rovnym nule. Pre vSetky kombindcie
okrajovych podmienok ako napriklad praty s posuvnym ulozenim v kombinacii s inymi a pre
pripad konzoly platia iba vzorce (3.15).

Vyrazy (3.14), (3.15) platia pre akékol'vek fundamentdlne funkcie a kombinacie
okrajovych podmienok pritov. Tu su uvedené uz vypocitané hodnoty stcinitel'ov (3.18b) (pre
koeficienty k; z (3.15)) zoradené do tab. 3.1, ak za fundamentalne funkcie zvolime funkcie
vlastnych tvarov straty stability rézne podopretych pritov, pricom je dodrzané poradie
okrajovych podmienok podl'a EC pre stipce aj riadky. V tab. 3.2 st hodnoty suéinitelov
(3.18b) vypocitané ak za fundamentédlne funkcie zvolime vlastné tvary priecneho kmitania
pratov s rovnomerne rozloZzenou hmotou (ktoré pouzil Vlasov). Vypocet sucinitel'ov (3.18b)
bol vykonany v programe MathCAD a je uvedeny v prilohe 1.

Pri vypocte kritickej sily zo vzorca (3.18a) je potrebné od¢itat’ z tab. 3.1 (resp. tab. 3.2
podla vol'by bud’ funkcii vlastnych tvarov prie€neho kmitania alebo funkecii vlastnych tvarov
straty stability za fundamentdlne funkcie) sucinitele « , «_, vyjadrujice vplyv réznych

yw? zw

okrajovych podmienok. Sucinitel’ &, (ky ; kw) je zavisly na okrajovych podmienkach v ohybe
v rovine z-x resp. na stéiniteli vzpernej dizky , pri vybo¢eni ohybom v rovine kolmej na os y
(urcuje riadok v tab. 3.1 resp. 3.2) a na okrajovych podmienkach v krateni resp. na suciniteli
vzpernej dizky k,, v kriteni (uréuje stipec v tab. 3.1 resp. 3.2). Suéinitel’ o, (kz;kw) je zavisly
na okrajovych podmienkach v ohybe v rovine y-x resp. na suéiniteli vzpernej dizky k. pri
vyboceni ohybom v rovine kolmej na os z (urcuje riadok v tab 3.1 resp. 3.2) a na okrajovych
podmienkach v krtteni resp. na stciniteli vzpernej dlzky £, v kruteni (urcuje stlpec v tab. 3.1
resp. 3.2). Obidva sucinitele sa teda odc¢itavaju z tej istej tabulky a v zavislosti na volbe
fundamentalnych funkecii sa pouzije tab. 3.1 resp. 3.2.

Ak ma prat rovnaké okrajové podmienky v ohybe v rovine y-x (okolo osi z) ako
okrajové podmienky v krateni potom funkcie (0(x) a t//(x) v (3.15) st totozné a preto plati
ky,=k,=1 az (3.18b) a «_, (kz = kw): 1. Podobne ak prit mé& rovnaké okrajove
podmienky v ohybe v rovine z-x (okolo osi y) ako okrajové podmienky v krateni potom
funkcie ;((x) a y/(x) v (3.15) st totozné apreto plati k,; =k;, =1 az (3.18b) plati aj
a,, (ky = kw): 1. Vo vsSeobecnosti ak okrajové podmienky v ohybe budu totozné

s okrajovymi podmienkami v krateni bude sucinitel’ rovny 1. V tabul’kach 3.1 a 3.2 tomu
odpoveda poloha sucinitel’a na diagonale.

Z tab. 3.2 vyplyva, Ze v Gasti tabulky s prvymi $tyrmi riadkami a stipcami (ostatné
pripady Vlasov nerie$il) su v prilohe 1 vypocitané sucinitele zhodné s ekvivalentnymi
Vlasovom oznaCenymi vyrazmi (k;-k;) a (ky-k;,) okrem stcinitela 0,472, ktory ako
jediny z tejto oblasti Vlasov vynechal. Tento stcinitel uvddza Bfezina ako hodnotu 1,45
odvolavajuc sa na Gol'denvejzera. Aj v pripade ostatnych stcinitel'ov v tab. 1.6 v norme [3],
ktoré Biezina uvadza v [4] sa odvoldva na vysledky Gol'denvejzera.
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Tab. 3.1 Sucinitele (3.18b) pre vlastné tvary straty stability priitov

Okrajové Okrajove podmienky v krateni
pod. v ohybe Stcinitele vzpernej dlzky k.,
su¢.vzpernej | Y ¥—¥| §— 4| N 0| —| 0—H) +—=
dizky k, , k. 1,0 0,7 0.7 0,5 2,0 2,0 1,0 1,0 2,0 2,0
R0 1 0,758 | 0,758 | 0,721 | 1318 | 1318 0 0 0,721 | 0,721
Y——= 07 | 0758 1 0,308 | 0,66 | 1494 | -0,601 | 0,367 | 0,042 | 0,104 | 0,808
=7 | 0758 | 0308 1 0,66 | -0,601 | 1494 | 0,042 | 0,367 | 0,808 | 0,104
Y—Rgs | 0721 | 066 | 066 1| 0422 | -0422| 0 0 | 0115 | 0,115
Y50 | 1318 | 1,49 | -0,601 | -0,422 1 5428 | 1,318 | -2,637 1 1,483
— 0 | 1,318 | -0,601 | 1,494 | 0422 | 5428 1 2,637 | 1318 | 1483 1
0| o 0,367 | 0,042 0 1,318 | -2,637 1 1 036 | 0,721
¥—i0| 0o | 0042|0367 | 0 |-2637| 1318 1 1 0,721 | -036
¥—=,0| 0721 | 0,104 | 0808 | 0,115 1 1483 | -036 | 0,721 1 0,405
ys 20 | 0721 | 0,808 | 0,104 | 0,115 | 1,483 1 0,721 | -036 | 0,405 1

Tab. 3.2 Sucinitele (3.18b) pre viastné tvary priecneho kmitania pritov

Okrajové Okrajové podmienky v krateni
pod. v ohybe Sucinitele vzpernej dlzky £,
suc.vzpernej | 4 ¥—4| t— +—] } N 0| —| o—%| p—=
dizky k, , k. 1,0 0,7 0,7 0,5 2,0 2,0 1,0 1,0 2,0 2,0
TR0 1 0,817 | 0817 | 0,78 | 1,805 | 1,805 | 0,106 | 0,106 | 0,721 | 0,721
2 (7 | 0.817 1 0472 | 0,765 | 1,776 | -0,683 | 0,425 | 0,008 | 0,117 | 0,794
& 07 | 0817 | 0472 1 0,765 | -0,683 | 1,776 | 0,008 | 0,425 | 0,794 | 0,117
Y—"Ros5 | 078 | 0765 | 0765 1 0,421 | -0421 | 0,008 | 0,008 | 0,127 | 0,127
Y00 | 1.805 | 1,776 | -0,683 | -0.421 1 16,783 | 1348 | -4,583 | 1,707 | 1,707
—N 0 | 1.805 | 0,683 | 1,776 | -0.421 | 16,783 1 4,583 | 1348 | 1,707 | 1,707
10| 0106 | 0425 | 0,008 | 0008 | 1348 | -4,583 1 0,97 | -0,378 | 0,78
Y¥— o | 0,106 | 0,008 | 0425 | 0,008 | -4,583 | 1,348 | 0,97 1 0,78 | -0,378
2 90 | 0721 | 0117 | 0794 | 0,127 | 1,707 | 1,707 | -0378 | 0.78 1 0,405
=% ,0 | 0721 | 0794 | 0,117 | 0,127 | 1,707 | 1,707 | 078 | -0378 | 0405 1

Vsimnime si, ze niektoré stcinitele v tab. 3.1 ale aj v tab. 3.2 st zdporné. Ak vSak
zéporné sulinitele dosadime do (3.20), dostaneme hodnotu kritickej sily N..7r , pre ktora
neplati:

N, <min(N, N, ). (3.22)

cr,z?

To vSak nekoresponduje so skutoCnostou, ze ak okrem ohybovej straty stability sucasne
nastava aj skrutenie, potom hodnota kritickej sily priestorovej straty stability musi byt’ mensia
ako hodnoty Eulerovej kritickej sily iba ohybovej straty stability v rovine N,. a hodnoty
kritickej sily odpovedajucej straty stability skratenim N, r, ¢ize musi platit’ (3.22). Dokaz je
uvedeny v [1] (str. 322). Z uvedeného vyplyva, Ze pri pratoch s kombinaciou okrajovych
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podmienok v ohybe a kruteni, ktorym odpovedéd zaporny sucinitel’, je dand pribliznd metoda
nekorektna.

Niektoré sucinitele v tab. 3.1 st nulové, pripadne niektoré sucinitele v tab. 3.2 su
blizke nule. Ak vySetrujeme pruty s kombindciou okrajovych podmienok, ktorej odpoveda
sucinitel’ &, =0 («,, =0) potom dostaneme kriticku silu presne rovnt mensej z kritickych

sil N, a N, ako znazornuje nasledujtci graf.

Graf 3.1

Na grafe 3.1 je vynesena zavislost' (3.23), ktord vznikne dosadenim «_, =0; do

(3.20), kde na osi x sa vynasa kriticka sila ohybovej straty stability N,,., na osi y kriticka sila
straty stability skratenim N,,.r a na zvislej osi hodnota:

Ny = 0,5[(1\/0,.,2 +N, . )- \/(NW +N, . —4N, N, } . (3.23)

Chalupa v [6] uvadza, ze pre pruty ktoré maji rovnaké okrajové podmienky na oboch
koncoch v ohybe v rovine jednej aj druhej z hlavnych rovin prierezu a aj v krateni, potom
sucinitel’ je rovny 1,0 aje mozné ho bezpecne uvazovat aj pre iné pripady okrajovych
podmienok, ktorym odpoveda stcinitel’ z intervalu (0;1).

Ak by sme sucinitele z intervalu (0;1) polozili rovné 1,0 tak hodnoty kritickych sil sa
zmensSia, ¢o je v zhode s Chalupovym tvrdenim na strane bezpecnej. Ak sucinitele z tab. 3.1
a 3.2, ktoré¢ vysli vicsie ako 1,0 polozime rovné 1,0 potom hodnota kritickej sily, ktora bude
vychadzat z (3.20) sa zvicsi, o by bolo na strane nebezpecnej iba ak by kritickd sila
vypocitand MKP bola mensia ako sila vypocitana touto pribliznou metédou z (3.20) pre
sucinitel’ polozeny rovnym 1,0.

Pre porovnanie pribliznej metdédy s MKP je vhodné na tomto mieste uviest' rieSenie
priestorovej stability prata pomocou MKP.
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3.3 RIESENIE PRIESTOROVEJ STABILITY PRUTA POMOCOU MKP

Prut s tenkostennym prierezom je mozné rieSit’ dvomi spdsobmi. Jedna moznost’ je
rieSenie prostrednictvom prutového modelu pouzitim jednorozmernych elementov, pri¢om
musime okrem materialovych charakteristik £, v zadefinovat’ aj prierezové charakteristiky A4,
L, L, I, 1, i, ys, z¢ . Druhd mozZnost' je rieSenie prostrednictvom Skrupinového modelu
s jednym prevladajucim rozmerom pouzitim dvojrozmernych dosko-stenovych elementov
s redlnymi hrabkami stien tenkostenného prierezu atakto modelovat’ cely prat. V tomto
pripade sta¢i zadefinovat’ okrem materidlovych charakteristik iba hrabky stien priecneho rezu
pruta.

3.3.1 RieSenie sustavy (3.4) MKP- prutovy model

V tejto casti je tedria odvodena matematickym postupom rieSenia sustavy
diferencialnych rovnic (3.4) podla [8] a [20]. V porovnani s [20] tu bol zvoleny polyném iba
Stvrtého stupna a pre dosiahnutie dostatocnej presnosti sa voli vacsi pocet elementov.

3.3.1.1 Diskretizacia prita a aproximac¢ny polynom

Vzhl'adom na rozsiahlost’ vypoctu je zvoleny element iba s koncovymi uzlami s dvomi
nezndmymi v kazdom z nich, ¢o ndm dovoluje pouzit aproximacny polyndém maximalne
treticho stupna (kubicky priebeh). V sustave rovnic (3.4) vystupuju tri nezname: posunutia w,
v a uhly skratenia 9 priecneho rezu prata (primarne nezname). Od nich zavislé st sekundarne

nezname : @, , @y , @4, ktoré st prvymi derivaciami primarnych nezndmych. Na obr. 3.3 st
zakreslené primarne a sekundarne nezname na i-tom elemente.

y

Obr. 3.3 Primarne a sekunddrne nezname na elemente

VSsetky tri primarne nezndme aproximujeme rovnakym kubickym polynémom (3.24),
definovanom na oblasti elementu.

X
RASRE (3.24)
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Po prevedeni na Galerkinov rozklad (priloha 3) s koeficientmi rovnymi hodnotam
primarnych a sekundarnych nezndmych v uzlovych bodoch dostdvame tri aproximacné
polynomy (3.25), popisujuce priebehy hl'adanych nezndmych w(x), v(x), S(x) na oblasti
elementu:

W(x): Wy 'Wl(x)_'_gowb 'V/z(x)"'we "//3(x)+¢7we N x)’
V(x): Ve 'V/l(x)"'(/’vb "//z(x)""’e "//3(x)+ De 'W4(x)’ (3.25)
S(x): 4, 'V/l(x)+¢9b -Wz(x)+19€ 'W3(x)+(09e "//4(x)7

v ktorych priebehy bazovych funkcii y, (x) ~y, (x) su vykreslené na obr. 3.4:

3x 2x° 2x* X
Wl(x):1_7+7’ %(x)=x—7+?a
3x 2x° X X
l//3(X):7—7, W4(X):—T+P. (326)
1 0.2 I
. vl /\
0.5 - Y e 7
V3 Yy
0 ' -0.2 '
0 0.5 1 0 0.5 1
X X

Obr. 3.4 Bdzové funkcie

3.3.1.2 Slaba formulacia, elementova a globalna sustava rovnic

Vynasobenim Tlavych stran rovnic (3.4) vadhovou (testovacou) funkciou u(x)
a zintegrovani tohto su¢inu na dlzke elementu dostadvame :

L L L
J.Ely ~w1Vu~dx+IN~w”u~dx—J.N'ysl9”u'dx=0,
0 0 0
L L L
IEIZ -v"/u-dx+J.N-v”u-dx+J-N-zsl9”u-dx:O, (3.27)
0 0 0
L L L L L
IEIw -SIVu-dx—J‘GI[ -19”u-dx—jN-ysw”u-dx+JN-zsv’1u-dx+'[N-i5219”u-dx=O.
0 0 0 0 0

Po uvazeni, ze ohybové tuhosti a osova sila st na elemente konsStantné a po Gprave
integralov metodou “per partes” (uvdzené su len prvé cleny vzorcov (2.13a), (2.15) [8]
vzhl'adom na homogénne okrajové podmienky) dostaneme:
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L L L
Elijllulldx+N[—Iw’u’de—Ny{—Iglulde =0,
0 0 0

L L L
EIZIVHUHdX+N(—J'V1M1dX)+ Nz,s(—jglulde =0, (3.28)
0 0

0

L L L L L
EIU)IS”u”dx— Glt[—jglulde—Nys[—jwlulde+ NZS[—J‘V[MIdXJ-F Nisz[—jglulde =0
0 0 0 0

0

Vsimnime si, Ze sa opakuju cleny s integralmi zo stinu prvych alebo druhych
derivacii vzdy dvoch funkcii. Nasleduje zostrojenie elementovej sustavy rovnic. Za w(x),
v(x) a S(X) dosadime aproximacény polynom v tvare Galerkinovho rozkladu (s koeficientmi

rovnymi primarnym a sekundadrnym neznamym a s bazovymi funkciami) a za vdhové funkcie
postupne dosadzujeme bazové funkcie a nasledne zintegrujeme na dizke elementu. Na
vyjadrenie integralov je vhodné pouZit’ matematicky software, napr. tu bol pouzity MathCAD.
Z vyjadrenych integralov zo su¢inu druhych derivacii dvoch funkcii po vynati primarnych
a sekundérnych neznamych a po uprave do maticovej formy dostdvame maticu 4, (priloha 3)
a z integralov zo sucinu prvych derivacii dvoch funkcii (z vyrazov v zatvorkach v (3.28))
dostavame maticu &, (priloha 3), obidve su totoZzné bez ohl'adu na typ deformacie w, v alebo

4:

12 6 -2 6
L r v o r 12 L -12 L
% il __26 2 L 4 X - -1 12
ko=| L L L L - 3 3 (3.29)
Uiz -6 12 -6 BTir|-12 —Lo12 —L P ©
| S S A LY Ly
6 2 6 4 LT3 37
L L * L]
kde L je dizka elementu. Vektor nezndmych na elemente sme pritom vyhodne zvolili:
5el = {Wb ¢wh We ¢we vb ¢vb ve ¢ve l9/) (Dl% l9e ¢Se }T . (33 O)

Matica k; je po prenasobeni £/, tuhostnou maticou pratového elementu namahaného ohybom
a priecnou silou (je uvedena v lit. [8] (4.15)). Prepisanim sustavy rovnic (3.28) do maticove;j
formy (aplikovanim matic (3.29)), pri zvoleni poradia primarnych a sekundarnych nezndmych
na elemente podl'a (3.30), dostdvame elementovu ststavu rovnic:

[la]+ N -[p]]- {5, } =0, (331)
kde:
El, -k, 0 0
a=| 0  EI -k 0 , (3.32)
0 0 El,-k-GI k
Lk, 0 v, -k,
b=| 0 k,  z,-k, |. (3.33)
—y. -k, z, -k, i’k
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Obr. 3.5 Zostavenie globdlnych matic
(poznamka: horny index pri maticiach k znamena cislo elementu)
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Vzhl'adom na to, Ze matice k; a k, st rozmeru 4x4, st matice [a] a [b] rozmeru 12x12.
Nasleduje vytvorenie globalneho konec¢no-prvkového modelu, spojenie elementovych ststav
rovnic (3.31) pre jednotlivé elementy do globalnej sustavy rovnic pruta. Najprv prepiSeme
lokalne nezndme na elemente na globalne nezndme a potom scitame navzajom tie rovnice,
v ktorych sa vyskytuji rovnaké globalne nezndme. Pre pripad pratu rozdeleného na tri
elementy je zostavenie globalnych matic zndzornené na obr. 3.5. Horny index matic &
znamené &islo elementu. V pripade Ze vietky elementy maju rovnaka dizku plati:

K =kl=..=k=..=k' K =kl=..=k=..=k" (3.34)

Vo vSeobecnom pripade globdlna sustava rovnic v maticovom tvare shomogénnymi
okrajovymi podmienkami znie:

4]+ N -[B])-{5}=0. (3.35)

Jednoduchsi sposob zostavenia sustavy rovnic vedie cez zostavenie matic K; a Ko,
ktoré sa tykaju vzdy iba jednej s vySetrovanych deformacii (avSak pre kazdd deformaciu w,
v alebo $ maju matice totozné tvary) podl'a obr. 3.6, na ktorom st uvedené pre pripad s tromi
elementmi.

k1 ka2
Ki= Kz=
k1 k2

Obr. 3.6

Potom pre matice 4 a B plati:

EI-K, 0 0
A= 0 El -K, 0 , (3.36a)
0 0 El, -K -Gl -K,
| K, 0 -y, K,
B= 0 K, z K, |. (3.36b)
| = Vs K, z,-K, isz K,

Vo vSeobecnom pripade pre prat rozdeleny na n elementov vznikne n+/ uzlov.
V kazdom uzle st dve nezname, potom vznikne 2(n + 1) rovnic globalnej sustavy tykajucich

sa iba jednej deformacie. Deformacie si 3 ato w, va 4, preto globalna ststava ma 6(n + 1)
rovnic globalnej sustavy. Potom globalny vektor primarnych a sekundarnych neznamych je:

o= {w w v v G 4 }T
- 1 ¢W,l"' i+l ww,nﬂ 1 gpv,l"' i+l ¢v,n+l 1 ¢9,1"' i+l ¢19,n+1 .

(3.37)
Aplikovanie okrajovych podmienok sa vykona vyradenim stipcov a riadkov matic 4, B
a vynechanim prislusnych clenov vektora deformaécii {5 }, ktoré¢ zodpovedaji nulovym
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deforméciam. Pre vsetky typy podopreti prata su vtab. 3.3 v2.stipci vypisané nulové
deformécie (deformacie vid' obr. 3.3), ktorym prisluiné riadky a stipce matic A a B a ¢leny
vektora neznamych (3.37) sa eliminuji. V pripade kibového uloZenia sa vynechava iba
primarna nezndma. V pripade votknutia sa vynechava primdrna isekundidrna neznama.
V pripade posuvného votknutia sa vynechdva iba sekundarna neznama. Vzhladom na 3
zlozky deformadcie to treba vykonat’ pri ohybe v rovinach x-z, x-y aj pri krateni. Aplikovanim
okrajovych podmienok sa pocet globalnych rovnic zredukuje. Dostadvame ststavu rovnic:

[4]+N-[B]-{5"}=0.

Tab. 3.3 Okrajové podmienky

(3.38)

Ohyb okolo osi y

schéma v rovine x-z zabranena (nulova) deformacia

vol'na deformacia

N prichyb w =0 pootoCenie @
y prichyb w=0
ﬁi -- pootoCenie ¢ =w'=0

prichyb w
pootoCenie @

pootogenie ¢, =w' =0

prichyb w

Ohyb okolo osi z

schéma v rovine x-y

zabranena (nulova) deformacia

vol'na deformacia

priehyb v =0

pootoCenie @,

prichyb v =0
pootocenie ¢, =v' =0

priehyb v
pootocenie ¢,

—
/
A

pootocenie ¢ =v' =0

priehyb v

Skrutenie

zabranena (nulova) deformacia

vol'na deformacia

skrutenie 9 =0

deplanacia ¢,

skratenie 9 =0
deplanacia g, =3 =0

skritenie 9
deplanacia @,

deplanacia g, =9' =0

skratenie 3

(na obr. 3.3 st jednotlivé deformacie vyznacené v koncovych uzloch)
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3.3.1.3 Problém vlastnych ¢isel a vektorov

Vzhl'adom na to, ze globalna sustava rovnic (po aplikovani homogénnych okrajovych
podmienok) (3.38) je homogénna, nie je mozné vypocitat’ konkrétne hodnoty primarnych
a sekundarnych neznamych. Preto nie je mozné uréit’ deformacie pozdiz prata ¢o do velkosti,
ale je mozné urcit tvar priebehu deformacie. To je dosledkom pouzitia tedrie malych
deformacii. Stistava rovnic vedie na rieSenie problému vlastnych hodndt a vlastnych tvarov.

Riesenim problému vlastnych hodndt a vlastnych tvarov homogénnej rovnice (3.38)
dostavame sériu vlastnych cCisel a k nim prislachajucich vlastnych vektorov {5} Pri¢om

vlastné Cisla ako nasobitele osovej sily N definuju stavy rozdvojenia rovnovahy. Prislusné
vektory predstavuji potom tvary rovnovdhy. Prendsobenim osovej sily N najmensSim
vlastnym ¢islom ¢, dostaneme hl'adanu kritick silu N,,. Pri dosiahnuti kritickej sily sa prut

dostdva do bodu rozdvojenia rovnovahy, kedy obidva tvary (priamy aj vyboCeny tvar)
vyhovuju diferencialnej rovnici pre dané homogénne okrajové podmienky.

Riesenim zovseobecneného problému vlastnych hodndt a vlastnych vektorov matic
A‘a B dostdvame sériu vlastnych cisel, ktoré reprezentujii priamo hodnoty osovych sil
urcujucich stavy rozdvojenia rovnovahy. Prislusné vektory urcujice tvary vybocenia su dané
hodnotami primarnych a sekundarnych neznamych v uzloch prita. Tieto je mozné dosadit’
do aproximacnych polyndémov a dostat’ tak spojity priebeh tvarov vybocenia.

3.3.2 Zadanie prikladu

Pre porovnanie prutového a Skrupinového modelu pri vypocéte hodnoty kritickej sily je
zvoleny prut s prierezom s jednou osou symetrie (obr.3.7) (s prierezom z prikladu 6.4 str.130
[5]) o dizke 4,5m, proste uloZeny v obidvoch hlavnych rovinach a vidlicovito uloZenych
v krtteni. Tento prierez bol zvoleny zdmerne s jednou osou symetrie, lebo vtedy pri vyboceni
v jednej z hlavnych rovin prierezu (a to v rovine symetrie, v danom pripade rovina z-x)
dochadza k Eulerovmu vzperu, pri ktorom hodnotu kritickej sily vieme urcit' exaktne.
Hodnoty kritickych sil su vypocitané aj pribliznou metédou (vid’ priloha 2)

V pripade pratového modelu je vypocet spracovany v programoch MS EXCEL
(zostavenie globalnych matic prata) a MathCAD (rieSenie problému vlastnych cisiel
a vlastnych vektorov) (vid’ priloha 3). V pripade Skrupinového modelu je pouzity program
ANSYS.

\ 500 y
w c w
,,,,,,,,,, §<<Or
7 ZR{ Lz
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g SR Ly
™ —
&
| | %9
| 150 1|80 LH HJ
, | 4500 |

Obr. 3.7 Prierez a okrajové podmienky priita
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3.3.3 RieSenie MKP- $krupinovy model v programe ANSYS

ANSYS umoznuje riesit’ danu ulohu Skrupinovym modelom pouzitim Skrupinovych
elementov. Tieto elementy nahrddzaju steny pruta strednicovou rovinou so zadanou hrubkou.
Je zvoleny prvok SHELL63, ktory moze nadobudat’ tvary trojuholnikové aj Stvoruholnikové.
V kazdom uzle mé Sest’ stupfiov volnosti a to tri premiestnenia v smere suradnych osi a tri
pootocenia okolo suradnych osi. Je to dosko-stenovy element umoznujuci aplikovat’ zat’azenie
v rovine elementu ako aj kolmo na rovinu elementu a vyhodnocovat’ premiestnenia v rovine
elementu tak aj kolmo na rovinu elementu. Ma charakteristiky stenového a doskového
elementu. Umoziiuje zadat’ aj premennu hrabku.

Postup modelovania
1. Ako prvé sa zadaju materidlové charakteristiky.

Tab. 3.4 Materialové charakteristiky

Material E [kPa] 1%
Ocel 210 000 000 0,30

2. Modelovanie pruta
Model priuta je zobrazeny na obr. 3.8. Treba podotknut, Ze na to, aby sa mohli
porovnavat vysledky s pratovym modelom, musi sa zabranit deforméciam v rovine
prierezu prata, aby bol splneny druhy predpoklad pratového modelu (tuhosti
prie¢neho rezu). Preto st modelované v $estinach dizky diafragmy (obr. 3.8).

3. Zadefinovanie okrajovych podmienok
V tomto pripade ide o kibové uloZenie. V koncovych prierezoch je zabranené
posunutiam v rovine prie¢neho rezu a v strede dizky prita na hrane diafragmy je
zabranené pozdiZnemu posunutiu. Sposob uloZenia je na obr. 3.9

4. Zadanie zatazenia
V prvej faze vypoctu je treba zat'azit’ konstrukciu, aby bola programom vygenerovana
tuhostna a zatazovacia matica pruta. Ked’ze ide o vypocet osovej kriticke;j sily je treba
zadefinovat’ také zatazenie na koncoch pruta, ktoré je staticky ekvivalentné sile
posobiacej v tazisku prierezu v smere pozdiZnej osi prita. To sa docieli zadanim
spojitého zat'azenia na hranach elementov koncovych prierezov. Zvolena je osova sila
o hodnote 10MN. Potom sa spojité zatazenie na hrane elementu dostane podelenim
zvolenej sily plochou priecneho rezu a vynasobenim prislusnou hrubkou elementu.
Zat'azenie je znazornené na obr. 3.10. Na obr. 3.11 je priebeh deformécie od osovej
sily, ktory musi reprezentovat’ iba osové skratenie pruta, ked’ze ho sposobuje centricka
osova sila (kontrola zatazenia).

5. RieSenie stability pruta
Ked’ prebehol staticky vypocet moze sa pristipit’ k druhej faze k stabilitnému vypoctu
(New Analysis/ Eigen buckling, Analysis option/ Block Lanczos, Nmode= pocet
viastnych tvarov, LDmulte=0.0), a to rieSenie problému vlastnych ¢isel a vlastnych
vektorov matic vygenerovanych v prvej faze vypoctu. Po vypocte sa mozu nacitat’
jednotlivé vlastné tvary s prisluSnymi frekvenciami. Kazdému vlastnému tvaru
zodpoveda jedna hodnota kritickej osovej sily, ktord sa ziska vynasobenim zvolenej
osovej sily frekvenciou - vlastnym ¢islom. Priebeh prvého vlastného tvaru je na obr.
3.12~3.14 druhého na obr. 3.15~3.17.
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Obr. 3.9 Sposob ulozenia
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Obr. 3.10 Zatazenie
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Obr. 3.11 Priebeh deformacie od osovej sily
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3.4 POROVNANIE RIESENIA MKP PRUTOVYM, SKRUPINOVYM MODELOM
A PRIBLIZNOU METODOU

Prit mé tvar prierezu a okrajové podmienky podla obr. 3.7. Dany priklad bol
vypocitany MKP pratovym modelom najskor manuélne pre 4 elementy, potom aj za pomoci
programu napisanom vo VBA pre EXCEL pre 10 elementov. Vypocet kritickych sil a tvaru
vybocenia pomocou MKP pratovym modelom je uvedeny v prilohe 3 spolu s jednotlivymi
maticami. V prilohe 4 je zobrazené¢ aspon grafické rozhranie spominaného programu
napisané¢ho vo VBA v Exceli.

Vzhl'adom na rozsiahlost’ matic a manualny vypocet zatial staci delenie na Styri
elementy o rovnakej dizke 1,125m. Prat je nahradeny nehmotnou osou a tvar prierezu je
zohl'adneny prierezovymi charakteristikami vypocitanymi v prilohe 2. Na zostrojenie
vSetkych matic je pouzity program MS EXCEL. Na rieSenie vlastnych cisel a vlastnych
vektorov je pouZity program MathCAD. Na obr. 3.18. je uvedeny vektor vlastnych &isel {4},
ktory po prendsobeni jednotkou [kN] (kedze moduly pruznosti boli zadané v [kPa]) dava
hodnoty kritickych sil. Minimdlna absoltitna hodnota je v 21. riadku, ktorej prinalezi vlastny
vektor d,; a vlastny tvar vykresleny na obr. 3.20, ktory zodpoveda vyboceniu v smere osi y pri
sucasnom skruteni. Druh4 najmensia hodnota je v 8. riadku, ktorej prinalezi vlastny vektor dg
a vlastny tvar vykresleny naobr. 3.21, ktory zodpovedd ohybovému vyboceniu v rovine
symetrie.

1 1 1
1 -3.08-106 1 0 1 -0.698 Pwi
2 -2.55-106 2 0 2 -0.707 W2
3|  -1.652-106 3 0 3 -0.494 Pw2
4|  -9.891-105 4 0 4 -1 W3
5| -6.161-105 5 0 5 [3.095-10-15 Pw3
6| -2.945-105 6 0 6 -0.707 W4
7|  -1.276-105 7 0 7 0.494 Pwa
8| -3.169-104 8 0 8 0.698 QYws
9| -1.2321107 9 -0.059 9 0 PV
10 -1.02-107 10 -0.06 10 0 V2
11|  -6.613-106 11 -0.042 11 0 Qv2

A=[12]  -3.965:106 51=[12 -0.084 bg=[12 0 V3

13 -2.475-106 13 0 13 0 %Dv3
14 -1.37-106 14 -0.06 14 0 Va
15|  -1.191-106 15 0.042 15 0 P4
16| -1.137-106 16 0.059 16 0 A%
17| -7.425-105 17 -0.698 17 0 gﬁm
18] 5.247-105 18] -0707 18 0 Y
19]  -4.511-105 19 -0.494 19 0 gﬁﬂZ
20| -2.872:105 20 4 20 0 193
21| -2.836-104 21(1.711-10-14 21 0 gﬁm%
22| 7211104 2] 0707 22 0 4
23|  -1.457-105 23 0.494 23 0 gQIM
24| -1.431-105 24 0.698 24 0 QQT%

Obr. 3.18 Vektor viastnych cisel, prvé dva viastné vektory (reprezentujice viastné tvary)
popis neznamych deformacii (sekundarnych a primarnych) pre vlastné vektory
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Obr. 3.19 Delenie priitu, primdrne a sekunddrne nezname

Po dosadeni primarnych

a sekundarnych neznamych

z vlastnych  vektorov

do aproximacnych polyndmov dostdvame spojité priebehy tvarov vyboceni (priloha 3).

0
V21(X)
—0.05 1
[N
-0.1 | |
3 4
X
0
L 21(X)
—0.5 1
0s
-1 | |
3 4

X

Obr. 3.20 Priebeh vybocenia pri prvom vlastnom tvare —
vybocenie kolmo na os symetrie v;;(x)
a sucasné skrutenie 3, (x)
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Obr. 3.21 Priebeh vybocenia pri druhom viastnom tvare-
vybocenie ohybom v rovine symetrie wg(x),
exaktny priebeh vybocenia (sinusoida) pri rovinnom vzpere Weyaci(X)

Pre porovnanie su uvedené aj vysledné hodnoty kritickych sil vypocitané pribliznym
postupom podrobne popisanym v kapitole 3.2. Hodnota kritickej sily pri rovinnom vyboceni
je urcena z Eulerovho vzorca. Vysledné hodnoty kritickych sil su uvedené v tab. 3.5.
sil vypoc¢itanych MKP pratovym
a Skrupinovym modelom, rovinnym vzperom Eulerovym rieSenim a priestorovym vzperom
pribliznym Gol'denvejzerovym rieSenim (upravenym Vlasovom) je zhodnoteny v tab. 3.6.

Percentudlny rozdiel medzi hodnotami kritickych

Tab. 3.5 Vysledné hodnoty kritickych sil

rovinny vzper priestorovy vzper
Ncr.y Ncr.zw
metdda vypoctu [MN] [MN]
MKP - Skrupinovy model - ANSYS 30,53 28,54
MKP - pratovy model 31,69 28,36
rovinny vzper - Eulerova kriticka sila 31,67 —
priestorovy vzper - priblizna met. podla
Goldenvejzera (Vlasova) — 28,35
Tab. 3.6 Percentuadlny rozdiel
rozdiel [%] rovinny vzper riestorovy vzper
MKP pr. | MKP &kr. | Euler | MKP pr. | MKP &kr. | Goldenvejzer
MKP pr. 0 3,8 0,06 0 0,63 0,04
MKP Skr.- ANSYS — 0 3,7 — 0 0,67
Euler/Goldenvejzer — — 0 — — 0

Z percentudlneho rozdielu v tab. 3.6 vyplyva, Ze pri rovinnom vzpere je medzi MKP
pratovym modelom a Eulerovym analytickym rieSenim zanedbatelny rozdiel. Podobne pri
priestorovom vzpere je medzi MKP pratovym modelom a Gol'denvejzerovym (Vlasovovym)
pribliznym rieSenim priestorového vzperu zanedbatel'ny rozdiel. AvSak medzi MKP prutovym
a Skrupinovym modelom su rozdiely viditeI'né hlavne pri rovinnom (viac ako 3%) menej pri

priestorovom vzpere (menej ako 1%).
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To moze byt zapriCinené asi z najvacsej Casti nemoznostou zabezpecit' predpoklad
tuhého prie¢neho rezu, na zéklade ktorého je zalozend pratova tedria. V Skrupinovom modeli
sme tento predpoklad zabezpecCovali diafragmami, ktoré vSak zabranuji vol'nému priebehu
deplandcie, ¢o nasledne vplyva na hodnotu kritickej sily. Na obr. 3.13 a 3.14 je vidiet mierne
postranné vybocenie stien medzi vystuhami, s ¢im vSak pratovy model tiez neuvazuje. Vobec
vplyv lokdlnej straty stability tvoriacich prvkov prierezu medzi diafragmami nie je
v pratovom modeli zahrnuty. Cim hustej$ie by sme diafragmy navrhovali, tym va¢§mi by sme
branili volnému priebehu deplanacie. Podobne to plati, ak by sme menili hrubky stien
diafragiem. V beznej praxi sa do podobnych pratov (napriklad horny pas priehradového
hlavného nosnika mostov) diafragmy navrhuja v hustote, aka bola zvolena v danom priklade.
Preto je v tomto aspekte prutovy model vzdialenejsi od skuto¢nosti. Vzhl'adom na to, ze prut
je vzdy sucastou konstrukcie, je tazké odhadnut, nakolko je ktord metdda presnejsia, Ci
pratova alebo Skrupinova.

Treba poznamenat’, Ze pomer najvi¢sieho rozmeru prieéneho rezu ku dizke pritu je
onieCo viacsi ako 1/10, €o je na hranici tedrie pratového modelu. Pri vicSine prutov
ocelovych konstrukeii je tento pomer vacsi. Pri vi¢sej dizke prita by bol nepriaznivy vplyv
lokalneho vyduavania stien prata mensi, ¢im by bola zhoda medzi pratovym a Skrupinovym
modelom vécsia.

Dal$im moznym dévodom je, e pri pratovom modeli bol zvoleny aproximaény
polyném iba treticho stupiia (kubicky priebeh). Napriek tomu zobr. 3.21 je zrejmé, ze
vysledny 2. vlastny tvar vybocCenia “lezi“ na presnom priebehu vybocenia analytického
rieSenia (ktory je zhodny s polovinou sinusoidy) achyba MKP pratovym modelom
v porovnani s exaktnym Eulerovym riesenim je 0,06%. Pre presnejSie rieSenie postacuje
zvacsit’ pocet elementov. Napriklad pri pocte 10 elementov chyba klesla na 0,0013%. Pri
pouziti aproximacného polyndéma s vyssim stupiiom by boli dosiahnuté podobné rozdiely uz
pri menSom pocte elementov. AvSak v tomto pripade by museli byt elementy s viac ako
dvomi uzlami podla stupiia polynému.
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3.5 POROVNANIE KRITICKYCH SiL PRUTOV PRE VYBRANE KOMBINACIE
OKRAJOVYCH PODMIENOK VYPOCITANYCH MKP PRUTOVYM MODELOM
A PRIBLIZNOU METODOU

Pre potrebu porovnania vacsieho mnozstva kritickych sil by nebolo mozné v pripade
MKP pratovym modelom postupovat’ manudlnym spdsobom (podobne ako v kapitole 3.4,
druha Cast’ prilohy 3) pri zostavovani jednotlivych matic, ¢i uz z hl'adiska ¢asovej naroc¢nosti
alebo vysokej pravdepodobnosti vyskytu chyb. Preto bol vytvoreny uz spominany program
vo VBA pre EXCEL zalozeny na MKP prostrednictvom prutového modelu podla postupu
uvedeného v kapitole 3.3.1.

Vratme sa k sucinitelom v tab. 3.1 a 3.2 a pribliznej metode vypoctu kritickej sily
priestorovej straty stability prita s jednoosovo symetrickym prierezom (3.20), ked os z je
osou symetrie. Pre tie praty s kombinaciami okrajovych podmienok v ohybe a kruteni, ktorym
prindlezi zaporny sulinitel’ ztab. 3.1 a 3.2 vychadzaji hodnoty kritickych sil priestorovej
straty stability véac¢Sie ako st hodnoty kritickych sil prisluchajtcich jednotlivym zlozkam
straty stability, z ktorych priestorovy tvar straty stability pozostdva, teda neplati (3.22).
Okrem toho v tychto pripadoch moze ¢asto nastat’, ze v (3.20) sa pod odmocninou vyskytne
zaporné Cislo arieSenie preto vedie na komplexné Cislo. Zaujimavy je aj fakt, Ze pri prute
s takouto kombinaciou okrajovych podmienok zavisi aj od vzajomného pomeru velkosti
kritickych sil N... a N..r, ¢i bude hodnota kritickej sily z (3.20) redlne alebo komplexné
¢islo. Napriklad pre T prierez s dimenziami péasnice 300x20mm a steny 300x20mm pre
okrajové podmienky, ktorym odpoveda sucinitel’ rovny -0,36 z tab. 3.1, ked’ budeme menit’
dizku pruta v intervale 0,5~5m zistime, Ze pri dizkach priblizne v intervale 1,5m~2,5m bude
pre kriticku silu vychadzat’ komplexné &islo, zatial’ ¢o pri dizkach mimo tohto intervalu bude
vychadzat' realne &islo. Treba podotknut, Ze komplexné &islo vychadza prave pre také dizky
pruta, kedy priblizne plati: N, =N, ,. Preto je mozné usudzovat’, Ze vzijomny pomer
kritickych sil prislichajicich jednotlivym separovanym zlozkdm priestorového tvaru straty
stability (ohybovej N, a skruteni N..7) bude mat vyznamny vplyv na vysledni hodnotu
kritickej sily priestorovej straty stability.

Na lepsiu predstavu vplyvu vzajomného pomeru kritickych sil prislichajucich dvom
zlozkdm priestorového tvaru straty stability na vysledny priestorovy tvar straty stability
a prislusnu kriticku silu je pre prut s prierezom (prevzatym z prikladu 6.4 str.130 komentara k
CSN 731401 [5]) a s okrajovymi podmienkami zobrazenymi na obr. 3.22 zostrojeny graf
zévislosti jednotlivych kritickych sil od dizky prita (vypocet je uvedeny v prilohe 2). Pre
v tomto pripade prierez s jednou osou symetrie (osou z) mdze nastat’ priestorovy vzper, ktory
sa sklada z ohybovej zlozky v rovine kolmej na os symetrie (os z) a suCasne zo skrutenia.
Samotnej ohybovej zloZke v rovine kolmej na os z (ktord v tomto pripade bez suc¢asného
skrutenia nastat’ neméze) prislucha kriticka sila:

*El
N,. = ’; i (3.39)
Samotnému skruteniu pruta prislacha kriticka sila:
1 7’El,
Ncr,T = ?(G]t + kiLz J (340)

Na obr. 3.22 st na grafe vynesené kritické sily (3.39), (3.40), kritickd sila priestorovej straty
stability podla pribliznej metédy N..r7r z (3.20) pre sulinitel «,, = 0,042 prisluchajici

45



danym okrajovym podmienkam a N, .., pre sucinitel’ polozeny «_, =1, d’alej kriticka sila
priestorovej straty stability N uxp vypoCitand MKP pratovym modelom pomocou
zhotoveného programu vo VBA EXCEL a nakoniec percentualne vyjadrené chyby pribliznej
metddy v porovnani s vysledkami N, yxp v zavislosti od dizky prita 1m~13m. V pripade, Ze
chyba je na strane nebezpecnej potom je vynesena zapornou hodnotou. Chyba pribliznej
metody v porovnani s MKP je oznacend na grafe ako chybarryxp , chyba pribliznej metody
pri polozeni koeficienta o, =1 (bez ohl'adu na okrajové podmienky) v porovnani s MKP

ako chybazyg, yip -
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Obr. 3.22 Prierez pruta a okrajové podmienky (OP)
Vlastné tvary priestorovej straty stability prita s dizkou Im; 6,73m; a 13m (MKP)
Graf zavislosti kritickych sil od dizky priita a chyby pribliznej met6dy
pre o_, =0,042 odpovedajiice konkrétnej kombindcii OP a pre «, =1
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Kriticka sila pri skrateni (3.40) sa meni s diZkou pruta menej (vzhl'adom na prvy ¢len
v zatvorke) ako kritickd sila ohybovej straty stability (3.39). Dlzkou L, je oznacena dlzka
pruta, pri ktorej sa tieto kritické sily presne rovnaju:

L \/Elkziz—Elwkzz

z W S

GLk.k,’

(3.41)

Nad grafom st vykreslen¢ priebehy deformacii (vybocenie kolmo na os symetrie a sucasné
skritenie) pri priestorovej strate stability prata sdizkami L=1m; L= L,=6,73m; a

L=13m.

Vzhl'adom na to, ze princip pribliznej metddy (popisanej v 3.2) spociva v tom, ze sa
vopred volia aproximécie zloZiek vybocenia (ohybovej zlozky v rovine kolmej na os symetrie
a tvar skrutenia) pomocou priebehov vlastnych tvarov straty stability pratov (Vlasov volil
vlastné tvary priecneho kmitania pritov) tak, aby tieto vyhovovali redlnym okrajovym
podmienkam danej zlozky priestorového vybocenia vySetrovaného prita a potom sa kriticka
sila vyjadruje z podmienky existencie netrividlneho rieSenia, by sa dalo ocakavat, Zze
v pripadoch, kedy je skuto¢ny tvar priestorovej straty stability dobre vystihnuty volenymi
vlastnymi tvarmi, bude chyba pribliznej metddy minimélna. AvSak z grafu na obr. 3.22 je
zretelné, ze pri dizke prata L,, kedy bol dobre vystihnuty priestorovy tvar straty stability prata
(ohybova zlozka vybocenia v rovine kolmej na os symetrie aj tvar skratenia), bola dosiahnuta
najvicsia chyba pribliznej metddy v porovnani s MKP, zatial’ ¢o pri dizkach 1m a 13m kedy
v prvom pripade nesedel tvar vybocenia kolmo na os z a v druhom nesedel tvar skritenia
s volenymi vlastnymi tvarmi (¢i uz rieSenia vlastnych tvarov straty stability alebo vlastného
priecneho kmitania prutov), bola dosiahnutd minimalna chyba. VSimnime si na grafe
na obr. 3.22, ze kritické sily priestorovej straty stability N, 77 (pribliznou metédou) a N, yxp
(MKP) sa v okrajovych cCastiach blizia: ku kritickej sile straty stability skrutenim (na l'avej
strane) a ku kritickej sile ohybovej straty stability kolmo na os symetrie (na pravej strane). Ak
jedna zo zloziek priestorového vybocenia (ohybové zlozka alebo skritenie) vyrazne prevlada
nad druhou, potom hodnota kritickej sily priestorovej straty stability sa blizi hodnote tej
kritickej sily, ktord prislicha dominantnej zlozke vybocenia. To je aj dévodom preco
v okrajovych castiach, kde bola dominantna jedna zlozka priestorového tvaru straty stability,
ktord bola v pribliznej metdéde dobre vystihnutd volenym tvarom vybocenia, bola aj napriek
nevystihnutiu druhej zlozky chyba pribliznej metédy pomerne mald (mensia ako v oblasti
dizok ~ L, ). Z toho vyplyva, Ze pri hodnoteni pribliznej metédy je potrebné porovnévat prave
pri dizkach pritov, pri ktorych sa kritické sily jednotlivych zloZiek priestorového tvaru straty
stability pribliZzne rovnaji a to je pri dizkach priblizne L,. V tomto pripade pre sucinitel’ o,
od¢itany ztab. 3.1 na zaklade prislusnych okrajovych podmienok bola chyba pribliznej
metody 4,7% na strane nebezpefnej a pri polozeni «_, =1 bola chyba 36,5% na strane
bezpecne;.

Tu su uvedené pripady s inymi prierezmi s jednou osou symetrie (osou z) a réznym
ulozenim prata. Pre kazdy tu uvedeny pripad si na obrazku znazornené: tvar prierezu
a okrajové podmienky pruta a na prislusnom grafe vynesené jednotlivé kritické sily (podobne
ako na obr.3.22) achyby pribliznej metédy so st¢initelom ¢« , od¢itanym z tab. 3.1

(chybarrykp) atiez pre a., =1 (chybarramxp) v zavislosti od dizky prata s vynesenou
dizkou L,. Nad grafom st vykreslené tvary vybocenia pre krajné hodnoty diZok prata a pre L,,.
Ako uz bolo spomenuté v predposlednom odseku v 3.2.2 ak stcinitel’, ktory je ar_, >1

polozime «_, =1, potom sa hodnoty kritickych sil pribliZnou metddou zvicsia, ale v pripade
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Obr. 3.23 Prierez pruta a okrajové podmienky
Vlastné tvary priestorovej straty stability prita s dizkou 2m; 7,75m; a 13,5m (MKP)
Graf zavislosti kritickych sil od dizky prita a chyby pribliznej metody
pre a_, =1,494 odpovedajuce danej kombindcii OP a pre o _, =1

prata na obr. 3.23 s klobukovym prierezom je to napriek tomu na strane bezpecnej, ked’ze pre
vetky dizky prita je kriticka sila vypocitana MKP stale vi¢sia ako sila vypoéitand pribliznou
metddou. Vzhladom na to, Ze vtomto pripade tu nie je taky vyrazny nepomer medzi
hodnotami kritickych sil prislichajucich jednotlivym zlozkam priestorového vybocenia ako
v predoslom priklade (ani jedna zo zloziek vybocenia nie je dominantnou), je tvar vybocenia
dobre vystihnuty pri vietkych vySetrovanych dizkach prita a chyby pre tu uvedené rozmedzie
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Obr. 3.24 Prierez pruta a okrajové podmienky
Vlastné tvary priestorovej straty stability prita s dizkou 0,6m; 2,3m; a 4,5m (MKP)
Graf zavislosti kritickych sil od dizky prita a chyby pribliznej metody
pre a_, =0 odpovedajice danej kombindcii OP a pre «_, =1

dizok pruta sa pohybujii v uz§om intervale. Napriek tomu aj tu je dosiahnuta najvicsia chyba
priblizne v oblasti dizok ~L,.

Priklad prata na obr. 3.24 s prisluSnymi okrajovymi podmienkami bol zvoleny
z dovodu, ze mu odpoveda sucinitel’ z tab. 3.1 rovny nule. To sa v pribliznej metode prejavilo
tak, ze kriticka sila priestorovej straty stability vypoéitana z (3.20) bola pre vietky dizky prata
presne rovnd mensej z kritickych sil prisluchajucich zlozkam priestorového vzperu (ohybovej
zlozky v rovine a skriteniu). VzhI'adom na to, Ze kritick4 sila vypocitand MKP je menSia ako
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Obr. 3.25 Prierez pruta a okrajové podmienky
Vlastné tvary priestorovej straty stability priita s dizkou 0,5m; 1,15m; a 1,8m (MKP)
Graf zavislosti kritickych sil od dizky prita a chyby pribliznej metody
pre a_, = 0,721 odpovedajuce danej kombindcii OP a pre o _, =1

minimalna znich, je chyba pribliznej metdody na strane nebezpe€nej, avSak po polozeni
a., =1 je chyba na strane bezpecnej. V okrajovych &astiach dizok je jedna zo zloZiek
priestorového vzperu natol’ko dominantna, ze kritickd sila priestorovej straty stability
vypocitand MKP je takmer rovna kritickej sile prislichajuce;j tejto dominantnej zlozke.

Praty s “T* prierezmi na obr. 3.24~3.27 alebo s “L* prierezom na obr. 3.28 maji
nulovy vysekovy moment zotrvacnosti, ¢o spdsobilo, Ze kritickd sila pri strate stability
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Obr. 3.26 Prierez pruta a okrajové podmienky
Vlastné tvary priestorovej straty stability priita s dizkou 0,5m; 1,15m; a 1,8m (MKP)
Graf zavislosti kritickych sil od dizky priita a chyby pribliznej met6dy
pre o, =1,318 odpovedajuce danej kombindcii OP a pre o, =1

skratenim nie je zavisla od dizky prata. To ma za nésledok, Ze kritické sily zloZiek
priestorového vzperu su v okrajovych Castiach vo vyraznejSom vzajomnom nepomere ako pri
inych typoch prierezov, apreto je krivka kritickej sily priestorovej straty stability MKP
v okrajovych castiach bliz§ie ku krivkdm kritickych sil jednotlivych zloziek ako pri
prierezoch s nenulovym vysekovym momentom zotrvacnosti.
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Obr. 3.27 Prierez pruta a okrajové podmienky
Vlastné tvary priestorovej straty stability prita s dizkou 1,5m; 4,6m; a 8m (MKP)
Graf zavislosti kritickych sil od dizky prita a chyby pribliznej metody
pre a_, = 0,721 odpovedajuce danej kombindcii OP a pre o _, =1

V priklade na obr. 3.27 je chyba pribliznej metddy pre stcinitel’ od¢itany pre prislusna
kombinaciu okrajovych podmienok (OP) (ztab. 3.1) na strane nebezpecnej a po polozeni
a_, =1 je na strane bezpecnej s takmer nulovou chybou. Pre sucinitel « 6 =0,78

vypocitany Vlasovom (v tab. 3.2) je chyba na strane nebezpecnej. Vysledny tvar skrutenia
podl'a MKP sa pre vietky dizky riesenych pratov nezhoduje s (iba podl'a OP) volenym tvarom
fundamentalnej funkcie pre skrutenie v pribliznej metode. To bolo pravdepodobne spdsobené
vzajomnym vplyvom ohybu a skratenia v spojeni s faktom, ze prut ma prierez s nulovou
vysekovou suradnicou (skratenia prierezov nesposobuju normalové napétia).
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Obr. 3.28 Prierez pruta a okrajové podmienky
Vlastné tvary priestorovej straty stability priita s dizkou 0,6m; 2,25m a 4,5m; (MKP)
Graf zavislosti kritickych sil od dizky prita a chyby pribliznej metédy
pre a_, =1,318 odpovedajuce danej kombinacii OP a pre o, =1

Pre priklad na obr. 3.28 pre prislusné okrajové podmienky prindlezi sucinitel’ vacsi
ako 1 (pozri predposledny odsek v 3.2.2). Po polozeni «_, =1 (podobne ako v priklade na
obr. 3.23) kriticka sila pribliznou metédou nestipla natol’ko, aby bola na strane nebezpecne;j
pri porovnani s MKP. Pri dizkach pruata vaésich ako L, je dominantnou zlozkou priestorového
vybocenia ohyb v rovine kolmej na os symetrie a minoritnou zlozkou je skrutenie. Preto pri
dizke prata 4,5m doslo k posunu maximalnej poradnice priebehu skritenia blizsie avému
koncu pruta.
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Obr. 3.29 Prierez pruta a okrajové podmienky
Vlastné tvary priestorovej straty stability prita s dizkou 0,1m; 0,87m a 4m; (MKP)
Graf zavislosti kritickych sil od dizky priita a chyby pribliznej met6dy
pre o, =1,318 odpovedajuce danej kombindcii OP a pre o, =1

V priklade na obr. 3.29 st hodnoty kritickych sil prisluchajicich jednotlivym zlozkam
rddovo rovnaké a ztoho titulu sa chyby pribliznej metdody pohybuji v uzSom intervale.
Na lepSie vystihnutie vlastnosti priestorového vzperu podobne ako na obr. 3.24~3.28 by
musel byt na grafe zobrazeny $irsi interval dizok pruta, avsak tie by uZ boli mimo redlne
pouzivanych dizok v konstrukciach, &i uz ztitulu velkych $tihlosti pratov alebo velmi
kratkych prutov, pri ktorych uz nie je pratovy model dostatocne vystizny.
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Obr. 3.30 Prierez pruta a okrajové podmienky
Vlastné tvary priestorovej straty stability priita s dizkou 2m; 7,35m a 13m; (MKP)
Graf zavislosti kritickych sil od dizky prita a chyby pribliznej metody
pre a_, =0,66 odpovedajuce danej kombindcii OP a pre o, =1

V priklade na obr. 3.30 napriek tomu, ze stcinitel’ nie je rovny nule, je kriticka sila
priestorovej straty stability vypocitana pribliznou metodou takmer rovna mensej z kritickych
sil prislachajicich jednotlivym zlozkdm priestorového tvaru vybocenia pre vSetky
vySetrované dizky prita okrem tizkej oblasti dizok blizkych dizke L,. V tejto oblasti dochadza
k vzajomnej interakcii medzi zlozkami priestorového tvaru vybocenia v najvdcSej miere
a teda je tu najvacsi pokles kritickej sily priestorového vybocenia.
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Obr. 3.31 Prierez pruta a okrajové podmienky
Vlastné tvary priestorovej straty stability priita s dizkou 0,5m; 2,53m a 4,5m; (MKP)
Graf zavislosti kritickych sil od dizky priita a chyby pribliznej met6dy
pre o_, =0,817 odpovedajiice danej kombinacii OP a pre o, =1

V priklade na obr. 3.31 dochadza k poklesu kritickej sily priestorovej straty stability
v celom spektre vysetrovanych dizok prita v porovnani s minimalnou z kritickych sil N e @

Ncr,T 4

spektre vysetrovanych diZzok.

V priklade na obr. 3.32 je najviacsia chyba dosiahnuta pri dizke, pri ktorej zlozka
priestorového vlastného tvaru vybocenia - vybocenie kolmo na os z prierezu sa meni z jednej
poloviny na dve poloviny. Preto je tato poloha maximalnej chyby posunuté od dizky L,.

¢o je dosledkom toho, ze k vzajomnej interakcii tu dochadza v podstate v celom
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Obr. 3.32 Prierez pruta a okrajové podmienky
Vlastné tvary priestorovej straty stability priita s dizkou 2m; 9,87m a 15m; (MKP)
Graf zavislosti kritickych sil od dizky prita a chyby pribliznej metddy
pre a_, =0,106 odpovedajuce danej kombindcii OP a pre o _, =1

Dominantné zlozky priestorového tvaru vybocCenia st v zhode s volenymi tvarmi podla
okrajovych podmienok (menovite pri diZzkach mensich dizke L, ide o skrutenie, pri véacSich
dizkach ide o vybod&enie kolmo na os z prierezu), o pre minoritné zlozky neplati.

V nasledujtcich prikladoch sa vySetruju praty s nesymetrickym prierezom, pre ktoré
priestorovy tvar vybocenia sa sklada z troch zloziek a kriticka sila pribliznou metddou sa
urcuje z (3.18a).
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Obr. 3.33 Nesymetrickym prierez a okrajové podmienky priita
Vlastné tvary priestorovej straty stability prita s dlzkou 2m; 6,42m a 15m; (MKP)
Graf zavislosti kritickych sil od dlzky pruta a chyby pribliznej metody
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Obr. 3.34 Prierez pruta a okrajové podmienky
Vlastné tvary priestorovej straty stability prita s dizkou 0,5m; 1,26m a 4m; (MKP)
Graf zavislosti kritickych sil od dizky prita a chyba pribliznej metédy
pre a., =a,, =1 odpovedajucich danej kombinacii OP
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Obr. 3.35 Prierez a okrajové podmienky prita
Vlastné tvary priestorovej straty stability priita s dizkou 0,5m; 2m a 3,5m; (MKP)
Graf zavislosti kritickych sil od dizky prita a chyby pribliznej metody
pre a., =0,758, a,, =1318 odpovedajucich danej kombinacii OP a pre a_, =a,,, =1
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V poslednych troch prikladoch na obr. 3.33~3.35 s0 vySetrované pruty
s nesymetrickymi prierezmi. V tychto pripadoch priestorovy tvar vybocenia pri strate stability
pozostava ztroch zloziek, dvoch ohybov v rovinach hlavnych osi prierezu a skratenia.
Jednotlivym separovanym zlozkdm priestorového tvaru vybocenia prisluchaju kritické sily
(3.39), (3.40) a:

7’El,
N, = k},sz . (3.42)
Kritickd sila priestorovej straty stability podla pribliznej metédy sa vypocita
rieSenim kubickej rovnice (3.18a), v ktorej vystupuju sucinitele (3.18b), zohl'adiiujuce vplyv
roznych okrajovych podmienok v prisluSnom ohybe a v krateni. Na grafoch na obr. 3.33~3.35
sa  vynesené zavislosti kritickych sil (3.39), (3.40), (3.42), kritickych sil N, .

vypoc¢itanych MKP a kritickych sil N, ;. vypoc€itanych pribliznou metédou z (3.18a) pre

suCinitele  (3.18b) odcitané¢ ztab. 3.1 resp. 3.2 pre prislusnu kombinaciu okrajovych
podmienok a N, ., pre sicitele a., =a,, =1 vzavislosti od dizky prata. Tiez st tu

vynesené aj chyby pribliznej metddy pre sucinitel’ odCitany z tab. 3.1 resp. 3.2 v porovnani
s MKP oznacené ako chybarruxp a chyby pribliznej metoédy pre sicinitele a., =« ,, =1

v porovnani s MKP oznacené ako chybarr,; mxp. Dizka pruta, pri ktorej kritické sila prislusna
separovanému ohybovému vyboceniu v rovine kolmej na os z je rovna kritickej sile prislusne;j
separovanému skriiteniu, je oznacena ako L.r a vypoditana je z (3.41). Dizka prita, pri ktorej
kriticka sila (3.42) prislusna separovanému ohybovému vyboceniu v rovine kolmej na os y je
rovna kritickej sile (3.40) prisluSnej separovanému skrateniu, je oznaCend ako Lyr
a vypocitana je z:

GLk 'k,

(3.43)

yT

\/ EI k%> —EIk*
T = .

Pre prat na obr. 3.33 je pre celé spektrum vysetrovanych dizok kriticka sila N,,..
mensia ako kriticka sila N,,,, teda v tomto priklade bol z hl'adiska velkosti chyby pribliznej
metody rozhodujaci vzajomny pomer kritickych sil N, a N, 7. Tam kde boli hodnoty tychto
sil rovnaké, bola dosiahnutd najvi¢sia chyba. Pri malych dizkach pratov bolo skritenie
dominantnou zlozkou priestorového vybo&enia a pri velkych dizkach bol fiou ohyb v rovine
kolmo na os z. Tieto dominantné zlozky vybocenia boli v okrajovych €astiach vysetrovanych
dizok dobre vystihnuté v pribliznej metoéde volenymi fundamentalnymi funkciami a preto sa
tu chyba pohybovala okolo 5%. V oblasti dizok L.r dosiahla chyba okolo 18%. To bolo
pre pripad sucinitel'ov polozenych «., =« =1 na strane bezpecnej, ak vSak boli sucinitele

odc¢itané pre prislusni kombindciu okrajovych podmienok, potom sa chyba pohybovala na
strane nebezpecnej aj ked’ iba s malou hodnotou menej ako 1%. V priklade na obr.3.34 je
zvolend kombinécia zhodnych okrajovych podmienok pre ohyb v dvoch hlavnych rovinach
apre skrutenie, Comu odpovedali hodnoty suCinitefov «. =« , =1 a chyba pribliznej

metddy bola zanedbatelna. V oblasti okolo dizky 1m bol dosiahnuty najvaési pokles kriticke;
sily priestorovej straty stability vzhladom na minimdlnu hodnotu z kritickych sil
prislichajucich separovanym zlozkam (pri tejto dizke fiou bola zlozka skritenia). Pri
posudzovani napriklad ¢lenenych pritov zloZenych z takychto pritov sa volia vaésinou dizky
¢iastkového pruta prave okolo 1m medzi spojkami, kedy ako sa ukézalo nie je zanedbatelny
pokles kritickej sily priestorovej straty stability v porovnani s pouzivanymi hodnotami
kritickej sily iba ohybovej straty stability okolo osi najmensiecho momentu zotrvacnosti
prierezu. Pokles bol na trovni priblizne 50%.
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3.6 ZAVER

Pribliznd metoéda bola zahrnutd do predbezného navrhu normy pre navrhovanie
hlinikovych konstrukcii [3] a je zahrnuta aj vo findlnej verzii [11]. Je ju mozné pouZit’ aj pri
ocelovych prutoch, preto sa nachadza aj v narodnej prilohe [13]. Vzhl'adom na velky pocet
moznych kombinacii okrajovych podmienok v ohybe a v krtteni prita spolu s roznymi typmi
prierezov prutov nebolo mozné vsetky tieto pripady vysetrit. Preto boli v predchadzajuce;
kapitole porovnané vysledky pribliznej metddy pre vybrané pripady prierezov prutov a pre
vybrané kombinacie okrajovych podmienok. Ukazalo sa, ze vysledky pribliznej metddy pre
mnohé sucinitele uvedené v tab. 3.1 a 3.2 ale tiez aj pre sucinitele uvadzané Btezinom, ktoré
boli prebraté do [3] st nekorektné. Chyby st dokonca aj na strane nebezpec¢nej. Avsak pre
v predchadzajucej Casti vySetrované pripady okrajovych podmienok, ked’ sucinitele boli
polozen¢ a., =« , =1, potom sa vysledok vzdy nachadzal na strane bezpecnej, viac Ci

menej konzervativnej s chybou do 45%.

Z jednotlivych grafov na obr. 3.22~3.32 pre prity s prierezom s jednou osou symetrie
vyplyva, Ze najvi¢sie chyby nastavaji pri priblizne takej dizke pruta, pri ktorej vychadza
kriticka sila ohybovej zlozky priestorového vzperu rovnéd kritickej sile straty stability
skratenim. Tato dizku je mozné vypoéitat’ pomocou (3.41). Preto pri poZiadavke na presnu
hodnotu kritickej sily priestorového vzperu (teda ekonomickejSieho ndvrhu) a prat sa
nachadza prave v tejto oblasti diZok, sa odportada pouzit MKP alebo komerény software na
nej zalozeny. V pripade prutov s nesymetrickym prierezom (priklady na obr. 3.33~3.35) sa
dosahuju najviacsie chyby pribliznej metody v oblasti dizok, pre ktoré je mensia z kritickych
sil prislichajacich ohybovym zlozkdm priestorového vybocenia priblizne rovna kritickej sile
prisluchajuce;j strate stability skratenim.

Chalupa v [6] uvadza, Ze pre pruty s okrajovymi podmienkami, ktoré nie st zhodné
pre ohyb akritenie (sucinitele «,, a «, mimo diagonalu vtab. 3.1 a3.2), sa stinitele

pohybujua v intervale (0;1), Co potvrdzuje aj fakt, Ze pre zaporné sucinitele metdda moze viest’
na komplexné ¢isla a pri nulovom sucinitele dava presne hodnotu mensej z kritickych sil
prislachajucich jednotlivym zlozkam priestorového tvaru straty stability (ktorymi sa pri
jednoosovo symetrickom priereze myslia: kriticka sila vybocenia ohybom v rovine kolmej na
rovinu symetrie prierezu a kriticka sila pri strate stability skrutenim a pri nesymetrickom
priereze: kritické sily prisluchajiice vybo¢eniam ohybom v rovinach hlavnych osi prierezu
a kritickd sila pri skrateni). Dalej uvadza, Ze je mozné na strane bezpeénej pre tieto
kombinacie okrajovych podmienok polozit' sucinitele rovné 1,0. To sa pre uvedené pripady
jednoosovo-symetrickych a nesymetrickych prierezov v predchddzajicej kapitole potvrdilo.
Aj pre tie kombindacie okrajovych podmienok (obr. 3.23, 3.26, 3.28, 3.29), ktorym odpovedal
stcinitel’ «_, >1 z tab. 3.1, ak sa polozil stcinitel «_, =1 potom aj napriek tomu, Ze kriticka
sila pribliznej metddy sa tym zvidcsila, bola eSte stidle na strane bezpecnej (pri porovnani
s vysledkami MKP).

V poslednom vydani normy pre hlinikové konstrukcie [11] a v narodnej prilohe [13]
st ponechané povodné sucinitele vypocitané Gol'denvejzerom v oblasti prvych Styroch
riadkov a stipcov tab. 3.2 a ostatné stinitele sa neuvadzaju s poznamkou, Ze je mozné na
strane konzervativnej brat’ hodnotu 1,0. Treba pripomenut’, Ze aj pri okrajovych podmienkach
spadajucich do oblasti prvych 4 riadkov a stipcov tab. 3.2, v ktorych boli sti¢initele ponechané
od Gol'denvejzera moze pri pouziti tychto sucinitelov nastat’ pripad (ako v priklade na obr.
3.27), ze pribliznd metdda bude na strane nebezpecnej. Preto by bolo vhodné aj pre tieto
pripady okrajovych podmienok odporucit’ hodnoty stcinitelov o, =, =1.

Z predchadzajucich prikladov sa da usudzovat, Ze priestorovy tvar vybocenia je
vysledkom interakcie medzi zlozkami ohybovymi v rovinach hlavnych osi prierezu a zlozkou
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skratenia. Cim je kriticka sila prislichajica ktorejkol'vek separovanej zlozke mensia
v porovnani s ostatnymi, tym sa zvdcSuje vplyv tejto zlozky atd potom predstavuje
dominantnu zlozku v priestorovom tvare vybocenia. Potom vysledna kriticka sila priestorove;j
straty stability sa blizila hodnote minimalnej kritickej sile. Ak je dominantna zlozka
vybocenia dobre vystihnutd volenou fundamentalnou funkciou, potom je chyba pribliznej
metddy nizka aj napriek nevystihnutiu ostatnych minoritnych zloziek priestorového vzperu
prislusnymi fundamentalnymi funkciami. V pripadoch, kedy sa kritické sily jednotlivych
separovanych zloziek priestorového tvaru vybocenia pohybovali vradovo rovnakych
hodnotach, potom nebolo mozné urcit dominantni zlozku vybocenia, kedze vSetky sa
vyznamnou mierou podielali na vyslednom tvare vybocenia. V tychto pripadoch bol pokles
kritickej sily priestorového vybocenia najvacsi a priblizna metoda pri polozeni «,, =, =1

bola stale na strane bezpec¢nej. V pripadoch vacsich rozdielov medzi hodnotami jednotlivych
kritickych sil sa ukdzalo, Ze interakcia bola na nizSej urovni ako v pripadoch alebo
v oblastiach dizok pratov, kedy boli tieto sily priblizne rovnaké a kedy dochadzalo k vicsej
interakcii a teda aj vdcSiemu poklesu kritickej sily priestorového tvaru vybocenia v porovnani
s minimalnou z kritickych sil jednotlivych separovanych zloziek.

Na vypocet pratov s jednou osou symetrie je mozné pouzit napr. program DRILL,
v ktorom je mozné zadat akékol'vek okrajové podmienky a ktory bol pouzity na kontrolu
spravnosti tu rieSenych kritickych sil MKP pratovym modelom pomocou zostrojené¢ho
programu vo VBA EXCEL a ¢iastocne v programe MathCAD. Pre vypocet pratov aj
s nesymetrickymi prierezmi je mozné pouzit program ANSYS. RieSenie kritickych sil
a tvarov vybo&enia pomocou MKP v programe ANSYS je v§ak pre prax pomerne zdihavé.
Pomocou programu ANSYS pri pouziti dosko-stenovych elementov je problematické
modelovat’ ur¢it¢ kombinacie okrajovych podmienok. Napriklad pri okrajovych
podmienkach, kedy ma byt umoznend deplandcia konca prata, pricom ma byt zabranené
pootoCeniu v ohybe. Naopak MKP s pratovym modelom umoziuje modelovat’ akékol'vek
kombinacie okrajovych podmienok, dokonca aj tie pripady, ktoré nie su prakticky
zhotoviteI'né alebo su len tazko zhotoviteIné. Norma neriesi problematiku zhotovitelnosti tej-
ktorej kombinacie okrajovych podmienok a priblizni metédu umoziiuje pouzit pri akejkol'vek
kombinacii okrajovych podmienok (s vynimkou pruznych podopreti rozneho druhu). Preto sa
ani v predoSlej ¢asti nevenuje pozornost’ tejto Casti problematiky. Napriek tomu bolo snahou
vyberat’ vo vySetrovanych prikladoch realne zhotovitelné kombinacie okrajovych podmienok
v ohybe a v kruteni.

Pokial’ projektant nema k dispozicii komercny software umoziujici presnejsi vypocet
pomocou MKP, tak priblizna metdda poskytuje rychly sposob, ako kriticku silu priestorove;j
straty stability vypocitat’. Pre sucinitele «_, =« ,, =1 bude vysledok viac ¢i menej na strane

konzervativnej. Vyhodné je aj to, ze pri pribliznej metdde je projektant nuteny vypocitat
kritické sily prisliichajuce jednotlivym zlozkédm, z ktorych sa priestorovy vzper sklad4 a tym
ziska dobru predstavu, ktora zo zloziek priestorového tvaru vybocenia bude dominantnou (ta
ktorej prislucha minimélna z vypocitanych kritickych sil) a ktord minoritnou, a tiez predstavu
priblizne aka hodnota kritickej sily priestorového vzperu je adekvatna. Z predoslych grafov je
evidentné, Ze minimum z tychto kritickych sil predstavuje hornt hranicu pre hodnotu kritickej
sily priestorovej straty stability. Preto mé pribliznd metéda zavedenda Gol'denvejzerom a
Vlasovom a doplnena Bfezinom opodstatnenost’.
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4. ODOLNOST TLACENYCH PRUTOV Z HLINIKOVYCH ZLIATIN SO ZVARMI

4.1 VZPERNA ODOLNOST PRUTOV Z HLINIKOVYCH ZLIATIN PODIA [11]

Stabilita pratov vyrobenych z r6znych hlinikovych zliatin podl'a [11] sa posudzuje na
zaklade pevnostného pristupu podobne ako pri ocelovych prutoch. Napitie (vyplyvajuce
z analyzy teoriou II. radu s vplyvom imperfekcii, ktoré st zohladnené v suciniteli vzperu)
v krajnom vlakne prierezu v strede rozpétia ndhradného prata nesmie presiahnut’ nadvrhova
pevnost Al. zliatiny f,/y,, . Podla €l. 6.3.1.1 [11] je mozné pouZit' metddu nahradného

prata podobne ako pri ocelovych pratoch. Vzperna odolnost” Al. pruta sa urci zo vzorca:

Nb,Rd:K'Z'Aeﬁ'fo/VMl, 4.1)
kde:
K je stcinitel’ zohl'aditujuci vplyv zvarov
4 je sucinitel’ vzperu
A, Je efektivna plocha zohl'adiiuyjuca vplyv lokalneho vyduvania pri prierezoch

triedy 4 a vplyv oslabenia u¢inkom pozdizneho zvarania
£, je charakteristickd hodnota dohovorenej medze klzu pre Al. zliatinu

V.1 Je parcialny sucinitel’ spolahlivosti pre odolnost’ pratov pri posudzovani straty

stability pruta.
Pre prat naméhany osovym tlakom sa stucinitel’ vzperu pre prislusnu hodnotu pomernej
Stihlosti vypocita zo vzorca analogicky ako pri ocel'ovych prutoch:

1
=, 4.2)
g -7
avSak kde:
$=05(+a(l-2)+72°), (4.3)
7o Ao to (4.4)

N,

cr

v ktorych miera imperfekcie « a dizka vodorovnej ¢asti /?_,O v grafe zavislosti y — A st zavisle
od prisluSnosti do dvoch vzpernych tried materidlu A, Ba N_, je kriticka sila ohybovej straty

stability v pruznej oblasti. Vzhladom na 3-nasobne menSi modul pruznosti hlinika
v porovnani s ocel'ou je kritickd sila straty stability hlinikového prata 3-krat menSia. Z toho
vyplyva jeho vicsia citlivost’ na stabilitné javy. Hlinikové praty pretlaCanych profilov maju
malé rezidualne napdtia, z ¢oho vyplyva, Ze vzperné krivky nie su zavislé od tvaru prierezu
ako pri oceli. Pri hlinikovych pratoch vzperné krivky zavisia od typu zliatiny a od pritomnosti
pozdiznych zvarov.

Zohladnenie lokalneho vyduvania v 4, je realizovan¢ zavedenim efektivnej hribky

prvku na rozdiel od ocelovych pratov, pri ktorych sa uvazuje s efektivnou Sirkou. To je
praktickejSie z hl'adiska vypocCtu prierezovych charakteristik. Efektivna hrabka ¢, = p ¢ Casti

prierezu triedy 4 je zavisla od Stihlosti prvku f=b/t, vzpemej triedy a pritomnosti
pozdiznych zvarov.
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4.2 POZDLZNE ZVARY

Znizena pevnost’ materialu vplyvom zvarania v teplom ovplyvnenej oblasti (Heat
Affected Zone - HAZ) je zohl'adnend redukciou hrubky sucinitel'om:

po.haz = f;)’h% > (45)

kde f, ,. je charakteristickd hodnota dohovorenej medze klzu v HAZ, ktora je pre rozne Al.

zliatiny uvedend v tab. 3.2 a)~c) [11].

Jhaz

Obr. 4.1 Efektivna plocha prierezu s ohladom na HAZ

Redukovana hrubka p,, .t sa nachddza vo vzdialenosti b,,. na obe strany zvaru. Kde b

haz
zavisi od metody zvarania (MIG, TIG), hribky zvaraného plechu a od dosiahnutej teploty pri
zvarani v oblasti HAZ. Ak oblast HAZ zasahuje do casti prierezu triedy 4, potom v Casti
prelinania sa plati mensia z redukcii z titulu HAZ alebo z titulu lokalneho vydavania:

te/f,haz = min(po,hazt9 pct) . (46)

Ak sa pozdizny zvar nachadza k okraju vystuhy blizsie ako 3b,

nhaz

, potom cela §irka vystuhy sa
redukuje. Faktor x zohladiiujici oslabenie pri zvarani pre vzpernu triedu A sa urci zo vzorca:

K=1- (1 - ile“ - (0,05 4 0,1ﬁj/?’3(“ ) 4.7)
A A
kde:
4 =A4-4,,. (1 - po,haz) (4.8)
vyplyva z nasledovnej podmienky:
Af, = (A — Ay )fo + Ahazfo,haz > (4.9)

kde 4,, je plocha HAZ.
Na grafe 4.1 je znazornena zavislost’ faktora x (4.7) od pomeru p, = 4 /A pre rdzne
hodnoty pomernych Stihlosti. Pomer p, nadobuda hodnoty v intervale (1;p,,,.), pricom
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krajna hodnotu p,, .. nadobuda pre pripad cel€ho prierezu spadajiceho pod HAZ a hodnotu 1

ak sa v priereze nenachadza HAZ.

T T T T T T
fe(pa-025) R ——
fK<pA, 0.75) ,// //
fK(pA’ 1) / d
£ 125)0‘8_ / |
kPA T —— pord§tih=0,25
fK<pA, 1.5) om.§tthl.=0,5
(o 17507 ~ pom.§tihl.=0,75
(pa:173) /— pom.stihl.=1,0
fe(Pas2) // pom.tihl.=1,25
] Y — pom.§tihl.=1,5 |
f“(pA) 06 s —— pom.stihl.=1,75
— pom.S§tihl.=2,0
/ — - diagondla 45°
05 ! ! 2 ! I I
0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

PaA

Graf 4.1 Faktor x (4.7)

Z grafu 4.1 vyplyva, Ze pri pomernej Stihlosti rovnej a vicsej ako 1,0 nie je faktor zavisly
alebo len malo zavisly od pomeru 4,/A4. Ak by iba faktor x(4.7) v (4.1) mal zohl'adiiovat
vplyv miknutia v HAZ od pozdiznych zvarov, potom by musel nadobtdat’ hodnoty mensie
nanajvy§ rovné k= A4,/A. Hrani¢né hodnoty v grafe predstavuje diagonala (Ciarkovana).
Vzhl'adom na to, Ze vSetky faktory xsu nad touto diagonalou, by mala plocha A4, v ¢l
6.3.1.1 (2) [11] uz zahfiiat’ okrem vplyvu lokalnej straty stability aj redukciu hrubky stien
v oblastiach HAZ pri pozdlznych zvaroch. Tato skutoCnost’ v ¢lanku nie je zohladnena.
Naproti tomu v ¢lankoch 6.2.3 (2) ¢) [11] (fahové porusenie v priereze s HAZ) acl. 6.2.4 (2)

b) [11] (prosty tlak) je v ploche A4, zahrnut¢ aj méknutie v oblastiach HAZ.
Faktor x pre triedu B nie je vobec zavisly od pomeru 4,/ 4; pre pomernt stihlost 2 <0,2 je

& =1,0 a pre pomernt1 tihlost A > 0,2 sa uréi zo vzorca:

ko =140,04(47 )" — 02071407, (4.10)

4.3 PRIECNE ZVARY

Ak polozime napitie v krajnom vlakne prierezu v strede vzpernej dlzky prata
zat'azeného centrickou silou rovné ndvrhovej pevnosti hliniku, pri uvdzeni momentu tedrie I1.
radu s vplyvom zaciatocnych imperfekcii, dostaneme:

_ Ny _I_NEdWO _ /,
max Aeﬁ W 7M1

o , (4.11)
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kde w, je amplitida priebehu celkového prichybu, ktord je sictom amplitidy zaciatoCnej
imperfekcie e, afinnej vlastnému tvaru vybocenia a amplitidy pridavného priehybu

n, vyplyvajuceho z tedrie II. radu v zhode s obr. 4.2.

NEdWo/ Olcr—1

Olcr

O(c%fl

Obr. 4.2 Priebeh momentov teorie Il. radu na prute s amplitudou zaciatocnej imperfekcie e,

Ak za silu N, v (4.11) dosadime odolnost’ prata N, ., (4.1) pre k =1, po Uprave dostaneme

vyraz pre amplitudu celkového priehybu w, :

(4.12)

Pre ndhradny pruat (prat prosto podoprety s rovnakou hodnotou kritickej sily a prierezom ako
vySetrovany prut), ktory ma vlastny tvar vybocenia v tvare poloviny sinusoidy, a priebeh
zaCiato¢nej imperfekcie je afinny polovine sinusoidy, bude potom priebeh celkového
priehybu:

w(x)=(1- )2 sinL”'st. (4.13)
eff

Ak vyraz (4.13) dosadime do (4.11) za w,a rovnost zmenime na nerovnost, dostaneme

podmienku odolnosti pruta na zdklade vyhodnotenia v jednotlivych prierezoch x;:

Voo New gy W sin(”'sts fo (4.14)
Aeﬁ" W Z ’ Aeff Zc 7/Ml
Po tprave dostaneme:
N .
—Ed(;(+(l—;()sinﬂ XSJSL. (4.15)
X Aqff [, Y ui

Prat vyhovuje, ak vkazdom reze x; je splnend podmienka (4.15), pricom x; je
vzdialenost’” merand od inflexného bodu vlastného tvaru vybocenia (zaciatku nahradného
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pruta). Rozhodujuca podmienka v pripade prosto ulozené¢ho pruta bude prisluchat’ prierezu
v strede pruta.

Ak v mieste x; sa nachddza prieCny zvar, potom v podmienke (4.15) sa zmeni
navrhova pevnost’ f, /y,,, na navrhova pevnost’ f, . /7,, Vv oblasti HAZ. Preto sa zavadza

podiel tychto pevnosti:

o, _ Puse Sl Ty 0, <10 a p, = fuﬁ% (4.16)
f;)/]/Ml u

Po Uprave (4.15) azohladneni @, dostdvame podmienku spolahlivosti prita na zéklade

posudenia prierezu s prieCnym zvarom:
N Ed

<1, (4.17)
a)x}(Aeﬁ' /, /7M1
kde:
o, = % . (4.18)
’ X
g+ (1= g)sin ==

Menovatel’ vyrazu na lavej strane (4.17) predstavuje normovy vzorec pre vypocet vzpernej
odolnosti pruta (4.1), v ktorej pre pruty s priecnymi zvarmi je k¥ = @, . Vzhl'adom na znizenu

pevnost’ v oblasti HAZ, sa st¢initel’ vzperu y vypocita pre upravenl pomernu Stihlost’:

A

haz

_ [4
Ay = |k T (4.20)
Ncr 7M2

Overenie odolnosti prita s prieénym zvarom v mieste x,, pozostava z dvoch krokov

=1, . (4.19)

Po dosadeni @, dostavame:

(postudenia v dvoch rezoch a) a b), vid’ obr. 4.3):
a) Overenie ako pri prutoch bez prie¢neho zvaru s pouzitim (4.1) kde y je urcené pre

pomernu Stihlost’ (4.4) a k =1. Ide vlastne o posudenie pruta, ktoré je totozné s posiidenim
podla (4.15) v priereze x, =1, /2, pricom /_ je kriticka dizka pruta.

b) Overenie odolnosti pruta v mieste prie€neho zvaru x_ s pouzitim (4.1) kde y je urcené pre
(4.19) (¢l. 6333 (3) [11] ) a k=, (4.18) (¢l. 6.3.3.3 (2) [11]). Tu

pomernt §tihlost’ 4,
ide o posudenie (4.17).
Ak vyjadrime vzpernti odolnost pruta s priecnym zvarom na zaklade prierezu

so zvarom, teda do (4.1) dosadime (4.18) a (4.16) dostaneme:

f;:,haz
Z“‘(I_Z)Sinﬂ;xs V2 V2

c

fu az
Nb,Rd,w (xs ) = £ Aeﬁ . = f(Zﬂ xs )Aeﬂ = f()(a xs )Nc,Rd,w ’ (421)

kde:  N_,,, je odolnost’ prierezu v mieste priecneho zvaru,
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f ( ;(,xs) nazveme interpola¢nou funkciou, ktord zohladnuje tu skutoCnost, ze pre

prierezy, ktoré sa nachadzaju mimo stredu vzpernej dizky je hodnota momentu teérie II. radu
mensia ako v priereze v strede vzpernej dlzky, a preto v tychto prierezoch je mensie vyuZitie.
Vzhladom na zniZent pevnost’ f, ,../7,,, V priereze s prienym zvarom by bolo nevyhodné,

ak by sa ten nachadzal v blizkosti stredu ndhradného pruta, v ktorom je moment najvacsi.

I LC |
NEd /‘ b) Q) ﬂ NEO‘
— — -
ST
Neg Neg
Npraw  Noro
v lc v
) DS U (Y
/"::**::: ””” :' **** ‘“ ””””””” "'4—
NEg Neg

Nde,w Nb,Rd

Obr. 4.3 Vyuzitie v jednotlivych rezoch

NajidedlnejSie je umiestnenie priecnych zvarov v miestach inflexnych bodov priebehu
vlastného tvaru vybocenia pruta, v ktorych je moment tedrie II. radu nulovy. Na grafe 4.2 je
vyneseny priebeh interpolacnej funkcie f ( 2 xs) pre pruty s pomernou Stihlostou 0,5; 1,0;
1,5 a2,0 v zavislosti od pomeru x/ =x, /I, . Ak sa zvar nachadza v strede vzpernej dizky,

potom funkcia f ( 7,x,) nadobuda hodnotu y ale vypo¢itanti pre upraventi pomernii §tihlost’

A, » v grafe vyznacenu ako y, .

IN—T———— B
fy
haz3
f; 0.5 —— pom.§tihl.=0,5 T
— pom.§tih[=t; Yhazd
L — pom.&tihl.=1,5
— pom.§tihl.=2,0
0 [ [ | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8

x1

Graf 4.2 Interpolacna funkcia f ( Yy ) pre rozne pomerné Stihlosti pruta
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Treba poznamenat, ze sucinitel’ vzperu y pre prierez s prieCcnym zvarom je VAacsi alebo
najmenej rovny y pre prierez mimo prieéneho zvaru, ¢o vyplyva z (4.16) vzhl'adom na to, ze
je pogitany pre upravent pomerna $tihlost 4, = A \/a)_o , ktora je mengia nanajvys rovna A .
Na grafe 4.3 st zndzornene: zavislosti odolnosti prutov N, ., podla posudenia b)
sohladom na priecny zvar vmieste x, azavislosti celkovych odolnosti pratov
Ny v ab (xs):min(N sras N b,Rd,W(xS )) s prie€nym zvarom s ohladom na posudenia a) aj b)
od polohy prie¢neho zvaru (od pomeru x/ =x /I ) pre praty s pomernymi $tihlostami 0,5;
1,0; 1,5 a 2,0. V okrajovych (priamych) Castiach lomenych kriviek N, ., ,, (v danom priklade
pre pomerné Stihlosti 1,5 a 2,0) rozhoduje odolnost prata N, ,, odvodena pre prierez v strede

vzpernej dizky, ak sa teda zvar nachadza v tychto oblastiach nevplyva na celkovi odolnost’
prata. V strednych Castiach rozhoduje odolnost’ N, ,, , s ohladom na prierez s prieCnym

zvarom. N_,, je odolnost’ prierezu mimo miesta zvaru a N_,, , je odolnost' prierezu

v mieste zvaru. Pri pratoch s va¢simi Stihlostami (v danom priklade pre pomernu Stihlost’ 1,5
a 2,0), pri ktorych je vzperna odolnost' N, ., vyrazne nizSia ako odolnost prierezu N, sa

oblast’ zakrivenej Casti krivky zmenSuje smerom ku stredu, ¢ize vplyv priecneho zvaru sa
zmensuje, respektive vplyva na celkovu odolnost’ prata len ak sa nachadza v blizkosti stredu.
Naopak pri prutoch s mensimi Stihlostami (v danom priklade pre pomernu Stihlost’ 0,5 a 1,0)
vigsinou rozhoduje prierez so zvarom nech sa nachadza kdekol'vek. Cim sa bude hodnota o,

podla (4.16) zmenSovat, tym pravdepodobnejsie bude rozhodovat prierez so zvarom pri stale
vacsich pomernych Stihlostiach pruta.

! 05
N — - pom.S§tihl.=0,5 |
CBRAWI L pom §tihl=0,5] P NeRd
Np Rd.ab. 11 pom.§tihl.=1,0 _
N pom.s§tihl.=1,0 1
bRdw2| — pom.§tihl.=1,5 |
NpRdaboq—— pom.stihl.=1,5 |
N — - pom.§tihl.=2,0 1
_bRAW3| | yom §tihl.=2,0 3
e—— e _
Np Rd.ab 3N N ‘ —NeRa /.;z
Nb.Rd.w.4 \\\\ P //
? . . ~ l — /
b.Rd.ab.4f— N V —
~ | Prd
~ ‘ -
I | 1 | |
0 02 0.4 0.6 0.8 1

x1

Graf 4.3 Odolnosti prutov s ohladom na posudenia a) a b) s roznymi pomernymi Stihlostami

Ak sa prie¢ny zvar nachadza v strede vzpernej dizky [ , nie je nutné postidenie a), posudi sa

iba podla b) s x, =/ /2. V ostatnych pripadoch nie je isté, ¢i rozhodne postidenie a) alebo b).
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Preto je nutné overit’ oboje. Pri postdeni prutov bez zvarov norma [11] neuvadza, ze v tomto
pripade je x =1. Pri pratoch s priecnym zvarom norma [11] nezdoraziiuje, ze je nutné aj
posudenie a), Co je pravdepodobne désledkom snahy zjednotit’ posudenia a) a b).

4.4 ZAVER

Vnorme [11] je uvadzany sucinitel' & ako jediny ¢len v (4.1) zohladiujici vplyv
zvarov, ¢i uz pozdlznych alebo prie¢nych.

Pri pozdlznych zvaroch je stcinitel’ v pripade vzpernej triedy A zdvisly od pomeru
A,/A, o by mohlo budit dojem, Ze Gplne zohladfiuje vplyv, akd velka je plocha HAZ
z celkovej plochy prierezu. To by vSak jeho hodnota nesmela presiahnut’ pomer 4,/4, ¢o je

v rozpore s hodnotami podla normového vztahu (4.7) vynesenymi na grafe 4.1. Tato
okolnost’ spolu s ohl'adom na to, Ze pri posudzovani odolnosti prierezov (tahovej a tlakovej)
je vploche 4, zohladneny aj vplyv nizSej pevnosti v HAZ, poukazuje na to, aby aj v ¢L

6.3.1.1 [11] vo vzorci (6.49) pre vzpernu odolnost” bola v ploche 4, zahrnutd efektivna
hribka ¢, . (4.6) nielen s ohl'adom na lokélnu stratu stability, ale aj s ohl'adom na znizenu

pevnost vHAZ od pozdiznych zvarov. Preto v prilohe 5 vypoditany vzorovy priklad
postidenia hlinikového pruta s pozdiznymi zvarmi uz dant skutoénost’ zohl'adiiuje.

V pripade priecnych zvarov je sucinitel x rovny (4.18) azohladiuje polohu
prie¢neho zvaru vzhl'adom na inflexny bod vlastného tvaru vybocenia ndhradné¢ho pruta.
V pripade posudzovania prata s priecnym zvarom norma odvoldva projektanta na postdenie
prave vtomto reze. Ako zgrafu 3 vyplyva, Ze v pripadoch, ked st zvary lokalizované
v blizkosti inflexnych bodov (oblasti priamych Casti zavislosti N, ,, ., (x,) na grafe (4.3),

bude vzpernd odolnost’ pocitand pre prierez v strede ndhradného prata nizSia ako vzpernd
odolnost’ pocitana v priereze so zvarom. V tychto pripadoch vzhl'adom na to, Ze norma zvlast
neupozoriiuje projektanta na nutnost’ overenia aj "klasickej" vzpernej odolnosti (akoby prita
bez zvaru) je tu riziko opomenutia aj tohto posudenia a tym nadhodnotenia vzpernej odolnosti
prata. Nutné je preto obe postidenia vykonat. V prilohe 5 st preto v priklade priata s priecnym
zvarom vypocitané obe odolnosti a prut je posudeny s minimalnou z tychto odolnosti.

V tab. 4.1 s uvedené navrhované korekcie predbeznej normy [11] zaslané komisii
CEN TC 250/SC9. V prvom stipci je uvedené umiestnenie v norme, v druhom navrhované
korekcie a v poslednom presné znenie vo forme v akom boli korekcie akceptované komisiou
CEN, ked’ze to sa formulacne liSilo od navrhu. Korektury €. 2 a 3 boli tiez akceptované, ale
vzhl'adom na to, ze boli zaslané neskor, budu zohl'adnené v nasledovnom korigendu.
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Tab. 4.1 Navrhované korektury normy [11]

Por. Miesto Na zaklade predoslej stadie navrhujem nasledovné CEN TC 250/SC9 akceptovala moj navrh v oficidlnom
¢. korekcie Corrigendu AC: 2009 takto upravenou formulaciou
6.3.1.1 (2) Vo vysvetlivke ku x nahradit’ Vo vysvetlivke ku x nahradit’
"...weakening effects of welding. For longitudinally "...according to 6.3.3.3. "
welded member... " S
1 S "...according to 6.3.3.3. x =1 if there are no welds." *
"... weakening effects of welding. For unwelded
member is k¥ =1. For longitudinally welded
member..."
6.3.1.1 (2) | Vo vysvetlivke ku 4, nahradit o
" A, 1s the effective area allowing for local buckling
for class 4 cross-section."
2 S
" A, 1s the effective area allowing for local buckling
for class 4 cross-section and also allowing for HAZ
softening due to longitudinal welds." **
6.3.1.1 (2) | Vo vysvetlivke ku 4, nahradit o
" A, = A forclass 1,2 or 3 cross-section”
3 s
"A,; = A forclass 1,2 or 3 cross-section of members
without longitudinal welds." **
6.3.1.2 Pridat’ poznamku na koniec ¢lanku Pridat’ poznamku na koniec ¢lanku
A "(5) In case of verifying a members in cross-section "NOTE In a members with a local weld the
with a cross weld see note 6.3.3.3 (3) ." slenderness parameter A, according to 6.3.3.3 (3)
should be used for the section with the weld." *

* korekcia bola zohl'adnena v Corrigendu ver. 2009-03-02 ;

**korekcie boli akceptované a budu zohl'adnené v nasledovnom Corrigendu




5.VZPERNA ODOLNOST RAMOV A PRUTOV S NEKONSTANTNYM PRIEBEHOM
OSOVEJ SILY A/ALEBO S PREMENNYM PRIEREZOM

5.1 PRUTY S NEKONSTANTNYM PRIEBEHOM OSOVEJ SILY A/ALEBO
OHYBOVEJ TUHOSTI (PREMENNYM PRIEREZOM)

Podmienka rovnovahy idedlneho prata s nekonStantnym priebehom osovej sily N(x)
a/alebo ohybovej tuhosti EI(x) vrovine osi symetrie prierezu je vyjadrend nasledovnou
diferencialnou rovnicou s nekonstantnymi koeficientmi:

2

_d_z[_ E](x)d_zw(x)J+iN(x)%w(x)+ N(x)%W(X) 0. (5.1)

dx? dx? dx

Ak prit ma konStantnt1 osovu silu a ohybovl tuhost’ potom sa rovnica (5.1) zjednodusi
na diferencidlnu rovnicu s konstantnymi koeficientmi:

d* d?

Zatial’ ¢o rovnicu (5.2) je mozné riesit’ analyticky, rovnicu (5.1) pre niektoré priebehy
N(x) a/alebo EI(x) je mozné riesit’ iba numericky, napr. diferenénou metdédou. Obidve rovnice
tykajuce sa idealnych pratov (bez imperfekcii), maji nulova prava stranu. Spolu
s homogénnymi okrajovymi podmienkami vedu na rieSenie sustavy linedrnych homogénnych
rovnic. Vzhl'adom na to nie je mozné vypocitat’ konkrétne hodnoty priehybov w(x), ale iba
rieSit’ problém vlastnych ¢isel a knim prisluchajicich vlastnych tvarov. Pri pouziti
numerickych metod vlastné Cisla rieSenia (5.1) predstavuji nasobitele a sil Ngq(x), ktorymi su
definované stavy rozdvojenia rovnovéahy. Najmensi nasobitel’ a., umoziuje urcit’ kritickt silu
N¢(x). K nemu prislichajuci vlastny tvar rovnovahy pruta oznaceny 7, (x) vyhovuje rieSeniu
diferencialnej rovnice (5.1).

Pre skuto¢ny prut, v ktorom materidlové a geometrické odchylky nahrddzame funkcne
zadanou ekvivalentnou geometrickou zaCiato¢nou imperfekciou wy(x), plati nasledujica
diferencialna rovnica:

- ;:2 [— EI()C);;TZ2 w(x)] + % N(x)% (w0 (x)+ w(x)) + N(x) 5722 (WO (x)+ w(x)) =0. (5.3

Teraz zname Cleny wy(x) po roznidsobeni mdzeme previest’ na pravl stranu, preto rovnica
(5.3) je nehomogénna a ma jednoznaéné rieSenie. Jej rieSenim dostdvame konkrétny priebeh
pridavného priehybu prita w(x) pre zvoleny priebeh zaciatocnej imperfekcie a dany priebeh
osovej sily N(x) a ohybovej tuhosti EI(x). Na zaciatku zat'azovania pruta, ktory je ,,vyrobeny*
v tvare wy(x) su napdtia nulové. Ohybovy moment tedrie II. rddu vznikd od pridavného
priehybu w(x) a je ureny rovnicou:

M, (x) = —EI(x)—w(x). (5.4)
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Ak za priebeh zaciato¢nej imperfekcie wy(x) v (5.3) vhodne zvolime C-nasobok
priebehu vlastného tvaru rovnice (5.1) pre prat s rovnakym priebehom EI(x) a N(x) bez
imperfekcii a rovnakymi okrajovymi podmienkami, teda polozime:

w,(x)=C-n,,(x), (5.5)

potom pridavny prichyb w(x) bude afinny k priebehu samotnej imperfekcie atym aj k
vlastnému tvaru:

K-w(x)=w, (x)=C-1,(x). (5.6)

Potom vyrazy (wo(x)+w(x)) v (5.3) po dosadeni (5.6) nadobudaju tvar (K+1)w(x)
a zohl'adnenim ze K je konstanta dostavame:

2

B A . s

Rovnica (5.7) je formalne zhodna s (5.1) stym, Ze ¢leny N(x) adN(x)/dx st
prendsobené konStantou (K+1). Z rieSenia vlastnych tvarov je zndme, Ze tvar straty stability
nie je zavisly od konkrétnych hodndt osovych sil N(x) ale iba od ich tvaru. RieSenim (5.1)
teraz dostdvame vlastny tvar, ktorého C-ndsobok sme predtym pouzili ako zaciatocni
imperfekciu. To je vlastnost’, ktora plati bez ohl'adu na to, ¢i N(x) a El(x) su alebo nie su
konStantné, ak za imperfekciu zvolime ktorykol'vek vlastny tvar pruta.

Dal$ou vlastnostou charakteristickou pre pridavni deformaciu w(x) v rovnici (5.3) ak
za zaciatocnll imperfekciu zvolime vlastny tvar prita je, Ze konStantu K je mozné vyjadrit
pomocou vlastného ¢isla a,, prislichajiceho k zvolenému vlastnému tvaru:

w(x) = w,(x). (5.8)

. —1
Predosly vzt'ah je mozné odvodit, ak v diferencidlnej rovnici stability skutocného
pruta so zaciato¢nou imperfekciou s konstantnym prierezom namahaného konstantnou osovou
silou a obojstranne kibovo ulozeného za priehyb aj imperfekciu dosadime vlastny tvar
vybocenia (polovlnu sinusoidy). Platnost’ vztahu (5.8) bola overena aj pre rovnicu (5.3)
s nekons$tantnymi koeficientmi (vid’ priloha 6 a kapitola 5.3).
Popisané dve charakteristické vlastnosti su vyhodne pouzité¢ v nasledujiicej metode
posudzovania ramov alebo prutov s nekonstantnym priebehom osovej sily a/alebo ohybovej
tuhosti.
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5.2 VZPERNA ODOLNOST RAMpV S PRUTMI S PREMENNOU OSOVOU SILOU
A/ALEBO OHYBOVOU TUHOSTOU (PREMENNYM PRIEREZOM)

Pri globalnej analyze ramu zohl'adiiujicej Gcinky teorie II. rddu a imperfekcii norma
STN EN 1993-1-1 [10] v ¢lanku 5.3.2(11) umoziiuje imperfekciu odvodit’ z vlastného tvaru
., (x) straty stability konStrukcie v pruznom stave, ktory predstavuje sucasne globalnu

i lokalnu imperfekciu. Clanok je obmedzeny na posudzovanie rAmov s pratmi s kon§tantnym
prierezom a osovou silou. Prof. Chladny zovSeobecnil tento postup pre pouzitie aj
pri ramovych konstrukciach zlozenych z pratov s nekonStantnym priebehom osovej sily
a/alebo s nekonsStantnym prierezom (pozri napr. [15]). Postup sa nachadza v NB.5.2 narodne;j
prilohy [13] a v ¢lanku 5.3.2(11) normy [11]. Nasledujuce riadky sa budu tykat tohto
zovSeobecneného postupu aj pre ramy zprutov s nekonStantnym prierezom a/alebo
s nekonStantnou osovou silou s Upravami podla prof. Baldza z ¢lanku [14].

Pre ramy s pratmi namahanymi len osovymi silami Ng4(x) a so zadefinovanym
priebehom imperfekcie 7,, (x) sa vypocita analyzou II. radu priebeh pridavnej deformécie
a prisluchajuce priebehy vnutornych sil ¢i uz komerénym programom alebo inym spdsobom.
Pri zndmych priebehoch vniitornych sil je mozné takyto ram posudit’ v jednotlivych rezoch x.
Podmienka odolnosti bude zniet’ nasledovne:

(Ngd (), M (x)] o 59

Ny (x) My, (%)

v ktorej: N, (x) je priebeh osovych sil
M Vi

zami(X)  J€ priebeh ohybovych momentov vznikajucich od pridavného priehybu
od osovych sil pdsobiacich na prate s imperfekciou 7,,(x) uréeny
tedriou II. radu
Ny (X) =N () V41 s M py(x) =M (x)/7,, st navrhové odolnosti prierezu v tlaku
a v ohybe v reze x.
Prierez, v ktorom sa dosahuje najvic¢Sie napétie od kombinacie osovej sily Ngq(x)

a momentov M gd,[,m (x) vznikajucich v dosledku imperfeketii, t.j. tam, kde vyraz v zatvorke

na lavej strane podmienky (5.9) pre vyssSie definovany ram dosahuje svoje maximum, je
rozhodujicim rezom z hl'adiska jeho vzpernej odolnosti a oznacuje sa indexom m. Jednotlivé

. , .. ) . Ve .
veli¢iny v tomto reze potom st nasledovné: E1,, ; Ny, 5 Ny s M gy inivm s M g -

Priebeh zaciato¢nej imperfekcie sa zadefinuje za pomoci vlastného tvaru vybocenia
pruta/ramu nasledovne:

ninit (x) = nO,initncr (x) K (5 1 O)

kde 7, Je amplitida imperfekcie a 7, (x) je normovany vlastny tvar (s maximalnou
poradnicou rovnou 1). Neexistuji Statisticky spracované vysledky odolnosti ramov
s premennymi prierezmi a osovymi silami, z ktorych by bolo mozné stanovit amplitadu
imperfekcie. Preto amplitida imperfekcie 7,,,, je urena z podmienky (pozri [15]), aby ten
prat ramu, ktory je rozhodujuci z hladiska vzpernej odolnosti celého ramu, mal rovnakua
vzpernu odolnost” ako jeho ndhradny prat. Terminom ndhradny prat (vid obr. 5.1) sa tu
rozumie prut, ktory mé konStantny prierez s ohybovou tuhostou rovnou £/, vySetrované¢ho
(rozhodujticeho) pruta v rozhodujucom reze x,,, konstantni osovu silu rovna osovej sile Ngg
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vySetrovaného pruta v rozhodujucom reze x, akritick silu rovnu kritickej sile N,
vySetrovaného pruta v rozhodujucom reze x,, aje prosto ulozeny. Ak vySetrovany prut ma
mat’ rovnaku vzpern odolnost ako jeho nahradny prat, potom ohybovy moment
vySetrovaného pruta od imperfekcii v rozhodujucom priereze x,, mé byt rovny ohybovému
momentu v strede nahradného prata (vid’ obr. 5.1). Tato podmienka je matematicky zapisana
nasledovne:

M‘gd,init,m (xm) = Mlz{ld,nahr.p (Ln /2) . (51 1)

Podmienku (5.11) mézeme rozpisat. Moment na vySetrovanom prute v reze x,, (lava
strana v (5.11)) vyjadrime z (5.4), v ktorom za pridavnli deformaciu w(x) dosadime pridavni
deforméciu vznikajucu na vySetrovanom pruate so zaciato¢nou imperfekciou (5.10), priCcom
pouzijeme (5.8) vzhladom na to, Ze 7,,(x) mé tvar afinny vlastnému tvaru vysetrovaného

prata. Moment v strede nahradného pruta (pravé strana v (5.11)) vyjadrime z vonkajSicho
zat'azenia Ng,, pricom pouzijeme opit’ (5.8):

1
EIm 770,im't
a, —1

cr

a. —1

" 1
77cr (xm 1 = NEd,m (80 + eoj . (5 12)

Po upravéch dostadvame vyraz pre amplitidu zaciatocnej imperfekcie:

acrNEd,m eO _ acr NEd,meO
" - ’
E]m 7701‘ ('xm X Miycr,m

nO,init = (5 1 3)

kde: M, .  je ohybovy moment, ktory by vznikol v priereze x,, pri zdeformovani prata do

vlastného tvaru (s amplitidou rovnou 1)
€ je amplituda imperfekcie (v tvare poloviny sinusoidy) nahradného pruta

reZ Xm: Elm Nepm Np, o Npy o M N
—_ NRk,m MRd,m MRk,m Fd, nitm
£
w e 710,ini
g ’ 710,init 1t ]
5| Eln MH L./2)=M II Aler-
Z N Ed,nahr.p( n )_ Ed,init,m |
~ Ed,m
T | Nerm . Ninit(X) El(x)
c 0 N
- ERd’m Oer-1 } {T) init(x) Nfif:;)
Rd,m -
NRk,m : Cer-] X NRd(X)
N MRk m MRd(X)
o Npy®
Mg )
% NEd m
Nahradny pruat VysSetrovany prut

Obr. 5.1 Ndhradny a vysetrovany prut s rovnakymi vzpernymi odolnostami
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Na obr. 5.1 st zobrazené: vySetrovany a jeho ndhradny prut v ich zaciatocnych tvaroch
(tvaroch afinnych ich vlastnym tvarom vyplyvajicim z rieSenia rovnice (5.1) alebo (5.2))
aich pridavné deformdacie vyplyvajuce z posobenia osovych sil na takto imperfektnych
pratoch, ktoré spifaju obe charakteristické vlastnosti uvedené v kapitole 5.1. Dika
nahradného prata L, je ind ako 0,7L vySetrovaného pruta, pretoze vzh'adom na nekonstantny
priebeh Ng4ix) a El(x) na vySetrovanom prute to uz neplati. Veli¢inami EIl,, Ng.n
vysetrovaného prita v reze x,, je mozné vyjadrit’ dizku nahradného pruta:

L =z |—". (5.14)

Pre prosto ulozené pruty s konStantnymi EI a Ng; a pre vybrané typy prierezov boli
vykonané experimenty vzpernych odolnosti, na zdklade ktorych sa v koncepcii ndhradného
prata urcili miery imperfekcii & a odpovedajuce sucinitele vzperu y . Metdda ndhradného
pruta bola zahrnutd aj v Eurokddoch. Pre amplitidu imperfekcie e, nahradného prita bol
pritom pouzity nasledovny vyraz:

_ M _
e, =alZ—02)= pre 70,2, (5.15)
NRk
kde: A= NRk je pomern4 $tihlost’
Ny » My, je charakteristickd odolnost prierezu v tlaku a ohybe
N,, je kriticka sila ndhradného pruta pre 1. vlastny tvar
a je miera imperfekcie

Vypoctom nahradného prata s amplitidou imperfekcie ey (5.15) zat'azené¢ho osovou silou jeho
vzpernej odolnosti charakteristickej hodnoty a vypoctom na zaklade teorie II. radu dospejeme
k napdtiu rovnému medze klzu v najviac namahanom vlékne.

Podmienka rovnakej vzpernej odolnosti vySetrovaného pruta rdmu a jeho ndhradného
prata spociva vtom, ze v obidvoch pripadoch pri namahani na urovni charakteristickej
vzpernej odolnosti bude v najviac namédhanych vldknach dosiahnutd medza klzu, preto je
nasledujuce odvodenie vykonané s charakteristickymi odolnostami. Posudenie nahradného
pruta namdhaného na urovni charakteristickej vzpernej odolnosti, kedy je v najviac
namahanom vlakne dosiahnuta medza klzu, znie:

NEd,m

—=—=1. (5.16)
X-Niem

Ak napiSeme pre ndhradny prat na obr. 5.1 podmienku odolnosti prierezu v strede pruta
namahaného na urovni jeho charakteristickej vzpernej odolnosti s oh'adom na to, Ze osovu
silu, odolnost’ prierezu v tlaku, odolnost’ prierezu v ohybe a ohybovy moment teoérie II radu
sme zobrali z rozhodujuceho prierezu vysetrovaného pruta, dostaneme:

N M[I B
Ed,m + Ed init,m — 1’ (517a)
NRk,m MRk,m
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ktora je vlastne aj podmienkou odolnosti rozhodujuceho prata v rozhodujicom reze x,, vyssie
definovaného ramu, kedy je tiez v najviac namahanom vlakne rezu x,, dosiahnutd medza klzu.
Ohybovy moment v (5.17a) sa moze zapisat’ vzh'adom na (5.11) ako prava strana rovnosti
(5.12) a po tprave dostaneme podmienku:

Nigm n k'NEd,m'eO
NRk,m MRk,m

-1, (5.17b)

kde k=« / (acr—l) je pomer medzi momentom vypocitanym teoriou II. rddu a momentom

teorie 1. radu, ked’Ze sme za zaciatocnu imperfekciu zvolili tvar afinny vlastnému tvaru.
Aby platilo (5.17b) (teda v najviac namahanom vlékne prierezu x, bola dosiahnutd
medza klzu), je nutné pouzit’ nasledovnti amplitidu imperfekcie ndhradného pruta:

— M —
P 0,2)#’”"; pre A, > 0,2, (5.18)
Rk,m
= N
kde:  An= |2 (5.19)
Ncr,m
N,,  jekriticka sila vySetrovan¢ho prita v reze x,,

Niim » Mg, J€ charakteristickd odolnost’ prierezu v tlaku a v ohybe v reze x,,
vySetrovaného prita
a je miera imperfekcie pre prierez v reze x,,

Zaciatocnd imperfekcia ey (5.18) je imperfekciou z (5.15) vyjadrenou pre parametre z prierezu
xm vySetrovaného prata. Ak dosadime zaciatocni imperfekciu ey (5.18) a stucinitel’ vzperu
vyjadreny z (5.16) y =N, /N rm (€O je vzhode s definiciou stCinitela vzperu) do

posudenia (5.17b) s aplikovanim (5.19) a po tprave, dostaneme kvadraticku rovnicu:
Zi.;f—[1+am(71m—0,2)+71i1J;(+1=0, (5.20a)

ktorej rieSenim dostaneme hodnotu sucinitel'a vzperu pouzivaného v metéde nahradného
pruta, uréen¢ho pre parametre z prierezu x,, vySetrovaného pruta:

1
X=Xn = —
By +A B2~ A

Ak vykoname predchédzajuce odvodenie s pouzitim navrhovych odolnosti prierezu
potom aby sme dospeli ku vyrazom (5.20b), musime namiesto amplitidy imperfekcie (5.18)
pouzit’ nasledovnu navrhovi hodnotu amplitudy imperfekcie:

kde ¢, = 0,5[1 +a, (A —02)+ 20 J (5.20b)

| TP
M _
)R LTI pre Am >0,2, (5.20¢)

— 5 >

/NRk,m 1- /’{m/’i’m

Cos =, (1n—02
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kde A, sa urdi tiez podla (5.19), y, a @, podla (5.20b). Potom do (5.13) sa dosadzuje za e,
navrhova hodnota e,, (5.20c). Pri konsStrukciach, pre ktor¢ je y,, =1, je hodnota (5.20c)

totozna s (5.18).

Teraz su zname vsetky Cleny v (5.13) a je zadefinovana zaciato¢na imperfekcia (5.10).
Vo vyrazoch (5.20c), (5.20b), (5.19) a (5.13) st veli¢iny zavislé od polohy rozhodujuceho
prierezu x,, ktora je v mieste polohy maxima vyrazu v zatvorke na l'avej strane (5.9). Preto je
nutné pouzit’ iteraény postup:

1) Vypocet vlastného tvaru 77, (x) a druhej derivacie 7!, (x) ramu pomocou komeréného
programu alebo v pripade pruta je mozné aj rieSenim diferencidlnej rovnice (5.1) pre
zadané priebehy El(x) a Ngix) napriklad numerickou metdédou pouzitou
v nasledujucej kapitole.

2) Odhad polohy rozhodujuceho prierezu x,,. Priblizne je mozné predpokladat’ polohu
rezu medzi miestom maximalneho napitia od osovej sily a maximdlneho napitia
od momentu.

3) Vypocet pomernej Stihlosti Anm Z (5.19) nahradného pruta az (5.20c) urcenie
navrhovej hodnoty amplitiidy zac¢iatocnej imperfekcie ndhradného pruta.

4) Urcenie amplituidy zaciato¢nej imperfekcie (5.13) vySetrovaného prita
(rozhodujuceho prita ramu) pre e, =¢;, azadefinovanie zaciato¢nej imperfekcie
(5.10) vySetrovaného pruta.

5) Vypocet pridavnej deformacie n(x) vznikajliicej na prate so zaciato¢nou imperfekciu
(5.10). Pri zohl'adneni (5.8) plati :

1 1
77(X) = ninit (x) = nO,initncr (x) * (521)
acr - 1 a(‘}‘ - 1
6) UrcCenie priebechu ohybovych momentov teorie II. radu (5.4) suvisiacich
s imperfekciami z uz znameho priebehu pridavnej deformacie:

M g3 (%) = =1 (x)p" (x). (5.22)

7) Vyhodnotenim vyrazu v zdtvorke na lavej strane (5.9) po jednotlivych rezoch
rozhodujiceho prata ramu sa dospeje k miestu s najva¢sim vyuzitim. Ak maximalne
vyuzitie nevychadza v mieste x,, je nutné vratit’ sa do bodu 2) a zmenit’ odhad polohy
X» na polohu s maximalnym vyuzitim. Takto je nutné iterovat’ az kym sa nestotozni
odhad x, spolohou maximalnej hodnoty vyrazu v zatvorke na lavej strane (5.9).
Potom overime odolnost’ vysSie definovaného ramu pomocou podmienky (5.9) resp.
(5.17a) v priereze x,, ale s ndvrhovymi hodnotami odolnosti v menovatel'och.

Na zaliatku state bolo pre zjednodusSenie uvedené, ze dana metdoda sa tyka ramov
s pratmi namahanymi len osovymi silami Ng4(x), ¢o by vel'mi zuZovalo moZznosti jej pouZzitia.
Metodu je mozné pouzit’ aj pri posudzovani ramov, ktoré st namahané ohybovymi momentmi
uz od pdsobiacich vonkajsich zatazeni nehladiac na momenty vznikajice od osovych sil
poOsobiacich na imperfektnom prute resp. rdme. V tomto pripade sa tiez hlada poloha
rozhodujiceho prierezu hore uvedenym postupom, az kym sa nedospeje k polohe maxima
lavej strany (5.9), v ktorom zatial momenty od vonkajSich sil nie su zohl'adnené. Preto su
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zohl'adnené v nasledovnych krokoch, ktoré sa vykonaju iba v pripade ramov namahanych aj
momentmi od vonkajSich zat'aZen:

8) Urcenie priebehu suctu momentov tedrie II. rddu podla (5.22), vznikajucich od
osovych sil posobiacich na imperfektnom rame a momentov M 2, (x) od zataZenia.
9) Posudenie najviac naméhaného prierezu podla:

(NEd (), Mg () + M (x)j <1, (5.23)

Ny (x) My, (x)

Vzhladom na to, ze vo vSeobecnosti poloha maxima momentov od vonkajSich
zatazeni M, (x) nekoresponduje s polohou rozhodujuceho prierezu x, z hladiska

vzpernej odolnosti, je poloha maxima l'avej strany (5.23) tiez mimo polohy x,.

5.3 RIESENIE VLASTNYCH CISIEL A TVAROV ROVNICE (5.1) ,
S NEKONSTANTNYMI KOEFICIENTMI POMOCOU DIFERENCNEJ METODY

Vzhl'adom na nekonStantné koeficienty diferencidlnej rovnice (5.1) nie je
vo vSeobecnosti mozné najst rieSenie v analytickom tvare podobne ako pri prutoch
s konStantnym prierezom a osovou silou pre rozne okrajové podmienky. Mozné je rieSenie
pomocou numerickej metddy napriklad diferenc¢nou metédou (metddou sieti).

Jednotlivé derivacie a to prva a druht aproximujeme nasledovnymi diferenciami:

' Yirn = Via

o Y Vi 5.24a
Vi o ( )

" i— -2 L

vy Yi hyz Yin (5.24b)

v ktorych 4 je dizka kroku pri ekvidistantnom deleni (vid’ obr. 5.2). Prepisme diferencidlnu
rovnicu (5.1) do diferen¢ného tvaru. Najprv vyjadrime druha derivaciu zatvorky prvého ¢lenu
rovnice:

Eli_lz)wi_l +—21521,-w,~ +E11-+12W1-+1 +dN, w+Nw'=0, (5.25)
h h h ’

[T
l

kde dN, ; je hodnota derivéacie osovej sily v uzle , ked’ze priebeh osovych sil pozname

moézeme hodnoty derivacii priamo zadavat bez toho aby sme ich vyjadrovali pomocou
diferencii. Teraz mézeme vyjadrit’ prvé a druhé derivacie prichybu w v uzloch i-1, i, i+1:

El | w_,=2w,  +w, —2El | w,_ —2w, +w,, El,|w =2w, +w,,
+ + +
h? h? h? h? h? h?

" dex,i|:Wi+12_hWi_l :| " N{Wi—l —2w, +w,, :| -0

h2

(5.26)
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Po Uprave dostavame rovnicu pre i-ty uzol pruta, v ktorej si vzajomne zviazané
hodnoty priehybu w v 5 susednych uzloch:

EIl, —2EI_ —2EI EI_, +4EI +EI_, —2EI -2EI, EIL,,
Wi TWu| 7 |T™W TW| 77— [T W2 7 +

/N nt nt n'
%/_J H_/
—dN,, dN, . : —-2N, :
+w,, EL w0+ w,, | —2 [+ w, [iz’} +w, [%} +w,, {izl} =0
2h PY 2h h h h
| ! T ) [— o
b i1 i < Cisl
(5.27)

Ked vypiSeme rovnicu pre kazdy zn uzlov prata, v ktorych hladame hodnotu
prichybu apo zohladneni homogénnych okrajovych podmienok, dostaneme ststavu
homogénnych rovnic, ktort mézeme zapisat’:

[m Jw}=1{o}. (5.28)

Je vhodnejsie, ak maticu [M] rozloZime na 4 matice: 5-diagondlnu maticu [M g]
s argumentmi a; tykajicich sa ohybovych tuhosti EZ;, 2-diagondlnu (strednd diagondla je
nulova) maticu [Myy] s argumentmi b; tykajucich sa derivacii osovych sil dN,, ;, 3-diagonalnu
maticu [M’y] s argumentmi ¢; tykajlcich sa osovych sil N; a maticu [Mok-poa], ktord bude
zohl'adnovat’ okrajové podmienky:

My, = [ai—Z] [ai—l] [ai] [aH—l [ai+2] , (5.29)

M,y = [5,.,] [,,.] : (5.30)

[6,1]
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I [cl ] [Cz ] |

M = [ci—l ] [ci ] [ci+l ]

e, il e

(5.31)

Pri vypisovani rovnice (5.27) pre krajné z vnatornych uzlov i=/ a i=n sa v rovniciach
vyskytuju aj hodnoty priehybov v uzloch, ktoré sa nachddzaji mimo prita. Tieto sa urcuja
z okrajovych podmienok podl'a obr. 5.2 pomocou priehybov w; a w, krajnych z vnutornych
uzlov. Matica [Moj poq ] mé preto v l'avom hornom a pravom dolnom rohu nenulovy ¢len.

7

/\\/ L /\L
-1 n+l
a0 12 " 2
-
—— —t—
My=0 W' =0
o W 20+w W T
0 h2 n+l 2h
W, =—WwW Wia =W,

Obr. 5.2 Delenie pruta a okrajové podmienky

Po zavedeni matic:
[MEI]:[M;?[]+|‘M0kr.podAJ’ [MN]:[MJ’V]""[MdN]
mozeme rovnicu (5.28) zapisat’:

[[MEI]+[MN]]{W}:O-

(5.32)

(5.33)

Ststava rovnic (5.33) predstavuje sustavu homogénnych rovnic, pre nulovil pravi
stranu nie je mozné urcit’ konkrétne hodnoty prichybov v uzlovych bodoch. Této preto vedie
na zovSeobecneny problém vlastnych cisel {a} a vlastnych vektorov {77} matic Mgr a My.

Pricom kazdé vlastné Cislo «; ajemu prisluSny vlastny vektor {n}i vyhovuju nasledovne;j

rovnici:

[MEI ]{77}1' =q; [MN ]{77}1' -
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Ak osové sily maji kladné znamienka, ako bolo predpokladané pri odvodzovani rovnice
(5.1), potom aby platila rovnica (5.34), musia byt vlastné ¢isla zaporné. Potom do rovnice
(5.8) sa za «, dosadzuje absolitna hodnota vlastného ¢isla. KedZe kritické ¢islo «,, je

definované ako Ccislo, ktorym po prenasobeni priebehu osovych sil na prate dostdvame
priebeh kritickych sil, pricom sa predpokladd «, >1, rovnica (5.8) plati v tvare v akom je

uvedena.

Vzhladom na to, Ze rovnica (5.8) sa da l'ahko odvodit’ pri pratoch s konStantnym
prierezom a konS$tantnou osovou silou analyticky a pri pratoch s nekon$tantnym prierezom
a osovou silou je to obt’azné, je vhodné jej platnost’ overit’ aspon pouzitim diferencnej metody
rieSenim rovnice (5.3) pre konkrétny prut s nekonstantnym prierezom a osovou silou (pozri
prilohu 6). Vrovnici (5.3) vSetky c¢leny so znamym priebehom imperfekcie wy(x)
po roznasobeni presunieme na pravu stranu:

d* d* d d d>
_ W[_ El(x)ﬁ w(x)} + EN(x)E w(x)+ N(X)W w(x)=
2 (5.35)
= =N, (0= NGy ()

Ked’ze l'ava strana (5.35) je totozna s 'avou stranou (5.1), vedie na maticu [M] v (5.28), ktora
je suctom matic [M'g], [Man], [M'N] @ [Mokrpoa]- Ostava vyjadrit’ €leny na pravej strane
(5.35). Prvé a druhé derivacie priebehu teraz znamej imperfekcie wy(x) je mozné vyjadrit’
funkéne a ich hodnoty v uzlovych bodoch i=1,2...n zoradit' do vektorov alebo je mozné ich
vyjadrit’ tiez pomocou diferencnych vyrazov derivacii (5.24a) a (5.24b). Podobne je mozné
vyjadrit’ aj prva derivaciu osovej sily N(x). Vysledkom pravej strany rovnice (5.35) je vektor
pravych stran {VPS}. Rovnica (5.35) teraz v maticovom tvare je:

[MJfw} = {rPs}. (5.36)

RieSenim sustavy nehomogénnych rovnic (5.36) dostaneme vektor {w} hodndt
pridavného priehybu v uzlovych bodoch. V prilohe 6 je najprv rieSeny problém vlastnych
¢isel a vlastnych vektorov idealneho prata a nésledne je prvy vlastny tvar zadefinovany ako
zaCiatocnd imperfekcia skutocného prata stotoznym premennym prierezom, priebehom
osovych sil a okrajovych podmienok ako pri idedlnom prute. Potom je vyrieSeny priebeh
pridavného priehybu na zaklade rovnice (5.36) a nasledne porovnany pomocou vztahu (5.8)
s priebehom prvého vlastného tvaru. Vypocet bol zopakovany pre viacero priebehov osovych
sil, €1 uz s linedrnym, kvadratickym alebo konStantnym priebehom a pre rézne kombinacie
(kib alebo votknutie) okrajovych podmienok. Pri vietkych prikladoch s nekonstantnymi
koeficientmi vzt'ah (5.8) platil.
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5.4 ILUSTRATIVNE PRIKLADY
5.4.1 Priklad 1

Pre nazornost’ bol vypocitany priklad ocelového pruta so vstupmi podla prikladu 3.6

dokumentu [16]. Prat je zobrazeny na obr. 5.3, mé premenny I prierez, ktorého Sirka a vySka
sa linearne meni od zaciatocnej hodnoty 100 mm po koncovu 500 mm a osova sila je
zadefinovana od vlastnej tiaze, priCom sa uvazuje 100-nasobne vécsia tiaz ako je tiaz ocele.
Uvazovana je pevnostna trieda ocele S355. Pre potreby prikladu bol napisany program na
rieSenie diferencidlnych rovnic (5.3) a (5.1) diferenénou metédou podla kapitoly 5.3
v programe MathCAD (vid’ priloha 7). DiZka kroku diferenénej metody bola zvolena lcm.
Aby sa vylucili mozné chyby rieSenia diferencidlnej rovnice diferencnou metddou, boli
vlastné tvary prita vypocitané aj programom IQ100 a vysledky potvrdili spravnost’ rieSenia
vlastnych tvarov.
Vysledky vypoétu st zoradené v tab. 5.1. V prvom stipci st vysledky vypoéitané na zéklade
aproximdacie vlastného tvaru zhodndt vlastného tvaru v 51 ekvidistantnych bodoch
vypotitanych v programe IQ100. V kazdej 1/5 dizky prita bola pouzitdi samostatna
aproximacia polynomom 10. stupiia, vzh'adom na to, Ze vlastny tvar pruta je v hornom tseku
takmer linearny, zatial o v dolnom uZ nie. V druhom stipci st vysledky (z prilohy 7)
vypocitané diferenénou metddou a to vlastny tvar, vlastné ¢islo ako aj priebeh momentov.

3 500 ‘ ‘ IR
1 1 N
‘ N~
) 10 500
1 | 8
\ 0 —
| X
R o
W -~

Neq(X)

X

100 , ‘8

10

100
= L

Obr. 5.3 Tvar pruta a jeho prierezov, priebeh spojitého osového zatazenia a osovej sily

R S - e il tiw’
L=10m

Na grafe 5.1 je znazorneny priebeh zaciatocnej imperfekcie v tvare afinnom vlastnému
tvaru straty stability aznej vyplyvajuci tvar pridavného priehybu tiez v tvare afinnom
vlastnému tvaru stability. Na grafe 5.2 je zndzornena druhd derivacia pridavného priehybu
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a priecbeh ohybovej tuhosti prata, ktorych prendsobenim podla (5.4) dostavame priebeh
ohybového momentu tedrie II. rddu, ktory je zobrazeny na grafe 5.3. Poloha nulového
momentu je v mieste nulovej druhej derivacie pridavného priehybu ¢ize aj druhej derivacie
vlastného tvaru vybocenia, ¢o je de facto inflexny bod vlastného tvaru straty stability, v tomto
priklade je na koncoch pruta. Na grafe 5.4 st vynesené vyuzitia v jednotlivych rezoch a to
celkové U, Cast’ vyplyvajica iba od osovej sily Uy a od momentu U,,. VyuZzitie Uy, dosahuje
maximum mimo miesta, v ktorom je najviac¢si moment, o spdsobuje premenny prierezovy
modul. Maximalne vyuZitie od osovej sily je na zaciatku pruta. Rozhodujuci prierez v tomto
priklade vysiel priblizne v strede medzi miestami maximalneho vyuzitia Uy a Uy,.

V pripade zZe je konStantny prierez aj osova sila, potom poloha rozhodujuceho prierezu
bude v mieste, kde je maximalny moment a to je tam, kde je poloha maxima druhej derivacie
vlastného tvaru vybocenia. V pripade posudzovania prata s konStantnym prierezom a osovou
silou, a len s ohybovymi momentmi tedrie II. rddu vznikajucimi poésobenim osovych sil na
imperfektnom (vo vlastnom tvare) prute, bude tato metéda dévat’ pri namahani na Grovni
navrhovej vzpernej odolnosti rovnaké ato 100% vyuzitie ako aj metdda ndhradného pruta
pouzivand v Eurokddoch. Akondhle je asponl jeden priebeh nekonStantny, uz nie je mozné
vopred presne vediet’ polohu rozhodujuceho prierezu a je nutné pouzit’ iteracny postup.

Tab. 5.1 Vysledky vypoctu

veli¢ina IQ100 + Diferencna
aproximacia met.
Poloha x, . maximalnej poradnice vl. tvaru 7, (x) 3,013 m 3,0l m
Koeficient rozdvojenia rovnovéhy «,, 2,5341 2,5341
Kriticka sila N,,.,, v rozhodujiicom reze x,, 1721 kN 1721 kN
Miera imperfekcie «,, 0,34
Pomerné §tihlost A, ; vzperny su&initel 0,835; 0,834;
,, nahradného puta 0,702 0,703
Dizka nahradného prata L, 3,100 m 3,092 m
Amplitada zac¢iato¢nej imperfekcie ey, nahradného 8,54 mm 8,5 mm
prata
Amplitada zagiato¢nej imperfekcie 7, ,,, 27,13 mm 27,3 mm
vysetrovaného pruta
Amplituda pridavnej def. 7, (v grafe 5.1 77,..) 17,69 mm 17,8 mm
Max. moment teodrie II. rddu na vySetrovanom prute | 25,11 kNm; | 25,24 kNm;
a jeho poloha x4,/ 2,559 m 2,56 m
Moment Mg inirm V rozhodujicom reze x,, 9,58 kNm 9,55 kNm
Napitie od N; od M v rozhodujicom priereze 200,83 MPa | 201,2 MPa;
71,64 MPa 71,7 MPa
Poloha max. napétia X,.s na prate od momentov 1,078m 1,08 m
MEd init(x)
Poloha max. napétia na prite od osovych sil Ng,(x) m
Poloha rozhodujuceho rezu x,, 0,484 m 0,48 m
Maximalne vyuzitie U (5.9) je v rozhodujicom 0,768 0,77
priereze x,,
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Graf 5.1 Zaciatocna imperfekcian,, ; pridavny priehyb n ; vysledny tvar pruta w=mn,,, +n
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Graf 5.2 Druha derivicia pridavného priehybu n" ; priebeh ohybovej tuhosti pruta EI,
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Graf 5.3 Priebeh momentov Mgy i teorie I1. radu

10

Graf 5.4 Celkové vyuZitie v jednotlivych rezoch U, vyuzZitie od osovej sily Uy , od
momentu Uy,
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5.4.2 Priklad 2

Pre overenie spravnosti rieSenia bol prepocitany priklad z 5.4 [15] pruta s premennym
prierezom namahany konS$tantnou osovou silou o hodnote 1800kN. Tvar prata a koncovych
prierezov je zobrazeny na obr. 5.4, pricom vysSka prierezu sa linedarne meni od hodnoty
560mm po 240mm. Prat je vyrobeny zocele pevnostnej triedy S355 zprofilu IPE 400
pozdiznym $ikmym rezom a opaénym zvarenim. Vlastna tiaZ prata sa zanedbava.
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Obr. 5.4 Tvar pruta a koncovych prierezov

Vypocet (uvedeny v prilohe 7) je vykonany:

a) za pomoci diferen¢nej metddy na vypocet vlastného tvaru a kritickej sily a na vypocet
priebehov momentov teérie II. radu v programe MathCAD, pri¢om dizka kroku bola
zvolend na lcm

b) pouzitim programu 1Q100, z ktorého bol exportovany vlastny tvar v podobe hodnot
v 14 ekvidistantnych bodoch, za pomoci ktorych bol aproximovany polynomom 13.
stupnia v programe MathCAD a d’alej bol upravovany ako spojita funkcia.

Vysledky st zhrnuté v tab. 5.2. Na zéklade zhody tu vykonanych dvoch spdsobov
vypoctu s vysledkami vypoctov v [15] sa overili tu uvddzané formuléacie vztahov, prebratych
z [14], ktoré sa formalne liSia od vzt'ahov v [15]. Maly rozdiel sa vyskytol iba v pripade
polohy rozhodujiiceho prierezu, ktord sa liSila o 7cm v porovnani s vysledkami v [15].
Vzhl'adom na to, ze pri vypocte v [15] bol pouzity program 1Q100, ktory pontka veliiny
vypoéitané maximélne v 1/100 dizky prita a tieto neboli medzi bodmi interpolované, sa to
prejavilo v presnosti +/-7,5cm uréenia polohy rozhodujuceho prierezu. Napriek tomu sa
celkové vyuzite pruta takmer neliSilo. Aby sa zvysSila presnost’, vo vypocte podl'a b) sa vlastny
tvar z programu 1Q100 aproximoval polynémom.

V obidvoch tu prezentovanych prikladoch je poloha rozhodujiceho prierezu medzi
miestom maximalneho napétia od osovych sil a miestom maximalneho napitia od momentov
teorie I1. radu. Je mozné to oc¢akavat’ aj v inych pripadoch.
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Tab. 5.2 Vysledky vypoctu

Diferen¢na Vlastny tvar Vysledky
metoda z1Q100 z [15]
aproximovany
Koeficient rozdvojenia rovnovahy 2,00361 2,0036 2,001
Poloha maximalnej poradnice vl. tvaru 10,21m 10,212m -
Poloha maximalneho kladného momentu 10,97m 10,972m -
Poloha maximalneho napitia od My 11,61m 11,612m -
Poloha rozhodujiceho prierezu x,, 12,22m 12,218m 12,15m
Poloha maximélneho napitia od Ngg 15m
Napitie od My v reze Xm 67,267MPa 67,267MPa 67,37MPa
Napitie od Ngq v reze xp, 249.936MPa | 249,923MPa 249,49Mpa
Celkové maximalne napitie v reze X, 317,204MPa | 317,191MPa 316,86MPa

Na grafe 5.5 je vynesena zaciato¢na imperfekcia 7,, (x) s amplitidou v mieste X,uqy
podla (5.13) a vysledny tvar prata w(x) =17, (x)+n(x) aj s pridavnym prichybom v zmysle
teorie I1. radu. Samotny pridavny priehyb 7(x) vSak nie je vyneseny vzhl'adom na to, Ze by sa
prekryval s priebehom zaciato€nej imperfekcie, o je spOsobené tym, ze koeficient
rozdvojenia rovnovahy je takmer rovny 2, kedy podla (5.8) vyplyva, Ze pridavny priehyb je
presne rovny zaciatocnej imperfekcii. Na grafe 5.6 je zndzornend druhd derivécia pridavného
prichybu 7"(x) apriebeh ohybovej tuhosti prata, ktorych prenasobenim podla (5.4)
dostavame priebeh len ohybového momentu tedérie II. radu stvisiaceho s imperfekciou
zobrazeného na grafe 5.7. Na grafe 5.8 je zobrazené vyuzitie v jednotlivych prierezoch a to
celkové U, ktoré je suctom vyuzitia iba od osovych sil Uy a vyuzitia od ohybovych momentov
Up. V tomto priklade je rozhodujtci prierez v mieste kladnych momentov.

Vo vSeobecnosti pri pratoch, ktoré st naméahané kladnymi aj zapornymi momentmi, je
nutné overit' moznost’, Ze rozhodujuci prierez sa mdéze nachadzat’ v oblasti ako kladnych
momentov tak aj zadpornych momentov. V tomto priklade, ked su najvicSie napitia
od kladnych momentov v mieste (x=11,61m), kde su vicSie napdtia od osovych sil ako
v mieste maximalnych zapornych momentov (x=0m), je poloha rozhodujuceho prierezu
evidentna. Ak by ale priebeh napitia od osovych sil boli opacné (klesali by s rastiicim x),
v tom pripade by bolo potrebné overit’ obe polohy rozhodujaceho prierezu (v mieste kladnych
1 zadpornych momentov), pretoze by nebolo mozné rozhodnut’ vopred o polohe rozhodujuceho
prierezu.

5.5 ZAVER

V norme [11] je nespravne oznaceny prierez x,, ako prierez, v ktorom je maximalna
druha derivacia vlastného tvaru vybocenia. To by platilo, ak by bol prierez a osova sila
konstantné. Ako je vidiet’ z grafu 5.2 alebo z grafu 5.6 prierez x,, je mimo tohto miesta. Preto
aj absolutna hodnota v menovateli vzorca (5.6) [11] by mala mat’ index “m*. Chyba zvac¢Suje
menovatel vyrazu, a tym zmensSuje zaciato¢né imperfekcie, preto je na strane nebezpecne;.

Tato metddu analyzy tedriou II. rddu s imperfekciou podla 5.3.2 (11) [11] v pripade
hlinikovych pratov alebo podl'a NB.5.2 [13] v pripade ocel'ovych pratov je moZzne pouzit’ na
posudzovanie pratov s nekonStantnym prierezom a/alebo osovou silou alebo ramov zlozenych
z takychto prutov.
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Avsak metodu je mozné pouzit’ aj v pripade pritov s konsStantnym prierezom a osovou
silou alebo rdmov z takychto pratov zlozenych. Poloha rozhodujiceho prierezu je dana
polohou maxima lavej strany (5.9). V tomto pripade je teda poloha rozhodujuceho prierezu
vzhl'adom na konStantny priebeh napéti od osovych sil dand polohou maximalnych napéti
od momentov, ktoré vznikaji od osovych sil na imperfektnom prate v zmysle tedrie II. radu.
Poloha maximalneho momentu a poloha maximalneho napitia od momentov je totozna.
A vzhl'adom na konStantnost’ ohybovej tuhosti je maximalny moment v mieste maximalnej
druhej derivacie pridavného priehybu. Kedze imperfekcia je volena v tvare afinnom
1. vlastnému tvaru, je aj pridavny priehyb afinny vlastnému tvaru. Potom je poloha
rozhodujiceho prierezu uréend polohou maxima druhej derivacie funkcie vlastného tvaru
vybocenia.

V pripade hlinikovych pratov konStantného prierezu aj osovej sily je mozné pouzit
imperfekciu podla 5.3.2 (11) [11], priCom poloha rozhodujiceho prierezu je dand polohou
maxima druhej derivacie vlastného tvaru vybocenia. ZjednoduSenie spociva v tom, Ze poloha
rozhodujiceho prierezu je vopred znama a nie je preto nutné iterovat’. V pripade ocelovych
pratov s konstantnym prierezom namahanym konstantnou osovou silou alebo rdmov z nich
zlozenych je mozné pouzit imperfekciu podla 5.3.2 (11) [10]. V tomto ¢lanku je pouzita
zavadzajuca formulacia pri definicii «,,, ako “najmensSia hodnota nasobitel'a konfiguracie

osovych sil Ng; v pratoch, pomocou ktorého sa v priereze, v ktorom pdsobi najvicsie osové
napitie, dosiahne charakteristicku odolnost’ Ng, bez uvazenia vzperu . Avsak priebeh napitia
od osovych sil je konstantny.

Ak je nekonstantny prierez, pricom osova sila je konStantnd alebo je nekonstantna
osova sila, ale prat ma konStantny prierez alebo st nekonstantné aj prierez aj osova sila, je
poloha rozhodujuceho prierezu vopred neznama. Preto je nutné postupovat’ iterativne. V prvej
iteracii je potrebné odhadnut’ polohu rozhodujuceho prierezu. ESte pred prvou iterdciou je
znamy priebeh momentov teorie II. radu, aj ked’ je nezndma jeho velkost’, je mozné presne
ur¢it’ polohu maxima napidti od momentov teérie II. rddu. Znamy je aj priebeh aj velkost
napéti od osovych sil. Polohu rozhodujiceho prierezu v prvej iteracii je teda vhodné volit
medzi polohou maximdalneho napitia od osovych sil a polohou maximalneho napitia od
momentov teoérie II. radu. Znizi sa tym pocet potrebnych iteracii. Inak povedané, poloha
rozhodujiceho prierezu sa bude nachadzat’ od polohy maximalneho napitia od momentov
v smere zvacSujuceho sa napitia od osovych sil. Tato tendencia sa overila v pripade oboch
uvedenych prikladov (pozri tab. 5.1 a 5.2 ). Podrobnosti vypoctov st uvedené v prilohe 7.

Vzhl'adom na moznost posudzovania aj rdmov pozostavajucich z pratov s
konStantnym prierezom namahanych konStantnou osovou silou touto metédou st pre
porovnanie vysledkov v nasledujucej kapitole uvedené ostatné metddy posudzovania podla
[10].
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6. POSUDZOVANIE VZPERNEJ ODOLNOSTI RAMOV PODEA METOD Z STN EN
1993-1-1 [10]

6.1 GLOBALNA ANALYZA PODIA [10]

Norma [10] pouziva (ako aj ostatné Eurokody) vSeobecny termin analyza konstrukcie.
Tu sa bude uvazovat' s uzS§im vyznamom tohto pojmu ako statického vypoctu (vypocet
vnutornych sil). Vnuatorné sily sa vo vSeobecnosti mozu urcit’ bud’ analyzou na zaklade tedrie
I. rddu alebo na zéklade tedrie II. rddu s uvaZenim vplyvu pretvorenia konstrukcie. Pricom
rozdiel medzi vnitornymi silami uréenymi na zaklade teoérie I. rddu a silami urCenymi na
zéklade teorie II. radu sa povazuje za vplyv tedrie II. radu. Uginky pretvorenia konstrukcie
(vplyv tedrie II. radu) na rozloZenie vnutornych sil konstrukcie sa maju zohl'adnit’ vtedy, ak
podstatne zvac¢Suju ucinky zatazeni alebo ak podstatne menia spravanie konstrukcie.

Analyza na zaklade tedérie 1. radu sa moéze pouzit’ vtedy, ak sa mdze zanedbat
zvacSenie vnutornych sil alebo iné zmeny spravania konstrukcie spdsobené pretvoreniami.
Pre pruznostnu analyzu to je vtedy, ak plati:

F
a, =—<>10, (6.1)

Ed
kde: «, je faktor, ktorym by navrhové zat'aZzenia museli byt’ zvacSené, aby sposobili stratu
stability v pruznom stave s globalnym vlastnym tvarom (inak oznacovany ako koeficient
rozdvojenia rovnovahy);
F, je navrhové zataZenie konStrukcie;

F je kritické zat'azenie v pruZznom stave pre stratu stability s globalnym vlastnym

tvarom, vypocitané pre zaciato¢né tuhosti.

Pri portdlovych rdmoch s miernymi sklonmi striech a rovinnych priatovych
konstrukciach budov tvorenych nosnikmi a stipmi je pripustné posudit’ moznost’ porusenia
naklonenim stipov pomocou analyzy prvého radu vtedy, ak kritérium (6.1) je splnené pre
kazdé podlazie. V takychto konStrukcidch sa moéze vypocitat koeficient rozdvojenia
rovnovahy za predpokladu, ze tlakové osové sily v nosnikoch alebo prieclach nie su

vyznamné z priblizného vzorca:
a, = [—HE" ](—h J : (6.2)
VEd 5H,Ed

kde: H,, je navrhovd hodnota vodorovnej reakcie v dolnej urovni podlazia

od vodorovnych zat'azeni a fiktivnych vodorovnych zatazeni;
V..  celkové ndvrhové zvislé zat'aZzenie konStrukcie v dolnej urovni podlaZia;

0, s relativne vodorovné posunutie v hornej urovni podlaZia vztiahnuté na dolnt

uroven podlazia, pri zataZeni pritovej konstrukcie vodorovnymi zat'azeniami (napr. vetrom) a
fiktivnymi vodorovnymi zat'azeniami, pdsobiacimi v urovni kazdej podlahy;

h vyska podlazia.

Ak konstrukcia a jej navrhové zataZenie nespliiaji kritérium (6.1), potom sa musi
vplyv pretvorenia konstrukcie na velkost a rozdelenie vnatornych sil zohladnit. Pri
posudzovani vzpernej odolnosti pontika norma viacero pristupov podla druhu pratovej
konstrukcie a globalnej analyzy. Uginky tedrie II. radu a imperfekcii sa mozu stanovit
pomocou jednej z nasledujacich metod:

a) obidva uc¢inky kompletne pomocou globalnej analyzy,
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b) ciastocne pomocou globalnej analyzy a Ciastocne prostrednictvom individudlneho

posudzovania pratov podla 6.3 [10],

¢) pre zékladné pripady pomocou individualnych postdeni ndhradnych pratov podla

6.3 [10], pouzitim prislusnych vzpernych dizok zodpovedajicich globalnemu

vlastnému tvaru straty stability konsStrukcie.

V jednopodlaznych pratovych konstrukcidch navrhovanych na zaklade pruznostnej
globalnej analyzy je mozné G&inky teérie II. radu od naklonenia stipov sposobeného zvislym
zatazenim zohladnit’ zvd¢Senim vodorovného zatazenia Hg, (napr. od vetra), ekvivalentného
zatazenia od imperfekcii V,,¢ a pripadnych d’alSich moZnych G€inkov od naklonenia stipov

vypocitanych podla tedrie I. radu pomocou faktora:

(6.3)

za predpokladu, Ze o, >3,0.

Faktor (6.3) ma rovnaki hodnotu ako znamy pomer medzi ohybovymi momentmi
vypocitanymi pomocou tedrie II. rddu a momentmi vypocitanymi pomocou teorie I. radu,
ktory presne plati iba ak plati (5.5) a (5.8).

6.2 IMPERFEKCIE PODLA [10]

Ak sa ma podla ¢l. 5.2.1 [10] uvazit’ vplyv pretvorenia konstrukcie (ak neplati (6.1)
pri pruznostnej analyze), tak stabilita pratovych konStrukcii alebo ich Casti sa ma overit
s uvazenim imperfekcii a ucinkov teorie II. radu. Pod imperfekciami sa rozumeju zvySkové
(rezidualne) napétia (po vyrobe prvkov) a geometrické imperfekcie napr. odchylky
od zvislosti, priamosti, rovinnosti, nedostato¢né licovanie a akékol'vek malé excentricity,
ktoré sa vyskytuju v spojoch nezat'azenej konstrukcie.

Maju sa uvazit’ nasledujiice imperfekcie:

a) globalne imperfekcie pratovych konStrukcii a globalne imperfekcie stuzujucich
systéemov
b) lokalne imperfekcie individudlnych pratov

Pri pratovych konstrukciach citlivych na stratu stability naklonenim stipov sa ma
ucinok imperfekcii v analyze prutovej konStrukcii zohladnit' ekvivalentnou imperfekciou
v tvare za&iatoéného naklonenia stipov a individudlnych zagiatoénych zakriveni pratov podla
5.3.2[10].

a) Zatiatoné globalne naklonenie stipov
Zagiatotné globalne naklonenie stipov sa uréuje z vyrazu:

¢ = ¢Oaham > (6.4)

kde: ¢, je zakladna hodnota naklonenia stipov: ¢, =1/200;

a, zmensovaci faktor pre vysku 4, ktory sa pouziva pri stipoch:
2 2
a, =— ale 3 <a,<10; (6.5)
h vyska konstrukcie v metroch;
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a zmensSovaci faktor zohl'adnujuci pocet stlpov v rade:

m

a, = 0,5(1+lJ; (6.6)
m
m pocet stipov vrade, do ktorého sa zapoéitavaju iba tie stipy, ktorych zvislé

zatazenie Ng; nie je menSie ako 50% priemerného zataZenia stlpov
v uvazovanej zvislej rovine.

. L] X

| HH

Obr. 6.1 Ekvivalentné imperfekcie v tvare naklonenia stipov

b) Zaciatocné lokalne zakrivenie prutov

Pri strate stability stipov ohybom v rovine sa za lokalne za¢iatoéné zakrivenie prita
berie pomerna imperfekcia:

€y / L, (6.7)

kde L je dizka prita.

Hodnoty pomeru (6.7) st uvedené vtab.5.1[10] apohybuju sa v rozmedzi
1/350 ~ 1/150 pri pruznostnej analyze v zavislosti od prisluSnosti prierezu ku vzpernej krivke
ap ~ d. Tieto zaciato¢né lokalne imperfekcie nie je vhodné pouzivat’ na overovanie vzpernej
odolnosti individudlnych pratov. PretoZze ako je uvedené v 5.2b)[15] vedl na prili§
konzervativne vysledky.

Utinky zaciatoéného naklonenia stipov a imperfekcii v tvare lokalnych zagiatoénych
zakriveni je mozné nahradit’ sustavou ekvivalentnych vodorovnych sil, ktoré sa zavedu do
kazdého stipa neimperfektnej konstrukcie podl'a nasledovného obrazka (Obr. 5.4 [10]):

Neg Neg Neg Neg
o | .
—> ONggq e 2
(I) :> eOd L | :> L E 8 NEizeo’d
— 4 Neg e g
T <— ONgqg T T T L2
Neq Neg Neg Neg

Obr. 6.2 Ndhrada zaciatocnych imperfekcii ekvivalentnymi vodorovnymi silami
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Okrem imperfekcii v 5.3.2 (3) [10] je mozné vzhl'adom na 5.3.2 (1) [10] odvodit tvar
globalnych a lokalnych imperfekcii od vlastného tvaru konstrukcie v pruznom tvare tak ako to
bolo pouzité v metdode v 5.2. Vzhl'adom na to, Ze nie st k dispozicii Statisticky spracované
hodnoty amplitad takto zvolenych imperfekeii, je v tomto pripade nutné pouzit’ imperfekcie
nahradnych pratov, pre ktoré boli odvodené sucinitele vzperu pouzivané v Eurokodoch. V 5.2
st uvedené preto nutné upravy.

6.3 METODY POSUDZOVANIA VZPERNEJ ODOLNOSTI PODIA [10]

Tu spominané metddy sa budi aplikovat’ na posudenia vzpernej odolnosti rovinnych
rdmov a bude sa overovat’ vzpernd odolnost’ v rovine rdmu, ktord je aj rovinou zatazenia.
Vzperna odolnost’ v rovine rdmov a kolmo na rovinu rdmov sa bude posudzovat’ separatne za
predpokladu, ze rdm je v rovine kolmej na vySetrovanu rovinu zabezpeceny, ak nebude
uvedené inak.

6.3.1 Globalna analyza na zaklade teérie II. radu a posudenie prierezov

Ide o najvyssi stupen globalnej analyzy, ktory spada pod 5.2.2 (3) a) [10]. Konstrukcia
v priestore sa ma modelovat’ so vSetkymi imperfekciami v rovine, z roviny a imperfekciami
pre klopenie. Na zdklade vnutornych sil vypocitanych analyzou II. rddu so zohladnenim
vSetkych imperfekcii sa konstrukcia iba v najviac namdhanom priereze posudi. Vzhl'adom na
zlozitost’ modelovania konstrukeii tymto spésobom a iba pre potreby porovnavacieho vypoctu
je zohladneny zjednodusujuci predpoklad, Zze konStrukcia bude v rovine kolmej na rovinu
ramu (rovinu zat'azenia) dostatocne podopreta tak, aby vzper mohol nastat’ iba rovinne a to
v hlavnej rovine rdmu. Potom postacuje ram modelovat’ samostatne s imperfekciami iba
v hlavnej rovine.

Imperfekcie sa maju brat v tvare zaGiatoénych nakloneni stipov a za¢iatoénych
zakriveni pratov podla 5.3.2(3)[10] alebo vzmysle 5.3.2(7)[10] tieto nahradit
ekvivalentnymi vodorovnymi silami (obr. 6.2). Overenie vzpernej odolnosti ramu v rovine
spoCiva v posudeni najviac namahaného prierezu podla 6.2 [10] s vnutornymi silami
ziskanymi na zaklade analyzy tedriou II. radu rdmu so zohl'adnenim globalnych a lokédlnych
imperfekcii v rovine ramu.

6.3.2 Globalna analyza na ziklade tedrie II. radu a posudenie pritov vyrezanych z
konStrukcie

V tejto metdde podla 5.2.2 (3) b) [10] sa prut vyreze z konStrukcie, priCom spojitost’
s konstrukciou sa zabezpe¢i koncovymi vnutornymi silami, ktoré na vyrezany prut pdsobia
ako vonkajsie sily. Prut sa potom postidi pomocou interakénych vzorcov v 6.3 [10] a to (6.61)
a (6.62), ktoré su zalozené na modeli jednoducho podopretého jednopolového pruta
s kon§tantnym prierezom, kibovo podopretého v obidvoch rovinach ohybu i v krateni, ktory
je alebo nie je spojito podoprety proti vyboceniu, a ktory je namahany osovymi silami,
koncovymi momentmi, resp. prienym zatazenim. NekonStantné priebehy ohybovych
momentov v dvoch hlavnych rovinach prierezu sa zohladiuju faktormi ekvivalentnych
konStantnych momentov a interakénymi faktormi v tabulkdch B.1~B.3 [10]. Koncové
momenty sa ziskaji na zdklade analyzy teériou II. radu so zohladnenim globalnych
imperfekcii v tvare zaGiatoéného naklonenia stipov podla 5.3.2(3)[10]. V zmysle
5.3.2(6) [10] pri pratovych konstrukciach citlivych na ucinky II. radu sa okrem globalnych
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zatiatoénych nakloneni stipov maji v analyze pratovej konstrukcie uvazit aj lokélne
zaciatocné zakrivenia prutov pri kazdom tlaéenom prute, pri ktorom su splnené podmienky:
- aspon jeden uzol na jednom konci pruta je odolny proti ohybovému momentu;

_ Af
A >0,5 Y. , (6.8)
Ed
kde: Nggzje navrhova hodnota tlakove;j sily;
A pomerna Stihlost’ pre stratu stability ohybom v rovine urcena pre prut, ktory sa

povazuje za kibovo uloZeny na obidvoch koncoch.

Vzhl'adom na to, ze stabilitné javy pri posune uzlov ramu st zahrnuté v koncovych
momentoch vypocitanych analyzou II. rddu, sa v tejto metdde pri vypocte sucinitelov vzperu
v interakénych vzorcoch (6.61) a (6.62) [10] povazuje za vzpernu dizku systémova dizka
pruta.

6.3.3 Globalna analyza na ziklade tedrie I. radu a postidenie nahradného pruta

najviac pouzivana. Je pouzitena pre zakladné pripady pricom sa individualne posudzuju
nahradné praty podla 6.3 [10] pouzitim prislusnych vzpernych dizok zodpovedajicich
globdlnemu vlastnému tvaru straty stability konStrukcie. Ndhradnym pratom sa tu uvazuje
prut, ktory ma prierez a osovu silu totoznll s vySetrovanym prutom, je proste uloZzeny a jeho
kriticka sila je totoznad s kritickou silou vySetrovaného pruta pri globalnej strate stability
konstrukcie. Z podmienky rovnosti kritickych sil vyplyva dizka nahradného pruta, ktora je
zarovet vzpernou dizkou vysetrovaného prita.

6.3.4 VSeobecna metdoda pre stratu stability konStrukénych prvkov ohybom z roviny
alebo stratu stability klopenim

Metdda umozituje overenie odolnosti proti strate stability ohybom z roviny a strate
stability klopenim. Celkova odolnost’ proti strate stability pretvorenim zroviny sa overi
splnenim:

Zop ault,k

Y mi

>1, (6.9)

kde:«,,, je najmenSia hodnota zvidcSovacieho faktora, ktorého prenasobenim navrhové

zatazenie dosiahne charakteristicki  odolnost  rozhodujuceho prierezu
konstrukéného prvku pri zohladneni pdsobenia prvku v rovine zataZenia, bez
zohl'adnenia straty stability ohybom zroviny a straty stability klopenim, avSak
so zohl'adnenim vSetkych ucinkov spdsobenych prislusSnymi  globalnymi
a lokalnymi pretvoreniami a imperfekciami v rovine zat'azenia;

X., sucinitel' vzperu zroviny pre pomernt Stihlost /TO,,, ktory zohladiiuje stratu
stability ohybom z roviny a stratu stability klopenim.

Globalna pomerna Stihlost’ Iop konstrukéného prvku sa ma urcit’ zo vzorca:

= oy

= |Gk (6.10)

op >
cr,op
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kde: je najmensia hodnota zvédcSovacieho faktora, ktorého prenasobenim navrhové

cr.op
zatazenie v rovine dosiahne hodnotu kritick¢ého zataZzenia konStrukéného prvku
v pruznom stave, ktoré zodpoveda strate stability ohybom z roviny alebo strate
stability klopenim, so stratou stability ohybom v rovine zat'azenia sa nerata.
Sucinitel’ vzperu z roviny y,, sa moze ur€it’ ako mensia z hodnot:
a) y pre stratu stability ohybom z roviny podla 6.3.1 [10]
b) y,, pre stratu stability klopenim podl'a 6.3.2 [10]

Ak sa «,, , ur¢i z posidenia rozhodujuceho prierezu:

= fd g~ vE 6.11)

potom metoda vedie k postudeniu:

M
Neo | Mow Kop- (6.12)
NRk/7M1 My,Rk/7M1

Ak by sme uvazili okrajovy pripad, ked’ bude vySetrovany prat stistavy zabezpeceny
spojite proti vyboCeniu z roviny slstavy, potom y, =1 a tito metoda vedie na metodu

analyzy teoriou II. rddu s imperfekciami a posudenia prierezov (koncepcia podla 5.2.2 (3) a)

[10]).
6.3.5 Porovnavaci vypocet postideni ramu v rovine podla metéd v [10]

Tu je pre porovnanie jednoduchy rdm zataZeny v rovine, posudeny vSetkymi
metédami nachadzajucimi sa v [10] urCenymi na posudzovanie stability v rovine ramu.

Dvojklbovy rdm s prierezmi vyznaCenymi na obr. 6.3 je zataZzeny rovnakymi silami
posobiacimi v osiach stlpov, pri¢om ich hodnota bola premennou.

* Feq * Feq

HE360A

HE260B

4,6m

HE260B

L 9,4m L

Obr. 6.3 Staticka schéma ramu pre porovndvaci vypocet
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Graf 6.1 Porovnanie vyuzitia ramu z obr. 6.3 podla metod z [10]

Na grafe 6.1 znaci:
vyuzitie podla globdlnej analyzy tedriou II. raddu s globalnymi a lokalnymi
imperfekciami (nahradenymi s ekvivalentnymi vodorovnymi silami), metéda 6.3.1
(koncepcia podla 5.2.2 (3) a) [10]);
vyuzitie podla globédlnej analyzy teoriou II. rddu a postdenia vyrezané¢ho prita,
metoda 6.3.2 (koncepcia podla 5.2.2 (3) b) [10]);
vyuzitie podla analyzy teoriou I. rddu a postidenie nahradného prata, metéoda 6.3.3
(koncepcia podl'a 5.2.2 (3) ¢) [10]);
vyuzitie podl'a globédlnej analyzy teoriou II. rddu s imperfekciou v tvare vlastného tvaru
vybocenia v pruznom stave, metoda podl'a 5.2 (koncepcia podla 5.2.2 (3)a) [10]
s imperfekciou podla 5.3.2 (11) [10]);

Vsimnime si, ze krivky U, a U; (metdda nahradného prata a metdda s imperfekciou

vo vlastnom tvare) sa pretinaju pri trovni 100% vyuzitia. Ide o désledok podmienky, z ktorej
sa pri metdde s imperfekciou vo vlastnom tvare rdmu urcéuje amplitada takejto imperfekcie.
Ide o podmienku rovnakej vzpernej odolnosti vySetrovaného pruta ramu a jeho nahradného
prata (ten, ktory sa posudzuje v metode 5.2.2 (3) c)), teda podmienka rovnakého momentu
teérie II. radu na nahradnom prate (v strede vzpernej dizky) a momentu v rozhodujicom
priereze ramu tedrie 1. rddu od imperfekcie podla 5.3.2 (11) [10].

Globalna analyza na zaklade teodrie II. rddu s imperfekciami v tvare zaciato¢nych

nakloneni stipov a zagiatoénych zakriveni je v tomto priklade najhospodarnejsou z metéd.
Metoda na zéklade analyzy tedriou II. radu s posidenim vyrezaného pruta sa blizi k metode
s imperfekciou v tvare vlastného tvaru.
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6.3.6 Porovnavaci vypocet posudeni stability v rovine a z roviny ramu podl’a metod
v [10]

Tu je pre porovnanie rovinny rdm zobrazeny na obr. 6.4 zat'azeny v rovine, posudeny
na vzper v rovine aj z roviny ramu vsetkymi metdodami nachddzajicimi sa v [10]. Vypocet je
podrobne rozpracovany v prilohe 8.

2MN

15kN/m

v

Obr. 6.4 Staticka schéma ramu 2

Tab. 6.1 Vysledky vypoctu

Analyza konstrukcie

Metdda posudenia v rovine Z roviny
ramu ramu

»—A_O"'U

Globélna analyza teoriou II. rddu podl'a 5.2.2 (3) a)

0
s imperfekciami podl'a 5.3.2 (3) a posudenie prierezov 63,2%

2 Globalna analyza teoriou II. rddu podl'a 5.2.2 (3) b)
s imperfekciami podl'a 5.3.2 (3) a posudenie vyrezané¢ho prita 65,9% 62,2%
podl'a 6.3 s koncovymi momentmi z globalnej analyzy

3 Globalna analyza tedriou I. s odhadom vplyvu tedrie II radu

o
podla 5.2.1 (4)B a 5.2.2 (5)B a posudenie prierezov 61,9%
4 Globalna analyza tedriou I. podla 5.2.2 (3) ¢) a posudenie 78.0%
nahradného pruta podl'a 6.3 ’
5 Globélna analyza teoériou II. radu podl'a 5.2.2 (3) a)
s imperfekciou v tvare vlastného tvaru vyboc¢enia ramu podl'a 61,9%

5.3.2 (11) a posudenie prierezov

6 | VsSeobecnad metdda pre stratu stability prvkov ohybom z roviny

o
podla 6.3.4 67,8%
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Ram je na obr. 6.4 zobrazeny v axonometrii aj s boénym podopretim stipov, ktoré
musia byt zname, ak chceme posudit’ stabilitu z roviny ramu. Torzne tuhé profily stipov su
volené z titulu, aby pri vybodeni stipa z roviny ramu nerozhodovalo klopenie ale iba rovinné
vybocenie.

Pri analyze na zéklade tedrie II. radu s koncepciou podl'a 5.2.2 (3) a) [10] iba v rovine
rdmu s imperfekciami podla 5.3.2 (3) [10] sa tieto imperfekcie nahradili na zéklade
5.3.2(7) [10] sustavou ekvivalentnych vodorovnych sil v zmysle obr. 6.2. Vzhl'adom na
ekvivalentné spojité zatazenie (nahradzajice lokalnu imperfekciu z tab. 5.1 [10]) posobiace
na stip sa rozhodujuci prierez s najva¢sim vyuzitim nachadzal tesne pod ramovym styénikom
a nie priamo v niom, ako by sa mohlo ocakavat’.

Z tohto rezu boli ohybové momenty pouzité pri posudzovani metodou s koncepciou
podla 5.2.2 (b) [10] (analyza teodriou II. rddu s imperfekciami a posudenie vyrezaného pruta)
pri posudzovani vyrezané¢ho prata s interakénym vzorcom (6.61) [10]. Stabilitné ucinky pri
posune uzlov rdmu st zohladnené zahrnutim imperfekcii v tvare zaciatoéné¢ho naklonenia
stipov (st preto zahrnuté v ohybovych momentoch), preto sa pri vypoéte stéinitelov vzperu
v interakénych vzorcoch berie za vzpernu dizku systémova dizka stipa. Na zaklade 2,7%
rozdielu vo vyuzitiach podla prvych dvoch metdd (pozri tab. 6.1) je mozné usudit’ na dobré
vystihnutie tohto u¢inku. Vzpernd odolnost’ z roviny ramu v tejto koncepcii sa overi splnenim
interakéného vzorca (6.62), v ktorom sucinitel’ vzperu z roviny bol totozny so systémovou
dizkou stipa na zaklade okrajovych podmienok v rovine kolmej na ram znazornenych na obr.
6.4. Ohybové momenty su tiez ur¢ené z prvej metdody z miesta s maximalnym vyuzitim.

Tretou metddou z tab. 6.1 je analyza teoriou I. radu pricom sa odhadol vplyv tedrie 11
radu prendsobenim vodorovnych zatazeni a ekvivalentného zat'azenia od imperfekcii v tvare
zadiatoénych nakloneni stipov faktorom (6.3). Koeficient rozdvojenia rovnovéhy o, je

odhadnuty podla (6.2). V odhade (6.2) je Hrs normou definovana ako névrhova hodnota
vodorovnej reakcie v dolnej urovni podlazia od vodorovnych =zatazeni a fiktivnych
vodorovnych zatazeni, priCom nie je blizSie Specifikované, ¢i ide o fiktivne zataZenia
ekvivalentné iba zaGiatoénym nakloneniam, alebo aj zaGiatoénym zakriveniam stipov. Preto
v prilohe 8 je tento odhad vypocitany pre oba pripady. Na zaklade dobrej zhody medzi
presnou hodnotou koeficientu rozdvojenia rovnovahy a hodnotou podl'a odhadu (6.2) vtedy,
ak sa zohl'adnili iba zat'azenia ekvivalentné zaciatoénym nakloneniam v Hg; mozno usudit’, ze
sa nema zohl'adiovat’ zatazenie ekvivalentné zaGiatoénému zakriveniu stipov pri vypoéte
hodnoty 6, ,, av Hga. Bola dosiahnutd pomerne dobra zhoda medzi momentmi ur¢enymi

v prvej metdde a momentmi ur¢enymi na zéklade odhadu vplyvu teérie II. radu. Rozdiel bol
v polohe maximalnych momentov, kedze v odhade tie vySli vrdmovom styCniku. Treba
podotknut’, Ze odhad vplyvu teorie II. rddu na zéklade zvicSenia vodorovnych nesymetricky
posobiacich zataZzeni je moZné vykonat iba v pripadoch kedy «_, >3. To uz pre v danom
priklade o, =2,48 nebolo splnené, ¢o mdze byt dovodom, preco je vyuzitie v tejto metode
0 1,3% nizsie ako v prvej metdde analyzy tedriou II. radu a imperfekciami.

Najvicsie vyuzitie podla ocakavania vychadza v metdde na zéklade analyzy teoriou I.
radu a posudenia nahradného prata. Z kritickej sily stipa pri globélnej strate stability ramu
vrovine vychidza vzperna dizka o nieo vidiia ako dvojnasobok vysky stipa. Faktor
ekvivalentného konstantného momentu sa ma brat’ pri strate stability naklonenim stipov (ktora
rozhoduje v tomto priklade s posuvnymi sty¢nikmi) hodnotou 0,9. Vzpernéa odolnost’ v rovine
ramu bola overend splnenim podmienky (6.61)

Poslednou metddou postdenia stability ramu v rovine je v kapitole 5.2 prezentovana
metoda s imperfekciou v tvare vlastného tvaru vybocenia rdmu v pruznom stave. Ide
o koncepciu 5.2.2 (3) a) [10] s imperfekciou vzhl'adom na konStantny prierez aj osovu silu
rozhodujtceho stipa podla 5.3.2 (11) [10]. Vlastny tvar bol exportovany z programu IQ100 a
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bol v programe MathCAD aproximovany polynémom 13. stupna. Urcila sa poloha jej
maximalnej druhej derivacie. Vzhl'adom na konStantny prierez a osova silu je poloha
rozhodujiceho prierezu x, v mieste maximalnych momentov. A tie su vzhl'adom na (5.6) a
(5.4) v mieste maximalnej druhej derivacie vlastného tvaru. Od x,, zavisi hodnota amplitady
imperfekcie (vo vlastnom tvare) nachadzajica sa v tomto priklade v rdmovom sty¢niku. Po
vypocte momentov v zmysle teorie II. radu a pripoc¢itani momentov od vonkajsich zat'azeni sa
overila vzpernd odolnost’ rdmu splnenim podmienky (5.23).

Na postdenie vzpernej odolnosti z roviny rdmu bola pouzitd aj vSeobecnd metdda
podla 6.3.4 [10]. Vzhl'adom na to, Ze v priklade bol stip s torzne tuhym profilom, sa suéinitel
vzperu zroviny y,, urCil iba pre rovinni stratu stability zroviny rdmu. Vzhladom na

okrajové podmienky z roviny nazna¢ené na obr. 6.4 je v tom pripade vzperna dizka stipa pre
stratu stability z roviny rovna vyske stipa.

Na zaklade vysledkov v tab. 6.1 mozno skonstatovat, Ze v tomto priklade vyuzitia
v jednotlivych metdodach boli priblizne rovnaké, pricom metéda nahradného pruta bola
v porovnani s ostatnymi metddami na konzervativnej strane. AvSak v pripade zat'azenia, ktoré
by bolo na urovni vzpernej odolnosti ramu, potom by metdda nahradného prata nebola az tak
konzervativna v porovnani s ostatnymi metédami ako v uvedenom priklade. Ak vylucime
metodu s odhadom vplyvu tedrie II. radu, pretoze v pripade tej nebola splnend podmienka
pouZzitel'nosti, tak prave metdda podl'a kapitoly 5.2 bola najuspornejSou.

6.4 ZAVER

Posledna kapitola bola zahrnutd z dovodu postidenia metddy opisanej v kapitole 5.2
z hladiska postupu pri posudzovani rovinnych ramovych konStrukcii. Z toho dévodu bol
vypocitany rdm z obr.6.3, ktory bol vypocitany pre viacero hodnot zat'azeni a bol zostrojeny
graf vyuziti na zaklade vSetkych metdd posudzovania vzpernej odolnosti v rovine rdmovych
konstrukcii. Dalej bol postideny ram s o mozno najvieobecnej$im zatazenim v rovine, aby sa
prejavili vlastnosti jednotlivych metdd posudzovania vzpernej odolnosti, v tomto pripade
V rovine aj z roviny ramu.

Metdda podla kapitoly 5.2 ma viacero vyhod. Jedna z nich je, ze imperfekcia v tvare
vlastného tvaru sa pouziva bez ohl'adu na to, & sa posudzuje stip v dolnom alebo hornom
podlazi. V porovnani s metdodou analyzy teériou II. rddu a imperfekcii podla 5.3.2 (3) [10]
odpada pracne zadavanie imperfekcii alebo im ekvivalentnych zataZeni, ktoré¢ su v kazdom
podlazi rozne, pretoze v metdode podla 5.2 sa imperfekcia zaddva jednotne pre cely ram.
Druhou vyhodou je, Ze pridavna deformacia z titulu pdsobenia osovych sil na imperfektnom
rame je afinnd vlastnému tvaru vybocenia posudzovanej rovinnej konsStrukcie. Plati medzi
nimi vztah (5.8). Teda momenty vznikajice od pridavnych deformacii sa mozu urcit’ priamo
v programe, v ktorom sa vypocital vlastny tvar vybocenia. Ak to program neumoziluje, je tu
moznost’ vypocitat’ priebeh druhych derivacii napriklad podla diferen¢ného vztahu (5.24b).
Vicsina programov podporuje export priebehov vlastnych tvarov napr. formou hodnot
v ekvidistantnych bodoch alebo rovno priebehov momentov od nich vyplyvajtcich. Dalsou
vyhodou je moznost posudzovania rdmov zloZenych z pratov s nekonStantnym prierezom
a/alebo nekonstantnou osovou silou.

V tomto pripade je vSak nevyhodou nutnost’ pouzit’ iterativny postup pri uréovani
polohy rozhodujiceho prierezu. AvsSak td sa da predbezne odhadnut medzi polohou
maximalneho napitia od osovej sily a maximalneho napétia od momentov. UZ pribliZzne v 3.
iteracii sa dopracujeme k spravnej polohe rozhodujuceho prierezu. Ale v pripade
konStantného prierezu a osovej sily je rozhodujiica poloha (ako uz bolo uvedené) v mieste
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maximalnej druhej derivacie vlastného tvaru vybocenia, €ize je znama vopred a nie je nutné
iterovat’.

Autorom vypracovany priklad posudenia vzpernej odolnosti rovinnej prutovej
konstrukcie na zéklade analyzy teodriou II. rddu s imperfekciou odvodenou od vlastného tvaru
vybocenia sa nachddza aj v [26] (str.259~267). Pratova konStrukcia sa sklada z prutov
s konStantnymi prierezmi a je namahand na pratoch konstantnymi osovymi silami. V priklade
je napriek tomu pouzity vSeobecny postup, ktory by platil aj v pripade nekonStantnych
prierezov a/alebo nekonstantnych osovych sil. Cize je pouzitda imperfekcia podla
(NB.5.1) [13] namiesto imperfekcie podla (5.9) [10]. Dovodom je, Ze v pripade pouzitia
imperfekcie podla (5.9) [10] by nebolo mozné tento postup pouzit’ pri vSeobecnej pritovej
konstrukcii z pratov s nekonstantnymi prierezmi a/alebo s nekonstantnymi osovymi silami na
jednotlivych pratoch.
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7. ZAVERY

Téato praca je venovand z vicSej Casti problematike priestorového vzperu centricky
zatazenych tenkostennych celistvych pratov otvoreného prierezu (pri uzatvorenych
prierezoch je kritova tuhost’ natol’ko vysoka, zZe nerozhoduje resp. nemdze nastat’ priestorovy
vzper). Vzhladom na stanovenu tézu ¢.1 je tu zhodnotena pribliznd metdéda urcovania
kritickej sily priestorového vzperu pri pratoch s jednoosovo-symetrickymi alebo
nesymetrickymi prierezmi a s r6znymi okrajovymi podmienkami v ohybe a v kruteni. Pre
potrebu zhodnotenia pribliznej metdody bolo potrebné sa opriet’ o vysledky presnejSej
referencnej metoddy, ktord tu bola zalozend na MKP. Bol zostrojeny program na vypocet
kritickych sil priestorového vzperu vo VBA pre Excel, ktory bol skontrolovany programami
ANSYS a DRILL.

V pribliznej metode maju suCinitele «,, a «, zohladhovat' vplyv roznych

okrajovych podmienok na hodnotu kritickej sily priestorovej straty stability. Tieto sucinitele
boli vypocitané (tab. 3.1 a 3.2 a vypocet je v prilohe 1) pre vSetky kombinacie okrajovych
podmienok a to pre fundamentdlne funkcie volené ako vlastné funkcie prie¢neho kmitania
nosnika so spojite rovnomerne rozlozenou hmotou, tak aj pre vlastné funkcie riesenia
diferencialnej rovnice stability prata. Sucinitele vypocitané Goldenvejzerom boli overené
avSak vicSina Biezinom doplnenych sucinitelov (ktory sa odvolava na vysledky
Gol'denvejzera) sa nezhodovala s tu vypocitanymi.

Na zaklade vypoctov kritickych sil priestorového vzperu pre zvolené pruty s viacerymi
tvarmi jednoosovo-symetrickych 1inesymetrickych prierezov a viacerymi kombinaciami
okrajovych podmienok sa ukézalo, Ze pribliznd metéda nevystihuje vzajomnu interakciu
medzi ohybom prita a skritenim pri strate stability. Je to predurené uz tym, Ze sa tvary
vybocenia volia vopred v podobe fundamentalnych funkcii. Z MKP vychadzaja iné tvary
vyboceni v ohybe a kruteni, aké by sa v pribliznej metdde ocakévali, a aké sa volili za
fundamentalne funkcie.

Napriek tomu sa vSak ukdzalo, Ze chyba pribliznej metddy nie je natol’ko zavisla
od vystihnutia vSetkych zlozZiek priestorového tvaru vybocenia ako je zavisla od vzdjomného
pomeru hodnoét kritickych sil prisluchajicich tymto zlozkam (zlozkami sa myslia ohybové
zlozky vybocenia v rovinach hlavnych osi prierezu a skrttenie, aj ked’ tie samostatne nastat’
nemdzu). Cim viac su tieto kritické sily hodnotami blizie, tym vyssia je chyba priblizne;
metddy. Chyba dosahovala maximum vzhPadom na spektrum vySetrovanych dizok prata
priblizne pri dizke, kedy boli tieto hodnoty rovnaké. Naopak pri velkom nepomere medzi ich
hodnotami chyba klesa. Hodnoty stcinitelov «_, a «,, iba ovplyviiovali spektrum, v akom

sa tieto chyby pohybovali. Ukazalo sa, Ze pri priestorovom vzpere, kedy je dominantna jedna
zlozka priestorového vzperu, je hodnota kritickej sily priestorového vzperu priblizujica sa
hodnote kritickej sily dominantnej zlozky (ohybovej straty stability alebo straty stability
skritenim). Ak je tdto dominantna zlozka priestorového tvaru vybocenia dobre vystihnuta
volenou fundamentalnou funkciou (volenou na zaklade okrajovych podmienok pre prislusnu
zlozku vybocenia), potom je chyba pribliznej metddy nizka aj napriek nevystihnutiu ostatnych
minoritnych zloziek vybocenia.

Vo vSetkych vySetrovanych pripadoch, ked' sa polozil su¢initel’ o, =, =1, bola

chyba pribliznej metdédy viac ¢i menej na strane bezpecnej, atym sa overilo Chalupove
tvrdenie. Preto je opodstatnenost’ rieSenia v ¢lankov 1.3 v [11] a NB.4.2 [13] spdsobom, Ze sa
stginitele polozili rovné 1, aj ked’ iba v oblasti mimo prvych 4 riadkov a stipcov tab. 3.2.
Treba upozornit’ na fakt, Ze v siiCasnej Uprave Clankov 1.3 v [11] aNB.4.2 [13] sa
ponechali pre kombinacie okrajovych podmienok spadajice do oblasti prvych 4 riadkov
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a stlpcov tabul’ky pre sucinitele «., a «, povodné sicinitele vypocitané pre fundamentalne

funkcie z vlastného prie¢neho kmitania (tab. 3.2), namiesto pouzitia suCinitel'ov vypocitanych
na zéklade vlastnych tvarov pri strate stability (tab. 3.1), ktoré by v pripade priestorového
vzperu s jednou zlozkou dominantnou davali vysledky presnejsie. Vzhl'adom na to, ze pre
tieto kombinacie okrajovych podmienok st v tab. 3.2 vSetky sucinitele vicsie ako v tab. 3.1,
sa tym vysledok posunie na stranu mierne konzervativnu. V pripade priestorového vzperu
s priblizne rovnako vyznamnymi zlozkami (rovinnej aj kratovej) sa moze vyskytnit’ pripad
(napr. ako priklad na obr. 3.27 aj v pripade ked’ «_, = 0,78), kedy bude pribliZna metdda pre

sucCinitele z tejto oblasti davat’ vysledky mierne na strane nebezpecnej. To by sa oSetrilo, ak
by sa aj v tejto oblasti sucinitele polozili rovné 1. Tym by pre vSetky kombinacie okrajovych
podmienok odpadala nutnost’ odc¢itavat’ z tabulky stcinitele o, a « ,, abez ohl'adu na

s
uloZenie v ohybe a v kruteni by sa brali hodnotou 1.

Na zéaklade analyzy vysetrovanych pratov sa odporuca, aby pri takych prutoch kedy
kritické sily zloziek priestorového vzperu su priblizne rovnaké (to je pri dizkach priblizne
(3.41) resp. (3.43)) azarovenn pri poziadavke na ekonomicky navrh, sa volil vypocet na
zaklade MKP. V ostatnych pripadoch je priblizna metéda dobrou pomdckou pri potrebe
rychleho navrhu pripadne rychleho odhadu kritickej sily. Pre su€initele o, =a,, =1 bude

vysledok viac ¢i menej na strane konzervativnej. Pri pribliznej metdéde je vyhodné, Ze
projektant je nuteny vypocitat’ kritické sily prisluchajuce jednotlivym zlozkdm, z ktorych sa
priestorovy vzper sklada a tym ziska dobrt predstavu, ktord zo zloziek priestorového tvaru
vybocenia bude dominantnou (ta ktorej prislicha minimdalna z vypocitanych kritickych sil) a
ktora minoritnou, a tiez predstavu priblizne akéa hodnota kritickej sily priestorového vzperu je
adekvatna. Zo stadie je evidentné, ze minimum z tychto kritickych sil predstavuje hornu
hranicu pre hodnotu kritickej sily priestorovej straty stability. Preto méa pribliznd metdda
zavedena Gol'denvejzerom a Vlasovom a doplnena Bfezinom opodstatnenost’.

V druhej Casti prace sa rozobera problematika vzpernej odolnosti hlinikovych pratov
s prie¢nymi alebo pozdiznymi zvarmi a spdsob, akym ju norma [11] riesi. Hlinik sa stéle viac
presadzuje ako konstrukény material. Prvky konsStrukcie zhliniku sa vyrdbaju tzv.
pretlacanim, ktoré je limitované maximalnou Sirkou pretla¢aného prierezu na 800 mm. Ak sa
pozaduje konstrukény prvok s vacSim prierezom, je nutné ho vyrobit’ z viacerych prierezov,
ktoré sa dodatoéne zvaria pozdiznym zvarom. Vzhladom na to, Ze hlinikové zliatiny
(upravované vytvrdzovanim) pod vplyvom vysokej teploty v oblasti zvarov meni svoje
mechanické vlastnosti (ktoré ostavaju aj po vychladnuti), musi tento jav byt zohladneny
v norméch. Vypodet vzpernej odolnosti hlinikovych pritov s prie¢nymi a pozdiznymi zvarmi
je formalne podobny, ako pri ocel'ovych prutoch avSak zahfna urcité Specifika.

Zmensenie odolnosti materialu v teplom ovplyvnenej oblasti (HAZ) je pri pozdiznych
zvaroch zohl'adnené zmensenim hriubky steny prvku a zavedenim efektivnej plochy prierezu,
ktora okrem toho zohl'adiiuje aj vplyv lokélneho vyduvania pri vel'mi Stihlych stenach. Zatial’
¢o v ¢lankoch pre odolnosti prierezov st v efektivnej ploche prierezu zahrnuté oboje, v ¢lanku
pre vzpernu odolnost’ sa v efektivnej prierezovej ploche nestanovuje zmensenie hrubky stien
v HAZ. Toto bolo doplnené korektiirou €. 2 a 3 v tab. 4.1.Vplyv zniZenej pevnosti v HAZ sa
zohladnuje zavedenim faktora x. Ten vSak ako sa ukazalo nenadobtuda natolko nizke
hodnoty, aby nahradil vplyv zmenSenia hrubky stien v efektivnej prierezovej ploche v HAZ
pri vzpernej triede A. Ostatne vo vzpernej triede B nie je tento sucinitel’ zavisli od plochy
HAZ vobec.

Vplyv prie¢nych zvarov je zahrnuty faktorom @, ktory zohl'adiiuje ako vplyv polohy

priecneho zvaru tak aj vplyv znizenej navrhovej pevnosti v HAZ. Pri posudzovani pruata
s prieénym zvarom norma neupozoriiuje na potrebu posudenia prata nielen v priereze
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s prieénym zvarom, ale aj v priereze v strede vzpernej dizky (ktoré je klasickym posudenim
vzpernej odolnosti). Pri postdeni v priereze s priecnym zvarom sa ma sucinitel vzperu
urovat’ na zdklade upravenej pomernej Stihlosti. Pre zlepSenie prehladnosti sa navrhuje
s tymto suvisiaca poznamka (korektira €. 4 v tab. 4.1) doplnit’ do ¢l. 6.3.1.2 [11]. Spomenuté
pripomienky zhrnuté v tab. 4.1 boli zaslané komisii CEN TC 250/SC9. VSetky boli komisiou
akceptované a budu zohl'adnené v nasledovnom korigendu.

Pri prutoch s prieénym zvarom je vhodné tento zvar volit' pokiall mozno v mieste
inflexného bodu vlastného tvaru vybocenia pruta. Pri pratoch s vacSou Stihlostou je vSak
tento zvar mozné volit' aj blizsie stredu vzpernej dizky bez toho, aby sme tym zmensili
vzpernu odolnost. Ako sa ukazalo z grafu 4.3 so zvacSujicou sa Stihlostou prata je mozné
umiestnit’ prieény zvar blizsie stredu vzpernej dizky pruta bez toho, aby nepriaznivo ovplyvnil
odolnost’ prata. Pri pratoch s menSou Stihlostou bude skor rozhodovat' vzperna odolnost’
uréend v priereze s priecnym zvarom, aj ked’ sa ten bude nachadzat’ v blizkosti inflexnych
bodov tvaru vybocenia pruta. Presné urcenie miesta priecneho zvaru, od ktorého by zacal
redukovat’ vzperni odolnost’ pruta je mozné urcit’ (zavisi od pomernej $tihlosti ale aj pevnosti
hlinika mimo a v mieste HAZ), avSak pre projektanta je rychlejSie vypocitat’ obe odolnosti
(odolnost’ v mieste v strede vzpernej dizky aj v mieste prieéneho zvaru), ako zistovat, ¢&i je
nutné aj postidenie v mieste zvaru.

V poslednej Casti prace sa rozobera metdoda posudzovania vzpernej odolnosti pratov
s nekonStantnym prierezom a/alebo nekonstantnou osovou silou alebo rdmov zlozenych
z takychto pratov. Z toho titulu je tu poukazané na Specifikd vzperu pratov so zaciato¢nou
imperfekciou v tvare vlastného tvaru vybocenia anaznafené je irieSenie diferencidlnej
rovnice rovnovahy idedlneho i skutocného pruta s nekonstantnym prierezom aj osovou silou
pomocou diferencnej metddy (konkrétne priklady su uvedené v priloh4ch 6 a 7).

Metoda je koncepéne analyzou na zaklade tedrie II. radu s imperfekciou v tvare
afinnom vlastnému tvaru podla NB.5.2 [13] a 5.3.2 (11) [11] pre praty s nekonStantnym
prierezom a/alebo nekonstantnou osovou silou alebo ramy z nich zlozené. Prof. Chladny ju
odvodil zovSeobecnenim povodnej metddy urcenej na posudzovanie iba pratov s konstantnym
prierezom a konstantnou osovou silou alebo ramov z nich zlozenych s imperfekciou podla
53.2(11) [10].

V dnesnej dobe je kdispozicii mnozstvo komercnych programov umoziujucich
vypocet vlastnych tvarov v pruznom stave aj prutov s nekonStantnym prierezom a/alebo
s nekonstantnou osovou silou alebo rovinnych konstrukceii z takychto prutov pozostavajacich.
Niektoré z nich umoznuji aj vypocet priebehu momentov vznikajucich pri zdeformovani
rovinnej konstrukcie do voleného nasobku vlastného tvaru v pruznom stave pri strate stability.
Ak zohladnime fakt, Ze pri volbe globalnej alokdlnej zaciatocnej imperfekcie v tvare
afinnom vlastnému tvaru je priebeh pridavného priehybu tiez afinny vlastnému tvaru, potom
je takéto programy mozné pouzit na vypocet momentov teorie II. rddu. Programy ktoré to
nepodporujli, umoziuji aspon export vlastnych tvarov vo forme suboru Cisel reprezentujucich
hodnoty vlastnych tvarov v ekvidistantnych bodoch prata. Pri vypocte priebehu druhej
derivacie je vlastny tvar v tejto podobe mozné aproximovat’ formou spojitej funkcie, ktoru
potom d’alej upravovat’ alebo pouzit’ diferencni metodu.

Pri uréovani polohy rozhodujuceho prierezu je nutné pri nekonsStantnych prierezoch
aosovych sildch iterovat, ale ani to nepredstavuje vzhladom na rychlu konvergenciu
k spravnej polohe ziaden problém.

V pripade posudzovania pruta s konStantnym prierezom aj osovou silou, ¢i uz je tento
pruat sucastou ramu, alebo je samostatny a je zatazeny na medzi navrhovej vzpernej odolnosti,
déava tato metdda rovnaké vyuZitie ako metdda nahradného prita a to 100% vyuZitie.

V ¢lanku 5.3.2 (11) [11] sa poukézalo na chybu pri uréovani amplitidy imperfekcie a
v ¢l. 5.3.2 (11) [10] na zavadzajtcu definiciu.
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Tato metdoda v dnesnej dobe predstavuje dobrt a perspektivhu metédu na urCovanie
vzpernej odolnosti. Globalna alokalna imperfekcia v tvare afinnom vlastnému tvaru
vybocenia je vel'mi vhodna, aj ked’ prinaSa miernu komplikaciu pri ur€ovani jej amplitady.

PRINOS PRACE PRE VEDU A PRAX

Prinosom prace pre vedu je zhodnotenie pribliznej metdody vypoctu kritickej sily
priestorovej straty stability. Pribliznd metdda aj napriek tomu, Ze nevystihuje interakciu medzi
jednotlivymi zlozkami priestorového vzperu, pre sucinitele rovné 1 dava vysledky na strane
bezpecnej, viac ¢i menej konzervativnej podl'a miery nepomeru medzi hodnotami kritickych
sil prisluchajtcich zlozkam priestorového vzperu.

Prinosom priace pre prax je korekcia normovych postupov pri posudzovani
hlinikovych pritov s prie¢nymi a pozdiznymi zvarmi. Navrhnuté korektury normy [11] boli
akceptované komisiou CEN TC 250/SC9 pre hlinikové konStrukcie a budu zohladnené
Vv norme.

Prinosom pre prax mozno oznaCit ianalyzu novej zovSeobecnenej metddy
posudzovania vzpernej odolnosti prutov s nekonsStantnym prierezom a/alebo naméhané
nekonstantnou osovou silou a rovinnych konStrukcii z takychto prutov zlozenych, v ktorej sa
za zaciato¢nu imperfekciu voli tvar afinny vlastnému tvaru vybocenia konstrukcie v pruznom
stave. V norme [11] sa poukazalo na chybu pri uréeni polohy rozhodujticeho prierezu.

Vypracované prilohy moézu posluzit’ ako pomdcka pre projektanta pri posudzovani
pratov arovinnych pratovych konStrukeii zlozenych z pratov s nekonStantny prierezom
a osovou silou. V poslednej prilohe je vypracovany navod pri posudzovani vzpernej odolnosti
ramu podla vSetkych metdd nachadzajtcich sa v [10].

Niektoré cCasti predlozenej prace mozu sluzit' ako ucebnd pomodcka v pedagogickom
procese, iné Casti ako pomocka pri pouziti diferencnej metddy, napriklad pri rieSeni prutov
s nekonstantnym prierezom a/alebo s nekonstantnou osovou silou.
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postupu v 3.3.1

Priloha 4:
- Program na vypocet kritickych osovych sil na zaklade MKP pratovym modelom
vo VBA pre EXCEL- uzivatel'ské prostredie

Priloha 5:
- Priklad vypoctu vzpernej odolnosti hlinikového pruta s pozdlznym zvarom
- Priklad vypoctu vzpernej odolnosti hlinikového prita s priecnym zvarom

Priloha 6:
- RieSenie vlastnych tvarov pruta s premennym prierezom a s nekonStantnou osovou
silou diferencnou metddou a overenie (5.8) ak plati (5.5)
- RieSenie pridavného priechybu tlateného pruta spremennym prierezom
a s imperfekciou v tvare paraboly

Priloha 7:
- Priklad 1 z 5.4 rieSeny diferen¢nou metodou
- Priklad 2 z5.4 rieSeny na zéklade polynomickej aproximacie vlastného tvaru
vybocenia vypocitaného v IQ100
- Priklad 2 z 5.4 rieSeny diferen¢nou metodou

Priloha 8:
- Priklad rovinného rdmu posudeného vsetkymi metédami z [10]
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PRILOHA 1

VLASTNE TVARY PRIECNEHO KMITANIA JEDNOPOLOVYCH ROZNE
PODOPRETYCH NOSNIKOV S ROVNOMERNE ROZLOZENOU HMOTOU

VLASTNE TVARY STRATY STABILITY JEDNOPOLOVYCH ROZNE PODOPRETYCH
NOSNIKOV

VYPOCET KOEFICIENTOV «,, A a,,



Vlastné tvary prie€neho kmitania jednopolovych nosnikov rézne
podopretych a vypocet sucinitefov o, resp. o

yw
Diferencialna rovnica prieneho kmitania Okrajové podmienky:
priamych nosnikov s rovhomerne 4 o 2 K- kib
rozloZzenou hmotou je v tvare: d_4w(x) - w(x) =0 V- votknutie
dx O- volny koniec
Predpokladané vSeobecné riesenie: P- posuvné votknutie
A A A A
w(x) = Cq-cosh AX + Co-sinh 21X + Cg-cos AX + Cy-sin AX
L L L L kde:
Okrajové podmienky K-K: 0sX:=0
Po aplikovanim okrajovych podmienok a z podmienky existencie netrivialneho rieSenia dostaneme
charakteristicku rovnicu : sin(k ) _o
- - 1
Mk =3 Given sm(kkk) =0 T
o= Find(hg) [ = 3.142 (% k)
= (i) g = 3142 | o VN )
C 1C C sm(kkk) C 0 e
4Kk -~ 2kk -~ T-4kk sinh(xkk) 2kk ~
, . o -1
Vlastny tvar priecneho kmitania: 0 5 10
D
Wkk(x) = LC4kkSIn(Tj ik
1 I
Wkk(X)O.S— 7
0 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8

Okrajové podmienky V-K:
Charakteristicka rovnica: tanh(kvk) = tan(ka)

Ayk =3 Given tanh(kvk) = tan(kvk)

D= Find(hyy) [y = 3.927 |
cosh(kvk) - cos(ka)

sinh(kvk> - sin(kvk)
Coyk = —0.706 Cavk = —Crvk Cavk = —Covk >0 5 10

Cle = 0.705 C2Vk = —Clvk'

Vlastny tvar prie¢neho kmitania: hvk

Ayle- X oo X Ao X Ao toX
Wy(X) = (Clvkcosh(%j + CZVk'sinh(%j + C3Vk~cos(—vll_< j + C4Vk-sin(—vll_( DL



Funkcia symetricka k predoSlej funkcii vzhfadom na priamku x=0.5:

Kvk'(lm - X) Kvk-(lm - X)
va.sym(x) = | Cqyk coshl ——————| + Cyysinh| ———— L
kvk'(l'm - X) kvk-(l-m - X)
+ Cgyj 0§ ———————— | + Cyyc-SiN ————
1 —
ka(x)
0 ' ' I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8
. , . X
Okrajové podmienky K-V:

Charakteristicka rovnica: tanh(lkv) - tan(kkv) =0

Given

}LkV =3

Jidow= Find(2 )

tanh(xkv) - tan(kkv) =0

[y = 3.927

sinh(xkv)

C2|(V = 0.02788 W

Capv =1

D.L

kv X

Cakv = Cokv'

Vlastny tvar prie€neho kmitania:

KkV-X lkV-X
+ C4kv-sin

WkV(X) = (CZkvmnh[

j_

A
RieSenie podla Vlasova: Wiy L (X) = [sin( 1

T T T
1 /\ n

Wiy(X) // \\

Wi vL(X) / N ]

_____ / \

\\
Wyk.sym(X) // AN
/ N
oL | | | | ~
0 0.2 0.4 0.6 0.8
X fw(xw) = cosh(xw)-cos(xw) 1
Okrajové podmienky V-V:
4113
Charakteristicka rovnica: cosh(X,,,)-cos( A -1=0
() cos{) fon(w)
SN S S I
Apyi=4  Given cosh(xw)-cos(kw) =1 0sX. \
o — |
Dow= Fmd(xw) Ay = 4.73 0 c 10
A



cosh(xw> - cos(xw>

Cqyy = 1.0178 Cow = Crw Coyy =1

sinh( A — sin(A
wW ._
( ) ( Caw = Ciw Cawv = Cow

w)
Vlastny tvar prie€neho kmitania:

Ay X Ay X Ayps X R X
vV vV 'A%
Wy (X) = (Clw-cosh( VI\_/ ] + CZW-sinh( 1 ] + C3W-005[TJ + C4W-S|n(TD-L

RieSenie podla Vlasova:

A A inh(y,) — sin(a A Ay X)) |
Wy v (X) = {sin( VI\_/ X] - sinh( VI\_/ X] - [:cl):hEkW; - z:]s((kw))}(cos( VI\_/ X] - cosh( VI\_IXD -L
v W i
2 | |
Wy (X)
Wyy v (X) i |
0 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8
X
Okrajové podmienky V-O: fuo(tvo) = C0sh(Ryo)-cos(hyg) + 1
Charakteristicka rovnica: c03h(xvo)-cos(kvo) +1=0 T era—
Ao =15 Given cosh(xvo)-cos(kvo) =-1 fvo(kvo) \
duio= Find(iy)  ryo= 1875 | PRTEE e U T
cosh(xvo> + cos(xvo> _____
C =1362 C = —Cqyn-
1vo 2vo lvo sinh(xvo> + sin(kvo) -50 '5 10
Coyo =1 Cavo = —C1vo Cavo = Covo Mo

Vlastny tvar prie€neho kmitania:

Ay X Ay X Ao X Ay X
0 . VO VO .| *vo
Wyo(X) = (Clvo-cosh(vT] + C2VO'Smh(T] + C3vo-cos( ] J + C4VO-S|n(TD-L

RieSenie podla Vlasova:
| AyoX TR sinh(kvo> + sin(xvo) hyoX Ao X
Wy v (X) := sin — sinh - -| cos — cosh
L L cosh(kvo> + cos(kvo) L L

0 0.2 0.4 0.6 0.8

x



Okrajové podmienky O-V:

Charakteristicka rovnica: c03h(kov)~cos(xov) +1=0
Aov=tyo  hoy=1875
cosh(A + cos( A
ov ov
Ciov =05 Coov = C1ov—; h(x ) - (7\ )
sin ( ov) + sm( ov)
Caoy = 0367 Caov = C1ov Caov = Coov

Vlastny tvar prie€neho kmitania:

fov(%v) = cosh(kov)@os(kov) +1
18751 [
MXOV) N ]
ox
|
0 5 10
7\'OV

Ay X e X Mo X " x
Woy(X) = (Clov'cosh(%] + C20V~Sinh(%] + C30V~Cos(—0|\_/ j + C40V-sin(—o|\_/ ij

1 T

Okrajové podmienky V-P:
Charakteristicka rovnica: tanh(xvp) + tan(xvp) =0

7‘vp =2 Given tanh(xvp) + tan(xvp) =0
Qops= Find(2yp) [-yp = 2.365

B 3 sinh(xvp) + sin(kvp)
Ciyp = 06295 Cpypi= —Cpyp: cosh(Ayp) = cos{yp)
Coyp = 0618 Cgypi= Cyyp Cavp = ~Covp

Vlastny tvar prie€neho kmitania:

A

0.8

5
osxX
-5
0

10

Ayn: X 5% Ao X X
va(X) = (Cl\/p'COSh(%j + C2vp'5inh(%j + C3Vp~cos(—vf j + C4Vp-sin(—vf DL




Okrajové podmienky P-V:

Charakteristicka rovnica: tanh(xpv) 4 tan(kpv) =0

xpv =2 Given tanh(kpv) + tan(kpv) =0

hopw= Find(2py ) hpy = 2365
cosh(kpv)
Clpv = 0.1173 C3pv = —Clpv-m C3pv = 0.883
pv
7‘pv
Vlastny tvar prie€neho kmitania:
Ay X Ay X
) pv pv

Wpy(X) = (Clpv'COSh(Tj + C3pv'cos(TDL

1 |

va(X)OS_ ]
0 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8

Okrajové podmienky P-K:

Charakteristicka rovnica: COSh(kpk)'cos(}”Pk) =0

a1

1.5708 '

xpk =1 Given cosh(kpk)cos(kpk) =0
. | T
hopk= Find(%pi) Jpk = 1571 | hpki= 5
hpk = 1571
cos(xpk)
C =1 C = —Canp———~ C =0
3pk 1pk 3pk cosh(xpk> 1pk
Vlastny tvar prie€neho kmitania:
A k-X
Wpk(X) = C3pk~cos( pL jL
1
0 |
0 0.2



Okrajové podmienky K-P:

fkp(xkp) = cosh(xkp)-cos(xkp)

Charakteristicka rovnica: cosh(xkp)-cos(kkp =0
15708 |
Ap=1  Given cosh(xkp)-cos(kkp) =0
. I T
Jkps= Find(hyep)  [ryp = 1572 M=
cos(kk )
p
C = 1 C = C N C = O
4kp 2kp 4kp cosh(xkp) 2kp
lk -X
. p
Wi n(X) := Cyppn-Sin |
kp( ) 4kp ( L j .
0 I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8

Vypocet sucinitelov o, resp. Xy Pre funkcie vl. prieCneho kmitania:

Vektor fundamentalnych funkcii (vlastnych tvarov) : i=12.10 j:=1,2.10
[ C4kk~sin[nT'Xj~L
[Clvk~cosh£kvll_(.xj + szk-sinhikvll_(.xj + C3Vk'Cos(xvl|_(.x + C4vk'Sin(KVk.X
(Csz-Sinh(xkﬁllxj + C4kv-sin[xk:.xj L
Cqyy-cosh KVL/.X + Cyp-8inh kvl\_,-x + Cg,,COS xvli/.x + CyypySin xv:.x
C1yo-cosh KVE.X + Cyyp-sinh kvf-x + Cgy/oCOS XVE.X + CgyosSin ?»fo
k) = AoyX hovX Aoy X Aoy X
C1oy-cosh ] + Cogy-sinh L + CgyCOS ] + CypySin L
Clvp-cosh ?»Vf-x + szp-sinh kvf-x + C3Vp-cos XVE.X + C4Vp.sin ?»fo
(Clpv-cosh(xp—li/.xj + C3pv~cos£xpl\_/.XDL
C3pk-cos(lpll_(.xj L
I C4kp.sin(kkflxj L

ORIGIN := 1
MWWWWWWA

)t




Vektor vlastnych &isiel:

Vlasovov vzorec (str.347 [1])

pre koeficienty k; (i=1,2,3): 1
L 1 1
f ’ 2| 2092
J (fvlk(x)i) dx 3| 2.002
L2 4 0 4 4123
KiviLvik = 5 (i) KiivLvik = 5] 0269
n 2 6| 0.269
| (—f (x)j dx 7] 1031
J x I 8| 1.031
0 9| o025
] 10 0.25
Suginitele "vzpernych diZzok" pre L L
vlastné tvary prie€neho kmitania: gl 0.691
3 0.691
1 4| 0493
Pyivik = [ BvLvik=[5] 1926
||.VL.kai 6| 1926
7| 0.985
8| 0.985
9 2
10 2
VSeobecne platny vzorec (3.14)
pre koeficienty k; (i=1,2,3):
1
( L . 1 1
d 2| 2.092
Jl 7fV|k(X)I .fV”((X)i dx 3 2.092
L2 Y 4] 4123
Kiivik, =~ ] Kiivik =[5 ] -1459
T ) 6| -1.459
| 9 g () () dx 7] 1.031
dx’ VIS VIR 8| 1.031
0 9 0.25
10 0.25
Suginitele "vzpernych dizok" pre vl. tvary prie¢neho kmitania: Bylk. = " !
! ii.vik

Vypocet koeficientov kij a kji (i=1,2,3; j=1,2,3)

podla (3.15):
rL rL
d? d?
—5Tik(X) -fygi(x) dx —5 k(X)) dx
dx ! J dx J 1
kl = 0 kl = 0
i, L Mt L

2 2
d d
—5Tk(®) fy(x) dx —5Tik(X) -fyir(X). dx
dx J J dx i i

.JO ./0

Mk =

Bvik =

[l

0.691

0.691

0.493

0.828i

0.828i

0.985

0.985

Olo|N|[o|ja|bh|lwN|—

—_
o




1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1 0.84 0.837 0.55 -3.963 | -10.796 2.734 2.732 3.395 3.395
2 0.974 1 0.685 0.586 -5.784 4.268 3.824 -0.19 0.738 4.15
3 0.976 0.689 1 0.588 1.571| -15.799 -0.19 3.833 4.162 0.74
4 1.42 1.305 1.302 1 1.836 5 0.281 0.281 1.145 1.145
k|J =5 -0.456| -0.307 -0.435 -0.229 1 11.16 -0.76 -2.446 -2.631 -1.193
6 -0.167 -0.16 -0.112 -0.084 1.504 1 -0.898 -0.279 -0.438 -0.966
7 0.039 0.111 -0.04 0.027 -1.772 5.102 1 -0.984 -0.815 0.878
8 0.039 -0.04 0.111 0.027 1.874 -4.83 -0.985 1 0.878 -0.816
9 0.212 0.159 0.191 0.111 -0.649 -3.898 0.463 0.888 1 0.637
10 0.212 0.191 0.159 0.111 -1.431 -1.767 0.889 0.463 0.637 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1 0.974 0.976 1.42 -0.456 -0.167 0.039 0.039 0.212 0.212
2 0.84 1 0.689 1.305 -0.307 -0.16 0.111 -0.04 0.159 0.191
3 0.837 0.685 1 1.302 -0.435 -0.112 -0.04 0.111 0.191 0.159
4 0.55 0.586 0.588 1 -0.229 -0.084 0.027 0.027 0.111 0.111
kji =5 -3.963| -5.784 1.571 1.836 1 1.504 -1.772 1.874 -0.649 -1.431
6| -10.796 4.268 | -15.799 5 11.16 1 5.102 -4.83 -3.898 -1.767
7 2.734 3.824 -0.19 0.281 -0.76 -0.898 1 -0.985 0.463 0.889
8 2.732 -0.19 3.833 0.281 -2.446 -0.279 -0.984 1 0.888 0.463
9 3.395 0.738 4.162 1.145 -2.631 -0.438 -0.815 0.878 1 0.637
10 3.395 4.15 0.74 1.145 -1.193 -0.966 0.878 -0.816 0.637 1

Vypocet sucinitelov o,,, resp. Oy, Pre funkcie vlastnych tvarov prie€neho kmitania:

o = ki K
vk 5 5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1 0.817 0.817 0.78 1.805 1.805 0.106 0.106 0.721 0.721
2 0.817 1 0.472 0.765 1.776 -0.683 0.425 0.008 0.117 0.794
3 0.817 0.472 1 0.765 -0.683 1.776 0.008 0.425 0.794 0.117
4 0.78 0.765 0.765 1 -0.421 -0.421 0.008 0.008 0.127 0.127
Oylk =15 1.805 1.776 -0.683 -0.421 1 16.783 1.348 -4.583 1.707 1.707
6 1.805( -0.683 1.776 -0.421 16.783 1 -4.583 1.348 1.707 1.707
7 0.106 0.425 0.008 0.008 1.348 -4.583 1 0.97 -0.378 0.78
8 0.106 0.008 0.425 0.008 -4.583 1.348 0.97 1 0.78 -0.378
9 0.721 0.117 0.794 0.127 1.707 1.707 -0.378 0.78 1 0.405
10 0.721 0.794 0.117 0.127 1.707 1.707 0.78 -0.378 0.405 1

Sucinitele «,,, resp. Oy uvedené v prEN 1999-1-1 prebraté od Bfezinu, ktory sa odvolava na vysledky

Goldenvejzera:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1 0.817 0.817 0.78 1.318 1.318 0.11 0.11 0.72 0.72
2 0.817 1 1.45 0.766 1.469 -0.07 -0.49 0.01 0.12 0.23
3 0.817 1.45 1 0.766 -0.07 1.469 0.01 -0.49 0.23 0.12
4 0.78 0.766 0.766 1 -0.114 -0.114 0.01 0.01 0.13 0.13
AEC =5 1.318 1.469 -0.07 -0.114 1 0.89 -6.88 -2.86 1 0.63
6 1.318 -0.07 1.469 -0.114 0.89 1 -2.86 -6.88 0.63 1
7 0.11 -0.49 0.01 0.01 -6.88 -2.86 1 0.34 7.4 0.78
8 0.11 0.01 -0.49 0.01 -2.86 -6.88 0.34 1 0.78 7.4
9 0.72 0.12 0.23 0.13 1 0.63 7.4 0.78 1 0.41
10 0.72 0.23 0.12 0.13 0.63 1 0.78 7.4 0.41 1




Vlastné tvary straty stability jednopolovych nosnikov rézne
podopretych a vypocet sucinitelov o, resp. Xy

Diferencialna rovnica rovnovahy idealneho prata s konstantnym prierezom

o ) Okrajové podmienky:
a osovou silou je v tvare:

4 2 N K- kib
d—4w(x) - k2~d—2w(x) =0 kde: k2 =— V- votknutie
dx dx E-l O- volny koniec
“ e P- & votknuti
VSeobecneé riesenie: W(x) = Cq-sin(k-x) + Cy-cos(k-x) + C3-x + Cy posuvne volknute
2 E-l
Hodnota kritickej sily: Ng = T Bl PR 1= K=
2 . .
(p-L) Pt A=
Okrajové podmien ky K-K: Aplikovanim 4 okrajovych podmienok
0 1 01 vznikne sustava 4 rovnic pre hfadané
konstanty C,~C,. Determinant matice
0 _kkkz 00 z tejto sustavy rovnic je:
MKy, L) == . 4\ .
kk( kk ) Sm(kkk'l‘) cos(kkk. |_) L 1 |Mkk(kkk,L)| — (—kkk )sm(kkk'm)-m
2 . 2 Z podmienky existencie netrivialneho
K sin(KppL) —Kpge -cos(kpp-L) 0 0 P y
kk ( kk ) kk ( kk ) rieSenia dostavame charak. rovnicu.
Charakteristicka rovnica: sin(kkk. L) =0 fkk(kl-kk) = sin(kka) 0sX := 0

kkk =3 Given (—kkk4>sm(kkk) =0 1 I
T
Kiey= Find(Kyci ) Ky = 3-142 /\

i KLk
n — OfF-==-=------f---
Pk = 1 B =1 Cirk =1 0sX
kk T e
Vlastny tvar straty stability: Vlastny tvar pr. kmitania:
-1
Kipe- X
. kk [ X 0
Wkk(X) = L'Clkk-sm( L j Wkkvlk(X) = L~S|n(Tj
1 I
Wik(X)
0.5~ ]
Wik vIk(¥)
0 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8
X
0 1 01
Okrajové podmienky V-K: Ky 0
Aplikovanie okrajovych podmienok (OP): MVk(ka’ L) = Sin(kvk- L) Cos(kvk~ L) L1

—kvk2~sin(kvk~L) —kvk2~cos(kvk-L) 00

|ka(kvk’ L)| N (—kvk3)~cos(kvk- m)~m + kvk2~sin(kvk'm)



Charakteristicka rovnica:

fuk(k ::(—k 3)- k k., 2-sin(k
(—ka3).cos(kvk) i kvkz'sm(kvk) -0 Vk( vk) vk COS( Vk) + Kyk sm( vk)

1000

4.493
ka = 4
£k 5001~
Given (—kvk?’)-cos(kvk) + kka'Si”(kvk) =0 Vk( Vk)
0sX
L . — 1021 ... 0——-_/___3
k= Find(kyy) [k = 4.493
T
Buk=7— Byk = 0.699 -500 '
Kyk 0 5 10
sin(k K kyk
Cqyi = 0.217 Coyy = —c:lvk-M Coyk = ~0.975 Y
cos(kvk)
Cayvk = Cavk-Kyk Cayk = —0.975 Cavk = —Covk Cayk = 0.975

Vlastny tvar straty stability:

Kyl X K1+ X
. vk vk X
Wyk(X) = (Clvk's'”( L j + C2vk'003( L j + C3vk't + C4vkj"-

Funkcia symetricka k predoslej funkcii vzhfadom na priamku x=0.5L :

Kyp-(1m = Xx) Ky (1m — Xx) _
| vk vk Im - X
Wyk.sym(X) = {Clvk's'”{ L } + C2vk'cog[ L + Cayk L Cavk 'L

Vlastny tvar prie¢neho Ayk vk X
kmitania: Wk vIk() = | Cavivik €0Sh| = |+ Caykviksinh

Ayk.vik X [ Mvkovik X
+Cayk.vIk €0S L + Cayk vl SIn L

lvk.vlk'xj

wy(¥) 1~ -~ N 7]

_ P N

Wk vik(X) .2

Okrajové podmienky K-V:
0 1 01
0 Kl 00
M (K, L) =
kv( kv ) sin(ka-L) cos(ka~L) L1

kkv~cos(kkv-L) —kkv-sin(kkv~L) 10

[Micv(Kiew- L)] = (-5in(Kiey ™)) Kiey” + Ky c05(Kieym)-m



Charakteristicka rovnica:

; 2 3
(—sin(kk ))-kk 2 Ky 3-cos(kk )=0 ka(ka) . (_Sm(ka))'ka * Ky 'Cos(kkv)
\) V \Y v] —

500

4.493

ka =4

Given (—sin(kkv))-kkv2 + kkv3-cos(kkv) =0

Kiow= Find(Kyy ) Kiy = 4493
T
Bry = k_ By = 0.699
kv «
sin(kkv) 1 kv
ClkV = 1 CSkV = _ClkV—L CSkV = 0976 E
Coky =0 Cakv = —Cokv Capy =0

Ky X
Viastny tvar straty stability:  w,, (x) := (Clkv'Sin( kv j + CSkv'Xj'L
L

Vlastny tvar prie¢neho [ Mkvvik X [ MkvvikX
kmitania: Wiy, vik(X) = [C2kv.vlk's'”h(—|_ * Coapyvikesin —— | 'L

15 | |
TN

ol 1+ ,;,"J;// \\‘*\ —

Wiy vik(X) ya AN

_____ NN

Wyk sym(X)0.5 /;/ \\\\1\ |

/// \‘\\\\\
0 / | | | | S
0 0.2 0.4 0.6 0.8
X
Okrajové podmienky V-V: 0 ! 01
Kyy 0 10
MW(kW, L) =

sin(kW-L) cos(kW~L) L1
kW-cos(kW'L) —kVV~sin(kW-L) 10

|Mvv(kvv’ L)| = kyy — 2-kW-cos(kW-m) - kW2~sin(kW- m)~m + sin(kw- m)z-kw + kW-cos(kW~ m)2

Charakteristicka rovnica: kvv'cos(kvv)z - 2'kvv'C°S(kvv) + Ky + kW-sin(kW)2 - kWZ-sin(kW) =0

fvv(kvv) = kW-cos(kW)2 - 2-kW-cos(kW)

sy + Ky sin(kyy) — kyy2sin(kyy) 10 6283
kw=8 " Given ﬂkw)
kW~cos(kW)2 — 2-kyy008(Kyy ) + Ky o = 0 05X
skyysin(kyy)” — Koy sin(kyy) 100} |5 !

Y= Find(kyy ) K



cos(k ) -1
T Y
Pow=7— Byy =05 Copy =1 Ciw = Cow' 2
Kyy sm(kw) - Kyy
Ciw =0 Cayy = “Cryvkyy Cawy = —Cowy
. . KyyX
Vlastny tvar straty stability: Wy (X) = L:| Co\n,oCOS T + Cayy
\k/IaI?tn)-/ t'var prieCneho . Ay vik X Ak X
mitania: Wyy vik(X¥) = | Cqyy.vik-cosh - + CoyyylkSinhf —— | ... |'L
Ayvvlk X [ Mwwvik X
+Cayy.vik €08 L + Cayy.vik'SIn

Wy (X)

1
Wy vIk(X)

0 1 0 1
kvo 0 10
5
Myo(kvo-L) = Ky sin(kyo'L) kyo cos(kygl) 0 0 [Myo(kvo:L)] = kvo “eos{kuorm)
0 0 kyo O

Charakteristicka rovnica: cos(kvo.L) =0

Kym =1 Given cos(kvo) =0

VO

T

Byo = Byo =2 Coyo=-1

I(VO

Vlastny tvar straty stability:
Ky/nX
Wyo(X) = L~(C2VO~COS(%j - CZVO] Kvo

Funkcia symetricka k predoslej funkcii vzhladom na priamku x=0.5L :

. Kyo (1M - X)
Wyg.sym(X) = L Coyqp-CO L = Cavo




Vlastny tvar priecneho Myovlk X Mvovik X
kmitania: Wyo.vIk(X) = | C1yo.vik €OSh - /7 Cavo.vlk sinh - ) L

Ayo.vik X [ MvovikX
+Cay0.vIk €08 L + Cgyo.vikSIN L

1 I
Wyo(X) /,//
— 0.5~ = .
Wyo.vik(¥) e
0 4= | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8
X
Okrajoveé podmienky O-V: 0 2 0 o
ov
0 0 k 2 0
Mov(kov’ L) = _ ov
sm(kOV-L) cos(kov~ L) L 1
kov'COS(kov' L) —kov~sin(kov~ L) 1 0
5
|Mov(kov’|-)| = Koy ~cos(kov~ m) fov(kov) = cos(kov- L)
Charakteristicka rovnica: cos(Kgy L) =0 1
1571
Koy =1 Given cos(kov) =0
_ fov(kov)
Kow= Find(koy) Koy = 1.571 — T .
n .
Bov = k_ Bov =2 Ciov=-1 -1
ov 0
Ky X k
. . ov ov
Vlastny tvar straty stability: w_ (x) := L Cq.,-| sin -
ov( ) lov L
Vlastny tvar prie¢neho Aoy vik X Aoy vik X
kmitania: Woy vk = | C1oy.vIk-€osh f + Cogy vk Sinh ———— | ... |-L
Mov.vlk X [ Mov.vik X
+C3ov.vIk €08 L + Chov.vik SN
iy | | |
\\
Woy(¥) .
WovvIk®) o5 \‘\\?\\ -
Wyo.sym(X) \\7;\\
0 | | | i
0 0.2 0.4 0.6 0.8



Okrajové podmienky V-P:

0 1 01

kvp 0 10
Mvp(kvp’L) = kvp~cos(kvp~L) —kvp~sin(kvp~L) 10

—kvp3-cos(kvp-L) kvp3~sin(kvp-L) 00
[Myp(kypeL)| = kyp sin(kypm) fuplkvp) = sin(kyp L)
Charakteristicka rovnica: kvp4-sin kvp-L) =0 1
kyp = 2 Given sin(kvp) =0
f [k
Kps= Find(kyp) kyp = 3.142 %Vp) 0
T
=T _1

e “vp e 1 5 10
Coup = 05 sinkyp) Crap = 0 Kup

C1vp = C2vp' cos(kvp)

Ky X
Vlastny tvar straty stability: va(x) = (CZVp'COS(%j _ CZVpJ'L

Funkcia symetricka k predoslej funkcii vzhfadom _lc kyp (Im = x) _n
na priamku x=0.5L : Wyp.sym(X) = | Coyp:CO —Cavpl

Vlastny tvar prie¢neho N X by X
N vp.vik . vp.vik
kmitania: WVp.V”((X) = Cle.V”('COSh(f + szpivlk-SInh f

A X A -X
vp.vik | “vp.vik
+ C3vp.v|k'cos[ L ] + C4vp.v|k'sm[

Okrajové podmienky P-V:

Kov 0 10
K2 0 00

MpvlkpyL) = K p\li L) k.. sin(k
pv-cos( oV ) - pv'S'”( pv'L) 10

4 .
sl L) cosfkoyl) L1 |Mpy(kpy:L)| = kpy sin(kpy'm)



. L 4 . _
Charakteristicka rovnica: Kpy -sm(ka-L) =0

Koy = 2 Given sin(kpv) =0
Kow= Find(kpy) Koy = 3.142
Tc .
pv

k v X

Vlastny tvar straty stability: wpv(x) = (CZpV-COS(—pL ] + C2pvj"-

v.vlk X Apv.vlk X
—L J + CSpv.ka'Cos[—L L

Vlastny tvar prie€neho

A
kmitania: va.vlk(x) = [Clpv.vlk'COSh( i

fov(Kpy) = sin(kpy'L)

1
foulpv)
— 0
osX
-1
0 5 10
ka

1 —=

Wiy(¥)

Wovvik®) o5 N -
Wyp.sym(X) \\\\\\
O I | | | \\\‘m—‘;
0 0.2 0.4 0.6 0.8
X
Okrajové podmienky P-K:
Kk 0 10
K 0 00
Mpk(Kpk- 1) =
p ) in(k . . .
sm(kpk L) cos(kpk L) L1
Ko, 2-sin(Kop L) —kop 2-cos(kp-L) 0 0
Topk (pk')‘pk' (pk')

e . 5 _
Charakteristicka rovnica: (_kpk )-cos(kpk-L) =0

Kok = 1 Given cos(kpk) =0
Koks= Find(kpi) Kok = 1.571
Bop = — Bk = 2 C 1
k=~ k= 2pk =
P p p

k
v T ) p
Vlastny tvar straty stability: ka(x) = (CZpk'Cos(

Funkcia symetricka k predoslej funkcii vzhladom
na priamku x=0.5L :

X

).

Wpk.sym(X) = {CZpk'Co{

k

pk

Kok (1m — X)ﬂ-l_
L



Vlastny tvar prie¢neho

kmitania:

Okrajové podmienky K-P:

M kp(kkp . L) =

1
—  o05F
Wik vIk(X)
0 |
0 0.2
0 1 01
2
0 ki 00

kkp~cos(kkp~L) —kkp~sin(kkp~L) 10

—kkp3-cos(kkp-L) kkp3~sin(kkp-L) 00

Charakteristicka rovnica: (—kkps)cos(kkp-L) =0

kkp

Kips= Find(Kyp)

T

Bp = k_kp

Vlastny tvar straty stability: Wkp(x) = (Clkp'sm(

Vlastny tvar prie¢neho

kmitania:

=1 Given cos(kkp) =0

Kyp = 1571

p

ka: 2 Clkp =1

kk -X

D.L

A -X
. kp.vik
W X) = sinf — | L
kp.vlk( ) ( L ]




Vypocet sucinitelov o, resp. Oy Pre funkcie vlastnych tvarov straty

stability :

Vektor fundamentalnych funkcii (vlastnych tvarov) :

k

k

k

kk X
L

X

i:=1,2.10

k

[ KvkX vk’ X
(Clvk's'”(—l_ J + C2Vk~cos(—|— j + C3vk't + C4vk]"-

X

"
[Clkv'Si”[T\lj + CSkv'Xj'L

ji=1,2..10

Vektor vlastnych Cisiel:

ORIGIN := 1
NNV

+ C4vvj

.
)

Kyn X
wW
L:| Cop,-COS| ——
(ZVV ( L j
Ky,n-X
VO
L-| Co,,q-COS| ——
(Zvo ( L j
K\, X
L‘{Clov' sin( ov

(CZVp-cos _—

f(x) :=

(Cva' cos

(Czpk-cos

(Clkp-sin(

x

kkp'

D.L

V8eobecne platny vzorec (3.14) pre koeficienty k;, (i=1,2,3):

L 1
r d4 1 1
—4f(x)i ~f(x)idx 2| 2046
) dx 3| 2046
L 70 4 4

Kij. = ——-

i 2 L Kii=[s| o025
T ( . 6| 025
?f(x) i -f(x)i dx 7 1
. X 8 1
9| o025
10| o025

|-

3 |r

Olo|N[oja|bD|WIN|—

—_
o

0.699
0.699
0.5

1
Bstabi = P Pstab =

Olo|N[oja|B|WIN|—

NIN|=]=N

—_
o




Vypocet koeficientov kij a kji (i=1,2,3; j=1,2,3) podrla (3.15):

rL rL
d? d?
—2f(x)i-f(x) -dx —2f(x) .-f(x)i dx
dx J dx )
klj = 0 kjl = 0
i,] rL i,] rL
d? d?
—2f(x) -f(x) . dx —2f(x)i-f(x)i dx
dx ) ) dx
Y0 Y0
1 2 5 4 5 6 7 8 9 10
1 1 0.624 0.624 0.424 -6.213 -6.213 2.546 2.546 3.395 3.395
2 1.214 1 0.554 0.567 | -12.913 4137 5 -0.571 0.9 5.559
3 1.216 0.556 1 0.567 4142 | -12.927 -0.572 5.005 5.565 0.901
4 1.698 1.165 1.164 1 4.97 4.97 -0 0 1.358 1.358
k'J =5 -0.212 -0.116 -0.145 -0.085 1 2.33 -0.424 -0.849 -1 -0.637
6 -0.212 -0.145 -0.116 -0.085 2.33 1 -0.849 -0.424 -0.637 -1
7 -0 0.073 -0.073 -0 -3.107 3.107 1 -1 -0.849 0.849
8 0o -0.073 0.073 0 3.107 -3.107 -1 1 0.849 -0.849
9 0.212 0.116 0.145 0.085 -1 -2.33 0.424 0.849 1 0.637
10 0.212 0.145 0.116 0.085 -2.33 -1 0.849 0.424 0.637 1
1 2 5 4 5 6 7 8 9 10
1 1 1.214 1.216 1.698 -0.212 -0.212 -0 0 0.212 0.212
2 0.624 1 0.556 1.165 -0.116 -0.145 0.073 -0.073 0.116 0.145
3 0.624 0.554 1 1.164 -0.145 -0.116 -0.073 0.073 0.145 0.116
4 0.424 0.567 0.567 1 -0.085 -0.085 -0 0 0.085 0.085
kji =5 -6.213| -12.913 4.142 4.97 1 2.33 -3.107 3.107 -1 -2.33
6 -6.213 4137 | -12.927 4.97 2.33 1 3.107 -3.107 -2.33 -1
7 2.546 5 -0.572 -0 -0.424 -0.849 1 -1 0.424 0.849
8 2.546 -0.571 5.005 0 -0.849 -0.424 -1 1 0.849 0.424
9 3.395 0.9 5.565 1.358 -1 -0.637 -0.849 0.849 1 0.637
10 3.395 5.559 0.901 1.358 -0.637 -1 0.849 -0.849 0.637 1

Vypocet sucinitelov o, resp.

Xy Pre funkcie vlastnych tvarov straty stability :

o, = Kij; j'kjiLj
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1 0.758 0.758 0.721 1.318 1.318 -0 0 0.721 0.721
2 0.758 1 0.308 0.66 1.494 | -0.601 0.367 0.042 0.104 0.808
3 0.758 0.308 1 0.66| -0.601 1.494 0.042 0.367 0.808 0.104
4 0.721 0.66 0.66 1 -0.422 | -0.422 0 0 0.115 0.115
a=[5 1.318 1.494 | -0.601 -0.422 1 5.428 1.318 | -2.637 1 1.483
6 1.318| -0.601 1494 -0.422 5.428 1 -2.637 1.318 1.483 1
7 -0 0.367 0.042 0 1.318 | -2.637 1 1 -0.36 0.721
8 0 0.042 0.367 0| -2.637 1.318 1 1 0.721 -0.36
9 0.721 0.104 0.808 0.115 1 1.483 -0.36 0.721 1 0.405
101 0.721 0.808 0.104 0.115 1.483 1 0.721 -0.36 0.405 1




Sucinitele a,,, resp. Oy vypocitané pre funkcie vlastného prie€neho kmitania:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1 0.817 0.817 0.78 1.805 1.805 0.106 0.106 0.721 0.721
2 0.817 1 0.472 0.765 1.776 | -0.683 0.425 0.008 0.117 0.794
3 0.817| 0.472 1 0.765| -0.683 1.776 0.008 0.425 0.794 0.117
4 0.78| 0.765 0.765 1] -0421| -0.421 0.008 0.008 0.127 0.127
Qylk =[5 1.805 1.776 | -0.683| -0.421 1] 16.783 1.348 | -4.583 1.707 1.707
6 1.805| -0.683 1.776 | -0.421| 16.783 1| -4.583 1.348 1.707 1.707
7 0.106| 0.425 0.008 0.008 1.348 | -4.583 1 0.97| -0.378 0.78
8 0.106| 0.008 0.425 0.008 | -4.583 1.348 0.97 1 0.78 | -0.378
9 0.721 0.117 0.794 0.127 1.707 1.707 | -0.378 0.78 1 0.405
10( 0.721 0.794 0.117 0.127 1.707 1.707 0.78  -0.378 0.405 1

Sucinitele a,,, resp. Oy uvedené v prEN 1999-1-1 prebraté od Bfezinu, ktory sa odvolava

na vysledky Goldenvejzera:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1 0.817 0.817 0.78 1.318 1.318 0.11 0.11 0.72 0.72
2 0.817 1 1.45 0.766 1.469 -0.07 -0.49 0.01 0.12 0.23
3 0.817 1.45 1 0.766 -0.07 1.469 0.01 -0.49 0.23 0.12
4 0.78| 0.766 0.766 1] -0.114( -0.114 0.01 0.01 0.13 0.13
AEC =5 1.318 1.469 -0.07 | -0.114 1 0.89 -6.88 -2.86 1 0.63
6 1.318 -0.07 1469 -0.114 0.89 1 -2.86 -6.88 0.63 1
7 0.11 -0.49 0.01 0.01 -6.88 -2.86 1 0.34 7.4 0.78
8 0.11 0.01 -0.49 0.01 -2.86 -6.88 0.34 1 0.78 7.4
9 0.72 0.12 0.23 0.13 1 0.63 7.4 0.78 1 0.41
10 0.72 0.23 0.12 0.13 0.63 1 0.78 7.4 0.41 1

Percentualny rozdiel medzi sucinitelmi vypoc&itanymi pomocou funkcii vlastného prie Eneho kmitania
a funkcii tvarov straty stability:

O‘vlki j_ i, O‘vlki j_ ai, j
rozdieli j:: - -100 rozdiel'i j:: ’_ _ -100
’ Hik; ’ 4.
rozdieli!j = max(|rozdie|i’j| , |rozdie|'i7j )
1 2 3 4 5 6 7 8 10
1 0 8 8 8 37 37 )5820901 5820269 0 0
2 8 0 53 16 19 14 16 448 13 2
3 8 53 0 16 14 19 448 16 2 13
4 8 16 16 0 0 0 $7156322 $0571452 10 10
rozdiel =[5 37 19 14 0 0 209 2 74 71 15
6 37 14 19 0 209 0 74 2 15 71
7 15820901 16 448 37156322 2 74 0 3 5 8
8 5820269 448 16 p0571452 74 2 3 0 8 5
9 0 13 2 10 71 15 5 8 0 0
10 0 2 13 10 15 71 8 5 0 0




Percentualny rozdiel medzi sucinitefmi vypocitanymi pomocou funkcii vlastnych tvarov straty stability
a Bfezinom uvedenymi suginitelmi (pouzitymi v prEN 1999-1-1):

i, j— OLECi . O‘ECi s
J.100 rozdielgc g = — 5 00
St

] o
ECi.j

rozdielg; pc. = —
b i, j

rOZdielst.ECi j:: max<|rozdielst_ECi j| , |rozdieIEC_sti JD

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 0 8 8 8 0 0 0018649 018404 0 0
2 8 0 371 16 2 759 | 233 320 15| 251
3 8| 371 0 16 759 2 320 233| 251 15
4 8 16 16 o 270 270 p634793 5183109 13 13
rozdielg; pc = 5 0 2 759 270 0 510 622 8 0 135
6 o 759 2| 270 510 0 8| 622 135 0
7 bo1geao| 233 320 P634793 622 8 0 194| 2154 8
8 018404 320 233 5183109 8| 622 194 0 8| 2154
9 0 15| 251 13 0 135| 2154 8 0 1
10 o] 251 15 13 135 0 8| 2154 1 0

Percentualny rozdiel medzi sucinitefmi vypocitanymi pomocou funkcii tvarov vlastného prie€neho
kmitania a Bfezinom uvedenymi sucinitefmi (pouzitymi v prEN 1999-1-1):

O‘vlki j_ O‘ECi j O‘ECi j_ O‘vlki j
rozdiel | gc. .= - —-100 rozdielgc k. .= - =
b Ovik; b “EC, .
1] 1]
rOZdielvlk.ECi j:: max<|rozdielv|k_E(_:i j| , |rozdieIEC_V|ki JD
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 0 0 0 0 37 37 4 4 0 0
2 0 0 207 0 21 876 215 31 2 245
3 0 207 0 0 876 21 31 215 245 2
4 0 0 0 0 269 269 32 32 2 2
rozdiely ) ec =[5 37 21 876 | 269 ol 1786 610 60 71 171
6 37 876 21 269 1786 0 60 610 171 71
7 4 215 31 32 610 60 0 185 2060 0
8 4 31 215 32 60 610 185 0 o| 2060
9 0 2 245 2 71 171] 2060 0 0 1
10 0 245 2 2 171 71 0| 2060 1 0




PRILOHA 2

PRIKLAD VYPOCTU KRITICKEJ OSOVEJ SILY PRIBLIZNOU METODOU PRUTA
S PRIEREZOM S JEDNOU OSOU SYMETRIE S MOZNOSTOU VOI'BY PODOPRETIA

Z.AVISLOSTI KRITICKYCH SiL OD DL.ZKY PRUTA S PRIEREZOM S JEDNOU OSOU
SYMETRIE

PRIKLAD VYPOCTU KRITICKEJ OSOVEJ SILY PRUTA S NESYMETRICKYM
PRIEREZOM PRIBLIZNOU METODOU



Vypocet kritickej osove;j sily (pri priestorovom vzpere pribliZznou metédou)
pruta s jedno-osovo symetrickym prierezom z prikladu 6.4 str.130 [5]
s moznostou volby okrajovych podmienok

Vstupy: ORIGIN =1
b:=500mm  tg:= 40mm hy, == 300mm t,, := 20mm 3 b .
L :=4.5m E:.=210-GPa v :=03 ¢ := 80mm 1 o
2y MR \ |
Prierezové charakteristiky: - E T
Hi=hy+t  H=340mm o 2(1ev) y Ca
G = 80.769 GPa 3 & T
— — : ey
Af = btf AW = tW'hW ﬁ’
NA}V:: As+ 2:-Ay, A=32x 104mm2 ] ||
tw Cc
t h
AclH=- — | + 2-AW-—W z
N 2
2 2
t h
1 3 f 1 3 w
|y = Ebtf + Af(H - ZOCg - Ej + 2|:EtWhW + AW(? — Zocgj :|
¢ 2
1 3 1 3 b w
l:=—teb™ +2|—-h, t, +A,|—-C— —
27 f 2wl T Aw (2 2 j
ly = 3.004 10° mm* I, =7.243 x 10% mm* ¥ b ¥
) 1 2 5/ 6 |
Nahradenie prierezu strednicou: d:=c¢ + B d =90mm
2
t <
f b
h:=hW+E h = 320mm azzg—d a =160 mm
3 4 %
,d), a | a |d}
0.5-b 250
a 160
a 160
Suradnice y(s): y = y = mm
—-a -160
-a -160 y(s)
-0.5-b —250
VyseCoveé suradnice
q(s) pre zvoleny 0 2
mm -
stred C . Cs,O‘—MO
, 9 ‘
Omm
h-a 512x 10 | 5
0)0 = 0)0 = mm ols
ha 512 x 10" )
Omm2
Omm2




y(s)-oq(s) dA

o(s) = og(s) — a,y(s) kde: o, =

Iz

[0) ®
04 0

Poloha stredu Smyku vzhladom
na zvoleny stred Cg :

4
y3hT + y4hTJtW

oy = oy, = 0.072 m
Iz
Viysledny priebeh _181x 107 %Cf' ,,,,,,, _
vysecCovej suradnice w(s) 4 w2 %
vzhladom na stred Smyku: -1.158 x 10 1 i N
4 E -
3.962 x 10 2 S %Cf ******** -
0= 0g- 0o,y o= A mm ]
-3.962 x 10
o o (s)
4 <
1.158 x 10
1.81 x 10* L
. ) . . . w3
Poloha stredu Smyku vzhladom na tazisko prierezu:
zg:=-h+ 20.cq ~ %z zg = —136.139 mm Yg:=0-m
Poloha nulovej vyse€ovej suradnice na stene:
h- |(92| '
hy = —F———— h, =0.072 m hy:=h-hy hy =0.248 m
|@2] + |og
B . .. 2 ( 2
Vyse€ovy moment zotrvacnosti: Iy = J w(s) dA = J w(s) -tds
o1b 2 o2hy ozhg o 126
| = ———o01t¢2 + =2 + =03 |-2-t = 7.495 x 107 mm
o Ty gl ( 3 2T Ty 3w ®
\ . ) . . 1 7 4
Moment zotrva&nosti vo volnom kruteni: Iy == E 2-h-t,, + b- tf I =1.237 x 10 mm
Polarny polomer zotrvacnosti )
prierezu vztiahnuty k stredu Smyku: + Zg ig=0225m
Okrajové podmienky (OP) pre : ‘ ‘ D —
ohyb v rovine ohyb v rovine skrutenie
kolmejnaosy kolmejna os z okolo osi x - N g
(w) (v) (vy) \ \ o)
> N > -
LKy ="02 LK, = "02 LK, = "02
PKy = "02" PK, := "02" PK, = "02" |
D —k

Mozne typy okrajovych podmienok su:  "02" - kib
"01" - votknutie
"23" - volny koniec
"13" - posuvné votknutie




F=1

M\

= |1 if LKy ="02" A PKy, = "02" ky =1
0.699 if (LKy ="01" A PKy = "02") v (LKy ="02" A PKy = "01")
05 if LKy ="01" A PK, = "01"
2 if (LKy ="01" A PKy = "23") v (LKy ="23" APKy = "01")
1 if (LKy ="01" A PK = "13") v (LKy ="13" A PKy = "01")
2 if LK, ="13" A PK, = "02"
= |1 if LK, ="02" A PK, ="02" k, =1

0.699 if (LK, ="01" A PK, ="02") v (LK, = "02" A PK, = "01")
0.5 if LK, = "01" A PK, ="01"
2 if (LK, ="01" A PK, ="23") v (LK, = "23" A PK, = "01")

1 if (LK, ="01" A PK, = "13") v (LK, = "13" A PK, = "01")

2 if LK, = "13" A PK, = "02"

= |1 if LKy ="02" A PK, ="02" Ky =1
0.699 if (LK, ="01" A PK, ="02") v (LKy = "02" A PK, ="01")

05 if LK, ="01" A PK, ="01"

2 if (LKy ="01" A PKy ="23") v (LK, = "23" A PK, = "01")

1 if (LKy ="01" A PKy = "13") v (LK, = "13" A PK, = "01")

2 if LK, ="13" A PK, = "02"

= |1 if LK, ="02" A PK, ="02" j= |1 if LK, ="02" A PK, ="02"
2 if LK, ="01" A PK, ="02" 2 if LKy ="01" A PK, ="02"
3 if LK, ="02" A PK, ="01" 3 if LK, ="02" A PK, ="01"
4 if LK, ="01" A PK, ="01" 4 if LKy ="01" A PK, ="01"
5 if LK, ="01" A PK, = "23" 5 if LKy ="01" A PK, ="23"
6 if LK, ="23" APK, ="01" 6 if LK, ="23" A PK, ="01"
7 if LK, ="01" A PK, ="13" 7 if LK, ="01" A PKy ="13"
8 if LK, ="13" A PK, ="01" 8 if LKy ="13" A PK, ="01"
9 if LK, ="13" A PK, ="02" 9 if LK, ="13" A PK, ="02"

Sucinitel o, je: pre F=1 odvodeny z vlastnych funkcii rieSenia diferencialnej rovnice stability prata

i ji=

pre F=2 odvodeny z vl. funkcii rieSenia diferencialnej rovnice pr. kmitania nosnika
pre F=3 od¢itany z EC
pre F=4 bez ohladu na okrajové podmienky rovny 1

aj,j if F=1

OLV”(_ . if F=2
1]

agc, . ifF=3 Ozw -

1

Matice, z ktorych sa od¢itavaju sucinitele
su uvedené v predoslej prilohe:
i?J |

Aoy = i j O =1
if F=4 W J W




Stihlosti ekvivalentné kritickym Ner 2 £

Kritické sily idealneho prita: silam vyjadrene z rovnice: =%,
2 Ke
v -E~Iy
Nery = =5 Ngpy = 3.167 x 10" kN tey = hey = 45763
ky L Y
y
2
n -El, 4
Nerz = - Nz = 741297 x 10 kN ez = Loz =29.912
k, L
2
1 m Bl 4 EA
Ner 7= - Gl + Ner 1 = 3.47485 x 10 kN heT = N Lo = 43.688
i Ke 'L cr.T
Strata stability ohybom kolmo na os y (v smere osi symetrie): N, y= 31669.2 k|\1
Strata stability ohybom kolmo na os z pri si¢asnom skruteni - priblizna metoda:
Oy Z 2
1 2 ZW'“s
Ner.TF = N (Ncr.z + Ncr.T) - (Ncr.z + Ncr.T) = 4Nep 7 Nep 7| 1 - 5
%zw?s s
21 5
ig Ner TF = 28348.6 kN
Stihlost ekvivalentna strate stability ohybom N _ 48.369
kolmo na os z pri si¢asnom skrateni: eTF =™
Kriticka sila pri strate stability ohybom kolmo na os z pri su¢asnom
skruteni vypocitana za pomoci programu vo VBA na zaklade MKP
pri deleni na 4 elementy a pre dané OP: |Ncr MKP.4 = 28356.8kl\1

max(Ne, 1r: Ner mkp.4) — Min(Ner 76 Ner Mkp.4)
min(Ner 7F-Ner MKp.4)

rOZd|e|TFMKP4 = rOZd|e|TFMKP4 =0.029 %

Kriticka sila pri strate stability ohybom kolmo na os z pri su¢asnom
skruteni vypocitana za pomoci programu vo VBA na zaklade MKP
pri deleni na 10 elementov a pre dané OP: |Ncr MKP.10 = 28348.8kM

max(Ne, 1¢ Ner Mip.10) ~ Min(Ner 16+ Ner MKP.10)
min(Ner 7¢ Ner MKP.10)

rozdielrg pkp10 =
rozdielte mkp1o = 0.00056 %

Zlozky vlastného tvaru pri priestorovom vyboc¢eni pre dané OP:

0

0
20,01 05 1 1,5 2 25 3 35 4 45
0,02
0,03
0,04
0,05
0,06
> 00— ——mm—mm N m—mmm—mmm— = -

0,08

0,09 12

o2l N 2o T D A S R
-0.4

-0,6

Skratenie

-0.8

Vyb. kolmo na z

-1




Zavislosti kritickych osovych sil od dizky prata s prierezom z predo$lého
prikladu. Priblizna metdda v porovnani s vysledkami z programu vo VBA
Excel na zaklade MKP

1 632161.2
15 291159.0
2 171764.4
25 1164515
3 86348.3
35 68132.7
56235.9
45 47991.1
5 41983.2
55 373915
6 33692.2
6.25 32056.8
6.5 30513.0
L. | 87am \ 201417 |
= m =
W 7 crMKP ™1 57503 5
7.25 26193.9
75 24837.7
8 222955
85 20025.3
9 18035.4
95 16302.7
10 14794.7
105 13478.7
11 12326.2
115 11312.3
12 104165
125 9621.7
13 89135

Suginitele vzpernych dizok
pre okrajové podmienky :

Kritické sily idealneho
pruta:

ohyb v rovine
kolmej na os y

(W)

) 500 ,
1 12
V /I —X
Cy
Tp]
(q\]
L4 LA
20 11,80
) z
7 7 1y
7 v 1z
7 o
Vstupy: E .= 210-GPa v =03 ORIGIN =1
G = E G = 80.7692 GPa

M1+ v)

Prierezové charakteristiky

vypocitané v prog. DRILL: 2

A = 32800mm
MWV

ly = 3.11698211.10 “m*
I, = 7.49193584.10 %m®

I, == 7.4474667-10 m’

Iy :== 1.23733333-10 °m’

Yg = 0-m zg:= 0.132875m

Polarny polomer zotracnosti prierezu
vztiahnuty k stredu Smyku:

oyt
ig = +Ys + Zg

ig=0.2233 m
A
ohyb vrovine skrutenie
kolmej na os z o
v) ()
k,:=1 Ky = 0.7
2 2
i -E~IZ 1 T ~E-Im
Ner z = 5 2 Nep 1= 3 Gl + 5 2
k, L i k. “.L
z s w



Dizka pruta pri ktorej su kritické sily Ner.z@ Ney 1 rovnake nZ-E-IZ 1 nz.E.|
7 2 2|t
Kk, -Lp ig ky ‘L
E-l Ky >igs — E-.-
Ly:=m z W s . 2‘” Lp=67311m
G-k, ky
Sucinitel zohladnujuci vplyv kombinacie okrajovych podmienok
v ohybe kolmo na os z a okr. podmienok v kruteni: Oy = 0.042
Pre porovnanie pribliznej metédy so sucinitelom poloZzenym: al =1
Strata stability ohybom kolmo na os z pri su¢asnom skrutenim -
priblizna metoda: n:=rows(L) i:=1,2.n n=28
2 Azw?s
Ncr.TFi = N (Ncr.zi + Ncr.Ti) - (Ncr.zi + Ncr.Ti) - 4'Ncr.zi"\'cr.Ti' 1- 5
-Z
o1 %zwZs Is
i 6
MN := 10'N
1 1 1 1
1 [1543.575 1 1655.557 1 1648.568 11632.161
2 | 686.033 2 1302.493 2 1299.056 2 1291.159
3 | 385.894 3 [178.921 3 [176.701 3 [(171.764
4| 246.972 4 1121.724 4 1120.036 4 1116.451
5( 171.508 5[ 90.655 5[ 89.216 5| 86.348
6 | 126.006 6| 71.921 6 | 70.584 6| 68.133
7| 96.473 7 | 59.762 7 | 58.427 7 | 56.236
8| 76.226 8 [ 51.425 8 | 50.007 8 | 47.991
9| 61.743 9 | 45.463 9 | 43.863 9| 41.983
10| 51.027 10| 41.051 10| 39.135 10| 37.392
11| 42.877 11| 37.695 11| 35.265 11| 33.692
12| 39.516 12| 36.311 12| 33.523 12| 32.057
13| 36.534 13| 35.084 13| 31.857 13| 30.513
Nerz =[14] 34.069| N1 =[14] 34.069] MN Ner T =[14] 30.366| Nor.mkp =[14] 29.142] MN
15| 31.502 15] 33.012 15| 28.679 15| 27.593
16| 29.366 16| 32.133 16| 27.16 16| 26.194
17| 27.441 171 31.34 17 25.7 17]| 24.838
18| 24.118 18] 29.972 18] 22.992 18] 22.296
19 21.364 19| 28.838 19| 20.599 19| 20.025
20| 19.056 20| 27.888 20| 18.513 20| 18.035
21| 17.103 21| 27.084 21| 16.704 21| 16.303
22| 15.436 22| 26.397 22| 15.133 22| 14.795
23| 14.001 23| 25.806 23| 13.767 23| 13.479
24 12.757 24( 25.294 24( 12.572 24( 12.326
25 11.672 25( 24.847 25( 11.523 25( 11.312
26 10.719 26| 24.455 26( 10.599 26( 10.416
27 9.879 27| 24.109 27 9.78 27| 9.622
28 9.134 28| 23.802 28| 9.051 28| 8.914
[MN] [MN] [MN] [MN]



Strata stability ohybom kolmo na os z pri sti¢asnom skratenim - priblizna metdda pre o= al=1:

Ncr.TF.ali

2
= : (Ncr.zi + Ncr.TD - (Ncr.zi + Ncr.Ti) - 4"\‘cr.zi'Ncr.Ti' 1- 5

Ncr.MKPi - Ncr.TFi

2
(xl~zs

Ig

Ncr.MKPi - Ncr.TF.ocli

chybate pip. = — 1100 chybatp,1 MKP. = — -100
- min(Ner 7, Nor ik, - min(Ner TR a1, Nor. Mkp
) X 500 )
1 19
/)
éVi 777777770 / 1z
y |G o
Q9 3 ‘ 7
| < = Lﬁ v V
N
| 20 1180 AL L=1m; 6,73m; 13m
zV
Pre dlzku pruta: L,=1m L,,=6731m Lyg=13m
N
N 00 04 o 1
S 5 03 o
(_ED 0,005 1 £ 02 % 05f--———-— A1
g O T T T g 0’1 ) x
g 025 05 075 1 122 0 ‘ ‘ ‘ g0 ‘
> -0,005 > 0 2 4 6 gl= 0 5 10 15
0 ‘ 0 ‘ ‘ 01
g 01 3 77777 07,57 77777 17777 g 0,25 § 2 4 6 3 g 0 /\
[0] ’ [0] [0]
5 S 05 = D 5 10 15
(;,c) 0,2 (._\f) 075 (._\f) 0,1
03 A 02
N 40
[N] (%]
810"
30
Ncr.z
7
6-10
Ncr.T
Ner MKP 20 CNYPATE MKP
Nes T 410 chybarey 1 MKp
Ner TF.al 10
2.10"
=0




Vypocet kritickej osovej sily pruta s prierezom bez osi symetrie

pribliznou metdédou

Prierezové charakeristiky:
Momenty zotrvaénosti

k hlavnym taziskovym
osiam prierezu:

Poloha stredu Smyku

vzhladom na tazisko prierezu:

Polarny polomer zotrvacnosti
prierezu k stredu Smyku:

Dizka pruta:

Okrajové podmienky a
prisludné vzperné dizky:

Vplyv réznosti okrajovych
podmienok v ohybe a kruteni:

Materialové charakeristiky:

A= 8.7-103-mm2
MV

6 4
Iy = 62-10 -mm

I, == 150-10%mm”

Yg = 14.9mm

zg:= —48.9mm

. ly +1; 2 2
ig = +Ys + Zg

A
ig = 0.164m

9 6
I, = 181.5-10 mm

i = 0.399-106mm4

;= 6.0m
MW

ky = 0.7 Ly = kL
ky =2 L, = kyL
ky = 1 Ly = ky'L
oy = 0.367 0z = 1.318

E:=210GPa v :=0.3

UE300
I\
Y [ IE 300
/J/
Y
—] - 7
‘ [ RN
&
W
i
7z T
Ly 1z
Ly =42m
L,=12m
LW:6m

Sucinitele su od¢itané z Tab. 3.1

G = _E G = 80.769 GPa

M1+ v)

Kritické sily idealneho pruata pri uvazeni jednotlivych separovanych deformacii:

2
T -E~Iy

3
Nery = 7-285 x 10°kN

2
T -E~IZ
N =

3
Ngr 7 = 2159 x 10°kN

2
1 Y EI(D
Nepr=—| Gl +

i2 2,2

S

3
Ngr T = 1.582 x 10°kN

Kriticka sila priestorovej straty stability pribliznou metédou sa ur€i ako najmensi koren

kubickej rovnice:

(Ncr.y - Ncr)'(Ncr.z - Ncr)'(Ncr.T - Ncr)'is2 - OLyw'ysz"\lcrz'('\lcr.z - Ncr)

2 2
—OzwZs ‘Ner '(N

cry ~

Ncr) =0



Upravena lava strana kubickej rovnice pre N .

.2 .2
A'f(Ncr) = (Ncr.y'Ncr.z'Ncr.T"s ) *ls '(_Ncr.y'Ncr.T = NerzNer7 - Ncr.y'Ncr.z) Ner -

.2 2
+ (Ncr.T + Nepy + Ncr.z)"s ~ Yzwls

.2 2 2 N 3
+\ g+ oz + oy Ys Ner

18

2
Nery = @ywYs "Ner.z

2

Iz .

210 1 1330.9kN
|

-2.10%

5.10°

NCI‘

1-10

Vektor koeficientov kubickej rovnice pre N (s odstranenymi jednotkami):

.2
Nery Nerz Ner s
N N N 2
m
i 2 N N N N N N
's [ Nery NerT MNerz NerT Nery Nerz
2 N N N N N N
m
k:=
N N No Y i 2N
o, Jory  erz Is Zs Nery
o — . —_— —_— a .
N N N 2 W 2 N yw
m m
.2 2 2
—Is . Zg . Ys
I o M (00 H—
2 W o W
m m m

Vektor korefiov kubickej rovnice pre N .

Doplnenie jednotiek:

Kriticka sila priestorovej straty stability
pribliZnou metddou:

Kriticka sila priestorovej straty stability vypocitana MKP:

Rozdiel pribliznej metédy s MKP

Vior. = N-Vior

J

Ys
2
m

2 N

Vior := Polyroots(k)

Ner = (mi”(vkor.))

Ncr.MKP - Ncr

v danom priklade:

mi”(Ncr.MKP , Ncr)

cr.z
N

6.712 x 10°

o _ | 8274 10"

2.743 x 10°
~0.024

1.331 x 106

Vior. = | 2.901 x 10° | N

7.32 % 10°

Ngr = 1330.9k

INer.MKp = 1406.9kN

roz = 5.708 %



Zlozky vlastného tvaru priestorovej straty stability vypocitané v MKP:

0,0005

0,0004 -
0,0003 A
0,0002 A
0,0001 A

Vyb. kolmo na'Y

Skrutenie

7 7 7

LTy Lz 4

Priblizna metoda pri polozeni sucinitelov o.,, a «

YW rovnych 1 bez ohladu

na kombinaciu okrajovych podmienok:

Potom vektor koeficientov (s odstranenymi jednotkami) upravenej kubickej rovnice pre N, je:

N(:r.y Nerz Nert Ii
N N N 2
m
.2
Ii _Ncr.y Ner T B Nerz Nert B Ncr.y Ner.z 6.712 x 1017
2 N N N N N N 11
Koo m K .= -8.274 x 10
al = 2 2 2 al = 5
(Ncr.T ) Nery . Ncr.zj s % Nery s Ner.z 2.796 x 10
N N N m2 m2 N m2 N -0.024
. 2 2
s 5 )
2 2 2
L m m m i
Vektor korefiov kubickej rovnice pre N: v, . 1 := polyroots(k
or.a (ko) 1.369 x 10°
Doplnenie jednotiek: Vioral = N'Vikor.al Vkoral = | 2.728 x 106
o _ ) 7.377 x 10°
Kriticka sila priestorovej straty stability
z pribliznej metody pre oz~ gy =11 Nep o = (Min(Virg))  [Nerga = 1368.9kN

Rozdiel pribliznej metédy pre sucinitele rovné 1 (bez ohladu na kombinaciu okrajovych

podmienok) s MKP v danom priklade:

Ncr.MKP - Ncr.ocl

- roz =2.775%
m'n(Ncr.MKP’Ncr.ocl)

roz :
MWV



PRILOHA 3

VYPOCET TUHOSTNYCH MATIC PRE MKP

PRIKLAD VYPOCTU KRITICKYCH OSOVYCH SIL PRUTA MKP PRUTOVYM
MODELOM PODI’A POSTUPU V 3.3.1



Vypocet tuhostnych matic k; a k, pre element s 4 neznamymi
a kubickym polyndmom v MKP

Aproximacna funkcia:

W= Cl + C2X + C3X2 + C4X3 ¢ = d—W ¢ — C2 + 2C3X + 3C4X2

dx

Prevod aproximacného polynému na Galerkinov rozklad s koeficientmi rovnymi hodnotam
primarnych a sekundarnych neznamych v uzlovych bodoch:

Wp = C1 W 100 0)(Cy
¢p = C2 o 010 0 |lc,
2 3 = .
We:C1+C2~L+C3-L +C4~L We 1 L |_2 |_3 c3
_ 2 2]lc
¢ =Cy +2C3L +3C,L g 01 2L 3L 4
1 0 0
0 0 0 w,
M = 2 3 4 2 We
1L U v s y Pe
01 2L 3L2 J L ¥
w, 0 0 0
op 1 0 0
M
M, = 2 3 4 . | 1|
7w L L% L |M1|—>wb-L Cpi=—r C1—>w,
e M|
2
¢ 1 2L 3L
1w, 0 0
M, = Ms| > ¢p-L Coi= — Co—o o
271w, L2 [Mz] = & 27 Im| 2
2
0 ¢ 2L 3L
10w 0
01 ¢, O
2 .3 3 2
Ma = Ma| > 3w, L = L™¢p — 2-L7-¢p, — 3-wp-L
370 L, 1 M3 e e b~ 3Wy
2
01 ¢ 3L ||v|3| 3'We"-2—'—3'¢e—2"-3'¢b—3'wb"—2
Cyi= —r Cy—
M| 4



01 0 ¢
b 2 2
My = ) [Mg| = L% 0g = 2We L+ gy L + 22wy L

1LL w ) ,
M L% g — 2:Wg'L + ¢pL" + 2:wp L
4 b b

01 2L ¢ C, e [Ma] Cps—F €

4 M| 4 |_4

W= Cl + C2~x + C3-x2 + C4-x3

3w L? = L2 - 230y — 3w L® Lo - 2wl + L7+ 2L

3
W — Wy + ¢ X + . X+ 2 X
L L
Galerkinov rozklad aproximaéného polynému s koeficientmi rovhymi hodnotam primarnych a
sekundarnych neznamych v uzlovych bodoch:
3~x2 2-x3 2~x2 x3 3~x2 2~x3 —x2 x3
WZIWb~:|.——2+—3 +(I)b~X—T+—2 +We 2——3 +¢e-T+—2
L L L L L L
Bazové funkcie:
3 x2 2~x3 2-x2 x3
Wwb(X)—l——2+—3 W¢b(X)—X—T+—2
L L L
) = 22 g = 2 X
we\t) = T T T T T pe\t = T T
L2 L3 L L2
2.10 * |
V(¥ /\
— Of=~-.
W(I)e(x) \\\ ,/,
-2.10 L
0 510
X X
L
Vypocet tuhostne;j ( 2 2
matice k; z vyrazu: Ely- | d—zw(x) -d—zu(x) dx ,v ktorom pre kazdy riadok matice k, sa za
JO X dx funkciu u(x) voli prisludna bazova funkcia.
rL _ -
) d2 3~x2 2~x3 2~x2 x3 d2 3 x2 2 x3
kKi1i=El | —S|Wy |l - ——+— [+ ¢p | X——— + — 1- + dx
L=y g2 3 L 2] 7| g2 2 3
X L L L X L L
2 3 2 3
3-Xx X —X X
e T T T e T
L L L i




1. riadok tuhostnej matice k ;:

El

y
Ky 1j = 6-—3-(2-wb +op L - 2:wg + ¢e-|_)

/‘L _
2 2 3
d -X 2-X
k12|:E|y —2Wb ].——2+—3 +¢b X —
dx L L
W 3~x2 -x3 I —X
o _£22 ol —
I L2 L3 L
Y0
2. riadok tuhostnej matice k:
/‘L _
2 2 3
d 3-X 2-X
k13| = E|y —2 Wb 1- —2 + —3 + ¢b X —
dx L L
+W, 3.X2 Z'XS + ¢ —
ol — - ol —
I L2 L3 L
Y0
3. riadok tuhostnej matice k:
/‘L _
2 2 3
d 3-X 2-X
kl4| = E|y _2Wb ].——2+—3 +¢b X —
dx L L
W 3~x2 2-x3 I —x2
o £z ol —
I L2 L3 L
Y0
4. riadok tuhostnej matice k;:
Tuhostna matica k, pruta so
4 neznamymi pre kubicky
olyném: .
poly kyp = E'l

Vypocet matice k, z

vyrazu:

(e

J W0 % u(x) dx
0

L
2~x2 x3 d2 2~x2 x3
e R X—T+—2 dx
3
X
L2 i
3:Wp + 2:0p-L — 3w + oL
ky i = 2Ely: >
L
2~x2 x3 d2 3~x2 2~x3
—+ — A dx
Loo2) ol 2 L
3
X
L2 i
EIy
Ky 3j = (—6)-—3~(2~wb + op L - 2:wg + ¢e-|_)
L
2~x2 x3 d2 —x2 x3
_— + — —2 T+—2 dx
3
X
L2 i
EIy
Ky 4 = 2-—2-(3-wb + op L - 3wy + 2-¢e-|_)
L
2 6 126
22
6 4 £ 2
L2 L L2 L
12 6 12 8
L3 L2 L3 L2
I )
L2 L L2 L

,v ktorom pre kazdy riadok matice k, sa za
funkciu u(x) voli prisluSna bazova funkcia.



rL

d 3~x2 2~x3 2~x2 x3 d 3-x2 2~x3
k2.1i::_ —Wb~].——2+—3 +¢b~X——L +—2 '—l——z +—3 dx
dx L2 L L dx L2 L
3~x2 2 x3 —x2 x3
M TN M IR
L L L ]
Y0
1. riadok matice k,: 21 = _.'(12'Wb + dpL - 12w + ¢e'|—)
rL _ _
dl x2 2~x3 2~x2 x3 dl 2~x2 x3
Ky 5i = — Whll-—+ — [+ ¢y | X — — + — — | X-— + — | dXx
2.2 7 2 3 b L 2 1 L 2
dx L L L dx L
2 3 2 3
e e
L2 LS L L2 |
Y0
k Z Loy =L
2. riadok matice k, 221 7 10 Wp — 15 0 1O'We + 30'¢e'
r'l_ _ _
dl 3~x2 2 x3 2 x2 x3 dl 3 x2 2~x3
Ky qi = — Wh|l———+ — |+ ¢p | X— — + — - dx
23 7 2 3 b L 2 1 2 3
dx L L L dx{ L L
2 3 2 3
g [ 2B XX
e e
i L2 LS L L2 |
Y0
3. riadok matice k, 93i = _.'(12'Wb + dpL — 12w + ¢e'|—)
r'l_ _ _
dl 3~x2 2~x3 2~x2 x3 dl —x2 x3
kKo gi=—| —|w|l-—+—|+0p|X—-—+— — | — + — | dx
24 7 2 3 b L 2 1L 2
dx L L L dx L
2 3 2 3
PPN IR S5 I e S
e e
i L2 LS L L2 |
Y0
. . -1 1 1 2
4. riadok matice k,: Ko g: = —-Wp + —-br-L + —-W. — —-d.-L
2 T T TR T
12 L -12 L
4 2 2
Matica k, pruta so 4 9 Lyt L=t
. . . . k _-—
nezna,m){ml pre kubicky Y2 0Ll L 12 L
polyném:
-1 4
L =% oL 22
3 3




Vypocet kritickej sily prata jednoducho ulozeného v ohyboch aj v kruteni
s prierezom podla prilohy 2 pribliznou metédou a MKP - pratovym
modelom

Prierezové charakteristiky

(podfa vypoctov z prilohy 2): 1y, := 3.00417-10°mm* 1, := 7.24267-10°mm" E:= 210GPa v = 03
E
A= 3.2-104mm2 | = 7.49477-1012-mm6 i = 1.23733~107mm4 Gi=—=
MV (O] NW
2(1+v)
Poloha stredu Smyku: = = =
u sSmyku Yg:=0m zg = 136.139mm G = 80769 MPa ORIGIN = 1
MWWWWWW\
Polarny polomer zotrvacnosti prierezu . Iy +1 2 2 .
vztiahnuty k stredu $myku: s = A Ys +2g Is = 225.469 mm
Vypocet kritickej sily pribliznou metédou:
L e 45 Pre jednoduché ulozenie v ohybe ko1 k=1 K o—1
= oM okolo osi y, z aj v krateni: y z Ol
Kriticke sily:
g R
2
v -E~Iy
N = N = 31669.28 kN
cry ) 2-L2 cry - N -
y ! ! Ip
> N s ~
2 ~r
v -E~IZ
Nerz= —>— Nep 7 = 74129.78 kN
kz L _
D —%
2
1 T EI(D
NerTi= = |Gl + — Ngy T = 34748.344 kN
i k L :
s ®
Strata stability ohnybom v rovine kolmej na os y (v smere osi N — 31660 26 KN
symetrie) - Eulerova kriticka sila: cry — '
Strata stability ohybom kolmo na os symetrie (os z) pri su¢asnom skratenim - 1
priblizna metoéda: zw =
Oy Z 2
1 2 ZW'“s
Ner.TF = N (Ncr.z + Ncr.T) - (Ncr.z + Ncr.T) = 4Nep 7 Nep 7| 1 - 5
%zw?s s

Ner, TF = 28348.567 kN

Kritické sily vypocitané v programe ANSYS s N —30530.K
pouzitim doskostenového obdlznikového | cry.AS — '\1
elementu SHELL63 |Ncr'-|-|:l AS = 28540k|\1




Vypocet kritickej sily pomocou MKP pouzitim pratového
modelu pre prut pozostavajuci so 4 elementov:

Na zostrojenie vSetkych matic je pouzity program MS EXCEL.
Elementarne matice k, a k, pre vSetky Styri elementy su zostrojené podfa (3.29):

kl:

rypocet krit.sily pre 1os(;sympr.preAelementy.xls

rypocet krit.sily pre 1os(;sympr.preAelementy.xls

ko =

8.428 4.741 -8.428 4.741
4741 3556 -4.741 1.778
—8.428 —-4.741 8.428 -4.741
4741 1778 -4.741 3.556
-1.067 -0.1 1.067 -0.1
-0.1 -015 01 0.038
1.067 01 -1.067 0.1
-0.1 0.038 01 -0.15

Pratove matice K, a K, su zostrojené podla obr.3.6 ale pre prut zlozeny zo 4 elementov:

Kl =

Jypocet krit sily pre Tososympr.predelementy.is K2 T Jypocet krit sily pre Tososympr.predelementy.xis
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 8.428 4.741 -8.428 4.741 0 0 0 0 0 0
2 4.741 3.556 | -4.741 1.778 0 0 0 0 0 0
3 -8.428( -4.741| 16.856 0| -8.428 4.741 0 0 0 0
4 4.741 1.778 0 7111 -4.741 1.778 0 0 0 0
5 0 0 -8.428 -4.741 16.856 0 -8.428 4.741 0 0
6 0 0 4.741 1.778 0 7.111 -4.741 1.778 0 0
7 0 0 0 0 -8.428 -4.741 16.856 0 -8.428 4.741
8 0 0 0 0 4.741 1.778 0 7.111 -4.741 1.778
9 0 0 0 0 0 0 -8.428 -4.741 8.428 -4.741
10 0 0 0 0 0 0 4.741 1.778 | -4.741 3.556
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1] -1.067 -0.1 1.067 -0.1 0 0 0 0 0 0

2 -0.1 -0.15 0.1 0.038 0 0 0 0 0 0

3 1.067 0.1 -2.133 0 1.067 -0.1 0 0 0 0

4 -0.1 0.038 0 -0.3 0.1 0.038 0 0 0 0

5 0 0 1.067 0.1 -2.133 0 1.067 -0.1 0 0

6 0 0 -0.1 0.038 0 -0.3 0.1 0.038 0 0

7 0 0 0 0 1.067 0.1 -2.133 0 1.067 -0.1

8 0 0 0 0 -0.1 0.038 0 -0.3 0.1 0.038

9 0 0 0 0 0 0 1.067 0.1| -1.067 0.1

10 0 0 0 0 0 0 -0.1 0.038 0.1 -0.15

Matice A a B su zostavené podla vzorcov (3.36) a (3.37) pripadne podla obr. 3.5 a maju rozmer
30x30, po aplikovani okrajovych podmienok su matice A* a B’ rozmeru 24x24. VVzhladom na
rozsiahlost matic A, B a A’, B" tu nie su uvedené.

A =

rypocet krit.sily pre 1os(;sympr.preAelementy.xls

B =

rypocet krit.sily pre 1os(;sympr.preAelementy.xls




Riesenie zovSeobecneného problému viastnych ¢isel a vlastnych vektorov matic A"a B":

Matica vlastnych vektorov (kazdy stipec predstavuje jeden vlastny vektor s primarnymi a sekundarnymi neznamymi v uzlovych bodoch vlastného tvaru):

M := genvecs(A",B")

1 2 3 4 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
1 -1 -1 1 1 -1 -1 -110.698 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0]0.042 [0.118 }0.121 010.349 }0.718 {0.707 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
8 -110.707 0 {0.707 110.707 0 {0.494 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4 010.059 010.171 0 (0.494 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
5 -1 0 -1 0 -1 0 1 -0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
6 0]0.042|0.118 {0.121 0 0.349 |0.718 }0.707 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
7 -1(0.707 -0 10.707 110.707 010.494 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
8 -1 1 1 -1 -1 1 -110.698 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
9 0 0 0 0 0 0 0 0 {0.328 }0.328 (0.328 }0.327 [0.326 |0.032 {0.323 |0.032 {0.032 |0.316 [0.033 }0.034 {0.059 |0.043 $0.036 |0.197
10 0 0 0 0 0 0 0 0 0(0.014 }0.039 |0.039 0 0 {0.113 }0.001 10.004 |0.227 (0.004 -01-0.06 (0.031 }0.013 | 0.2
11 0 0 0 0 0 0 0 0 {0.328 }0.232 0 (0.231 }0.326 (0.032 |0.229 [0.023 0 -0 10.023 {0.034 }0.042 -010.026 | 0.14
12 0 0 0 0 0 0 0 0 010.019 0 10.056 0 0| 0.16 }0.002 0 0 10.006 0 10.084 -0 10.018 [0.283
13 0 0 0 0 0 0 0 0 10.328 -0 10.328 0]0.326 |0.032 -0 -0 10.032 10.316 -0 }0.034 010.043 -0 -0
14 0 0 0 0 0 0 0 0 0]0.014 |0.039 (0.039 0 0 10.113 }0.001 (0.004 0.227 {0.004 0]-0.06 }0.031 t0.013 | 0.2
15 0 0 0 0 0 0 0 0 10.328 10.232 0 10.231 }0.326 |0.032 {0.229 }0.023 0 0 10.023 [0.034 (0.042 0 10.026 | -0.14
16 0 0 0 0 0 0 0 0 10.328 |10.328 (0.328 |0.327 [0.326 |0.032 {0.323 }0.032 {0.032 |0.316 [0.033 }0.034 {0.059 |0.043 |0.036 [0.197
17 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 -1 1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -110.698 1 -110.698
18 0 0 0 0 0 0 0 0 010.042|0.118 }0.121 0 0 (0.349 }0.042 10.118 }0.718 [0.121 -0 10.707 (0.718 }0.349 10.707
19 0 0 0 0 0 0 0 0 110.707 -0 10.707 1 110.707 {0.707 0 -0 (0.707 110.494 -0 10.707 10.494
20 0 0 0 0 0 0 0 0 0 10.059 010.171 0 -0 10.494 10.059 0 010.171 0 -1 010.494 -1
21 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 -1 1 0 -0 -1 1 0 -1 0 -1 0 -0
22 0 0 0 0 0 0 0 0 0 10.042 }0.118 {0.121 0 0]0.349 10.042 (0.118 (0.718 {0.121 0 10.707 }0.718 {0.349 10.707
23 0 0 0 0 0 0 0 0 110.707 010.707 1 110.707 {0.707 0 0 10.707 110.494 0 10.707 |0.494
24 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 -1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 -110.698 1 110.698




Vektor vlastnych Eisiel :
(po prenasobeni jednotkou
[kN] dostavame hodnoty
kritickych sil)

A = genvals(A",B")

1. vlastny tvar vybocenia
zodpoveda vyboceniu kolmo
na os symetrie prierezu pri
sucasnom skruteni:

61 =M

kriticka sila v kN

.21 = —28356.758 |

2. vlastny tvar
vyboé€enia zodpoveda
vybo€eniu v rovine
symetrie:

62 =M

kriticka sila v kN

|h.g = —31685.499 |

;
1 1
1] -3080418.133
] 0 1 -0.698
2 | -2550310.294 > 5 2 0707 o w
3 | -1652167.119 3 5 3 oaoa| o ’
4| -989111.188 " 5 7 — "2 w3
5| -616083.627 5 0 5 0| %ws3
6| -294515.774 5 0 6 0.707 Wa
7| -127630.025 -
7 0 7 0.494
8| -31685.499 g 0 8 0.698 Pws
9 [-12318138.968 ' bus
- 9 0.059] 61 9 0
10/-10200800.401 m 006 v 10 0
11] -6613474.327 T 0042] dyo ? T 0
= = Y
12| -3965140.597 5, =2 0.084 v 8y =[12 0
13| 2475244 578 3 ol 63 3 0
BT T e —
16] -1137240.789 12 g'ggg bua 12 g
. : dy5
17| 742542598 > oeosl s 17 0
18] -524693.698 8 ol o 18 0
0. 1
19] -451139.24 S oa04| S, o 0
20| 287173334 T ] vy 20 0
21| -28356.758 T o| s 21 0
22| -72107.254 3
23 145723123 22 sl v3 > :
24|  -143062.76 2 rat - :
24 0.698 85 24 0
| | | | |
L4 L L4 L L4 L L4
71 L/\ A
deformacia
ol w1=0 W2 w3 Wa ws=0
oimonaosy @W'] @WZ (pw3 @W4 @WS
v1=0 V2 V3 Va vs=0
kolmonaosz ., @v2 Yv3 Yva @vs
krateni V1=0 Va2 Us Ua Us=0
skrutenie @01 P02 Y3 Qo4 Qo5



1. vlastny tvar vyboc¢enia zodpoveda vybodeniu kolmo na os symetrie prierezu pri
sucasnom skruteni:

Aproximacény polyném:

2
W) = Wy + X + (3 W — gL — 24y L 3-wb).x—2 + (bl - 2Wg + gy L+ 2wp)
L
Dosadenie uz znamych uzlovych deformacii z prislusného vektora deformacii ¢ ,:
X2
vi(x):= |0+384 X+ (387 -89 -Ly—-287 -Ly—-30)y— .. if x<L
1() 1 ( 1,0 %14 154 )LZ 4
4

'_w |><0°

3
X

+(6q -Lpy-—26 +d87 -Ly+ 20
(111 4 1" "4 ) 3
Ly
1) +8q (x-=1Ly) .. if Ly<x<2L
110 111( 4) 4 4
2
(X—L4)

—8y Ly—28] Ly-38) ) .
113 4 111 4 110) 2

+(3-8
( 11 L
4

3
+(8q Ly—281 +87 Ly+28 (Gl
(113 4T Ty 110) L3

4

81,,* 8113-(x— 2:Ly) - if 2L, <x<3l4
(x - 2-|_4)2

— 84 Ly —284 Lyp-3864 \—
154 1374 112) 2
Lg

(x—z.L4)3
+(84 ‘Lp-20 +06q ‘Lp+26 —_—
(115 4 lig " "1z 112) L3

4

81, +81 (x-3Ly) .- if 3Ly <x<4l,

14 s
2
(X—3L4)
+(30-8; Ly—28y Ly—38; \—m—m = ..
( lig 4 "5 4 114) 2
Ly
(x-3Ly)°
+(87 Ly-20+87 -Ly+28; \— 2
(116 4 154 114) K
4

Vyboc&enie kolmo na os symetrie 0
v ramci priestorového tvaru
vyboc&enia:

V1(X)-0.05[~ -




Dosadenie uz znamych uzlovych deformacii z prislusného vektora deformacii ¢, do

aproximacného polyndmu definovanom na podoblasti elementov:

2
X

vi(X)= |0+8; x+(38; —8; Lyg—28; -Ly-30)— .. if x<L
1) L7 ( lig 1o 4 1774 )Lz 4
4
3

X

+(87 Lg—287 +8q -Lyp+20)—
(119 4 ligm g 4 ) 3

81 + 8119(X — L4) if L4 <X < 2L4

+(87 Lg—287 +8q ‘Lpg+28; )
(121 4 1" "o 4 118)

81, +81 (x—2Ly) .. if 2Ly <x<3Ly

20 21

+(38) —8q Lyp—287 Ly-338; )
( 1y Tlpz 4 1y 4 l20) L2
4

(x - 2-|_4)3

(89 Lp—287 +87 Ly+287 )
(123 4 1oy 7 Plpy 4 120) L3
4

+81

22 23.

(x - 3-|_4)2

+(30-81 Ly—287 -Lp—38;
( 1oy ™4 1374 122) L2
4

(x-31L,)°

3

+(8) Lyg—20+08; Lg+287 )
(124 4 134 122) L
4

Priebeh skrutenia v ramci priestorového tvaru vybocenia:

v1(¥)-05- .




2. vlastny tvar vyboc€enia zodpoveda vyboceniu v rovine symetrie:
Aproximacny polyném:
2
W(X) i= W + X + (3-Wg — gL — 2:0p-L - 3-wb).x—2 + (Dol — 2w + gL + 2-wp)-
L

'_o.) |><00

2
X .
Wo(x) = [0+ 8, x+ (3-82 — 8y Lg— 28y Ly~ 3-0).— if x <Ly
1 2“3 1 2
Ly
3
+<52 Ly =28y +8y Lyt 2.0)-—
3 2 4 3
Ly

5, + 823~(x —Ly) - if Ly<x<2ly

2

+(3:85 =8y -Ly—285 -Ly—38, )
( 2, %2, ta 2,4 22) ]
4

3
X—L4)
+(089 -Ly—289 +069 -Ly+28, )
(25 4 24 23 4 22) L3
4

8, 625-(x - 2Ly) .. if 2Ly <x<3L,

(x - 2Ly)°

2

+(38) — 8o -Ly— 289 -Ly— 385 )
( 2, = 82,14 2.4 24)
Ly

x—2Ly)°

3

+ (5274_4 - 2-526 + 625-L4 + 2.524)-
L
4

8o, + 827-(x— 3-Ly) - if 3Ly <x<4l,

+(30=8, Ly 28, -Ly— 385 )
( 254 2,4 26) 2
4
3
X —3-L
(x-3Ly)

+(09 -Ly—20+4+39 -Ly+ 235 )
(28 4 2,74 26) 3

L . [ X
4 Wexact(X) = —sm(T)

-15
0



PRILOHA 4

PROGRAM NA VYPOCET KRITICKYCH OSOVYCH SiL NA ZAKLADE MKP
PRUTOVYM MODELOM VO VBA PRE EXCEL — UZIVATEESKE PROSTREDIE



R T e O = L

36

E | ¢ | Do | E | F | 5 | H J | w | L | m | N | o | P | o | R | =&
VSTUPY- PRIEREZOVE CHARAKTERISTIKY, DLZKA A DELENIE PRUTA: POZNAMKY:
L= 11]m E=] 210000000)kFa Ely= BA977 &7 Watupné hodnoty
n= 10ypocet el 5=| B07EY231|kFPa Elz= 1520596 07 Wiysledky
Le= 1,1 m L= 0.3 Weetky 4 sobory programu sa musia nachadzat v ChFroghkPstabProtab
ly=] 3 0942E-04)m*4 y5= Ofm lt=] 1,23/330E-05)m"4 FPri zmene "n" alebo "m" treba zmenit' pole vykreslovanych dat pre wykreslenie v grafoch.
lz=] ¥ 2427E-04)m*4 zz=| 0,13613%|m lea=| 7 4947 70E-06|m"G Waetkych B okrajovych pomienok musi byt zadanych ako "K", ™" "P" alebo "0"
A= 0,032 m*2 5= 0 2254594 m Git=] 999 3519231 Wzhladom na to, Ze je pouZity kubicky aproximacny polynam, pre wystihnutie zloZitejgich
15 2=| 0 0505565 m™ Elw= 15739017 vlastnych tvaray a vacEiu presnost |e potrebné zvalit wacsi pofet elementoy
VYPOCET:
1) “vmaz wstupy 3) Dopocita wvstupy ‘ 6) LIréi isla eliminaci ‘ 10) Importu] ¥lastne tvary a cisla 12]_' Vid dole
2) 4 Zostav matice klel, kZel, K1 5 k2 ‘ 7 Apliku] OF na matice A a B ‘ 1) Aplikul OF navlastné tvary

Yurmaz wysledky

VSTUPY- DHR%J{}UE FODMIENKY:
[(k=klb, vW=votknutie O=valny koniec P=posuvneé votknutie)

3

Zostrop matice A a B

okraj prita | LAWY | PRAWY
ohyb okolo oSl Y-y W
osi prierezu|  0s1 Z-2 F
kritenie -1 b

Cikrajove podmienky v kniteni:

K
=0

-—

v

w=1=0

=0

-—

UL

8) Latvor Excel(pn zatvarani ulozit zmeny) a potam Otvor prilozeny MathCAD subor
9) Spocita) MathCAD subor az dokonca a zatvor(pn zatvarani netreba ulozit zmeny)

Focet adstranenych

fiadkov a stipcov

Z titulu aplikovania OF.

Fostup: 1) %ymazat vstupy

Y- 4
L7 3
-1 3
= 10
Wi 1
Eu b 2
W 21
P e 22
Yh 23
E b 24
Ve
Py.e 44
T 45
G b
Te b5
e BB

)

2 %ymazat matice (pred wymazavanim ponechat’ zadané "n" z predoglého wypactu)
3) fadat nowé wstupy (len Zlte bunky) + dopocitat’ ostatne vstupy od nich zavislé
4) Lostavit’ matice klel, kZel, K1, K2
5 Zostavit’ matice A a B
B) Wypisat cisla eliminacii
71 Aplikovat okrajové podmienky na matice A& a B

8) fatvorit’ Excel sdbor (uloZit’ zmeny) a otvort’ priloZeny MathCAD sibar

9) Spocitat' worksheet aZ dokonca a zatvort MathCAD sdbor (netreba uloZit’ zmeny )
10 Otwrarit’ Excel subar + Importavat' vlastné tvary a cisla

11

) Aplikovat’ OF na wlastne tvary
12) Wypisat krticke sily pre jednotlive tvary
)

13) Ladat’ poradové Cislo poZadovangho vl tvaru do bunky Edb a wykreslit

— . | . |
M4 4 » M wstupy Jklel kel FK1AKZ A8 AR AR AR £ rozmery & B £ wicisla £ Wikvary £ wl.tvary. 0P 4 Bazfunkcie £ | ¢



A | B | ¢ D | E | G | H J | k | L | WM | W | O | P | @ | R | 5 | T
35 VYSLEDKY: DE‘j
34 riticka sila pre prey vlastny tvar; 12 e e . B 1
a0 pﬂcf’rﬁi“: 'i'f1931,4?3 kN ) Yypis kriticke sily E 2
41 poradie | Ner [kN] o 3; ''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''
2 D) ykresli viastny tvar s por. & [E46] & wpis prisl, Ner N e _E e
E m= delenie na elemente pre wykreslenie: 100 d| 2473734 == A
45| 4| 2088983 Q D
46 | Viastng tvar gislo: 49 s| 1723800 -
A Frislusne vlastne cislo- kriticka sila: | -11981,5]kM k| 1413887 S
43 ‘Wlastné tvary - defarmacie 11981 5 71 1144576 0 ' ' ' '
49 [ s0r X [m]|kolmov-¥] kolmo Z-Z | skritenie a| 930484 . 4 6 d 10 12
&0 i i 0 0 9| 749552
51 0ot 0 23286E06 -0001651 10| 537005
52| 0022 0 93024E-06 -00033016 11| 448274 1.2
53| 0033 0 2093E-05 -00049516 12| 353263 N
54| 0044 0 37208E-05 -0,0066011 13| 261785 ©
5| 0085 0 58137E05 -0,0082498 14| 193642 p
56| 0BG 0 83716E-05 -0,0098379 15| 21208 =
AT 0 000011395 -0,0115452 16| 43408 S
58| 0pnes 0 000014882 00131917 17| 88072 =
59| 0099 0 000018835 -0,0148373 18] 129091 o
B0 0,11 0 000023253 -00164519 19] 12472813 <
61| 0121 0 000028136 -00181256 20 11379829
62| 0,132 0 000033483 -0,0197632 21| 9905207
B3| 0,143 0 000039296 -0,0214096 22| B3B2172
64| 0,154 0 000045573 -0,0230499 23| 913845 L .
65| 0,165 0 000052315 -0,0246339 24| 566BS10
BB 0,176 0 000059522 -00263267 25| 4602701 0.1
67| 0,187 0 000067194 -0,0279631 26| 3735463 a0s -
68| 0,198 0 000075331 -0,029593 27| 3019015 '
69| 0209 0 000033932 -00312315 28| 2166695 o L
70 0,22 0 000092995 -00328635 29| 1830217 = s |
71| 0231 0 000102529 -0,0344939 30| 1459043 @
72| 0242 0 000112524 00361226 3| 1402840 = L B N R
73| 0283 0 000122984 -003774% 32| 1329246 S 015 oo N
74| 0264 0 000133909 -0,0393749 33| 1190853 0 -
75| 0275 0 000145293 -0,0409933 34| 1076563 Bt R, N
FB| 0286 0 000157152 00426198 35| 1012553 T .
77| 0297 0 000169471 -0,0442394 | 855906 '
78| 07308 0 000182254 -0045857 37| 7amoz7 0.3
79 0,319 0 000195502 -00474726 3l 702608 n "

M4 r Mhwstupy Skiel Sk2el SR AK2 S8 AB AR AB 4 rozmery ATBT 4 Wicisla 4 Witwary £ W tvary OP ¢ Bazfunkcie /




PRILOHA 5

PRIKLAD VYPOCTU VZPERNEJ ODOLNOSTI HLINIKOVEHO PRUTA S POZDLZNYM
ZVAROM

PRIKLAD VYPOCTU VZPERNEJ ODOLNOSTI HLINIKOVEHO PRUTA S PRIECNYM
ZVAROM



Vypodet odolnosti pruta z hlinikovej zliatiny s pozdiznymi zvarmi podfa
EN 1999-1-1 (marec 2007) [11] a oprav podfa Tab. 4.1

Rozmery prierezu:

b b
b := 70mm ty = 1.9mm haz i | i haz
MIG zvar

Material : ‘ ]
EN-AW 6063 heat treated T66
- zliatina tepelne spracovana: tW

fo == 200MPa f, == 245MPa Tab. 3.2b [11] a

3
fo haz = 75MPa f, haz = 130MPa y +=
Vzperna krivka: BC .= "A" BC = buckling class
HAZ 7
Zvarany profil: welds := "with" b
E := 70000MPa &= 27000MPa 3.2.5 (1) [11]

Dizka a okrajové podmienky:

L := 3000mm
NW

ky =1 Lcr.y = ky~L Lcr.y =3m

Prierezové charakteristiky:

2

Ai=bty2 + (b _ z'tw)'tw'z A = 517.56 mm

1 4 5 4
|y = —.p" - E(b _ 2'tw) |y =4.004 x 10" mm

Ly |z

Z integralneho vztahu pre tenkostenné profily:

1
ly = J 2(s)%t(s) ds

S

AN TSSO R

Stihlost steny: by :=b-2t, by, =662mm

BW =

_ [250MPa
A= fy e =1.118 Tab. 6.2 [11]

By = 34.842 6.1.4.3 (1) a) [11]

SP




B1w:= |11-¢e if BC="A" A welds = "without"
9¢ if BC ="A" A welds = "with"
13-¢ if BC = "B" A welds = "without"
10¢ if BC = "B" A welds = "with"

By = 10.062

Baw:= |22:¢ if BC="A" A welds = "without"
18¢ if BC = "A" A welds = "with"
18-¢ if BC = "B" A welds = "without"
15¢ if BC = "B" A welds = "with"

B3 = 20.125
Prierez je triedy : class,, = "4"

Cq:= [32 if BC="A" A welds = "without"
29 if BC ="A" A welds = "with"
29 if BC ="B" A welds = "without"
25 if BC = "B" A welds = "with"

1 if By < Bgy

p otherwise

Bow:= |16-¢ if BC="A" A welds = "without"
13¢ if BC = "A" A welds = "with"
16.5-¢ if BC = "B" A welds = "without"
13.5¢ if BC = "B" A welds = "with"

By = 14.534

classy, == ["1" if By, <B1w
20t By <Bw<PBow
"3 Bow <Bw=Paw

"4 if By <Bw

Tab. 6.2 [11]

Cyp:= [220 if BC="A" A welds = "without"
198 if BC = "A" A welds = "with"
198 if BC = "B" A welds = "without"
150 if BC ="B" A welds = "with"

Cy =198

Efektivne charakteristiky prierezu z titulu lokalnej straty stability:

teff.w = Pctw

Aeff.buckling = AP

Tab. 6.3 [11]
(6.12) [11]
(6.11) [11]
pc = 0.727
toffyy = 1-381mm 6.1.5 [11]

2
Aeff. buckling = 376-107 mm

Zohladnenie oslabenia materialu z titulu pozdiZnych zvarov v teplom ovplyvnenej oblasti - HAZ

(heat-affected zone):

Ovplyvnena Sirka pre MIG: bhaz == [20mm
30mm
35mm
40mm

. fo.haz

Redukény faktor pre HAZ: Pohaz = f—

0

if tyy < 6mm

otherwise

Po.haz

6.1.6.3 (3) [11]

if 6mm < ty < 12mm

if 12mm < ty < 25mm

bhaz =20mm

= 0.375 (6.13) [11]



V oblasti HAZ, ktora spada do triedy 4

plati mensi z redukénych faktorov:

min(pg.Po haz) = 0375

6.2.5.2 (2) ¢) [11]

Vypocet efektivnej plochy prierezu s ohfadom na lokalnu stratu stability aj na maknutie v HAZ:

Aetf = bty 2:pc + (b = 2ty = 2:bpay )ty 2-p¢ + 4-bhaz~tw~min(pc,polhaz)

Navrhova odolnost prierezu:

Kriticka sila:

Pomerna stihlost:

Vypocet sucinitela vzperu:

Afs = 322.65mm”
fO YTM1 = 1.1
Ne.Rd = Aeff ——
TM1
2
T -E-Iy
N =
cr- 5
L
cry
Aeff'fo
kp =
Ner
a:= |02 if BC="A"
0.32 if BC="B"
a=02
=05 |:l A A A 2}
0= 05{1+o(hp — o) + 2p
, 1
N RN
¢+ d) - 7"p
7 = min(y’, 1)

Faktor k pre pruty s pozdiznymi zvarmi:

A = 517.56 mm2

kg« |1 if Ap<02

05-1, 1.4(1—x
1+ 0.04 (4-xp) - 0.22:4, otherwise
kp if BC="A"
Kpg if BC="B"
fo
Navrhové odolnost pruta Np.Rd.w = KX Aeff——
s pozdiznymi zvarmi: o YM1

Ahaz = 4-bhaztw

A - Al 13(12
1 1

kpel-|1-—|10 P-l005+01— | (7]
A A) P

Ap=A- Ahaz'(l - po.haz)

6.3.1.1 (2) [11] s opravou

podfla Tab. 4.1
Ng R = 58.664kN  (6.22) [11]
Ny = 30.709kN
hp = 1.45 (6.51) [11]
Ag:= |01 if BC="A"

0 if BC="B"
Ag=01 Tab. 6.6 [11]
¢ = 1.686
x' = 0.393 (6.50) [11]
x = 0.393

2

Aq = 42256 mm

Tab. 6.5 [11]

BC = "A"

x = 0.888

(6.49) [11]

Np Rd.w = 20.451kN




Vypocet odolnosti pruta z hlinikovej zliatiny podfa EN 1999-1-1 (marec 2007)
[11] s prie€nym zvarom v mieste X od inflexneho bodu

Rozmery prierezu:

b := 70mm ty = 1.9mm

Material :
EN-AW 6063 heat treated T66
- zliatina tepelne spracovana:

fo := 200MPa fu = 245MPa Tab. 3.2b [11]
fo haz = 75MPa f, haz = 130MPa

Vzperna krivka: BC .= "A" BC = buckling class
Zvérany profil: welds := "with" 6.1.4.4 (3) [11]

Na prute sa nenachadzaju prie€ne vystuhy.
E := 70000MPa AQN:: 27000MPa 3.2.5 (1) [11]
Dizka a okrajové podmienky:

L := 2000mm k, =07 .=k, L l.=14m
NW C C

Prie€ny zvar sa nachadza v strede pruta.

Poloha prieéneho zvaru vzhladom na inflexny bod
vlastného tvaru vybocenia:

Xg = 0.5L
Prierezové charakteristiky:
2
A= btys2 + (b _ 2.tW).tW.2 A =517.56 mm
1 4 1 4 5 4
|y - E.b _ E(b _ 2'tw) |y =4.004 x 10" mm
Z integralneho vztahu pre tenkostenné profily:
3 2
b-t b-t
w| 12 w
dy= tw 4-( > j 3 + 2 ( > j -(b—tw)
Stihlost steny: by:=b-2t, by =66.2mm B =
wT

_ [250MPa
A= ) e =1118 Tab. 6.2 [11]

I, =4 x 105mm

SP

-
tw
%
y =l
BN
L
~ N
, b ,
A 7
~— |
|
oA
o
v
2 o
_I N
()]
52

7|

1
ly = J 2(s)%t(s) ds

S

4

By =34842  6.1.4.3(1)a)[11]



B1w:= |11-¢e if BC="A" A welds = "without"
9¢ if BC ="A" A welds = "with"
13-¢ if BC = "B" A welds = "without"
10¢ if BC = "B" A welds = "with"

By = 10.062

Baw:= |22:¢ if BC="A" A welds = "without"
18¢ if BC = "A" A welds = "with"
18-¢ if BC = "B" A welds = "without"
15¢ if BC = "B" A welds = "with"

B3y = 20.125

Prierez je triedy : class,, = "4"

if BC ="A" A welds = "without"

= |16-¢ if BC ="A" A welds = "without"

13¢ if BC = "A" A welds = "with"

"B" A welds = "without"

13.5¢ if BC = "B" A welds = "with"

Bow =
16.5-¢ if BC=
Bo = 14.534
classy, == ["1" if By, <B1w

Cy:= [220 if BC="A"

"2 0 Byw < Bw =Pow
"3t Bow <Pw=PBaw

"4 if By <Bw

Tab. 6.2 [11]

A welds = "without"

29 if BC ="A" A welds = "with" 198 if BC = "A" A welds = "with"
29 if BC ="B" A welds = "without" 198 if BC = "B" A welds = "without"
25 if BC = "B" A welds = "with" 150 if BC ="B" A welds = "with"
C1=29 Cp=198 Tab. 6.3 [11]
C1 C2
Pe= |p e — -
c Buy 5
- Bw (6.12) [11]
. A
€
1 if < (6.11) [11]
Pw=Paw pe = 0.727
p otherwise
Efektivne c.harakteristik.y teffw = Pt teffy = 1.381mm 6.1.5 [11]
prierezu z titulu lokalnej 5
straty stability: Aggs = Apg A = 376.107 mm
2
- ) ﬂ: 'E~|y
Kriticka sila: Ner = . Ngp = 141.009 kN
le
f
Pomerna Stihlost: A = Pef To Ap =073 (6.51) [11]
p Ner p
Vypocet sucinitela vzperu: o := |0.2 if BC = "A" o= |01 if BC="A"
0.32 if BC="B" 0 if BC="B"
a =02 Ao=0.1 Tab. 6.6 [11]
2
b= 0.5-[1 + a-(xp - xo) + g } b= 0.83



o 1

L= R o = 0817 (6.50) [11]
d) + d) - 7"p

v == min(y',1) y = 0.817

Navrhova odolnost pruta uréena ako pre prut bez prie€neho zvaru (vyjadrena vzhladom na rez v strede
vzpernej dizky pruta):

k=1 6.3.1.1 (2) [11] s doplfiujucou poznamkou 1 z Tab. 4.1
fo
Np.Rd.s = K'X'Aeff'y_Ml Np Rd.s = 55-89 kN (6.49) [11]

Vypocet odolnosti pruta s prie€nym zvarom (vyjadrenej vzhlfadom na rez v mieste prie€neho zvaru):

f
. u.haz
Redukény faktor: = = 0.531 6.1.6.2 (1) [11]
Pu.haz f Pu.haz
f, M2 = 1.25 6.1.3 [11]
Pu.haz’
. M2
0'g = T f, ©(=0572 op= min(l,m‘o) (6.67) [11]
M1 wqg = 0.572
Upravena pomerna Stihlost’: Maz = 7‘p' [@0 Ahaz = 0.552 6.3.3.3 (3) [11]
05 [1 N N N 2} 6.3.1.2 [11] so zohladnenim
Ppaz = 051 + 0"( haz ~ 0) + Maz pridanej poznamky (5) podla
Tab. 4.1
Ppaz = 0.698
Sucinitel vzperu vyjadreny — 1
pre upraveny pomerny Xhaz = 2 *'haz = 0-89 (6.50) [11]
Stihlost : d)haz + ¢haz — xhaz
Xhaz = min(xlhaz’l) Xhaz = 0-89
Zohladnenie polohy ®q
prie€neho zvaru a Oy = oy = 0.586 (6.65) [11]
zniZenej pevnosti: | %
Xhaz + (1 - Xhaz)-Sln TE~I—
c
K= Oy 6.3.1.1 (2) [11]

Navrhova odolnost pruta s ohfadom na priecny zvar v mieste xg od inflexného bodu:

f
0
Nb.Rd.w = K'Xhaz'Aeff'y_Ml Np.Rd.w = 35-653kN (6.49) [11]

Celkova odolnost pruta Np Rd = min(Nb.Rd.s’ Nb.Rd.w) |Nb.Rd = 35.653 kN|




PRILOHA 6

RIESENIE VLASTNYCH TVAROV A CISIEL PRUTA S PREMENNYM PRIEREZOM A
S NEKONSTANTNOU OSOVOVOU SILOU DIFERENCNOU METODOU A OVERENIE
(5.8) AK PLATI (5.5)

RIESENIE PRIDAVNEHO PRIEHYBU TLACENEHO PRUTA S PREMENNYM
PRIEREZOM A S IMPERFEKCIOU V TVARE PARABOLY



Program na vypocet vlastnych tvarov a vlastnych Cisel rieSenia dif. rovnice
rovnovahy idealneho pruta s premennym prierezom a premennou 0Sovou
silou. Program na vypocet priehybu skutoéného pruta so zaCiato¢nou
imperfekciou a overenie vlastnosti pridavného priehybu pruta

ak za zacCiato¢nu imperfekciu zvolime vlastny tvar pruta.

Diferencialna rovnica rovnovahy idealneho pruta:

d2

2

2
d d d d _
—{—Ely(x)-yw(x)] + &N(x) -&W(X) + N(x)-—zw(x) =0

dx dx
Dizka pruta: - m
P A= 10 [m] ORIGIN =0
Pocet elementov: Pe := 500
Pocet rovnic: ni=pe-1 n = 499 0
) L 0 0
Dizka kroku: Iy = Iy = 0.02 1] 0.02
n+1 2| 004
. 3| o0.06
Celkovy = (_)r: 1 _|4| o0.08
vektor uzlov: u, = Mk XTI oq
Celkovy 6| 0.12
pocet uzlov: n+2=>501 7| 0.14
. . . . 8 0.16
Zadefinovanie premenného prierezu: o o018
t:= 0.02 [m] 10[ 0.2
ah =0.1 ab =0.1
by, := 0.01 by, := 0.04
h = ap + bp-(i-)° IM b= a + by-i-ly, [m]
i ah+ h(l k) i ab+ b~|~ k
15 0.6

0.005[—

[m?]

Xu [m]

* Neq(x=0)

100

L=10m

1,.3 1 3
I, =|—bh” = —-(b-1t)(h -2t
y [12 12( )-( )

6

I, =6.893x 10 [m?4]
Yo
-3 4

I =7.818x 10 ~ [m4]
yn+1
ly .

M 1134x 10°

|yo



0 0 0 0
0 0 0 0.1 0 0.1 0 6.893:10-6
1 0.02 1 0.1 1 0.101 1 6.946:-10-6
2| 0.04 2| 0.10002 2| 0.102 2 7.001-10-6
3| 0.06 3| 0.10004 3| 0.102 3 7.057-10-6
x, =4l 008f [y p_[4] 010006]mpy p_[4] 0103] gy I = 4] 7014106] A
5 0.1 5 0.1001 5] 0.104 5 7.173-10-6
6| 0.12 6| 0.10014 6| 0.105 6 7.234-10-6
7( 0.14 7 0.1002 7| 0.106 7 7.296:10-6
8| 0.16 8| 0.10026 8| 0.106 8 7.36-10-6
9( 0.18 9( 0.10032 9| 0.107 9 7.425-10-6
10 0.2 10 0.1004 10| 0.108 10 7.493:10-6
Zadefinovanie premennej osovej sily: osx:  0OS:= |forie0.n-1
OSi « 0
N; := -800 Ny := 20 Ng = 2
2 0Ss
N= _(Nl + No-x, + Ng-x, ) -
dNgy = —(N2 + 2-N3-xu) 0 800
1] 799.599
2| 799.197
[kN] 1000 | 20 3| 798793
. N = 4| 798.387 [kNI
N 5| 797.98 0
— 5001 —1-40 dNgy 6| 797.571 0 220
_??__ 7 797.161 1 -20.08
8| 796.749 2 -20.16
| 9| 796.335 3 -20.24
0 60
0 5 10 10 795.92 deX _| 4 -20.32
x 5 -20.4
m
N, =800 [kN] u [m] N, ., =400 [kN] 6 | 2048
* 7 | -2056
8 -20.64
E := 210000000[kPa] 0
Zadanie okrajovych podmienok: 10 -20.8
ak je na zaciatku kib potom OP,=-1 ak votknutie potom OP,=1 OP;:=-
na konci kib potom OP,=-1 ak votknutie potom OP, =1 OP) =
ORIGIN =1 n =499
MWWWWWWA
Matica zohladriujuca okrajové podmienky:
p=1.n r=1.n
M =0
El.opp’Ir
1 1 2
MEI.opl 1:: E'Iyl'_4 OP, IV'El.op =1 -9.048109 0
’ Ik 2 0 0
1
M =|El, -— |OP L 2
El.op, Yneo | 4 k Mel.op =[1 | -9.048109 0
k 2 0 0




Poznamka:

Cleny v argumentoch matic maju posunuté indexy o "+1" v porovnani so vztahom (5.27) vzhladom
na to, ze pri definovani vektorov Iy, N a dN, bolo ORIGIN=0 a teraz je predefinovane na ORIGIN=1.

Matica podra (5.31):

Matica podra (5.29): M= |for iel.n
Mg = |for iel.n for jel.n
for jel.n M, Ni+1'__ i i= ]
E-l, +4El, +El, -] 12
Yi Yira Yieo K
Mi j<— if i=]j 1
’ 4 ..
Ik i+1~l—2 Ifl—j—l
—2-El, -2EI k
Yit1 Yier .
ifi=j-1 T .
4 N -— ifi=j+1
I i+l 5
Ik
E-l .
Yivo 0 otherwise
ifi=j-2
| M
k
-2-El,, — 2:E-l
Yi Yier
) ifi=j+1
Ik Matica podra (5.30):
E"yi Mgn = | for iel.n
4 ifi=j+2 for jel.n
Ik
. M. .« [dN — ifi=j-1
0 otherwise i X1 2.) !
M
N — ifi=j+1
1 2 3 4 dXi+1 2-1
M an: = L 0 -502 0 0 0 otherwise
dN =12 504 0 -504 0
3 0| 506 0| -506 M
4 0 0 508 0 .
MN =M N + MdN
Aplikovanie okrajovych podmienok: Mg = Mg| + Mg op
1 2 3 4 5 6
1 4.566-1010( -3.661-1010 9.188:109 0 0 0
2| -3.661-1010 5.513-1010 -3.69-1010 9.262-109 0 0
ME| =13 9.188-109 -3.69-1010 5.557-1010 -3.72-1010 9.337-109 0
4 0 9.262-109 -3.72-1010 5.603-1010 -3.75-1010 9.415-109
5 0 0 9.337:109 -3.75-1010 5.649-1010 [ -3.782-1010
6 0 0 0| 9415109| -3.782:1010| 5.697-1010
1 2 3 4 5 6
1 -3.998:106 1.998-106 0 0 0 0
2 1.998-106 | -3.996:106 1.997-106 0 0 0
MN— 3 0 1.997-106 | -3.994:-106 1.996-106 0 0
4 0 0 1.996-106 | -3.992:106 1.995-106 0
5 0 0 0 1.995-106 -3.99-106 1.994:-106
6 0 0 0 0 1.994-106 | -3.988:106




RieSenie zovseobecneného problému vlastnych Cisel a vlastnych vektorov matic M a My :

ORIGIN := 0
NNV

Vlastné vektory n su Vlastné Cisla o, st jednotlivé
jednotlivé stipce matice Mn: argumenty vektora « :
M, = genvecs(ME|,MN) o= genvals(ME|,MN)
422 423 424 425 426 427 428
0 0.025 0.017 -0.026 0.022 0.029 -0.026 -0.032
1 0.05 0.034 -0.052 0.044 0.058 -0.052 -0.063
2 0.075 0.051 -0.077 0.065 0.085 -0.076 -0.093
M. = 3 0.1 0.067 -0.102 0.085 0.111 -0.098 -0.119
n 4 0.125 0.083 -0.127 0.105 0.136 -0.117 -0.142
5 0.149 0.099 -0.15 0.122 0.158 -0.134 -0.16
6 0.174 0.115 -0.173 0.139 0.178 -0.146 -0.174
7 0.198 0.13 -0.194 0.153 0.195 -0.155 -0.182
8 0.223 0.144 -0.215 0.166 0.209 -0.16 -0.186
(xT _ 422 423 424 425 426 427 428
0 -5.473 -16.407 -32.798 -54.761 -82.232 -115.265 -153.806

Pre kazdy vlastny vektor a jemu prisluchajice viastné Cislo plati:

MEI'ncri = O‘cri'MN'ncri

ORIGIN := 0
NNV

Koeficient rozdvojenia rovnovahy a jeho poloha vo vektore vlastnych Cisel:
ogri= |ogps« |for ie0.n-1 oree for icO.n—1
o'j « |aj .
< o it o] = Jagl
o

%min.abs < min(o‘abs)
i« forie0.n-1
Pif |°‘i| = %min.abs

_O‘min.abs if aj < 0

% min.abs otherwise

cr= 422

Oer = -5.4734

Oer+1 = -16.4071
ocr+2 = —32.8

Koeficient rozdvojenia rovnovahy
vypocitany v programe 1Q100:

Otcr_lQloo = 5.4737

%er1Q100 ~ |°‘cr|

ot

—4785% 10" %

Prvé 4 vlastné tvary a doplnenie krajnych uzlov, v ktorych je hodnota priehybu nulova:

Nerg= |foried.n+1 Negro = |forie0.n+1
ni«< |0 ifi=n+1vi=0 ni«< |0 ifi=n+1vi=0
M otherwise M otherwise
ni—l,cr T]i—l,cr+1
n n
Ner3= |forie0.n+1 Nerg = |foried.n+1

ni«< |0 ifi=n+1vi=0

M otherwise
n i-1,cr+2

ni«< |0 ifi=n+1vi=0

M otherwise
n i-1,cr+3



Prvé 2 vlastné tvary s pridanymi krajnymi uzlami nachadzajicimi sa mimo pruta podla okrajovych

podmienok: .
Neroy = |forie0.n+3
. i« ifi=0AO0OP,=1
Neriy= |forie0.n+3 i T]Cr.2i+1 NEPg
j < ifi=0A0P,=1 — if iz0AOP. = -1
i Ner.1, 4 z Ner.2,, ~ OP,
_ncr.li+1 if i:O/\OPZ:—l Ner.2 if i:n+3AOPk:1
n
ncr.ln if i=n+3A0P =1 _ncr.Zn if i=n+3A0P, =-1
MNerq Fi=n+3A0P =-1 0Oifi=n+2vi=1
n
. . otherwise
0 ifi=n+2vi=1 ncr'2i—1
Ner 1. . otherwise n
1
n
0 0 0
0 0 0 0 0 -0.025
1 0.025 1 0.017 1 0
2 0.05 2 0.034 2 0.025
3 0.075 3 0.051 3 0.05
_| 4 0.1 _| 4 0.067 _| 4] 0075
Mer.l - XS Mer.2 E 0.083 Mer.1.u = X
6 0.149 6 0.099 6 0.125
7 0.174 7 0.115 7 0.149
8 0.198 8 0.13 8 0.174
9 0.223 9 0.144 9 0.198
10 0.247 10 0.158 10 0.223
1 |
Ner.1
0.5~ ]
Ner.2
Ner.3 0
Ner.4
0S —0.5[ I
AN
-1 N £ |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1.vlastny tvar vypocitany v programe 1Q100: *u

Enickiigur [Systemknicken]:
Werzweigungslastfaktoren:

NII [Momalkraite nach Theorie II. Ordnung): emgegebene NII

System C o ATIT




Tvary ohybovych momentov pre prvé 2 vlastné tvary:

ncr.l.ui - 2"1cr.1.ui+1 + ncr.l.ui+2

I’

ncr.2.ui - 2"1cr.2.ui+1 + ncr.2.ui+2

M = for ie0..n+1
Mi<——E-Iyi~

M
M, = for ie0..n+1
Mi<——E-Iyi~

M

MaxM := max(max(M ), max(My))

I’

MinM := min(min(M ), min(M))

2.10%
My
My

0s 0

0

84.3367

168.5172

252.442

336.0136

419.1367

501.7185

583.6683

664.8982

Olo|N|[oja|Bh|W|IN|[=|O

745.3226

—_
o

824.8589

0

273.2215

545.34852

815.41865

1.08249-103

1.34566-103

1.60405-103

1.8568:103

2.10311-103

Olo|N|[oja|Bh|W|IN|[=|O

2.3422-103

—_
o

2.57335-103

Vypocet priehybu skuto€ného pruta so za€iatoénou imperfekciou diferenénou metdd:
a overenie dvoch vlastnosti uvedenych v €asti 5.1 (overenie (5.8) ak plati (5.5))

Diferencialna rovnica rovnovahy skutooného prita s nekonstantnym prierezom a osovou silou:

2 2
d —Ely(x)~d—2w(x)
dx dx

d2
—| —EIl,,(X)-—=W(X)
dx2 y dx2

Prutu z prvej €asti vypoctu je zadefinovana pociatocna imperfekcia v tvare priebehu

C-nasobku jeho 1. vlastného tvaru:

C:=05
NW

ng:= [forie0..n+3

o, < CMeruy,

"o

d d d
+ &N(x) (&W(X) + &WO(x)j

d d _
+ &N(x) ~&W(X) + N(X)~—2W(X) =

d2

dx

2

d d

dx _&

-0.025

0.025
0.05
0.075
0.1

Merdu =

albh|lw|IN|[=]|O

2
+NO) | -Lowx) + Loweo [ =0
dx

2

d d
N(x)&wo(x) - N(x)-—zwo(x)

dx

ORIGIN =0

0

-0.01252

0

no=

0.01252

0.02503

0.03751

ald|lwiN][=]|O

0.04996




Prva a druha derivacia priebehu imperfekcie:

n'g= |forie0.n+1 np:= |for ie0.n+1
- 2. +
no. . — M. o Moy 2o, T oy,
. i+2 i n"y. <
No <~ i 2
"o '
0 0 0 0
0 0.6259 0 0 0 800 0 -20
\ 1 0.6257 " 1 -0.029 1 799.599 1| -20.08
n'n = n'g = N = dNy, =
07172 0.6248 07173 -0.057 2 | 799.197 X~ 5 2016
3 0.6234 3 -0.085 3 798.793 3| -20.24
4 0.6214 4 -0.112 4 798.387 4 | -20.32
Prispdsobenie velkosti vektorov poctu rovnic:
ORIGIN =1
MWW
1 1
nIO.p =] for jel.n nl'O.p = [ for jel.n 1| 0626 1] -0.029
. . " " \ 2| 0625 " 2| -0.057
n .S Mo. n €< Mo. = =
0p; Oji1 0p; Oji1 MOPT BT 0623 "OPT [T 0085
\ " 4| 0621 4| -0112
n n
0p 0p 5[ 0619 5| -0.139
N,:= [ for jel..n dNgyp:= [for jel.n ! !
P P 1]799.599 1]-20.08
Np. < Niq Ngwp. < INaw. , _[2]799197| g\ _[2]2016
i J H p= dx.p =
3 | 798.793 3 [-20.24
Np dNgix p 4 | 798.387 4 [-20.32
5| 797.98 5| 204

Zostavenie matice (ktora je rovna suctu matic Mg, a My z prvej Casti vypoctu) pre sustavu rovnic:

M = ME|+ MN

Vektor pravych stran: 1
1 35.678
. e NLm® _|2 58.4
VPS := (~=dNgy 51'0.p ~ Np'0.p) M e
4 102.411
5| 123.642
1 2 3 4 5
1 4.565-1010 | -3.661-1010 9.188-109 0 0
2| -3.661-1010 5.513-1010 -3.69-1010 9.262-109 0
3 9.188-109 -3.69-1010 5.557-1010 -3.72-1010 9.337-109
4 0 9.262:109| -3.72:1010 | 5.602:1010 | -3.75-1010
5 0 0 9.337-109 | -3.75-1010 | 5.649:1010




RieSenie sustavy nehomogénnych rovnic:

wi=M 1-VPS

Vysledny priebeh pridavného priehybu:

ORIGIN:=0 w,
NV

Priebeh pridavného priehybu Worid a [

prid =

forie0.n+1

M-w = VPS

Wpr|d<— 0 ifi=n+1vi=0
1

Wprid

W.

i-1

rovna C-nasobku 1 vlastného tvaru n, 1 :

Worid =

|0ccr| -1

otherwise

1

2.798:10-3

5.594-10-3

8.385-10-3

0.011

glbh|lw|IN|=

0.014

0

0

2.798:10-3

5.594-10-3

Worid =

8.385:10-3

0.011

0.014

ojla|lh~|lwIN|=|O

0.017

j—nésobku zacCiatoCnej imperfekcie n , ktora je

ng = Cner g
0.15
7N
0075 / N -
Mo / ~ -
/ T~
0 | | T—— . ]
0 2 4 6 8 10
Xu
Overenie platnosti (5.8) ak plati (5.5):
1 1
w = o = 0.224 oo = ~5.4734
o~ 1 |°‘cr| 1
rozdiel := | w, L
= prld_n0'|a | ]
cr

0 0 0
0 0 0 0 0 0
1| 2798103 1| 2798103 1 [ 1.132:10-10
2 | 5594-10-3 2 | 5594-10-3 2 | 2.257-10-10
3 | 8.38510-3 3 | 8.38510-3 3 [ 3.39510-10
4 ooit] 1 |4 0.011 rozdiel = | 4 | 4524:10-10
5 0.014 0 |acr| -1 |5 0.014 5 | 5.661-10-10
6 0.017 6 0.017 6 | 6.78810-10
7 0.019 7 0.019 7 | 7.941-10-10
8 0.022 8 0.022 8 | 9.073-10-10
9 0.025 9 0.025 9 [ 1.024:10-9
10 0.028 10 0.028 10| 1.137:10-9




Program na rieSenie vlastnych tvarov a vlastnych hodnét rieSenia dif.

rovnice stability idealneho pruta s premennym prierezom a program
na vypocet pridavného priehybu skuto¢ného pruta so zaciatoCnou

imperfekciou a spojitym prie€nym zatazenim

Diferencialna rovnica rovnovahy idealneho pruta:

Pouzité jednotky: kN kPa m

d2 d2 q q d2 ORIGIN =0
—| —El,(X)-—=W(X) | + —N(X)-—w(X) + N(X)-—=w(x) =0
o et e e o F=400kN %
DiZka a pocet elementov: | = 12 [m] Pe := 600 ﬁ N
Pocet rovnic: n:=pg—1 n=599 5 ‘ 152
) L 0 0
Dizka kroku I = I = 0.02 [m] 1] 0.02 \
n+1 2| 004
i=0.n+1 3 006 |
Celkovy vektor uzlov: Xy, = il X, = 4] 008
i 5 0.1 ‘
o 6| 0.12
Celkovy pocet uzlov: n+2=:601 71 014 ‘
8| 0.16 g
Vypocet koeficientov funkcie paraboly 9| 0.18 Z ‘
definujucej premennu vysku prierezu: 10 0.2 é ‘
—
£
hgty == 0.272[m]  h) == 0.152[m] I(IT } 272 N
—
1l
10 0 hk ‘ —l
2
K=11 6 6 | vi:=|hg ‘
112 12 hye |
X
0.152 ‘
k := K_ l'Vk k = 0.04 ‘
3333x 10 °
Zadefinovanie premenného prierezu: ‘
tyi=0016 [M]  b:=02 [m  t,:=001 [m] ‘ 152
hoi=k + k(i) + koo(i-l ) U@
= Ko Ky (k) + (k) |
+ 1
1 .3 1 3 o
ly = [Eb-h - E.(b - tW)-(h - 2.tf)} e 1 &
Yt & =

A= [bh = (b= ty)(h - 2] | ‘




0 0 0 n+1
0 0.152 0 7.6-10-3 0| 3.117-10-5 =1
1] 0.152799 1 7.608-10-3 1] 3.155-10-5 Ay
2| 0.153595 2 7.616-10-3 2| 3.193-10-5 A
3| 0.154388 3 7.624-10-3 3| 3.231-10-5 _n -1
h = 41 0.155179 [m] A= 4 7.632-10-3 [m2] |y _|4 3.269-10-5 [m4] Al
5] 0.155967 5 7.64-10-3 5| 3.307-10-5 |
6| 0.156752 6 7.648-10-3 6 | 3.345-10-5 Yni1
7|1 0.157535 7 7.655-10-3 7| 3.384-10-5 I =1
8| 0.158315 8 7.663-10-3 8| 3.422:10-5 Yo
9| 0.159092 9 7.671-10-3 9| 3461-10-5 ly
10| 0.159867 10 7.679-10-3 10| 3.499-10-5 I_ =1
Y1
[m?] 0,009
A 0.008[ .
0.007 : 0 I |
2 10 0 5 10
X
Xu [m] u [m]
Zadefinovanie osove;j sily (v tomto priklade je osova sila konstantna):
Nq = 400 Ny :=0 N3:=0 0s X: 0
5 OS:= |for ie0.n-1 0| 400
N= (Nl + Np-x, + N3-x, ) 0S. < 0-i 1] 400
! 2| 400
dNgy = (N2 + 2~N3-xu) oS 3| 400
N = 4 400 [kN]
5| 400
[kN] 400 1 6| 400
Ny =400 [kN] 71 200
8| 400
N, =400 [kN] N
1 —200 0 de 9| 400
0S X 10| 400
E := 210000000[kPa] 0 ' p—
5 10
X
Zadanie okrajovych podmienok: u m]
ak je na zaciatku kib potom OP,=-1  ak votknutie potom OP,=1 OP;:=-
na konci kib potom OP,=-1  ak votknutie potom OP, =1 OP) = —
Matica zohladrujuca okrajové podmienky:
ORIGIN =1
=1 r=1.n n =599 M =0
p El.op,
1 1 2
MEI.opl 1 E'Iyl'_4 OP, MElop = 1 | -4.091-1010 0
’ Ik 2 0 0




1
— |opy

MEI-Opn’n:: = | 4
Ik

yn+2

Poznamka:

1

MEI.op: 1

-4.091-1010 0

2

0 0

Cleny v argumentoch matic maji posunuté indexy o "+1" v porovnani so vztahom (5.27) vzhladom

na to, Ze pri definovani vektorov Iy, N a dN, bolo ORIGIN=0 a teraz je predefinovane na ORIGIN=1.

Matica podla (5.29):

Matica podla (5.31):

M= |for iel.n
Mg := |for iel.n for jel.n
for jel..n _
El, +4El, +E Mij e [Nr—, Fi=]
Yi Yier " Y2 I
M. i€ if i=]j
’ | 1 ..
k N . — ifi=j-1
—2-E-1 - 2-El i | 2
Yis1 Yier K
2 ifi=j-1 1
|k Ni+1~l—2 ifi=j+1
E-ly. k
" =2 0 otherwise
L’ M
—2-E-l,, — 2-E-l
Yi Yier
ifi=j+1
| 4
k
) Matica podla (5.30):
E-ly.
. . .
—4 ifi=j+2 Mygn:= | for iel.n
e for jel.n
0 otherwise M. |dNg, - ifizj-1
M 1] i+1 2-1
N — ifi=j+1
dxi+l 2-1 )
1 2 3 4 0 otherwise
1 0 0 0 0
M
Man = 2 0 0 0 0
3 0 0 0 0 .
4 0 0 0 0 My =My + Mgn
Aplikovanie okrajovych podmienok: Mg = Mg| + Mg op
1 2 3 4 5 6 7
1 2.075-1011| -1.666:1011 4.19-1010 0 0 0 0
2| -1.666-1011 25141011 -1.686-1011 4.24-1010 0 0 0
Mey = 3 4.19-1010| -1.686-1011 2.544-1011  -1.706:1011 4.29-1010 0 0
El 4 0 4.24-1010 | -1.706-1011 2.574-1011| -1.726-1011 4.34-1010 0
5 0 0 4.29-1010 | -1.726-1011 2.604-1011| -1.746-1011 4.391-1010
6 0 0 0 4.34-1010 | -1.746-1011 2.634-1011| -1.766-1011
7 0 0 0 0 4.391-1010 [ -1.766-1011 2.665-1011




1 2 3 4 5 6

1| 2106 1-106 0 0 0 0

2 | 1106 -2106| 1106 0 0 0
Mn=[3 o| 1106| -2106| 1-106 0 0
4 0 o 1106 -2-106] 1-106 0

5 0 0 o 1106 -2-106] 1-106

6 0 0 0 o 1106| -2106

Riesenie zovseobecneného problému vlastnych Cisel a vlastnych vektorov matic M, a My :

ORIGIN := 0
MNWVWWWWWWW
Vlastné vektory n su Vlastné Cisla o, st jednotlivé
jednotlivé stipce matice Mn: argumenty vektora « :
M, = genvecs(ME|,MN) o= genvals(ME|,MN)
462 463 464 465 466 467 468
0 [-5.911-10-3 0.013 0.018 0.024 0.029 0.036 -0.041
1 -0.012 0.026 0.035 0.048 0.059 0.071 -0.082
M. = 2 -0.018 0.039 0.053 0.072 0.088 0.107 -0.123
n 3 -0.024 0.051 0.071 0.096 0.117 0.142 -0.163
4 -0.03 0.064 0.088 0.12 0.146 0.177 -0.203
5 -0.035 0.077 0.106 0.144 0.175 0.211 -0.243
6 -0.041 0.09 0.123 0.167 0.203 0.245 -0.281
(xT _ 462 463 464 465 466 467 468
0 -3.563 -11.763 -25.467 -44.651 -69.317 -99.462 -135.086

Pre ktorékolvek vlastné €islo a jemu prislichajuci vektor musi platit’: Mg ner. = %er MMy,
1 | 1

Koeficient rozdvojenia rovnovahy a jeho poloha vo vektore vliastnych Cisel:

o= |ogps < [ for ie0.n-1 _ : B Koeficient rozdvojenia
s | | cri=for ie0.n-1 rovnovahy vypocitany
R i if |0Li| = |°‘cr| v programe 1Q100:
a' .
or = 462 Otcr_lQloo = 3.5626

%min.abs < min(o‘abs)

%er.1Q100 |°‘cr|
i« forie0.n-1 acr = —3.5626 roz, =

o |
L if Jai] = aminabs Ocre] = —11.7634 4
. — 0,
~dminabs if o <0 Glorsn = —25.4666 roz, =842x10 %
®min.aps Otherwise Kriticka sila: [orgy-Ny = —1425.03 [KN]

Prvé 4 vlastné tvary a doplnenie krajnych uzlov, v ktorych je hodnota priehybu nulova:

Nerg= |forie0.n+1 Negro= |forie0.n+1
ni«< |0 ifi=n+1vi=0 ni«< |0 ifi=n+1vi=0

M otherwise M otherwise
T]i—l,cr T]i—l,cr+1



for ie0.n+1

Ngr3= |forie0.n+1 Nerd =
ni«< |0 ifi=n+1vi=0 ni< |0 ifi=n+1vi=0
M otherwise M otherwise
n i-1,cr+2 n i-1,cr+3
n n
0 0

0 0 0 0 sinus:= |i<« for iel.n

1 -5.911-10-3 1 0.013 i if Xu- = 05L

2 -0.012 2 0.026 1

| 3 -0.018 | 3 0.039
Merl = 0.004 Ner2 = T 0051 X
-V : sin if ngrq.>0

5 -0.03 5 | 0.064 L [

6 -0.035 6 0.077 n.xu

7 -0.041 7 0.09 -sin otherwise

8 -0.047 8 0.102 L

! I <
o> )/ \ / 4 \
Mer.1 / /\ \ / \\
" , . ,
nCI’ 2 0.5 ,/ / \ \ I/ \
A \ N '
Mer3 |y . / \
. \, 3
Ner.4 \ ’ . 1
“T N \ /N N/
OS \\\ \ 7 \ . // % 1
R \\\ \ / 2z //
sinus 0.5 . \ ’ N P ¢ 7]
_____ \\\\\\ / AN //,’/ \ / /
\4\\ ’/’ N _ 7/
- | 4 | >~ l
0 2 4 6 8 10 12

Vypocet pridavného priehybu skuto¢ného pruta so zaciato€nou imperfekciou
zatazeného konsStantnou osovou silou a spojitym prieCnym zatazenim

Diferencialna rovnica rovnovahy skutocného prita (so zaciato¢nou imperfekciou) s nekonstantnym
prierezom zatazeného nekonstantnou osovou silou a spojitym prie€nym zatazenim:

2 2 2 2
d d d d d d d

LN = — 2 NGO 2 N(x)-| —— = — =0
] El 00— w00 | + NGO ( 0 + dxw0<x))+ (00 =S50+~ 5004 | = 409
| BN d oo d NG ) = d oo O

—dx2 - y(X)'—dXZW(X) + & (%) '&W(X) + (X)'—dXZW(X) =q(x) - & (x) &W()(X) -

Spojité prie€ne zatazenie pruata: q; = 10 [KN/m]

d2
N(X)-——wg (x)
dx
ORIGIN =0

Prutu z prvej Casti vypoctu je teraz zadefinovana pociatoCna imperfekcia v tvare kvadratickej paraboly

s amplitudou v strede pruta o hodnote 4,8cm a v smere pdsobiaceho zatazenia:



Vypocet koeficientov funkcie paraboly pre

—0.02
0

pociatoénu imperfekciu: F=400kN %
16 6 0.048 mﬂ ‘ TT
K={1 0 0 Vi = 0 ‘ 152
1 12 122 0 ‘
X |
— k1l _ 0.016
/\|/(v\'_ K 'Vk k = ‘ c%
1333x 10 ° g
‘ 0 e
Priebeh pogiatodnej imperfekcie: § | T,’: N
B 1l
. ) = 3 —
- . (i. o 2
WOi = k0 + kl(l Ik) + k2 (I Ik) = ‘
Poloha stredu pruta: ‘
str:= for iel..n ‘
i if x, =05L str = 300 ‘
I X
0.06 I ‘ I ‘
U
777777777777777 S 0,048 |
0.04f 1 - ‘
al 1 | | 152
0 L | U@
0 5 10
*u wo = 0.048 [m]
Str
Prva a druha derivacia priebehu pociatoénej imperfekcie: ORIGIN = 1
MWW\
W'O = |foriel..n w"O:: for iel..n
W - W, Wa — 2-W, + W = i
e 0i+2 0i e oi oi+1 0i+2 OSy : for iel..n
0; 2.1, 0; 2 0S; 0
k
w'g W oS
0
0.02 ] _
Moy~ 0
W'0 -3
) ) = -2.6667 x 10
W'O 0 Str
0s,



Prispdsobenie velkosti vektorov poctu rovnic:

Op = for jel..n Np = | for jel..n dex.p:: for jel..n
qu <O ij “— Nj+1 deX'pj «— deXj+1
qp Np dex.p

Zostavenie matice (je su¢tom matic Mg a My z prvej Casti vypoctu) pre sustavu rovnic a vektora
pravych stran:

M= Mg, + My VPS := (<dNgy W = NpW'g + dp)
1 2 3 4 5 1
1 2.075-1011| -1.666-1011 4.19-1010 0 0 1 11.067
M = 2| -1.666-1011 2.514-1011| -1.686-1011 4.24-1010 0 VPS = 2 11.067
3 4.19-1010( -1.686-1011 2.544-1011| -1.706-1011 4.29-1010 3 11.067
4 0 4.24-1010 | -1.706-1011 2.574-1011] -1.726-1011 41 11.067
5 0 0 4.29-1010 | -1.726-1011 2.604-1011 5] 11.067
Riesenie sustavy nehomogénnych rovnic: !
1 1.169-10-3
M-w = VPS w:=M LVPs w=|2] 2339108
3| 3.508-10-3
’ L i i . 4| 4.676-10-3
Vysledny priebeh pridavného priehybu: 5| 5845103
ORIGIN := 0
MWWWWW
0
Wprid:: for ieO0.n+1 0 0
Wpl’id- < loifizn+1vi=o0 1 1.1693624-10-3
! w. . otherwise Wprid =| 2 2.3386164-10-3
i-1 3 3.5076568-10-3
Worid 4 4.6763807-10-3
5 5.8446881-10-3
Vypocitana hodnota pridavnej deformacie v strede pruta: Wprid,, = 0.19638 [m]
str

Hodnota pridavnej deformacie v strede pruta vypocitana v prog. 1Q100: Wprid.1Q100 = 0.19638 [m]

Wprid.1Q100 ~ Wprid,, 4
roz,, = — roz,, = -2.475x 10 %
m'”(""prid.lQlOO’Wpridstr)

Priebeh pridavnej deformacie v porovnani s priebehom pociatocnej imperfekcie:

[m] 0.2 | | =i | |
Hstr
Worid 1
— |
|
W, |
prid, 0.1 | —
W | \
WO |
str }
- |
0 | | I | |
0 2 4 6 8 10 12
Xy [m]

Poznamka: vzhladom na to, Ze zaciato€na imperfekcia nebola volena v tvare vlastného tvaru, nie je
priebeh pridavného priehybu afinny priebehu pociato¢nej imperfekcie.



Prispdsobenie velkosti vektora pridavného priehybu podla okrajovych podmienok pre potreby
vypoc&tu momentov:

0
-1.16936-10-3
0
1.16936-10-3
2.33862-10-3
3.50766-10-3 [m]
4.6763810-3
5.84469-10-3
7.0124810-3
8.17967-10-3

for ie0..n+3

Wprid.u =

W, Wpridi+1 ifi=0A OP,=1

if i=0A0P,=-1

~Wprid; Worid.u =

Wprld ifi:n+3/\OPk:l
n

_Wprid if i:n+3/\OPk:—1
n

X IN|ooJOa|~|WIN]|=|O

0 ifi=n+2vi=1

Wpridi_l otherwise 0

0
1.7935
3.5826
5.3671 [KNm]
7.1471
8.9226

10.6933
12.4594
14.2208

w

Ohybové momenty od pridavnej deformacie:

M:= |forie0.n+1 M =

MWW

Wprid.u; ~ 2'Wprid.ui+1 * Worid.ug, ,
Yi 2
k

Mi<——E~I

O IN|ooja|~|WIN]|=|O

M

Vypocitany ohybovy moment v strede pruta: |\/|Str = 277.7518 | [kKNm]

Ohybovy moment v strede

400
[KNm] sztr ! ! prata vypoditany v IQ100:
M 200 : ] MlQlOO - Mstr
| rozyg = —
i mln(M|Q100,Mstr)
0 | | I | | _5
0 2 4 6 8 10 12 rozp, = 8179 x 10 "%
*u  [m]
Napatie na prute v krajnom vilakne:
P P J kPa := 1000Pa
(N M Napétie v strede pruta
o= ( * ly O.5hj-kPa v krajnom vlakne: Ggtr = 790.406 MPal
9
Pa] 1-10
[Pa] | XL 5
str
} 0 52.631579
l 1 70.342524
c  5.10° |- | - o=[2| 87588155 MPa
| 3 | 104.383498
; 4 | 120.740895
0 | | I | | 5 | 136.676103
0 2 4 6 8 10 12



PRILOHA 7
PRIKLAD 1 Z 5.4 RIESENY DIFERENCNOU METODOU

PRIKLAD 2 Z 5.4 RIESENY NA ZAKLADE POLYNOMICKEJ APROXIMACIE
VLASTNEHO TVARU VYBOCENIA VYGENEROVANEHO V 1Q100

PRIKLAD 2 Z 5.4 RIESENY DIFERENCNOU METODOU



Posudenie stability prata s premennym prierezom a osovou silou na
zaklade analyzy tedriou Il. radu s imperfekciou v tvare vlastného tvaru
podla NB 5.2 [13] a posudenie v rozhodujucom priereze

2

Vypocet priebehu viastného tvaru vyboc€enia pruta N + 500
rieSenim diferencialnej rovnice diferenénou metédou : NP
2 2 2 x b ‘
. —Ely(x)-d—zw(x) + NG -Lwx) + Noo—Lwix) =0 > |
dx dx dx dx dx \’ ‘
Vzhladom na problém vlastnych Cisel a vlastnych tvarov ¢ ‘
matic, ktoré museli mat argumenty bezrozmerné, boli ¢
v prvej Casti vypoctu veli€iny bezrozmerné (jednotka ¢ ‘ CE>
je uvadzana v hranatych zatvorkach) a v druhej €asti boli ¢ N
jednotky zadefinované. ¢ ‘ -
Dlzka pruta: L;=10 [m] N % ‘
. S 7
Pocet elementov: Pe := 1000 o J ‘
z
Pocet rovnic: ni=pg—-1 n =999 v
bl x
Ditka kroku: Iy == —— v |
, | v I
Celkovy i=0.n+1
vektor uzlov: X, = il . T )
Celkovy -
pocet uzlov: n+2=1001
Prierezové hi:= 0.1+ 0.04-i-l [m] —r
charakteristiky: - —|—— — — & &
b= 0.1+ 0.04il [m Y —L
t
—H b
= m
A= [2bt+ (h— 201 [M2] t:= 001 [m]
MV
l 1 i ]
= | —bhd = (o - 1).(h - 2:0)3] [m¥]
Yo l12 12 | b, |
A 4l
0 0 0 0 0
0 0 0 0.1 0 0.1 0 2.8-10-3 0 | 4.493-10-6
1 0.01 1 0.1 1 0.1 1 2.812:10-3 1 | 4.552:10-6
2 0.02 2 ( 0.101 2 0.101 2 2.824-10-3 2 | 4.612:10-6
w—| 3] 003 p_[3]o0101] _[3 0101 o _|3 | 283610-3| | _| 3 | 4672106
4 0.04 4 [ 0.102 4 0.102 4 2.848:10-3 y 4 | 4.732-10-6
5 0.05 5 | 0.102 5 0.102 5 2.86-10-3 5 | 4.793-10-6
6 0.06 6 | 0.102 6 0.102 6 2.872-10-3 6 | 4.855-10-6
7 0.07 7 | 0.103 7 0.103 7 2.884-10-3 7 | 4.917-10-6
8 0.08 8 | 0.103 8 0.103 8 2.896-10-3 8 | 4.979-10-6

(m] (m] [m] [m?] [m?]



[m2] 0.015 [m?#] 0.001
0.01
- | g
A ly 510
0.005
0 I 0 I
0 5 10 0 5 10
x [m] X [m]
— 64 ~Amé
l, =4493x10 ~[m7] | =6.925x 10 [m?]
Yo Ynt1
Zadanie priebehu osove;j sily a jej derivacie : osX: 0OS:= |forie0.n+1
5 OSi « 0
Ngq := —690.800 + 21.980-x + 4.710-x~ [kN]
dNgy = 21.980 + 2:4.710-x [kN/m] 5 5
0 -690.8 0 21.98
E 1= 210000000[kPal 1] -690.58 1] 22074
2| -690.359 2 22.168
500 150 3| -690.136 3 | 22263
4| -689.913 4 | 22.357
Neq = dNg, =
100 Ed ™ 5T 680689 dx 5 | 22.451
dNgy 6| -689.464 6 | 22545
50 7| -689.238 7 | 22639
8| -689.011 8 22.734
~1000 I 0 9| -688.784 9 | 22828
5 10 10| -688.555 10 | 22.922
X
14 (kN
N = —690.8 [kN] N =5.684x 10
Ed0 Edn+1
Zadanie okrajovych podmienok:
Ak je: na zagiatku kib potom OP,=-1  ak votknutie potom OP,=1 OP;:=-
na konci kib potom OP,= -1 ak votknutie potom OP, =1
k=7~
ORIGIN := 1 n =999
MWWWWWWA
Matica zohladrujuca okrajové podmienky:
p=1.n r=1.n
M =0
El.op
p.r 1 2 3
1
M —|E1L —|op M _| 1| -9.436-1010 0 0
El.opl’1 Yq | 4 z El.op > 0 0 0
k 3 0 0 0
1 1 2 3
M = | El -— |OP
El.op, Yni2 | 4 k M _[ 1] 94361010 0 0
k El.op > 0 0 0
3 0 0 0




Zostavenie jednotlivych matic:

M= |for iel.n
Mg := |for iel.n for jel.n
for jel.n Mi_<_ Ngg. — ifi=j
El, +4El, +EI -l i+l 2
Yi Yir1 Yier . k
M. i€ 2 if i=]j 1
’ | Ney — ifi=j-1
k Edi+1 | 2 J
—2:El, -2El k
Yir1 Yivo
ifi=j-1 1 ...
4 Ngg. ifi=j+1
Ik i+1 I 2
k
E-l .
Yivo 0 otherwise
ifi=j-2
4 M
I
-2-E-l,, — 2-E-l
Yi Yirr .
ifi=j+1
4
Ik
E-ly Mgn:= | for iel.n
—Iifi=j+2 for jel..n
L’ 1
Mij<— ONgy, ~—— ifi=j-1
0 otherwise ’ i+ 2:1y
-1 ...
M dNgy, —— ifi=j+1
1 2 3 0 otherwise
1 0| 1.104-103 0 M
Mgn=1[2] -1.108103 0| 1.108103
3 0| -1.113-103 0
4 0 0| -1.118-103 My = M’y + MgN
Aplikovanie okrajovych podmienok: Mg = Mg, + MEI.op
1 2 3 4 5 6
1 4.792-1011| -3.849-1011| 9.685-1010 0 0 0
2 | -3.849-1011| 5.811-1011| -3.899-1011 9.81-1010 0 0
Mg ={ 3 9.685-1010| -3.899:1011| 5.886-1011 -3.95-1011| 9.937-1010 0
4 0 9.81-1010 -3.95-1011 5.963-1011| -4.001-1011 1.007-1011
5 0 0| 99371010 -4.001-1011| 6.039-1011 | -4.052-1011
6 0 0 0 1.007-1011| -4.052-1011 6.117-1011
1 2 3 4 5 6
1| 1.381-107| -6.905-106 0 0 0 0
2 | -6.905-106| 1.381-107 | -6.902:106 0 0 0
Mn=| 3 0| -6.902-106 1.38:107 -6.9-106 0 0
4 0 0 -6.9-106 1.38-107 | -6.898-106 0
5 0 0 0| -6.898-106 ( 1.379-107 | -6.896-106
6 0 0 0 0| -6.896-106 | 1.379-107




RieSenie zovSeobecneného problému viastnych &isel a vlastnych vektorov matic Mg, a My
z podmienky aby pre kazdy vlastny tvar n.. a k nemu prislusné Cislo o, platila rovnost:
1 |

ORIGIN := 0
NNV

Vlastné vektory n cr, su
jednotlivé stipce matice M, :

M, = genvecs(ME|, MN)

MEI'ncri = O‘cri'MN'ncri

Vlastné Cisla o, su jednotlivé
|
argumenty vektora o :

o= genvals(ME|, MN)

885 886 887 888 889 890
0 7.354-10-3| 7.923-10-3 0.01 -0.01 -0.012 -0.012
1 0.015 0.016 0.021 -0.021 -0.024 -0.024
2 0.022 0.024 0.031 -0.031 -0.036 -0.036
M. = 3 0.029 0.032 0.041 -0.041 -0.048 -0.048
n 4 0.037 0.039 0.051 -0.051 -0.06 -0.059
5 0.044 0.047 0.061 -0.061 -0.071 -0.07
6 0.051 0.055 0.071 -0.071 -0.083 -0.081
7 0.059 0.063 0.081 -0.08 -0.093 -0.09
8 0.066 0.071 0.09 -0.089 -0.104 -0.1
aT _ 885 886 887 888 889 890 891
0 2.534 10.137 22.948 40.995 64.242 92.706 126.36

Koeficienty rozdvojenia rovnovahy a ich polohy vo vektore viastnych Cisel:

cr =

Clabs <

forie0..n-1

Koeficient rozdvojenia

o'j < |0ci|

o
%min.abs < mi”(o‘abs)
i« forie0.n-1

bt |°‘i| = Omin.abs

Prvé 4 vlastné tvary:

Nerg= |foried.n+1
ni«< |0 ifi=n+1vi=0
M otherwise
T]i—l,cr
n
Ner3= |forie0.n+1

ni«< |0 ifi=n+1vi=0

) otherwise
n i-1,cr+2

cr = 885 rovnovahy vypocitany
cr+ 1 =886 v programe 1Q100:
cr+ 2 =887

Oer = 2.53412

Oer+1 = 10.137
Oer+2 = 22.948

NMer2 =

NMera =

_ %1Q100 ~ |°‘cr|
* |t

roz, = -7.336 x 10 "%

for ie0.n+1
ni«< |0 ifi=n+1vi=0

M otherwise
n i-1,cr+1

n

for ie0.n+1
ni«< |0 ifi=n+1vi=0

) otherwise
n i-1,cr+3




Polohy maximalnych poradnic vlastnych tvarov:

maxq := forie0..n+1 maxy := forie0..n+1 maxg := forie0..n+1
i if ‘ncrl.‘ =1 i if ‘nch.‘ =1 i if ‘ncr?,.‘ =1
| | |
maxq = 301 maxy = 464 maxg = 552
X =3.01 [m] X = 4.64 [m] X =552 [m]
maxl max2 maxs
0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
1 7.354-10-3 1 | 7.923-10-3 1 0.01 1 -0.01
MNer1=| 2 0.015 M¢r2=| 2 0.016 Ner3=| 2 0.021 Nerda=| 2 -0.021
3 0.022 3 0.024 3 0.031 3 -0.031
4 0.029 4 0.032 4 0.041 4 -0.041
5 0.037 5 0.039 5 0.051 5 -0.051

Prvy vlastny tvar vypocitany v programe I1Q100:

Enickligur [Systemknicken]:

WerzweigungslastEaktoren:

NII [Mormalkratte nach Theorie II. Ordnung): eingegebene NII
System D 25341

Prvé 4 vlastné tvary vypocitané diferenénou metédou:

' | S \I
ncr.]_ : :
— os- 3 / AN .
Ner.3 0 // \\ \ i // i =
Ner.a \ ~ /:/ i - -~
— | \ 1 1 ~ |
0S 05 | | —
o \ | - -
- | | |3 ™~ ~ LJ — - | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x [m]
Neqy(X)
X
L L
71




Upravené vlastné tvary s ohfadom na aplikované okrajové podmienky:
Neroy = |forie0.n+3
Nery= [forie0.n+3 nj <« ncrz_lifi=0/\OPZ=l
L i+

i« if i=0A0OP, =1
W erdiyg z Merp,  f 1504 0P =-1
I+

- if i=0AOP, =1
Nerdy g gk Nerp i i=n+3A0P =1
n

if i=n+3A0P =1
ferd, ~ Tk Nrp, i PN+ 3A0OP =1

Terg, TI=N+3A 0= 0 ifi=n+2vi=1

0 ifi=n+2vi=1 ncr2-1 otherwise
2
otherwise
Ner.1, 4 n
n
Aby bol 1. vlastny tvar vzdy kladny :
= |- if =-1 = |- if =-1
Merdu Nerdu T1cr.1max1 Ner.a Ner.1 T1(:r.1max1
if =1 if =1
Merdu T]cr.lmaxl Mer.l ”cr.lmax1
Zadefinovanie jednotiek veli&in: kPa:= kN-m 2 MN:=10°N  KkNm:= kN-m
2 4
X = X-m /\I/k/\:: Ik-m h:=h-m AI/EW:: E-kPa A'/%‘v:: A-m AI,y/\:: Iy-m NEd = NEd~kN

Priebehy momentov ktoré by vznikli pri zdeformovani prata do 1. a 2. vlastného tvaru:

2
M(x) = E-y (-2

5 (x) Vzhladom na to, ze vlastny tvar je bezrozmerny nesedi jednotka momentu.
dx

Ner

Mlzz for ie0.n+1 0

11.9093
23.8123
35.7068
475908 1 |\
59.4623| m

71.3193
83.1599
94.9823
106.7845
118.5649

- 2. +
T]cr.l.ui T1cr.1.ui+1 ncr.l.ui+2

Mi<——E-I

Yi 2
K

M

MZ:: for ie0.n+1

Olo|N|[o|ja|d|WIN]|=|O

- 2. +
T]cr.2.ui T1cr.2.ui+1 ncr.2.ui+2

Yi 2
K

_
o

Mi<——E-I

M



0

59.1612

118.26136

177.25829

236.111

294.77971

353.2258

411.41188

469.30173

Olo|N|[o|O|B|W|IN|[=]|O

526.86029

—_
o

584.05367

— kNm

X [m]
Posudenie stability prita na zaklade posudenia rozhodujuceho prierezu pri analyze teériou II.
radu s imperfekciou v tvare 1. vlastného tvaru vybocenia podla NB.5.2 [13]

Aby sa prediSlo moznym problémom pri predefinovani jednotky [m] su
indexy vo vzorcoch z ¢asti 5.2 zmenené z "m" na "r":

Odhad polohy rozhodujtceho prierezu :

Predpokladana poloha rozhodujuceho prierezu: r:= 48 ‘Xr =048 m
Prierezové charakteristiky v rozhodujucom priereze:
2-1
h = 01192 m A =3376x 10 > m? T p—
r r y h
l =794x10 °m' W, =1332x10 ‘m’
r r
Priebeh kritickej sily pre prvy vlastny tvar: Ncr = O‘CYNEd kde: agr = 2.5341
N] 1-10° 0
0| -1.751-106
1 -1.75-106
2| -1.749-106
3| -1.749:106
4| -1.748:-106
Ner = N

5| -1.748-106
6| -1.747-106
7| -1.747-106
8| -1.746:106
9| -1.745-106

Kriticka sila v rozhodujucom priereze: Ner = —1721.1kN 10| -1.745-106

r
Podiel momentu tedrie Il. a momentu tedrie I. radu k= _ K = 1652
vyjadruje koeficient: 1- L =
Ocr

Dizka nahradného pruta:




Odolnosti prata :

Material prata: S355: fy := 355MPa Ymp = 1.0
Charakteristicka a navrhova odolnost v tlaku rozhodujuceho prierezu:
N
3 Rk
NRk = Afy Ngj = 1.198 x 10" kN NRq = —
' M1
Charakteristicka a navrhovéa odolnost’ v ohybe rozhodujiceho prierezu:
. MRy
MRk = Wy fy Mer = 47.296 KNm MRd =
™M1
[Nm] 1-10° 6-10° [N]
e —a-10°
Mgy5-10° |- St Npi
— /___,——"' —2.10%
0 | | | | 0
0 2 4 6 8 10
X [m]

Pomerna stihlost nahradného prata s prierezovymi charakteristikami skutocného prata v mieste x . a

kritickou silou skuto¢ného prata v mieste x . : Nei
hp = —|N_) kpr = 0.834 (5.19)

cr|

Sucinitel vzperu pre nahradny prut s prierezovymi charakteristikami a kritickou silou skutoéného
pruta v mieste x, :

o) = [0.5.[1 va(hy-02)+ xpzﬂ ola) = 1

#lo) + Jo(o)? - xpz %(c)r = 0.703

Navrhova hodnota amplitudy imperfekcie nahradného pruta v zavislosti od polohy rozhodujuceho
prierezu x,_skutocného prita :

vzperna krivka b oy = 0.34

1- X(O‘m)'xpz

M Y 5.20
Rk~ M1 e = 8.513mm ( ©)
N 2 o.dIr
1o

€od = O‘m'(xp - 0.2)'

—
Moment, ktory by vznikol, ak by sme prat zdeformovali do 1. vlastného tvaru : |\/|n or = ||\/|1|
v priereze x, skuto¢ného prata : M = 537.124 e KNm

n-Cry m

Jednotka momentu nesedi pretoZze moment je vypocCitany pre bezrozmerny vlastny tvar.
Amplitida priebehu jednotnej globalnej a lokalnej imperfekcie skutoéného prata v zavislosti od polohy
rozhodujuceho prierezu x, :

ocrl - |N -e

| Cf| | Edr| od,

M
n.cr,

M0.init = Noinit = 00273 m  (5.13)



Priebeh jednotnej globalnej a lokalnej imperfekcie n;q;; (v [14] nugli(x) ) odvodeny od 1. vlastného

tvaru a jej velkost' v zavislosti od polohy rozhodujuceho prierezu x

Minit == M0.init Mer.1

r

0
0 0
amplituda: ninitmaxl =0.0273 m xmax1 =3.01 rrninit _| 1 ]2.00593-10-4
2 |4.01152-10-4
kde max, je poloha max. poradnice vo 3 [6.01644-104
vektore vl.tvaru vyboc&enia. 4 |8.02037-10-4

Amplituda (v mieste x
maXx

(5.10)

) pridavnej deformacie v zmysle tedrie Il. radu od osovych sil pdsobiaciacych
1

na prate s njnit
N0.init
np=T——— ng = 17.7811mm 5
|(Xcr| — 1
0 0
Priebeh pridavnej deformacie v zmysle tedrie Il. radu od 1] 1.3075510-4
osovych sil posobiaciacich na prute s njy;; : 2| 261487-104
3| 3.92176-10-4
4 5.228-10-4
n:=ngn n = m
0%er.1 5| 6.53339-10-4
Poloha vo vektore a hodnota amplitidy pridavnej deformacie: 6| 7.83773-10-4
maxq = 301 n =0.01778 m 7| 9.14082-10-4
maxy 8| 1.0442510-3
. , . 9| 1.17425-10-3
Vysledny tvar pruta: =
ysiedny tvarp W= Minig * N 10| 1.30408-10-3
m] 0.06 ‘
[m] .
|
Ninit |
T 0.04 ; _
n |
_____ |
,,,,,,,,,,,,,, ‘ T Mipit -
| max
— | —
(O 0.02p 7~ :::_:::—*“"}“"‘-*—*—*-: sl T qr’néx’l
- - ST T
T T
’ T S S ey
0 | ! | | |
0 2 4 6 8 10

X [m]

Priebeh momentov tedrie Il. radu je rovny sucinu priebehu druhej derivacie pridavnej deformacie n
(vznikajucej od osovych sil na prute s imperfekciou nj,iy) a funkcie premennej ohybovej tuhosti EIy

Na vypocet momentov diferenénou metédou je nutné pouzit upraveny vektor 1. viastného tvaru
so zahrnutymi okrajovymi podmienkami n . 1 |, » ktory ma z toho titulu o 2 riadky naviac.

Potom upravena pridavna deformacia je: n'= Mg Meru

S maximom v: ,
N max+1

=0.01778 m



Priebeh momentov tedrie Il. radu: Priebeh druhej derivacie pridavnej deformacie:

M= [for ie0.n+1 n":=|forie0.n+1
N'i— 2141 + N'ig2 oM 2 M2
M. « -E-I, - n'j <
i Yi 2 2
Ik Ik
M n"
Poloha a hodnota maximalneho momentu: Poloha maximalnej druhej derivacie pridavnej
deformécie:
— —
maxM = |Mgps < |M“| maxn” = [n"gps < ']

M max < maX(Mabs)

for ie0.n+1

iif Mabsi = Mmax

N'max < max(n"abs)

for ie0.n+1

iif Tl"absi = M max

maxM =256 x _=256m M, = 25242kNm maxn” =80 Xpayyr = 08 M
maxM maxM
0
Mijaps:= | for ie0.n+1 0 0
Mo < M M |1 0.2118] | Nm
absi | “i| llabs 5 04234
Magps 3 0.6349
4 0.8462
Hodnota momentu v rozhodujicom priereze: M|, = 9.551kNm X, = 0.48 m
r
[Nm] 3-10* : — I 0.02
Xmaxn" Kt — ——
| | ~ ~—
: : ~
., 2:10% = e | ~ —oor N
I / | ~ -
—_— | ~ ~ n
oS l l ~
—1«1044#——‘—————— uEE— (A
0 ! | ! | | | 001
0 2 4 6 8 10
X [m]
Priebeh momentov vypocéitany v programe 1Q100:
oD D
Moment v mieste x=3m : vypocitany diferenénou metddou: vypocitany v programe 1Q100:
3
=M+1)— X =3m M| = 24.8526 kNm M := 24.8528kNm
p:=(n+ )10 0 I8 3m.1Q100
M3m.10100 ~ M“p 4
Rozdiel: rozy = rozpg = 6.763 x 10 %

M
IIp



Jednotkové vyuZitie v jednotlivych rezoch prata pricom M, . bol vypocitany pre parametre z rezu r :

— —
| Neg| Mijabs [Nea|  Mijaps
UN = UM = — U:= +
NRd MRd Nrg  MRg
Prierez, pre ktory bol vypocet vykonany je
Poloha a hodnota maximalneho vyuzitia skoro totozny s prierezom s maximalnym
vyuzitim, preto je mozné iteracie ukongit'.
maxU := | Upypay < max(U)
) polohy vo vektore x: polohy na prute:
for ic0.n+1 maxU = 49 X =049 m
L U=U maxU
P Y= Pmax r=48 X =048 m

Maximalne vyuZitie: UmaxU = 76.86 %I v mieste: X ol = 0.49 m s presnostou polohy: I, =0.01m
Prut := if(UmaxU < 1,"vyhovuje" ,"nevyhovuje") [Prut = "vyhovuje" |
Napatia:
Priebeh napati od osovych sil a hodnota napatia v rozhodujucom priereze:
—
N
Ed
oN= | A | o = 201.174 MPa
r

Priebeh napati od ohybovych momentov tedrie Il. radu a hodnota napatia v rozhodujucom priereze:

My, Priebeh celkového napéatia:
GM = — GM = 71.686 MPa T
Wy, r [Ned|  Mijaps
o= A + W
Poloha maximalneho napatia od y

momentu tedrie Il. radu:

maXGM = GM.abS<_ |GM|
maxo, = 108
maxoyy maX(GM.abs)
forie0.n+1 XmaXGM =1.08 m

i if GM.absi = maxo)




[Pa] 310° ————

Maximalne napétie na prute: oy = 272.86 MPa
Poloha maximalnej poradnice vl. tvaru vybocenia: Xk = 3.01m
1
Poloha maximalneho momentu tedrie Il. radu: X =256 m
maxM
Poloha maximalneho napatia od momentu tedrie Il. radu: X =1.08m
maXGM
Poloha rozhodujuceho prierezu: X, = 0.48 m
Poloha maximalneho napatia od osovej sily: Xmax.gN = 0m

Poloha rozhodujuceho prierezu sa nachadza medzi polohou maximalneho napatia od momentu teérie
1. radu a polohou maximalneho napatia od osovej sily.



Posudenie stability pruta (z prikladu 1 v 5.4 [15]) s premennym prierezom
na zaklade analyzy teériou Il. radu s imperfekciou v tvare 1. vlastného tvaru

podla NB.5.2 [13] a posudenie v rozhodujucom priereze

o
(o]

w7
—

NEd

L=15m L

71

Vypocet funkéne zadaného priebehu vlastného tvaru vybocenia prata na zaklade
znamych hodnét v diskrétnych bodoch pruata vypoéitanych prog. IQ100 :

Vlastny tvar vybocenia n pre dané okrajové podmienky (IQ100):

Dizka pruta:

vlastny tvar vyBocenia 13el.xls

Kriticka sila pre prislusny vlastny tvar (IQ100): |Ncr = 3606.48k|\1

Pocet a poloha uzlov so znamymi

hodnotami tvaru vybocenia : n:= rows(n) n=14
Xy= |forie0.n-1
Poloha uzlov a prisluSsna hodnota vybocenia
Xy, < |- 1 vypocitana v programe 1Q100:
i n-
0 0
Xu 0 0 0 0
L S 1 1.154 1 63.71
Polynomicka aproximacia tvaru
.. 2 2.308 2 253.23
vybocenia :
3 3.462 3 559.365
2 3
n= CO + C1X + C2X + C3X 4 4.615 4 961.932
i 5 5.769 5 1427.447
+CX ees X, = m —
| u 6 6.923 n 6| 1907.338
ic 41 7| 8.077 7| 2337.489
n-1 8 9.231 8| 2640.297
. _ . . 9 10.385 9| 2730.979
Vypocet koeficientov polynomickej 0
L . 101 11.538 10( 2530.384
aproximacie z rovnice: 0 0
11| 12.692 11| 1986.729 1 4838103
[MI{C} = {n} 12| 13.846 12| 1107.656
) 2 47.691
kde: 13 15 13 0 - 3319
M:= |for ie0.n-1 -
. Koeficienty polynomickej £ -0.138
for je0..n-1 s 5 -0.013
aproximacie: -1 :
L SG=M C=[6] 1.039103
M. . < [.—} 7| -2.42510-4
. (n-1)m 8| 362105
M 9 -3.63:10-6
. . Pri zostavovani matice M nebolo mozné 10 2.65110
Funkcia vlastného U . . - 11| -1.275-10-8
tvaru vvbo&enia: pocitat s jednotkami, preto su aj koeficienty -
y ) C, bezrozmerné, nasledne bolo nutné 2l 3.78210-10
13| -5.328:10-12

w0-3 [o(3)]

i=0

namiesto argumentov xi pouzit' argumenty

(x/m)i aby pre x[m] bola hodnota n(x)[-]
bezrozmerna.



Hladanie polohy maximalnej poradnice vlastného tvaru vybocenia:

n-1 . i-1
Prva derivacia vlastného tvaru vybocenia: n'(x) = Z c_.L. X
. I'm{m
Xmax.odhad = 10m 1=0
Given
Tf("max.odhad) =0 Poloha maximalnej poradnice
Xmax = Fi”d(xmax.odhad) vlastného tvaru vybocenia:  x,.. = 10.212 m

Priebeh aproximacie vlastného tvaru a jeho prvej derivacie:

4000 T T T T T T
max
e ol o~ ")
7 2000 |
e :
0 0 — I~
| — —_—
~2000 | | | | L. | |
0 2 4 6 8 10 12 14
X [m]
. . -1 i
“(Xmax) = 2734.191.....pre premennu v jednotkach [m] n c X !
je vysledkom bezrozmerna poradnica. ilm
Vlastny tvar vybo€enia normovany na maximum 1: Ner(X) = 1=0
T1()(malx)
1
Maximalna
radnica:
(X055 poradnica
T1cr(xmax) =1
0 | |
12 14

X [m]

Posudenie stability pruta na zaklade posudenia rozhodujuceho prierezu s vnutornymi silami
z analyzy teériou ll. radu s imperfekciou podla NB.5.2 [13]

Premenné prierezové charakteristiky: Te}
P y 8.6 || 9
h(x) := 0.56m — 0.021333333x  t¢:= 13.5mm ‘ AN
b := 180mm ty = 8.6mm 8.6
o 28
AX) = 20t + () = 24ty
1 3 1 3 N
ly(x) := Eb-h(x) - E-(b - tW)~(h(x) - 2-tf) 9 180
~ |y(X)2 L ——— EEENE

Wy(x) =

h(x) L 180 |



410 *

A(x)0.008~ - () _
— Y a0t
0.006 :
0 10
X X
Materidl pruta: E := 210GPa S355: fy := 355MPa

Priebeh ohybovych momentov teodrie Il. radu :

Na odhadnutie polohy rozhodujuceho prierezu je potrebné poznat polohu maximalneho kladného

a zaporného momentu. Priebeh momentu tedrie Il. radu je rovny priebehu funkcie sucinu druhej
derivacie funkcie pridavnej deformacie (vyvolanej osovymi silami pdsobiacimi na imperfektnom prute)
a funkcie premennej ohybovej tuhosti pruta.

Vzhladom na to, Ze imperfektny tvar pruta je podla NB.5.2 [13] mozné odvodit od vlastného tvaru
vybodenia pruta (ktorému je potom afinna pridavna deformacia vyvolavajuca M) je poloha
maximalneho momentu tedrie Il. radu totoZna s polohou maxima funkcie su&inu druhej derivacie
funkcie vlastného tvaru vybocenia pruta a funkcie premennej ohybovej tuhosti prita.

Druha derivacia vlastného tvaru Funkcia afinna (maximum je totozné)
vybocenia: priebehu momentu tedrie Il. radu:
n-1 i-2 n-1 -2
i—-1(x i—-1/(x
Coii—| — Coii—| —
! 2 \m ! 2 \m
. i=0 m . i=0 m
Cr(x) E'YT] cr(X) - Ely(x)
n(Xmax) n(Xmax)
0.05 1.10°
nucr(x) -\\\‘~\\
0_____—_\~\________
2 AN / = (X)
d . I} 7 y
5Ner(X) S 15-10
dx S / 0
----- -0.05[ N J
0 N /
_ \\\ ,/I
PN o L e
0.1 0
0 5 10 15
X

Funkcia afinna priebehu momentov tedrie Il. radu:

5.10°

Elyn"c(¥)

-5.10°
0

X [m]
V mieste maximalnych kladnych ohybovych momentov je vacsie napatie od osovych sil ako v mieste
maximalnych zapornych momentov, preto budeme predpokladat polohu rozhodujiceho prierezu
v blizkosti maximalneho kladného momentu.



Najdenie polohy maximalneho kladného momentu teérie Il. radu :

Ur€enie maxima sucinu druhej derivacie vlastného tvaru vybocenia a funkcie ohybovej tuhosti pruta:

Prva derivéacia funkcie afinnej priebehu momentov II. radu: %[n"cr(x).(E.ly(x))]
X

XmaxM.o == 10:5M

Given

-1 ) i-2

i i—1 [ *maxM.o

Z Cij——| ——

! m2 m
d i=0 _
q E"y(xmaxM.o) =0
XmaxM.oL T1()(malx)
— Find Poloha maximalneho kladného
Xmaxm = FIN (XmaXM.O) momentu tedrie II. radu: XmaxM = 10.97246 m
5.10° T
XmaxM

Elyn" (%) l
d . 1
—Elyﬂ cr(x)
dx ‘
0 |

5 108 | L

0 5 10 15
X [m]

Odhad polohy rozhodujuceho prierezu :

Predpokladana poloha rozhodujuceho prierezu je v smere zvacSujuceho sa napatia od osovych sil

od miesta maximalneho napéatia od momentu (v tomto pripade kladného momentu): Y~ 12718
m = 12.

Prierezové charakteristiky h(xm) =0.2993 m A(Xm) ~ 7202 x 10”3 m?
v rozhodujucom priereze: 4 4 4 3
ly(Xm) = 1138 x 10" "' m Wy (Xm) = 7.605 x 107 "'m
Zat'azenie pruta : MN = 106N
Navrhova hodnota pdsobiacej sily: Ngq := 1800k
Koeficient rozdvojenia rovnovahy pre prat: Ner
clemt rozdvojenia rovnovany pre pr = 0y = 2.0036
Podiel momentu tedrie Il. a momentu tedrie 1. 1 Ed
radu vyjadruje koeficient: k:= —1 k = 1.996
1 — —_—
Oer
Odolnosti pruata :
Charakteristicka a navrhova odolnost' v tlaku rozhodujuceho prierezu: My = 1.0
NRk(X) = A(X)-fy NRi(¥m) = 2557 x 10"kN NRrg(x) =

M1



Charakteristicka a navrhovéa odolnost v ohybe rozhodujuceho prierezu: kKNm := 1000-N-m

MRK(X) = Wy (%) fy MRk(xm) = 269.981 kNm MRg(X) =
M1
[Nm] 1-10° 410° [N]

MRi(95.10°

| I 6
0 5 10

X [m]

Pomerna Stihlost’ a sucinitel vzperu nahradného pruta s prierezovymi charakteristikami skutoéného
pruta v mieste x, a kritickou silou totoZnou pre skuto¢ny prat (v mieste x,, ak by bola premenna) :

N vzperna krivka "a": =0.21
b [ om0 et
o o(Xm) = 0.5-[1 + ap(hp(Xm) - 02) + xp(xm)zi

Xm
1
om) = 2 2 =0.771 (5.20b)
N -
2
A
Navrhova hodnota amplitudy M ( ) 1- w
imperfekcie ndhradného pruta: Rk(Xm M1
eo.d(*m) = m(p(¥m) - 02) : (5.20c)
€0.d(Xm) = 14.236 mm LR ) plm)

Amplitida priebehu jednotnej globalnej a lokalnej imperfekcie skutoéného prata v zavislosti od polohy
rozhodujuceho prierezu X, :

N ( ) (5.13)
%er NEd €0.dXm . 1
nonit*m) = T T [ [Wer(Xm)| = 0.008 = M0.init(Xm) = 22.022mm
y(%m) [ erCxm) m
Moment ktory by vznikol v reze x,, ak by sme prut
zdeformovali do 1. vlastného tvaru (jednotka momentu " _ 1
: 1 u (jedr L By (x) | er{Xm)| = 2331.37 = kNm
nesedi vzhladom na to, Ze vlastny tvar je bezrozmerny) : m

Priebeh jednotnej globalnej a lokalnej imperfekcie m;qii(x) (v [14] nugli(x) ) v tvare afinnom 1. vl.

tvaru a jej velkost v zavislosti od polohy rozhodujiceho prierezu X,
Nipit(X) = nO.init(xm)'n cr(X) (5.10)

amplitida init( = 0.02202 m kde X, j& poloha max. poradnice vl.tvaru vybocenia: ncr(

Xmax) Xmax) -

Amplitida (v mieste x5« ) pridavnej deformacie v zmysle tedrie Il. radu od osove;j sily pdsobiaciacej
na prute s imperfekciou njp;¢(X):

o init(xmax)

nom = T Nom = 21.943mm Xm = 12.218 m

Oer
Priebeh pridavnej deformacie v zmysle tedrie Il. radu od osovej sily pbdsobiaciacej na
prute s imperfekciou n;.:+(X):
init WX = N mer®) n(xmax) = 21.943mm
Vysledny tvar pruta: W(X) = Njpit(X) + n(x)



[m] 0.06 T
max
nmit(x) :
— T
L ‘ |
19 0.04 :
_____ |
w(X) 1
0 002 T T Mo inie X
|
- - |
|
0 | | | L. | |
0 2 4 6 8 10 12 14

Priebeh momentov tedrie Il. radu je rovny sucinu priebehu druhej derivacie pridavnej deformacie
n(x) (vznikajucej od osovych sil na prite s imperfekciou n;,it(x) ) a funkcie premennej ohybovej

tuhosti:
]
n-1 . i—-2
-1
! 2 \m

d? : i=0 m
M (x) = —E~|y(X)~—2n(X) alebo: M) (X) := _E'Iy(x)' o m

dx n(Xmax)
Poloha a hodnota max. kladného momentu: Ohybovy moment v rozhodujicom prierez:
Xmaxh = 10.972 M My}(Xaypyt) = 56.917 kNm My)(Xm) = 51157 kNm

X [m]
Jednotkové vyuzitie v jednotlivych rezoch pruta:
N M (x) N M (X)
Ed I Ed I
U(x) == + | | Un(X) = Up(x) =

Hladanie miesta maximalneho vyuzitia:

Xp = 09Xy
Iterativne treba menit x , dovtedy, az kym x_=x.

Given ( Neg ) M”(xr)j_o Vypodet prebehol

NRd(Xr) MRd(Xr) s charakteristikami pre rez: Xm = 12.218 m
Xpi= Find(xr) Maximalne vyuZzitie v reze: X, = 12.218 m

dxr



U o8

Maximalne vyuZitie: U(x;) = 89.35%

Prut := if(U(xr) < 1,"vyhovuje" ,"nevyhovuje") [Prut = "vyhovuje" |

Napatia:
Priebeh napatia od osove;j sily a hodnota napatia v rozhodujucom priereze:

NEg

GN(X) = m

oN(Xm) = 249.923 MPa

Priebeh napatia od ohybového momentu tedrie Il. radu a hodnota napatia v rozhodujicom priereze:

M (x) Priebeh celkového napitia:
om(X) = ——— oM(Xm) = 67.267 MPa
Wy (x) Neg  [My(x)]
c(X) = +
A) Wy(x)
XGM = O.9'XmaXM

Poloha maximalneho napatia

Given d M”(XGM) od momentu tedrie Il. radu:

=0 X := Find(x
dxgpm Wy(Xom) max.oM = Find(Xgm) Xmax.oM = 11612 m
8
[Pa] 4-10 | | | | M |
m
- /\
ONK e — - .
op(¥)
0 1
_____ O-—____________________________________________________:___________-.
| | | | | L |
0 2 4 6 8 10 12 14
X
Maximalne napatie na prute: c(xm) = 317.191 MPa
Poloha maximalnej poradnice vl. tvaru vybocenia: Xmax = 10.212 m
Poloha maximalneho kladného momentu tedrie Il. radu: XmaxM = 10.972 m
Poloha maximalneho napatia od momentu tedrie Il. radu: Xmax.oM = 11.612 m
Poloha rozhodujuceho prierezu: Xm = 12218 m

Poloha maximalneho napatia od osove;j sily: Xmax.oN = L Xmax.gN = 15 M

Vysledné vyuzitie: U(X,) = 89.35 %

Poloha rozhodujuceho prierezu v tomto priklade vySla medzi polohou maximalneho napatia
od kladného ohybového momentu tedrie Il. radu a polohou maximalneho napéatia od osove;j sily.



Posudenie stability pruta (z prikladu 1 v 5.4 [15]) s premennym prierezom
na zaklade analyzy teériou Il. radu s imperfekciou v tvare 1. vlastného tvaru
podla NB.5.2 [13] a posudenie v rozhodujucom priereze

) o
7 N

L=15m |

71

560

Vypocet priebehu vlastného tvaru vyboéenia pruta diferenénou metédou z diferencialnej
rovnice:
2 2 2
. —Ely(x)-d—zw(x) + NG -Lwx) + Noo—Lwix) =0
dx dx dx dx dx

Vzhladom na problém vlastnych Cisiel a vlastnych tvarov matic, ktoré museli mat argumenty
bezrozmerné, boli v prvej Casti vypoctu veli€iny bezrozmerné (jednotka je uvadzana v hranatych
zatvorkach) a v druhej Casti boli jednotky zadefinované.

Dizka pruta: L := 15 [m] Pocet elementov: p,, := 1500

NW e

. . . L

Pocet rovnic: =p, — = Dlzka kroku: = —

n:i=pg—1 n = 1499 Iy : 1 I = 0.01 [m]
Celkovy P=0.n+1 Celkovy
vektor uzlov: X, = il pocet uzlov: n+ 2 =1501
Prierezové charakteristiky: .

tw j

hi := 0.56 — 0.021333333-i-l), [m] bi = 0.18 [m]

t;:= 0.0135 [m] t,y == 0.0086 [m]

A= [Z-btf + (h - 2tf)tW] [m?]

1 3 1 3
ly = [Eb'h - E.(b ~ty)(h - 2t) J [m?]

Pomer momentov zotrva¢nosti na koncoch pruta: n+l = 0.147
|yo
[m2]
A 0.008[~ 1
0.006 : : 0 I I
0 5 10 15 0 5 10 15

x [m] X [m]



0 0 0 0
0 0 0 0.56 0 9.444-10-3 0 4.715-10-4
1 0.01 1 0.56 1 9.442-10-3 1 4.711-10-4
2| 0.02 2 0.56 2 9.44-10-3 2 4.706-10-4
3] 0.03 3| 0.559 3 9.438:10-3 3 4.702-10-4
w=|4] 004 m] p—[4] 0559 m] a—|4]| 9436103 2y | _|4 4.698-104 | [m4]
5] 0.05 5] 0.559 5 9.435-10-3 y 5 4.694-10-4
6| 0.06 6| 0.559 6 9.433-10-3 6 4.69-10-4
71 0.07 7| 0.559 7 9.431-10-3 7 4.686-10-4
8| 0.08 8| 0.558 8 9.429-10-3 8 4.682-10-4
9( 0.09 9| 0.558 9 9.427-10-3 9 4.678-10-4
10 0.1 10| 0.558 10 | 9.425-10-3 10 4.673-10-4
Zadanie priebehu osovej osX: 0OS:= |forie0.n+1
sily a jej derivacie : OSi < 0
0
2
Ngg = 1800 + 0-x + 0-x~  [kN] oS 0] 18103
Ne. 1] 18103
dNgy == 0-X Bd = 5 18103 KNI
3 1.8:103
E := 210000000[kPa] [Pa] 2000 1 4 1.8103
0
N
Ed _1 0 0
——1000 o dNg  Nax= 0
o3 2 0
0 : : 1
0 5 10 15
x [m]
Zadanie okrajovych podmienok:
ak je: na zagiatku kib potom OP,=-1  ak votknutie potom OP,=1 OP; =
na konci kib potom OP,= -1 ak votknutie potom OP, =1 OP) = —
ORIGIN =1 n = 1499
MWWWWWWA
Matica zohladrujuca okrajové podmienky:
p=1.n r=1.n
M =0
El.opp’Ir
1 1 2
MElop, .= | Ely, — |OP; MElop = 1 | 99011012 0
1,1 1,4
Ik 2 0 0
M = El L OoP
EI'Opn,n' Yni2 4 k M _ L 2
I Elop = [ 1| 9.901-1012 0
2 0 0




Zostavenie jednotlivych matic:

M= |for iel.n
Mg = |for iel.n for jel.n
. -2 ...
for jel.n M, |Ngg. 2 ifi=]
El, +4El, +EI - 1|
7 Y. Y. k
i i+1 +2 ..
Mi j<— 2 if i=] 1
I Ngg. — ifi=j-1
i+1 | 2
_2.E-l — 2.E-l k
Yir1 Yit2 it i = 1 1
s : Ngg — ifi=j+1
Ik i+1 I 2
k
E-l .
Yivo 0 otherwise
ifi=j-2
4 M
Ik
-2-E-l,, — 2-E-l
Yi Yier ..
ifi=j+1
4
Ik
E-ly Myn:= [for iel.n
[ .
—4 |f|=J+2 fOI‘jEl..ﬂ
I T .
M, i€ dNgy, —— ifi=j-1
0 otherwise ’ i+l 2:l
-1 ...
M ONgy, ~—— ifi=j+1
i+l 21y
1 2 3 4 0 otherwise
1 0 0 0 0 M
Mgn = [ 2 0 0 0 0
3 0 0 0 0 .
4 0 0 0 0 M = M'\ + Mgy
Aplikovanie okrajovych podmienok: Mg| = M'g| + Mg op
1 2 S 4 5 6 7
1 6.925-1013| -3.955-1013 9.883:1012 0 0 0 0
2| -3.955-1013 5.93-1013 | -3.952:1013 9.875-1012 0 0 0
Me, = 3 9.883-1012| -3.952-1013 5.925-1013 [ -3.948-1013 9.866-1012 0 0
El 4 0 9.875-1012 | -3.948:1013 5.92:1013 | -3.945-1013 9.857-1012 0
5 0 0 9.866:1012 | -3.945-1013 5.914-1013 | -3.941-1013 9.849-1012
6 0 0 0 9.857-1012 | -3.941-1013 5.909-1013 | -3.938-1013
7 0 0 0 0 9.849-1012 | -3.938:1013 5.904-1013
1 2 3 4 5 6 7
1 -3.6:107 1.8:107 0 0 0 0 0
2 1.8-107| -3.6:107 1.8:107 0 0 0 0
M = 3 0 1.8-107 | -3.6:107 1.8:107 0 0 0
N 4 0 0 1.8:107 | -3.6-107 1.8-107 0 0
5 0 0 0 1.8:107 | -3.6-107 1.8:107 0
6 0 0 0 0 1.8:107 | -3.6-107 1.8:107
7 0 0 0 0 0 1.8-107 | -3.6:107




RieSenie zovseobecneného problému vlastnych Cisel a vektorov matic M, a M, ktoré musia

vyhovovat rovnici: -
y Mg er = agrMy Mgy

ORIGIN := 0
MWWWWWA
Vlastné vektory n su Vlastné Cisla o, st jednotlivé
jednotlivé stipce matice M, argumenty vektora o :
M, = genvecs(ME|,MN) o= genvals(MEl,MN)
1052 1053 1054 1055 1056 1057 1058
0 |-1.744-10-6|-3.989-10-6 [ 7.119-10-6 | -1.114-10-5 | 1.604-10-5| 2.183-10-5| -2.851-10-5
1 |-6.975-10-6 [ -1.596:10-5 | 2.848-10-5 | -4.455-10-5 | 6.417-10-5| 8.733-10-5| -1.14-10-4
Mﬂ =] 2| -157-10-5|-3.591-10-5 | 6.409:10-5 [ -1.002-10-4 | 1.444-10-4 | 1.965-10-4 | -2.566-10-4
3 |-2.791-10-5| -6.385-10-5 | 1.139:10-4 | -1.782:10-4 | 2.567-10-4 | 3.494-10-4 | -4.562-10-4
4 |-4.361-10-5( -9.977-10-5 1.78:10-4 | -2.785-10-4 | 4.011-10-4 | 5.459-10-4 | -7.128-10-4
5 -6.28:10-5| -1.437-10-4 | 2.564:10-4 | -4.01-10-4 | 5.776-10-4 | 7.861-10-4 | -1.026-10-3
(xT _ 1052 1053 1054 1055 1056 1057 1058
0 -2.0036 -5.9116 -11.7723 -19.5862 -29.3535 -41.0741 -54.748

Koeficienty rozdvojenia rovnovahy a ich polohy vo vektore viastnych Cisel:

cr:=|lo e« |for ie0.n-1 Koeficient rozdvojenia
abs _

v | | or = 1052 rovnovahy vypocitany

i i cr+ 1= 1053 v programe 1Q100:

o ¢r + 2 = 1054 010100 = 20036
- - ( ) (Xcr— 200361 oz alQlOO — |Q’Cr|
i< forie0.n-1 derel = ~5.9116 a = |acr|
i faif = amin aps Ogrp = —11.7723

roz, = -7.333x 107 "%

Prvé 4 vlastné tvary:

Nerg= |forie0.n+1 Negro= |forie0.n+1
ni< |0 ifi=n+1vi=0 ni< |0 ifi=n+1vi=0
M otherwise otherwise
ni—l,cr T]i—l,cr+1
n n
Negrg= |forie0.n+1 Nerg= |foried.n+1
ni< |0 ifi=n+1vi=0 ni< |0 ifi=n+1vi=0
otherwise otherwise
n i-1,cr+2 n i-1,cr+3
n n

Polohy maximalnych poradnic vlastnych tvarov:

maxy := forie0..n+1 maxy := for ie0..n+1 maxg := for ie0..n+1

i if ‘ncr.li‘ =1 i if ‘ﬂcr.zi‘ =1 i if ‘nmi‘ =1

maxq = 1021

Xmaxl =10.21[m] X

maxy = 710 maxg = 545

=71 [m] X =5.45 [m]
max2 max3



Upravené vlastné tvary s ohfadom na aplikovanie okrajovych podmienok:

Mergy = [for i€ 0.n+3 Aby bol 1. viastny tvar vzdy kladny :
ni<« |negr1. . ifi=0A0P, =1 ) . _
il = |- if =-1
+ B Ner.l.u Mer.lu T1cr.1max
Nerq. . F1=0A0P,=- _
1 Nergu I Nerd oy 1
Nerg F1I=n+3A0P =1
n
—T](:r_l ifi=n+3Aa OPk =-1 = | = if =_1
n Ner.1 Mer1 M Mer1 o
0 ifi=n+2vi=1 .
. Nery If Merd . 1
ncr.li . otherwise
n
0 0 0 0
0 0 0 0 0 [1.744-10-6 0 |1.744-10-6
1 [1.744-10-6 1 [-3.989:10-6 1 0 1 0
Ner1 = 2 [6.97510-6| Mgr2=|[ 2 1.596:10-5| Merau = 2 [1.744-10-6| Meriu=| 2 |1.744-10-6
3 1.57-10-5 3 [-3.591-10-5 3 16.975-10-6 3 |6.975-10-6
4 (2.791-10-5 4 [-6.385:10-5 4 [ 1.57-10-5 4 1.57-10-5
5 [4.361-10-5 5 |-9.977-10-5 5 12.791-10-5 5 12.791-10-5
1 T T T
X W ‘axl
Ner1 ; i
0.5 ! ! I
ncrlz | | / - \
o N
Mer3  plwe . \\ | / /
N~ / -/ /
Ner.4 \ \ / | >
0S 05 \ . / i / i AN _/ / _
N l l
AN e ; yd ;
-1 | ~No >~ . A L. | |
0 2 4 6 8 10 12 14
Enickfiqui (Systemtnicken):
Verzweigungslasttaktoren:
NII (Normalksafte nach Theorie I1. Drdnumg): emgegebene NI1
System < 2,0036
Vlastny tvar vypocitany
v programe 1Q100:
T . 2
% o
7 N
7
© S i\
X
L=15m L
Al




2

Zadefinovanie jednotiek veliéin: h:=h-m kPa := KN-m MN := 106N kKNm := kKN-m

2 4
X = X-m /Ivk/\:: Ik-m /\II_V\/:: L-m NEV\/:: E-kPa A,/‘i/\V:: A-m AI,W:: Iy-m NEd = NEd~kN

Priebeh momentov ktoré by vznikly pri zdeformovani prata do 1. vlastného tvaru:

2

M(x) = —E'|y(x)'d—2ncr(x) Vzhladom na to, Ze vlastny tvar je bezrozmerny, nesedi jednotka momentu.
dx

Priebeh napati od momentov

ak by sa prut zdeformoval do

1. vl. tvaru (pre odhad polohy

Mlzz for ie0.n+1

ncr.l.ui T1cr.1.ui+1 cr.lu;,,

M. <« _E'ly . rozhodujuceho prierezu):
i )
i Ik2
y (Ml h]
GM =
Iy 2
INm] 5-10° 5.10° [Pa]

Posudenie stability prita na zaklade posudenia rozhodujiceho prierezu podla NB.5.2 [13]

Aby sa prediSlo moznym problémom pri predefinovani jednotky [m] su indexy vo vzorcoch z ¢asti 5.2
zmenené z "m" na "r":

Odhad polohy rozhodujiceho prierezu :

Predpokladana poloha rozhodujuceho prierezu je v smere zva¢Sujuceho sa napatia od osovych sil

[ imalneh t tomto priklade kladnéh tu):
od miesta maximalneho napatia od momentu (v tomto priklade kladného momentu)
Prierezové charakteristiky v rozhodujucom priereze: |
X = 12.22 m
3 2 2-Iy

h =0.2993 m A =7202x10 "m W, == —=

r r y h
I, =1138x 10 “m* W, =7.604x 10 *m>

Yy Y,

0
_| 0| 1800
Zat'aZenie pruta: Neg = 11 1800 kN
2 1800 Oer = -2.0036
Kriticka sila pre prvy vlastny tvar: Ner == aerNEg Ngr = —3606.51 kN
r
Podiel momentu tedrie Il. a momentu tedrie 1. ke 1
radu vyjadruje koeficient: o 1 k = 1.996
1




Material prata: S355: fy = 355MPa
Odolnosti pruta : M1 = 1.0
Charakteristicka a navrhova odolnost’ v tlaku rozhodujuceho prierezu:

N
Rk 3
NR = Af NRrg= — NRg, = 2857 x 10°kN

y
M1

Charakteristicka a navrhovéa odolnost’ v ohybe rozhodujiceho prierezu:

. MRy
Mgy = W, fy Mgq= — Mgq. = 269.933 kNm
M1 r

m] 6-10 3.5-10
[Nm] 6-10° N

\\-\__\ —3.10°
Mpy4-10° e NRk
— el 25.10° T

2.10° ' ' 2.10°

0 5 10 15
X [m]

Pomerna Stihlost  a sucinitel vzperu pre nahradny prat s prierezovymi charakteristikami skutoéného
pruta v mieste x, a kritickou silou skutocného pruta (v mieste x, ak by bola premenna):

NRy vzperna krivka "a" oy =021

- 0.842 olo) = [0,5.[1 + a.(xp - 0.2) + xpzﬂ

o) = t(ep)r= 0771 (5.20b)
olo) + [ale)” - )7

Navrhova hodnota amplitudy imperfekcie nahradného pruta v zavislosti od polohy rozhodujuceho
prierezu x, skutocného pruta :

2
. Hem)
M Y
€. d = am-(xp - 0.2)- Rk, M1 €oq = 14.2mm (5.20c)
: NRk 2 T
L= 2(om)2p
—
Moment, ktory by vznikol, ak by sme prut zdeformovali do 1. vlastného tvaru:: |\/|n or = ||\/|1|
v priereze x, vySetrovaného pruta: |\/|n or. = 2.331 x 103 1 KNm
~r m

Jednotka momentu nesedi, pretoZze moment je vypocitany pre bezrozmerny vlastny tvar.

Amplitida priebehu jednotnej globalnej a lokalnej imperfekcie skutoného prata v zavislosti od polohy
rozhodujuceho prierezu x, :

o] | NEdr| €0,

N0.init.r -~ M No.initr = 22mm (5.13)
n.cr,



Priebeh jednotnej globalnej a lokalnej imperfekcie m;q;; (v [14] nugli(x) ) odvodeny od 1. vlastného

tvaru a jej velkost' v zavislosti od polohy rozhodujuceho prierezu x

Ninit = M0.init.r Mer.1 0 (5.10)
0 0
. ST
amplitida:  n; .. =0.02203 m o[ 1 | 384108
nm'tmaxl init = =7 536107
kde max, je poloha max. poradnice 3 | 3.457-10-7
vo vektore vl.tvaru vybogenia. 4 | 6.146-10-7

Amplitida (v mieste max, ) pridavnej deformacie v zmysle tedrie Il. rddu od osove;j sily pdsobiaciacej
na prute s imperfekciou njy;; -

N0.init.r
nor=71—71 = Nor=21.95mm
|Otcr| -1
Priebeh pridavnej deformacie v zmysle tedrie Il. radu od osovej sily 0
posobiaciacej na prute s imperfekciou it - 0 0
1 3.827-10-8
n:=MNorNer.1 T]maxl = 0.02195 m maxq = 1021 n=[ o 1.531-10-7| M
3 3.445-10-7
Vysledny tvar prata:  w:= Ninit+ N 4 6.124-10-7
5 9.57-10-7
[m]
0.06 T
,,,,,,,,,,,, Ninit- - -
maxT
| |
12 14 16

Priebeh momentov tedrie Il. radu je rovny sucinu priebehu druhej derivacie pridavnej deformacie
(priehybu) n (vznikajucej od osovych sil na prite s imperfekciou nj,;;) a funkcie premennej ohybovej

tuhosti Ely.

Na vypocet momentov diferenénou metédou je nutné pouzit upraveny vektor 1. vlastného
tvaru so zahrnutymi okrajovymi podmienkami n ., 1 ,, ktory ma z toho titulu o 2 riadky naviac.

Potom upravena pridavna deformacia (priehyb) je: Ny = MorMeriu

s maximomyv: =21.95mm
max4+1
Priebeh momentov tedrie Il. radu: Priebeh druhej derivacie pridavnej deformacie:
M= |for ie0.n+1 n":=[for ie0.n+1
-2 + -2 +
Mo ™ M, T g, M M T g,
M. « -E-I, - n'j <
i Yi 2 2
Ik Ik
M nll




Poloha a hodnota maximalneho zaporného momentu a maximalneho kladného momentu:

—
maxM := | Myps < |M”| maxkladM := | M.y < max(M”)
Mpmax < maX(Mabs) for ie0.n+1
for ie0.n+1 i if IVllli='\/|max
iif Mabsi = Mmax
maxkladM = 1097
XmaXM =0m M”maxM = —75.773kNm XmaxkladM =10.97 m M”maxkladM = 56.928 kKNm
1.10° 0.03
INM] ~ " Xl )
5.10% -
T ]
M —— \ 0.02
11 N n
— 0 AN -
0S pd oS
R = N
5-10 -
_ N\
~1.10° — T | | | | | LN,
0 2 4 6 8 10 12 14
X

Jednotkové vyuzitie v jednotlivych rezoch pruta, pricom M, bol vypocitany pre parametre z rezu r :

s X, = 1222 m
| NEg| Miiabs [Nea|  Mijaps
UN = = — U:= +
NRrd MRd Nrd  MRg

Poloha a hodnota maximalneho vyuzitia
maxU := | Upay < max(U) POCetitaracii = [ "vyhovuje™ if maxU =r

for icO.n+1 maxU = 1222 "nevyhovuje” otherwise

i if U= Upay r=1222 |p0cetiteracii = "vyhovuje"

X [m]

Maximalne vyuzitie: (U = 0.894

v mieste: x
maxU m

Prut := if(UmaxU < 1,"vyhovuje" ,"nevyhovuje")

axU

= 12.22 m s presnostou polohy: I, =0.01m

[Prut = "vyhovuje" |




Napatia:

Priebeh napatia od osove;j sily a hodnota napatia v rozhodujucom priereze:

>

NEg
A

oN = - o = 249.936 MPa
r

Priebeh napatia od ohybového momentu tedrie Il. rddu a hodnota napatia v rozhodujicom priereze:

My Priebeh celkového napétia:
M= T o\ = 67.267MPa —
Wy r [NEd|  Mitabs
c = +
A Wy

Poloha maximalneho napatia od
momentu tedrie Il. radu:

maXGM = GM_abs(— |(5M|
maxop, = 1161
maxcopy < maX(GM.abs)
for ie0.n+1 XmaXcsM =1161m
i if GM.abSi = maXGM
8
4-10 | | | 1 Tx |
[Pa] maxoc
c =
oN 210 0 —— ——— o .
o [ T S
_M _— . ~
0 — — | |
0S - —— o
_2.108 | | | | | i |
0 2 4 6 8 10 12 14
x [m]
Maximélne napétie na prute: oy = 317.204 MPa
Poloha maximalnej poradnice vl. tvaru vybo¢enia: X naxs = 10.21 m
1
Poloha maximalneho momentu tedrie Il. radu: X =0m
maxM
Poloha maximalneho kladného momentu tedrie Il. radu: X =10.97 m
maxkladM
Poloha maximalneho napatia od momentu tedrie Il. radu: X =11.61 m
maXGM
Poloha rozhodujuceho prierezu: X, = 12.22 m
Poloha maximalneho napatia od osove;j sily: Xmax.oN = 15m

Poloha rozhodujuceho prierezu je v tomto priklade medzi polohou maximalneho napatia od kladného
ohybového momentu tedrie Il. radu a polohou maximalneho napéatia od osove;j sily.



PRILOHA 8

PRIKLAD ROVINNEHO RAMU POSUDENEHO VSETKYMI METODAMI V [10]



Posudenie stability ramu v rovine a z roviny ramu

pomocou metdéd z STN EN 1993-1-1 [10]

15KN/m

1MN

Rozmery ramu : L := 10m H:=5m
NW MV
Zatazenie ramu : FEd.:= IMN FEqp:= 2MN Fed.w = 10kN
Prierezové charakteristiky stipa: RHS 350/250/16: Wy, y = 1,715.106mm3
Iy = 3.001-108mm4
Odolnosti prierezu stipa: M1 =1 fy := 355MPa
N
Rk
NRk = Afy NRd =
M1
M
) ) y.Rk
My.Rk = VVel.y'fy My.Rd =
M1

Koeficient rozdvojenia rovnovahy pre dany ram (pri vyboceni v rovine ramu)
a zatazenie vypocitané v programe 1Q100:

2MN

5m

kKNm:= kN-m  MN:= 106N

q:= 15k—N
m

A= 17900mm2
MWV

I, = 1.765-108mm4

E := 210GPa

NRq = 6354.5kN

My Rq = 608.8 kN

acr.lQlOO = 2.4752



Vnutorné sily ramu podla teérie l.radu (1Q100):

(o]
4 2080,0
o

-2020,0

-2020,0

-2080.0

-2020.0

:
12080,0

-2080.0

-2020,0

-2020.0

-2080,0

O3

] 113571

3

400 952

25,232

12 619

Mgg = 113.571kNm

Vypocet funkéne zadaného priebehu ohybovych momentov tedrie I. radu pravého (rozhodujuceho)
stlpa ramu na zaklade znamych hodnét v diskrétnych bodoch stlpa vypocitanych prog. IQ100:

Vyska stipa: H=5m

Vektor s hodnotami ohybovych momentov:

Pocet a poloha uzlov so znamymi

hodnotami ohybovych momentov : n := rOWS(VM I)

Xy = forie0..n-1
X, < i
Ui n-1
Xy

Polynomicka aproximacia priebehu
ohybovych momentov :

n=Cy+Cqyx+ C2~x2 + C3-x3

-f-Ci~XI

n-1
+ Cn_l-x

VM

"M Ixls

Vypocet koeficientov polynomicke;j
aproximacie z rovnice:

kde:
M =

IMI{C} ={vm ¢

for ie0..n-1
for je0..n-1

i
M. .e[i.L}
1] (n—1)m



- L Poloha uzlov a prisluS§na hodnota momentu:
Koeficienty polynomickej

aproximacie: 0 0
0 0 0| -3.354-10-12
Cpi=M" 1'V|v|.| 1] 0.385 1 8.736
2] 0.769 2 17.473
Vzhladom na linearny priebeh ohybovych by 1.154 3 26.209
momentov je iba jeden ¢len vektora C, 4] 1538 4 34.945
nenulovy: 5 1.923 5 43.681
C|1 = 22714 Xu =|6 2308 M VIVI.I =16 52.418 kNm
7 2.692 7 61.154
Funkcia priebehu ohybovych 8| 3.077 8 69.89
momentov tedrie l.radu: 9| 3462 9 78.626
10| 3.846 10 87.363
n-1 i 11| 4.231 11 96.099
X
Meda(X) = Z {Ch-(aﬂ-kNm 12| 4615 12 104.835
i=0 13 5 13 113.571
Mg ((H) = 113571 kNm Xy, =5m MEd.,(qu) = 113,571 kNm

Analyza ramu na zaklade tedrie Il. radu s imperfekciami -metéda
podla 5.2.2 (3) a) [10] ale iba v rovine ramu

Globalne a lokalne imperfekcie a nahradenie imperfekcii stistavou ekvivalentnych
vodorovnych sil

Urcenie imperfekcii podla 5.3.2 (3) a): 2 5.3.2(3) a) [10]
O(h = Oth &~ —
H
mg:= 2 \/%
051+ ! 2
Ol = . — .
m mg op if E Sap = 1
1 =0.
by = — - ’ ap = 0.89%4
200 5 if ah < 5

Naklonenie stipov: oy = 0.866

_3 1 otherwise
b= ¢gap o ¢ =3.873x 10
Horizontalne sily ekvivalentné nakloneniam stipov podla 5.3.2 (7) [10]: Obr. 5.4 [10]
H¢_| = ¢-Fgq) H¢_| = 3.873kN H¢_p = (I"FEd.p H¢_p = 7.746 KN
Urcenie imperfekcii podla 5.3.2 (3) b): 5.3.2(3) b) [10]

e
i x o _ . . - 0d_ 1
Zaciato€né zakrivenie stlpov pre vzpernu krivku (a) a pruznostnu analyzu: T = % Tab. 5.1 [10]

H
— egd= 0.017m

e o =
0.d~ 300
Spojité zatazenie ekvivalentné zadiatoénym zakriveniam stipov podra 5.3.2 (7) [10]: Obr. 5.4 [10]
8:-Fgq € 8-F e
4= = g = 5333 N Ip = o q. = 10.667 N
H’ ™ H? P m



4-Feq e 4-F -e
_ Ed.I'*0.d : _ Ed.p~0.d
Hy1=—"—""— Hq.l = 13.333kN Hq.p = —H

q1= " Hg p = 26.667kN

p

Zatazenie ramu pre analyzu tedriou Il. rddu spolu so zatazenim ekvivalentnym imperfekciam
(zaCiato€nému nakloneniu a zaciatoénému zakriveniu stlpov) :

Fego=2MN
Feg=TMN Edp
Fegw= Ed q=15kN/m
10kN H
il 10 AR A 2 N A A wH w_’ o
1 Hy, 2> Hap
— : —
— —
— —
q | Qp = L{E)
— —
— —
— —
— —
A AT
L 10m [
A 7

Vnutorné sily vypocitané pomocou programu 1Q100 tedriou Il. radu:

w
o -2094.005 |
L, -
3 Tl o1eEear

3
-2094.906
122211
-2094 906
1768 562
-2094 906
165,212

-2094 905

'3
1 -2084,905

-2094.9065

101,982

-2094.905

-2094 906

-2094 906

%2




Vypocet funkéne zadaného priebehu ohybovych momentov teérie Il. radu pravého (rozhodujuceho)
stipa rdmu na zaklade znamych hodnét v diskrétnych bodoch stipa vypogitanych prog. 1Q100:

Priebeh momentov tedrie II. radu vy, || pre pravy stip daného ramu a pre dané zatazenie (IQ100):

Vyska stipa: H=5m VML= _
Vektor s hodnotami ohybovych momentov: .. \M | I _XIS

Pocet a poloha uzlov so znamymi
hodnotami ohybovych momentov :

ne= rows(vM_“)

Xy= |forie0.n-1
n=14
Xy, < |-
! n-1 Poloha uzlov a prislusna hodnota momentu:
Xu 0 0
0 0 0| 2582-10-11
Polynomicka aproximacia priebehu 1| 0.385 1 26.535
ohybovych momentov : 2| 0.769 2 51.362
2 3 5 1.154 3 74.359
n= CO + C1X + C2X + C3X 4 1.538 4 95.413
c i 5 1.923 5 114.421
X Xy=1|6| 2308 M Vpmq=|6 131.289| kNm
e l.xn‘l 7| 2692 7 145.934
n= 8| 3.077 8 158.284
. _ . . 9( 3.462 9 168.279
Vypocet koeficientov polynomickej
aproximacie z rovnice: 10] 3.846 10 175869
IMH{C} = {vpy 11} 11| 4.231 11 181.016
kde: 12| 4615 12 183.697
M:= |for ie0.n-1 13 5 13 183.897
for je0O..n-1
j
. H Koeficienty polynomickej -
e i—— s ) Cp=M v
-] (n-1)m aproximacie: I M.1I
M n-1 x i
Funkcia priebehu ohybovych momentov teérie Il.radu: Mgg 11(X) = Z c”_-(—) -kNm
: i\m
X, =5m M X = 183.897 kNm i=0
Uys Ed.ll( u13)

Hladanie polohy maximalneho momentu pomocou podmienky nulovej prvej derivacie momentov:

n-1 . i-1
Priebeh prvej derivacie ohybovych momentov: M| (x) = Z {C”"L‘(ij }
im

m
Bodhad = 06 Xmax.odhad = Podhad H Xmax.odhad = 3M
Given
M'II(Xmax.odhad) =0
X max = Find(xmax.odhad) X'max = 4-839 m
Xmax.11:= [0m if X0, <0 V pripade, Ze najde polohu mimo pruta, polozi
' ) polohu maximalneho momentu na ten koniec
H if X' > H pruta, ktory je bliz8ie najdenej polohe:
X'max Otherwise Xmax.I| = 4839 m



Vnutorné sily v najviac namahanom priereze :

Meg 1i(Xmax.11) = 184115 kNm  Ngg = 2094.2kN

Overenie odolnosti v rovine ramu na zaklade overenia odolnosti prierezov rozhodujuceho
stlpu pouzitim vnatornych sil teérie Il. radu od imperfekcii v rovine ramu-

-postup podrla 5.2.2 (3) a) [10] (iba v rovine ramu):

Urc€enie globalnych a lokalnych imperfekcii a ich nahradenie ekvivalentnymi vodorovnymi silami
a urCenie momentov tedrie Il. radu (so zohladnenim ekvivalentnych vodorovnych sil) si uvedené vyssie

INed.n|  [Mea.n®)|
+

Vyuzitie v jednotlivych rezoch stipu : Ugy(X) =
NRg My Rd
0.8
0.6 |
Uay() i i -
— o4 | Maximalne vyuzitie:
02 | | | | 1 |Ua.y(xmax.ll) = 63.197 O/‘i
0 1 2 3 4 5
X

VSeobecna metéda pre stratu stability prvkov ohybom z roviny
a stratu stability klopenim ( €l. 6.3.4 [10] )

otk 1€ najmensia hodnota zvacSovacieho faktora, prenasobenim s ktorym navrhové zatazenie

dosiahne charakteristicki odolnost rozhodujuceho prierezu konstrukéného prvku, pri zohfadneni
pOsobenia prvku v rovine zatazenia, bez zohladnenia straty stability ohybom z roviny a straty stability
klopenim, avSak so zohlfadnenim vSetkych u€inkov spdsobenych prislusSnymi globalnymi a lokalnymi
pretvoreniami a imperfekciami v rovine zatazenia,

oyt k Sa urci z:

1
|Ned.i| . |Mgq.11()]
NRg My Rd

1 _ |NEd.II| . |MEd,||(X)| ayl k) =

ayigk  NRd My Rd



1 Xmax.I1
(04 = |
INed.n|  |Med.n(*max.ii)| 3 -
N ! M oyl k(X) |
Rd y.Rd — ol L
aylgk = 1582 . | | | | |
0 1 2 3 4 5
X
O‘cr.opje najmensia hodnota zva¢Sovacieho faktora, prenasobenim s ktorym navrhové zatazenie

dosiahne hodnotu kritického zatazenia konstruk&ného prvku v pruznom stave, ktoré zodpoveda
strate stability ohybom z roviny alebo strate stability klopenim.
sa urci z:

%cr.op 1 |NEd_I| . |MEd.I(X)|

N

Cer.op cr.z My cr

Strata stability ohybom z roviny zataZenia: v tomto pripade ramu s torzne tuhymi profilmy stipov méze
nastat iba rovinna strata stability kolmo na hlavnu rovinu zatazenia.

Stipy su v rovine kolmej na hlavnu rovinu zatazenia ulozené obojstranne kibovo: L. ._:= H

cr.z:
Vypoget kritickej sily rovinnej straty stability stipa v rovine kolmej na hlavni rovinu zataZenia:

2
n E-l,
Nerz= = Ny, = 1463 x 10° kN
Lerz
N
cr.z
Oorop= Ocrop = 7-035
P" Ngg, P
Globalna pomerna Stihlost konstruk&ného prvku: o =021
Cultk
Kp.op = » Kp.op = 0.474 (6.64) [10]
cr.op
2
dop = 0.5[1 + o(hp op = 0:2) + A op J dop = 0.641
Sucinitel vzperu z roviny:
, 1
Xop = 1% op <« > >
¢0p + ,} (I)op - }“plop Xop = 0.932
min(x'op,l)
Xop &
Podmienka odolnosti ramu vodi strate stability ohybom z roviny: Zop Tultk >1 6.3.4 (2) [10]
M1
Xop %ult.k
ZOp UltK 475 (6.63)[10]
M1
Vyuzitie podla vSeobecnej metddy: Uyseo = _
Zop *ultk Uyseo = 67.803%

™M1



Globalna analyza ramu s vplyvom teérie ll.radu a imperfekcii
a posudenie prutov vyrezanych z konstrukcie podla 6.3 [10] -
metdda podrla €l. 5.2.2 (3) b) [10]

Globalna analyza ramu v rovine ( €l. 5.2.2 (3) b) [10] ) s vplyvom teérie ll.radu
a imperfekcii podla 5.3.2 (3) [10] a posudenie prutov vyrezanych z konstrukcie
podla 6.3

Na urcenie koncovych sil a koncovych momentov z globalnej analyzy s vplyvom tedrie Il. radu

a vplyvom imperfekcii podfa €l. 5.2.2 (3) b) [10] sa maju pouzit imperfekcie podla 5.3.2 (3) [10]

s ohlfadom na 5.3.2 (6) [10]:

Ak prat ma aspon jeden krajny uzol odolny vo&i ohybovému momentu alebo ma kriticku silu menSiu
ako je 4-nasobok navrhovej osove;j sily, potom sa ma uvazovat’ okrem zaciatocného naklonenia pruta
aj zaCiatoCné zakrivenie.

V pripade daného ramu sa za imperfekcie berie zagiatoéné naklonenie aj zadiatoéné zakrivenie stipa.

Posudenie vyrezaného stipa podra &l. 6.3.3:

Pri vypocte suginitelfov vzperu v metdde 5.2.2 (3) b) [10] sa za vzpernd dizku ma brat systémova dizka
pruta, vzhladom na to Ze stabilitné javy su zohladnené uz v priebehu momentov tedrie Il. radu.

Lcr.y =H Lcr.y =5m

anw 4
Nery = 5 Nery = 2488 x 10 kN Klopenie vzhfadom na

Lery torzne tuhy profil stipa

neméze nastat’:

A-fy

kp.y = N kp.y = 0.505 =1
cry
=0 5[1 A 0.2)+ A 2} = 0.66
by =081+ a-(hpy ~ 02) + 2y by =0
Xy = |y < -
y y
2 2 = 0.923
_ X :
by + by ~Tpy y
min(x'y,, 1
(2y:3) 2.10°
max. |1
Priebeh momentov v rovine ramu na Mgg. (%) |
zaklade tedrie Il. radu s imperfekciami - 110° F ]
podla 5.3.2 (3) [10]: 0
My Ed.1i1 = Med.i(Xmax.11) 0 : : :
.Ed. . . 0 9 4

Faktor ekvivalentného konstantného momentu pre stratu stability naklonenim stipov:
Cry =09 Tab. B.3 [10]

my
Interak&ny faktor pre pruty necitlivé na skratenie:
N N

| Ed.ll| | Ed.II|

Ky = min Cpy| 1+ 0.6:A,—— |,Cryyys| 1 + 0.6:———
: m . >~m = Tab. B.1[10
% y PY" Npy y NR kyy = 0.997 a [10]

Xy.— Xy._

M1 M1



N M N M
Ed.II " yEd _, Upy = [Nean| . kyy.M (6.61) [10]
NRk My Rk NRK My.Rk
Ly — LT Ly T
M1 YM1 ™M1 M1
N M
. Ed.II
Vyuzitie: [Nean] _ 35.721% kyy~m ~ 30.165% Vyuzitie:
NRK My Rk '
Ty —— LT U, ,, = 65.886 %
™ML M1 by

Posudenie ramu z roviny zat'azenia na zaklade koncovych momentov z glo-
balnej analyzy v rovine ramu ( €l. 5.2.2 (3) b) [10] ) s vplyvom teérie ll.radu a
imperfekcii podla 5.3.2 (3) [10] a posudenie prutov vyrezanych z konstrukcie
podra 6.3 [10]

Stip je podoprety obojstranne kibovo v rovine kolmej na rovinu ramu: Lepp,=5m
Poznamka: keby bola kriticka dizka pruta mensia ako systémova (zavisi od bo&ného podopretia prata)

tak sa méze posudzovat len ten Usek s prislusnym priebehom momentov.

Kriticka sila rovinnej straty stability stipa v rovine kolmej na hlavnu rovinu zataZenia (bola uz vypoéitana
vo vSeobecnej metdde pre stratu stability prvkov ohybom z roviny):

, Ngy , = 1.463 x 10" kN
Pomerna Stihlost’ pri vyboceni stlpa z roviny zataZenia:

A,
2= | hpz = 0659
cr.z

2
0, = 0.5[1 +o(hpy = 02)+ 0k, }

, 1
A [, 2 2
0+ %z ~rpz
min(x‘z,l)

Interakeny faktor kZy zavisi od interakéného faktora k

N M
EdIl y.Ed

. <1
7 <
Nek = My Rk
o LT
M1 M1
N
VyuZitie: _Edit =0.38
NRk
XZ._

¢, = 0.765

1, = 0.866

vy ktory je uz vypocitany:
= 08Ky kpy = 0.798
NEd.II My Ed.iI
Ub.zy = N + kzy- M
Rk y.Rk
Xz LT
M1 ™M1
M
Ed.1l
oyl _ 0241
My.Rk
LT
M1

Tab. B.1[10]
(6.62) [10]

Vyuzitie:

Up 7y = 6218



Analyza ramu na zaklade tedrie I. radu s imperfekciami s odhadom
vplyvu tedrie ll.radu podla ¢l. 5.2.1 (4)B a 5.2.2 (5)B [1]

Vzhadom na ¢l. 5.2.1 (4)B je pri portalovych ramoch s miernymi sklonmi striech a rovinnych pratovych
konstrukciach tvorenych nosnikmi (ktorych tlakové osové sily nie st vyznamné) a stlpmi, a ktoré
spifiaju podmienku (5.1) [10] je mozné pouzit' priblizny vzorec pre aqr (5.2) [10].

Pre porovnanie s pribliznym odhadom o, (5.2) [10] je suCinitel rozdvojenia rovnovahy ramu

vypocitany programom IQ100 pri¢om boli zahrnuté aj ekvivalentné zatazenia z titulu imperfekcii
(pretoze ich vplyvom sa zmeni pomer osovych sil v stipoch a tym aj koeficient rozdvojenia rovnovahy
aj ked v tomto priklade je iba minimalny rozdiel):

Kriticka sila pravého Kriticka sila pravého stipa so Kriticka sila pravého stipa so

stipa bez zohladnenia zohladnenim ekvivalentnych zohladnenim ekvivalentnych
ekvivalentnych vodorovnych sil od vodorovnych sil od naklonenia
vodorovnych sil naklonenia stipov a zakrivenia stipov

Oler.1Q100 = 24752 Oer.1Q100.e.n = 24748 Oer.1Q100.e.n.z = 24748

N := 2080kN Nj e = 2085.81kN Nj en.z = 2085.81kN

Ner.1Q100 = %er.1Q100°N| Ner.1Q100.6.n.z = %cr.1Q100..n.z Nen.z

Ner.1Q100.e.n = %cr.1Q100.e.n'Nien
Ner 10100 = 5148416KN Ny 191006 = 5161.963kN Ner 10100.e.n.2 = 5161963 kN

Vzhladom na to, Ze ekvivalentné vodorovné sily od zakrivenia stipa predstavuju vzhladom na stip
rovnovaznu sustavu sil nevznikaju od nich Ziadne pridavné osové sily v stipoch a tym aj osova sila
stlpu tedrie | rddu sa nezmeni, teda koeficient rozdvojenia rovnovahy ostal nezmeneny.

Horizontélna sila na ram: Feg.w = 10kN

Sucet horizontalnych sil na ram: Heq = FEdw + H¢| + H¢ D Heg = 21.619kN

Sucet vertikalnych sil na ram: Ved = FEdl + FEd.p +q-L VEq = 3.15 % 103 kN
Horizontalna deformacia ramu Horizontalna deformacia ramu od He a
od Hgy: ekvivalentnych sil od zaciato¢ného

zakrivenia stipov:

d = 13.8mm
H.Ed 8 Ed.alt = 17-1mm

Odhad suginitel rozdvojenia Odhad sucinitel rozdvojenia
rovnovahy ramu: rovnovahy ramu:

tero ™ VEd 3H.Ed teroalt = VEd SH.Ed.alt
Oor o = 2487 Oer o.alt = 2:007

Percentualny rozdiel odhadu a presnej hodnoty:

Ocr.o ~ %cr.1Q100.e.n ®cr.1Q100.e.n.z ~ %cr.o.alt

=0.479% =23.322%
%cr.1Q100 Oer.o.alt
Na zaklade velmi dobrej zhody odhadu a presnej hodnoty vtedy ak sa H 4 vypocitalo od horizontalnych

sil a od vodorovnych sil ekvivalentnych iba zaCiato€nému nakloneniu je mozné usudit, ze v ¢1.5.2.1 (4)B
bolo pri definovani Hg4 myslené pod pojmom fiktivnych vodorovnych zatazeni iba sily ekvivalentné

nakloneniam stipov.




Priebeh odhadu momentov tedrie Il. radu sa vypocita na zaklade tedrie l.radu, pricom vSetky horizon-
talne nesymetrické zatazenia (horizontalne sily od vetra a ekvivalentné sily od imperfekcii v tvare
zaciato€ného naklonenia) sa prenasobia nasledovnym sucinitelom: 1

= 1.673 (5.4)[10]

Na zaklade 5.2.2 (5)B [10] je mozné tento odhad uplatnit iba 1-
ak ou,>3, napriek tomu Ze to v tomto pripade nie je spinené %cr.o

pre porovnanie vysledkov je tento odhad uvedeny:

i 2003084 b
3 | _‘Té 176 574
) 3

-2083 054

470,124

-2093,054

60,270

-2083 054

-2093,054
I

121,018
0

.
L3 H
2003 084 '3
. '

$111,309

-2003 054

-20032 084

-2003 054

-2083 054
1

&

Vypocet funkéne zadaného priebehu ohybovych momentov teérie I. radu ( s odhadom vplyvu tedrie Il
radu - so zvaéSenymi horizontalnymi nesymetrickymi zatazeniami) pravého (rozhodujticeho) stipa
ramu na zaklade znamych hodnét v diskrétnych bodoch stipa vypoé&itanych prog. IQ100 :

Priebeh momentov tedrie II. radu (odhad) vy 11oq Pre pravy stip daného ramu a pre dané

zataZenie (IQ100):
Vyska stipa: H=5m VM.llod =

..\M llodhad.xls

Vektor s hodnotami ohybovych momentov:

Pocet a poloha uzlov so znamymi
hodnotami ohybovych momentov :

A= TOWS(V j10q)

n=14

Xy = for ie0.n-1

Xy <« I

Ui n-1



Polynomicka aproximacia priebehu

, ) Poloha uzlov a prisluSsna hodnota momentu:
ohybovych momentov :

0 0

n=Cy+Cqyx+ C2-x2 + C3~x3 0 0 0| -6.708:10-12

i 1| 0.385 1 23.05

+Cjx 2| 0769 2 44522

n-1 3| 1.154 3 64.417

+C X

n-1 4| 1538 4 82.733

o - o 5| 1.923 5 99.471
Vypocet koeficientov polynomickej Xy=[6] 2308|M VM Ilod=I6 114631 KNm

aproximacie z rovnice: 71 2692 7 128214

cdo: MIH{Cioq} = {VM.110d} 8| 3.077 8 140.218

Me. for ic0 1 9| 3.462 9 150.645

o orte®.n- 10( 3.846 10 159.493

for jeO.n-1 11| 4.231 11 166.764

i 12| 4.615 12 172.456

M. .« i.L 13 5 13 176.571

I,) (n-1)m
Koeficienty polynomickej -1
M S = )

aproximacie: Cliod =M VM.1l0d

Funkcia priebehu odhadu ohybovych momentov teérie ll.radu:

n-1 i
X
MEd.110d(X) = Z {C”Odi'(ﬁﬂ'mm Xy, = 5m MEd.IIod(XuB) = 176.571 kNm
i=0

Hladanie polohy maximalneho momentu:
n-1 i (x i-1
Prva derivacia momentov: Mlllod(x) = Z Cllodi'a'(_)
i=

Badnag= 0-6 Xmaxadhad, = Podhad H Xmax.odhad = 3M
Given

Mlllod(xmax.odhad) =0

K= Find(xmax.odhad) Xmax = 2-811 m
o V pripade, Ze najde polohu mimo pruta, poloZi
Xmax.llod = [OM 1T Xpay <0 polohu maximalneho momentu na ten koniec
H if X gy > H pruta, ktory je blizSie najdenej polohe:
. Xmax.llod = ° M
X'max Otherwise

Porovnanie priebehu momentov tedrie Il radu a odhadu momentov tedrie 1l radu:

2.10°

MEq.11(x) 110° setEl




Percentualny rozdiel momentov tedrie Il radu MEd.IIod(Xmax.llod) = 176.571 kNm
s imperfekciami a odhadu momentov teérie Il radu MEd.II("max.II) = 184.115 kNm
s imperfekciami:

Med.1(Xmax.11) = Med.110d(Xmax.t1od)

Med.110d(¥max.11od)

=4273%

Posudenie ramu v jednotlivych prierezoch na zaklade vnutornych sil s odhadom teérie ll.radu:

|NEd.II0d(X)| . |MEd.II0d(X)|

U.,(X) =
ey NRg My Rd

0.8

Xmax.llod =2 M

Uc.y(x)
— Maximalne vyuZitie:

Ye.y(Xmax.11od) = 61.941%

0.2 | | | |

Analyza v rovine ramu na zaklade teorie I. radu podrla €l. 5.2.2
(3) c) [10] a posudenie nahradného pruta podla 6.3 [10]

Feg=1MN Feqp=2MN
q=15kN/m
- A A A T o
FEd‘W=
10kN
1S
e}
VAN AN
k 10m I’

Vnutorné sily teériou I. radu (IQ100) pre hore uvedené zatazenie su uvedené na zaciatku.

Kriticka sila pre pravy stip pre globalnu stratu stability v rovine ramu pre hore uvedené zatazenie

(1Q100):
Ncr.p = Ncr.IQlOO Ncr.p = 5148.42kN

Pomerna &tihlost a vzperna dizka zodpovedajuca kritickej sile pravého stipa pre glob. stratu stability:

2
A-fy = El

. = y — y
My = hp = 1111 Nerp = — = Leri= 7 |
cr.p

cr.p Lcr

2 10,
b= 0.5[1 + a-(xp - 0.2) + 2 } o =1.213 Lep=10.991m




, 1 a =021
min(x',l)
Faktor ekvivalentného konstantného momentu pre stratu stability naklonenim stipov:
C..:=09 Tab.B.3[10]
Interak&ny faktor |NEd I| |NEd I|
pre pruty necitlivé K, ., := min Cmy‘ 1+ o.e-xp- ' ’Cmy‘ 1+06—
na skrutenie: A NRk NRK Tab. B.1[10]
X._ X._
™1 M1
N N Mgq.1(H)
Ed N kyy‘ y.Ed <1 Ud.y _ Ed.l N kyy' Ed.l (6.61) [10]
NRk My Rk NRk My Rk
Xy =™ LT X LT
YM1 M1 M1 M1
N Mg ((H) Vvusitie:
Vyuzitie: Edl _ 55610% kyy-Ed—" — 22.301% yuate:
NRk My Rk Uy = 78.01 %
= dy
X LT
YM1 ™M1

Analyza teériou Il. radu v rovine ramu podla ¢1.5.2.2 (3) a) [10] s im-
perfekciou v tvare viastného tvaru podra €l. 5.3.2 (11) [10] a posu-

denie najviac namahaného prierezu

Vypocet funkéne zadaného priebehu viastného tvaru vybocenia praveho (rozhodujuceho)
stipa ramu na zaklade znamych hodnét v diskrétnych bodoch stipa vypoéitanych prog. 1Q100:

Vlastny tvar vybocenia n pre dany ram a zatazenie (IQ100): n = )

Vyska stipa: H=5m .\vl tvar.xls

Kriticka sila pre pravy stip: Ncr.p = 5148.42 kN

Pocet a poloha uzlov so znamymi ogp = 24752

hodnotami tvaru vybocenia : Ni= rows(n)

Xy=|forie0.n-1 n-14
AR aptoximise 3 v, o
X, Ko MG ={n)

M:= |for ie0.n-1

Polynomicka aproximacia tvaru vybocenia : for je0.n—1

n= CO + Clx + C2X2 + C3X3

+Ci~XI
n-1
+Cn_1-x

Koeficienty polynomickej aproximacie: C=M

H

|
M. . « |:|—:|
1] (n-1)m




n-1 i
Funkcia vlastného tvaru vybocenia: 7 (x) := Z [C(ij} Xu13 -5m

i=0

3
X ) =3.859 x 10
(%)

Hladanie polohy maximalnej poradnice vlastného tvaru vybocenia:

n-1 . i-1
Prva derivacia vlastného tvaru: v'(x) := Z {Ci'L'(ij }
m

Badhag= 09 Xmaxadhag, = PodhadH Xmax.odhad = 45 M
Given

n'(Xmax.odhad) =0

Xmax = I:iml(xmax.odhad) Xmax = 6:322m . . .
_ it 0 < Y Priebeh vlastného tvaru a jeho prvej
Amax= [Xmax T Y =Xmax < derivacie na pravom stipe:

0 if Xmax<0

4000 I
H otherwise max
n(x) |
Poloha maximalnej poradnice —— 2000
vlastného tvaru vybod&enia v B N
ramci pruta: Xmax =2 M 0 0
Pre premennu v jednotkach [m] ma
sty tvar b ¢ voradnice: ~2000 . :
vlastny tvar bezrozmerné poradnice: 0 2 4
N(Xman) = 3:85855 x 10° x
n-1 x i
Vlastny tvar vybocenia normovany na maximum 1: Ci(—)
m
Priebeh normovaného vlastného tvaru vybocenia _i=0
rozhodujuceho stipa pri globalnej strate stability Mer(X) = Tl(X )
Vv rovine ramu: max
1 |
Xmax z -
Maximalna = =
poradnica: Ner(®) "
_ ne(H) =1
ncr(Xmax) =1 0 | | cr 0540
0 2 4

ncr(3333333m) =0.784 0.784

0679




Posudenie stability ramu s imperfekciou podla 5.3.2 (11) [10] na zdklade posudenia
rozhodujlceho prierezu na pravom stipe ramu s momentami teérie Il. radu:

Poloha rozhodujiceho prierezu:

Rozhodujuci prierez je vzhfadom na konstantny priebeh N a El v mieste, kde je maximalny ohybovy
moment tedrie 1. radu (vznikajuci od osovych sil pdsobiacich na prate s imperfekciou afinnou prvému
vlastnému tvaru).

Priebeh ohybovych momentov je rovny sucinu druhej derivacie pridavného priehybu (ktory je afinny
vlastnému tvaru vzhladom na volbu imperfekcie vo vlastnom tvare) a ohybovej tuhosti.

—1 A i
Funkcia, ktora je afinna d Ci i-1(x =2
(maximum je totozné) priebehu i > 'm
- o — m
momentu tedrie Il. radu: kde druha derivacia e (6) = i=0
Elyn"gp(X) = 1" (X) E'Iy vlastného tvaru vybocenia je: H(Xmax)
Vzhladom na to, Ze moment zotrvacnosti je konstantny, je poloha maximalneho momentu
totozna s polohou maxima druhej derivacie vlastného tvaru :
BM.odhad = 09 XmaxM.o = PM.odhad'H XmaxM.o = 4-5M
Given
d " =0
q n cr(xmaxM.o) =
XmaxM.o
XmaxM = Find(Xmaxm.o) XmaxM = 5-4923 m
XmaxM = [Xmaxm 1f 0 <Xmaxm < H
- 4-10°
H if Xpaxv > H LM
0 otherwise Elyn"(x)
Poloha maximalneho d 2.10° |- .
momentu teorie II. radu &Elyn"cr(x) ______
vramciprata: o T e
XmaxM = ° M | -
0
0 2 4
X
Poloha rozhodujiceho prierezu : Xm = Xmax Xpm=5m
ZatazZenie pruta : =
Zenie pru Ngg,| = 2080kN Ner.p = 5148.42 kN
- - . . Ncr.p
Koeficient rozdvojenia rovnovahy pre prat: Oy 1= ogp = 2.4752
NEg.|
Podiel momentu tedrie Il. a momentu tedrie 1. Koo 1 K — 1678
radu vyjadruje koeficient: '_ 1 o
1 L —
Cer

Pomerna Stihlost’ a vzperny sucinitel nahradného pruta s kritickou silou totoZnou pre skutocny prut
(vzhladom na konstantni N aj prierez je konstantna aj pom. tihlost’ vzhladom na polohu prierezu x )

N
Ao e | DK A~ =1111 modifikovany (5.11) [10]
o Ncrp P

vzperna krivka:a o =1 Tab. 6.2 [10]



Amplituda imperfekcie nahradného pruta:

M
y.Rk
ey = 0+(Ap — 0.2)——— (5.15)
0 =
( p ) NRk o = 18.33mm
Amplituda priebehu jednotnej globalnej a lokalnej imperfekcie:
(x aerNEd 180

N0.init\*m) = . - = A

Ely [er(Xm)| M0.init(Xm) = 24.52mm (5.13)
Priebeh jednotnej globalnej a lokalnej imperfekcie n;,ii(X) (nug"(x) v [14]) a jej velkost v
zavislosti od polohy rozhodujuceho prierezu x ,:
Ninit) = nO.init(Xm)'n cr(®) (5.10)
amplitida: init(Xmax> = 24.52 mmkde x_,,. je poloha max. poradnice vl.tvaru vybocenia: ncr(xmax) =1
Amplituda (v mieste X, ) pridavnej deformacie (v zmysle vlastnosti (5.8)) podla tedrie Il. radu
od osovej sily posobiaciacej na prute s imperfekciou nj,it(X):

n init(xmax)
Xmax =2 M Nom="—""">-— Nom= 16.623mm
Ogp — 1

Priebeh pridavnej deformacie v zmysle tedrie Il. radu od osovej sily pdsobiaciacej na
prute s imperfekciou n;:i:(x):
init 009 = g mMer®) N (Xmax) = 16.623mm

Vysledny tvar pruta: W(X) = Njpi(X) + n(x)

0.041~ X_max

Priebeh momentov tedrie Il. radu je rovny sudinu priebehu druhej derivacie pridavnej deformacie
n(x) (vznikajucej d osovych sil na prite s imperfekciou n;q;¢(X) ) a funkcie premennej ohybovej

tuhosti
(v tomto nrinade kan&tantnei ohybovej tuhosti):

n-1 i1 (x i-2
% > e (3]
Mll.imp(x) = —E'|y'—2ﬂ(x) alebo: -0 m

dx M”(X) = —Ely(X) no.m’

n(Xmax)
Miesto max. momentu: Mll.imp(xmaxM) = 63.967 kNm

Miesto rozhodujliceho prierezu: M“-imp(xm) = 63.967kNm



1-10

0.02
XmhxM
7510% |-
—{o.01
Mi1imp(X) . n(x)
— 5.10" |
0 0
— . T e e e m e e e e e e e o o A e o o = = = = = = = = == — = = = = = = = = = = = = = = = = == - _O _____
25.10" |-
0 ! ! ! ! 001
0 1 2 3 4 5

Momenty tedrie Il.radu na rame (IQ100) s imperfekciou v tvare
vlastného tvaru vyboc€enia s amplitidou v mieste horného rezu

pravého stipa o hodnote no.init(xm) =0.02452 m

Jednotkové vyuzitie v jednotlivych rezoch pruta:

N M1 imn(X)
U(x) = Ed.| N IL.imp
NRd My Rd
N
Ed.I
UN(X) = —
NRrd
Mi1imp®)
IL.im
UM(X) = —p
My.Rd

5=

|

61,727 I|

57,934

42,621

[My1.jmp(3.33333m) = 52.681 an“/

46,1

IMj1.imp(1.66666m

20,18

10 B2

@.D

IMiLimp(Xmaxi) = 63.967 kNn|

Vzhladom na to, Ze v tomto priklade je konstantny priebeh El(x) aj N(x) na stipe je poloha
rozhodujuceho prierezu dana polohou maxima M!(x) a tym aj polohou maxima druhej derivacie

vlastného tvaru vybogenia.
Hladanie miesta maximalneho vyuzitia:

Xp = O.9~xm

Poloha maximalneho momentu:

XmaxM = > M



Given

¢ (Ned.i . Mipimp(Xr) ) _ . NEg = 2080kN My imn(Xm) = 63.967kNm
dx | NRg My Rd Predpokladana poloha rozhoduijticeho
prierezu X, sa musi zhodovat' s vyslednou
XK= Find(xr) Xy =15.493 m polohou maximalneho vyuzitia x, :
Xp= |X if 0<x,<H Vypoéet_prebehol_ pre polohu _5m
rozhodujuceho prierezu: m
H if x,>H
Maximalne vyuZitie v reze: X,=5m
0 otherwise
0.6
n
U(x)
Un(X)
0 0.2~ I
) e S —
0 1 2 3 4 5

Vzhlfadom na to, Ze vypocitané momenty tedrie |l radu su len od ucinkov osovych sil pésobiacich
na imperfektnom prute s imperfekciou afinnou vlastnému tvaru, treba pripocitat momenty teérie | radu
od vonkajSieho zatazenia.

Meelk(X) = Mgg 1(X) + My jmp(X)

INEda|  [Meelk®|
+

VyuZitie v jednotlivych rezoch stlpu : Ue.y(x) = . v Ue.y(H) = 61.894%
Rd y.Rd
Xmx = 0.9-X,
N M X
Ed.I Ik
Given d + e ( mx) =0
Xy NRd My Rd
XK= Find(Xmy) Xy = 9-467 m
XKoo= [ Xmx i 0 <Xpx<H
H if X >H Xty
_ 0.5 =
0 otherwise
me =5m Ue.y(x)
0 | | | |
0 1 2 3 4 5
X
Prut := if(Ue.y(me) < 1,"vyhovuje" ,"nevyhovuje") Prut = "vyhovuje"

Maximalne vyuZitie: |Ue.y(Xmy) = 61.894%




Porovnanie metdd posudenia stability v rovine ramu :

- na zaklade globalnej analyzy s vplyvom ucinkov tedrie Il. radu
a imperfekcii podla 5.2.2 (3) a) [10]

|Ua-y(xmax.||) = 63.197 %1

- CiastoCne podla globalnej analyzy s vplyvom tedrie Il.radu
a imperfekcii a Ciasto¢ne prostrednictvom individualneho

posudenia pruta podfa 6.3 [10] : metéda podla 5.2.2.(3) b) [10] Uy, y = 65.886 %

y

- na zaklade posudenia odolnosti prierezov pricom vnutorné sily

boli vypocitané tedriou |. radu a vplyv tedrie Il. radu bol odhadnuty

na zaklade (5.2) a (5.4) [10]. (treba poznamenat, Ze vzhfadom

na o.<3, uz podla [10] nie je mozné tento odhad pouzit) |ucly(xmax_“0d) =61.941 0/4

- na zaklade analyzy tedriou | radu a posudenia nahradného pruta

pre pravy stip podla 6.3 [10] Ugy = 7801

y

- na zaklade analyzy v rovine ramu s imperfekciou v tvare vlastného
tvaru vybocenia podfa 5.3.2 (11) [10] Ue y(Xmx) = 61.8940/4

Porovnanie dvoch metdd posudenia stability z roviny ramu
s ohladom na zataZenie v rovine ramu :

- véeobecna metdda podfa 6.3.4 [10] |Uyseo = 67.803%

- CiastoCne podla globalnej analyzy s vplyvom tedrie Il.radu
a imperfekcii a Ciasto€ne prostrednictvom individualneho

posudenia pruta podfa 6.3 [10] : metoda podla 5.2.2.(3) b) [10]



