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ktoré pouzijeme pri vypocte koeficientov F, F' a G

E=r, 1, =(1,0,7%) (1,0, 5%) = 1+ @i
F=ryor,=(1,0,55%) (0,1, 2%) = — e

G=r,1o= (0,1, %) (0,1, 2h) = 1 + e

Teraz uz mozeme napisat prvia zakladna formu plochy o v tvare

©1 = E(du)? +2Fdudv + G(dv)* =
= (1 + M) (du)® +2 (—M) dudv + (1 + M) (dv)2.

v
u

Obr. 4.2.4. Plocha o: r(u,v) = (u,v,arctan( ))

Na vypocet druhej zakladnej formy plochy potrebujeme aj normalu n,. Pre lepsiu

prehladnost vypoctu vektorové nasobenie r, x r, a velkost vektora r, X r, vypocitame
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skor
—v U v —u
ry XTIy = 1707> X (0717> - ( ) 71) -
( u? + v? u? + v? u? + 02’ u?2 4 02
1
= e (v,—u,u2+v2),
1 1
r, Xr,| = —— (V2 4+ u u? + v = v2 4y u? + v?)2.
| | (u2+v2)2(2+ 2 4 (42 +22)2) u2+02\/2+ 2 4 (42 +02)?
Normala bude mat tvar
1 2 2 2 2
Iy XTIy m(va_uvu + v%) (v, —u, u® + v°)

n,

C ey x|

u2+v?

\/v2 +u? + (u? 4+ v2)? - \/112 u 4 (u? +02)?

Spocitame teraz druhé parcidlne derivacie r(u,v) podla u a v

2uv
[ 0707 7o ., _ono |
= (005 )
v? — u?
Yy = Tou = (0,0, (u2+02)2> )

—u)2
r = (01, ZW2 )
(u2 + v?)?
ktoré pouzijeme k vypoctu koeficientov L, M a N

(U,—u,u2+v2) 2V
\/U2+u2+(u2+v2)2 - (u2+02)\/v2+u2+(u2+v2)2’
2 2) 2,2
M =1y, -1, = (0,0, it ) - = i
wo 7 T (uP40?)? \/v2+u2+(u2+v2)2 (u2+v2)\/v2+u2+(u2+v2)2
T A i A
o 7 T (uP40?)? \/v2+u2+(u2+v2)2 (u2+v2)\/v2+u2+(u2+v2)2'

L=r, n,= (0, 0, (uﬁ‘;)z)

2

(v,—u,u2+v

Nakoniec napiSseme druhu zékladnt formu plochy o v tvare

0o = L(du)® +2Mdudv + N(dv)* =
2uv(du)? + 2(v? — u?)dudv — 2uv(dv)?
(u2+02)\/v2 Fud+ (W2 + 02?2

Priklad 91 Napiste prva a druhu zakladnt formu plochy o pre a,b,c > 0 (trojosi elip-
soid): r(u,v) = (acos(u) cos(v),bsin(u) cos(v), csin(v)) a vypocitajte normalovi krivost

krivky na ploche o v bode P = [a, 0, 0].
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Riesenie: Postupovat budeme rovnako ako v predoslom priklade. Zacneme tym, ze vy-

pocitame parcidlne derivacie r(u,v) podla u, v

r, = (—asin(u)cos(v),bcos(u)cos(v),0),

r, = (—acos(u)sin(v),—bsin(u)sin(v), ccos(v)),

a vyjadrime v bode P. Suradnice bodu P najskor prevedieme na parametre u a v tak, ze

vyriesime sustavu rovnic

acos(u)cos(v) = a,
bsin(u) cos(v) = 0,

csin(v) = 0.

Z tretej rovnice priamo dostavame

csin(v) =0 = sin(v) =0 = v=km, ke Z
Parameter u potom vypocitame

acos(u)l =a A bsin(u)l=0 = u=km, ke Z

a dostavame P = r(0,0). Potom r,(P) a r,(P) bude mat tvar

ru(P) = (0,0,0),
r,(P) = (0,0,c).

Koeficienty F, F' a GG vyjadrime vo vseobecnom bode aj v bode P. V tomto pripade pre

komplikovany tvar vektorov r, a r, uvedieme rovno vysledny tvar koeficientov

E =r, -r, = a*sin?(u) cos?(v) + b? cos®(u) cos?(v) = FE(P)=b
F=r, r,=(a*—b?) sin(u) cos(u) sin(v) cos(v) = F(P)=0,

G =r, 1, =a’cos?(u)sin?(v) + b? sin®(u) sin®(v) + 2 cos?(v) = G(P) =%
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Obr. 4.2.5. Plocha o: r(u,v) = (acos(u) cos(v), bsin(u) cos(v), csin(v)) a bod P = [a, 0, 0]

s r, (Cervend) a r,(zlt4) pre a = 2, b =4, ¢ = 6.

Prva zékladni formu plochy ¢ napiseme uz v trochu zjednodusenom tvare

pr = E(du)’+2Fdudv 4 G(dv)® =
= cos’(v) (a2 sin?(u)(du)? + b* cos?(u) (du)? + C2(d’l))2) +

4+ (a* — b*) sin(2u) sin(v) cos(v)dudv + sin*(v)(a? cos®(u) + b*sin®(u))(dv)?.

Potom prva zakladna forma plochy o v bode P bude maft tvar
©1(P) = E(P)(du)® + 2F (P)dudv + G(P)(dv)? = b*(du)? + ¢*(dv)?.

Rovnako ako pri koeficientoch E, F' a GG, aj tu budeme pisat uz upraveny tvar koeficientov

L, M, N a norméaly n,. Pre vSeobecny bod u a v m6zeme napisat rovnicu normaly

r, XTr, (be cos(u) cos?(v), acsin(u) cos?(v), absin(v) cos(v))

no_ = =
Ty X 1| \/b202 cos?(u)cos*(v) + a2 cos?(v)(b? sin?(v) + 2 sin?(v) cos?(v))
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a jej tvar v bode P bude

r(P) xro(P) _ (0,6,0)x(0,0,¢) _ be(1,0,0) _ )

B (P) = B X oy (P~ 1(0.5.0) % (0,0,0) be

Teraz si spocitame druhé derivacie r(u,v) podla u a v a vyjadrime ich hodnoty v bode P

ru, = (—acos(u)cos(v), —bsin(u) cos(v), 0) = ru(P)=(-a,0,0),

Tyuy = Iy, = (asin(u) sin(v), —bcos(u) sin(v), 0) = r,(P)=ruw(P)=10,0,0),

ry, = (—acos(u)cos(v), —bsin(u) cos(v), —csin(v)) = ry,(P) = (—a,0,0).
Spocitame uz iba koeficienty L, M a N

I — Yoy - Ny = f(abccos3(v).) : - L(P) = —a,

\/b202 cos?(u)cos* (v)+a2 cos? (v) (b2 sin? (v)+c2 sin? (v) cos2(v))
M=r, n,=0 = M(P)=0,
N =rp- n, = —(abe cos(v) = L(P)=—a.

\/b2 2 cos? (u)cos(v)+a? cos?(v) (b2 sin?(v)+c2? sin?(v) cos?(v))

a mozeme napisat druhi zakladnt formu plochy o v uz upravenom tvare

ps = L(du)?+2Mdudv + N(dv)? =
(abe cos(v)((1 4 cos(20))(du)? + 2(dv)?)

- 2\/6202 cos2(u)cost(v) + a2 cos2(v) (b2 sin?(v) + 2 sin?(v) cos2(v))

Rovnicu si vyjadrime este v bode P
©o(P) = L(P)(du)* 4 2M (P)dudv + N (P)(dv)? = —a((du)? + (dv)?)

a vyjadrime normalovia krivost v tomto bode

pa(P) _ —a((du)? + (dv)?)

on(P) = o1 (P)  b2(du)? + (dv)?

Ako sme mohli na tomto priklade vidief, napisat prvi a druht zakladnu formu plochy
pre goniometrické funkcie moze byt velmi zdlhavé a ndrocné, ak chceme rovnice napi-
saf vo vseobecnom bode. Po dosadeni stradnice bodu P sa vypocet a samotné vyrazy

zjednodusili.

Priklad 92 Napiste prvi a druht zédkladna formu plochy a normélova krivost plochy o

r(u,v) = (%,u—kv,%) v bode P = {1 -2 1].

27 2
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Obr. 4.2.6. Plocha o: r(u,v) = (%,u + v, %) abod P = [%7 -2, %}

Riesenie: Najskor si prevedieme stiradnice bodu P na parametre u a v tak, ze vyriesime

sustavu rovnic

u_2 = 1:u:il
2 2 ’
U—Q = 1:>u:i1
2 2 ’
u+v = -2 => u=—-1ANv=-1

a dostavame P = r(—1,—1). Dalej budeme postupovat tak, ze vypoditame parcidlne

derivécie r(u, v) podla u, v a vyjadrime ich hodnoty v bode P

r, = (u,1,0) = r,(P)=(-1,1,0),
r,=(0,1,v) = r,(P)=(0,1,-1).
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Koeficienty F, F' a G vyjadrime vSeobecne aj v bode P

E=r,-r,=(u,1,0)- (u,1,0)=1+u* = E(P)=2,
F=r, r,=(1,1,0)-(0,1,0) =1 =~ F(P)=1,
G=r, 1r,=(0,1,v)-(0,1,v) =1+v> = G(P)=2.

Potom uz vieme napisat prva zakladni formu plochy o v tvare
©1 = B(du)? + 2Fdudv + G(dv)? = (1 4+ u?)(du)? + 2dudv + (1 + v?)(dv)?.

V bode P bude mat tvar
©1(P) = E(P)(du)® 4+ 2F(P)dudv + G(P)(dv)* = 2(du)? + 2dudv + 2(dv)>.

Dalej si spo¢itame normélu n, a koeficienty L, M, N najskor vieobecne a potom v bode P

o o T xr,  (u,1,0)x(0,1,v)  (v,—uv,u) (v, —uv,u)
7 |ru er| ‘(U,l,O) X (07171])‘ ‘(U,—UU,U” \/U2+U2(1+U2)’
HO-(P) _ rU(P) X r”U(P> _ (_17 ]-70) X (0717_1) _ (_]-7_17_1)

r(P) x v (P)| - [(=1,1,0) x (0,1, ~1)] V3
Spocitame druhé derivacie r(u,v) podla u a v a vyjadrime ich hodnoty v bode P

Fyu = ruu(P) = (17070)7
Fyw = TYou = ruv<P) = rvu(P> = (07070)7

ryy = Iy(P)=1(0,0,1).

Teraz spocitame koeficienty L, M a N najskor vseobecne a potom v bode P

— — (v,—uv,u) — v _ 1
L — ruu ° no' - (17 07 0) . \/v2+u2(1+v2) —= \/v2+u2(1+v2) :> L(P) — —%,

. o (v,—uv,u) . 0 o .
M = Ty "Ny = (07 07 0) . \/U2+u2(1+vz) - \/v2+u2(1+v2) =0 = M(P) = O7

_ _ (v—uvu) u _ 1
N = R (07 07 1) ’ \/v2+u2(1+v2) N \/’U2+u2(1+v2) = L(P) - _%

Nakoniec mozeme napisat druhi zakladnta formu plochy o v tvare

0y = L(du)* +2Mdudv + N(dv)* =
+ - (du)? + 2 - Odudo +
\/112 + u?(1 + v?)
v(du)? + u(dv)?

\/v2 + u?(1 4 v?)

U
\/112 + u?(1 4 v?)

(dv)* =
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a pre bod P ju prepiseme do tvaru

2 (dv)? + (du)Q'

@o(P) = L(P)(du)? + 2M (P)dudv + N(P)(dv) 7

Ako posledné vyjadrime normalovi krivost krivky

u(dv)?4v(du)?
- ﬂ . \v2+u2(1+0v2)

v1 (14 w?)(du)? + 2dudv + (1 4 v2)(dv)?

Kn

a prepiseme jej tvar v bode P

e1(P)  2v/3((du)? + dudv + (dv)?)’

py_ 2P) (du)? + (doy



164 KAPITOLA 4. DIFERENCIALNA GEOMETRIA PLOCH

4.3 Krivosti a hlavné smery plochy o

Krivosti plochy o:

Hlavné krivosti: k1 = H + VH? — K a ke = H —vH? — K,

_ EN-2FM+LG _ LN—M?
kde H = EN-2FMALG pr

2(EG—F?) EG—FZ
£ , 9 s _ M2
Uplna alebo Gaussova krivost: k; = k1 - kg = 7%%_% = K,
’ . . __ kKitks _ NE-—2MF+LG __
Strednd krivost: k, = #1552 = 20BG-F?) — H,

Absolttna krivost: kaps = || + |Ks]-

Rovnica pre hlavné smery plochy o:

(LF — ME)(uW)? + (LG — NE)u'v' + (MG — NF)(v')? = 0.
Podmienka prirodzenej parametrizacie o: |r,u’ + r,v'| = 1.
Hlavné smery plochy o st vektory:

!/ / / /
S1 = IyU] + IyU; & Sy = IyUy + I'yUs.

Priklad 93 Vypocitajte hlavné krivosti, iplnt a strednt krivost a hlavné smery plochy

o:z= %3 +y? vbode P = [1, 1, %} (ak predpokladdame pravotocivy siradnicovy systém).

Riesenie: Najskor prepiseme explicitne zadané vyjadrenie plochy pouzitim vektoro-

vého (parametrického) zépisu. Premenné z a y nahradime u a v a dostaneme:

Rovnakym spdsobom dostaneme siradnice bodu P = r(1,1). Chceme spocitat krivosti
v danom bode P, a preto musime spocitat prvé i druhé parcidlne derivacie vektorove;

funkcie r(u,v) podla u, v a vyjadrit ich hodnoty v danom bode P

r, = (1,0,u?) = 1,(P)=(1,0,1),

r, = (0,1,2v) = r,(P)=1(0,1,2),

ru, = (0,0, 2u) = r.(P)=1(0,0,2),

Ty = Ty = (0,0,0) = 14, (P) = ryu(P) = (0,0,0),
r, = (0,0,2) = 1,(P)=1(0,0,2).
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Obr. 4.3.7. Plocha o : z = z—; +y*abod P = [1, 1, %}

Na vypocet potrebujeme normalu n,(P), ktori spoc¢itame podla

ry(P)

mo(P) = )

XTr
X rv(P)| N |(17071) X (07172)| |(_ ’_271)|

o(P)  (1,0,1) x (0,1,2)  (—1,-2,1) _(_ 12 L)
1 VB VEVE)

Pri vypocte samotnych krivosti potrebujeme este poznat hodnoty E, F, G, L, M, N koefi-

cientov v bode P.

E(P) =ry(P)-r,(P) = (1,0,1) - (1,0,1) = 2,
F(P) = r,(P) -1,(P) = (1,0,1) - (0,1,2) = 2,
G(P) =ry(P) - r,(P) = (0,1,2)-(0,1,2) =5,
L(P) = ruu(P) - np(P) = (0,0,2) - (— &, — &, &) = Z,
M(P) = r(P) - 1y(P) = (0,0,0) - (- J, %, &) =0,
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Pred vypoctom hlavnych krivosti este spoc¢itame pomocné parametre H a K

E(P)- N(P)+ L(P)-G(P) = 2F(P) - M(P) _ 275+ 75-2-2-0

HP) = 2(E(P)-G(P) — F(P)?) T 2(2-5-27)
S
K(p) = I;J((PP)).-JZJ((]]DD))_—A]*{((;;)); - % 556 —_2202 :;
Hlavné krivosti v bode P budd mat tvar
() = P+ HER KR = g (o) 5= %
ko(P) = H(P)—\/H(P)? — K(P)= 6\7/6 - (6\7/6>2 - ; = 3\1/6

Nakoniec spocitame ostatné krivosti v bode P v tomto pripade bez pouzitia H a K

b _ L) NP - MPR3i-0
P = B G —FPE T 25-2 9
b N(P)-B(P)— 2M(P) - F(P) + L(P) - G(P) _
mlP) = 2E(P) - G(P) — F(P)) -
B %-2—2-0-%%-5_ 7
- 2(2-5—22) 66
fane(P) = |Ht<P)\+|nS<P)|:;+6;6:36(4+N6).

Potom vypocitame hlavné smery. Na to vyuzijeme rovnicu pre hlavné smery plochy a

dosadime uz zname hodnoty v bode P

(L(P) - F(P) = M(P) - E(P))(u)* + (L(P) - G(P) = N(P) - E(P))u"v +

+(M(P)-G(P) = N(P)- F(P))(v')* = 0
2 2

<;6.2_0.2>(u/)2+<\/_-5—6 2>u'1}’+<0-5—\36-2>(1/)2 = 0.

Jednotlivé vyrazy séitame

22 N2 3\/7// 22 /2_0
%(u) + %uv— %(v) =

D



4.3. KRIVOSTI A HLAVNE SMERY PLOCHY o 167
a pre jednoduchost zapisu predelime % a dostavame
I:2(u)* + 3u'v' — 2(v')* = 0.

Ako vidime, mame jednu rovnicu, ale dve nezndme u’ a v'. Potrebujeme teda este jednu
rovnicu, aby bola tato tloha riesitelna. Pouzijeme rovnicu podmienky prirodzenej para-

metrizacie plochy, ktorta vyjadrime v bode P

v, (P)u +1,(P)| = 1
[ (1,0, 1) v +(0,1,2)0'] = 1
| (v, 0" 0 +20)] = 1

\/(u')2 + )2+ W +20)? = 1

IT:2(u)? + 4u'v' +5(0')* = 1.
Mame ststavu dvoch rovnic o dvoch neznamych, ktori vieme riesit
I:2(u)* + 3u'v' —2(v)> = 0
IT:2(u/)? + 4u'v' +5(0')* = 1.
Jeden z postupov riesenia: Budeme postupovat tak, Ze rovnicu I predelime v?

I:2u)* 4+ 3uv —2(0)? = 0 /:(v)?
2(u/)2 3u'v’ B 2(1}/)2 B
(v’)2 + (U/>2 (U/>2 = 0

. 7 7 / 7 . 7 .
Zavedieme pomocnt premennt a = 7 a dostdvame kvadraticki rovnicu
2a°> +3a —2 =0,

ktorej rieSenim je a = {—2, 1}. Predelenim rovnice II premennou (v)? rovnako zavedieme

zvoleny parameter a v tvare

I1: 2()? + du'v' + 5(0')2 = 1 /:(v')?
)

2(u')? N 4u'’ N 50 1
)2 )2 @) ()
1
20> +4a+5 =
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Teraz pre kazdé a = {—2, %} najdeme prisluchajice riesenie v’ a v'. Najskor pre a = —2

dostavame

=1 =4

1 _
(v)? TV

Vyberieme jedno riesenie, napr. v; = % a chceme vypocitat prislichajice u}. Pouzijeme

222 +4(-2)+5=

vztah a = 771 a dostdvame
1

/
uy , 2

7 V5

’ A Ve _ l ’
Rovnaky sposobom pouzijeme pre a = 5 a dostavame

1\2 1 1 2
2(=) +4(=)+5= L=y =
) @) 5 wp I

Vezmeme jedno riesenie, napr. vy = \/12—5 a prislichajice uf spoc¢itame ako

1
2 /2 T V30

Hlavny smer plochy tvori dvojica vektorov

s = ru(P), +ro(P), = _(1,0,1)} (0,1,2) \}5 _ (-2 L o)

. — ru<p>u;+rv<P>v;:<Lo,1>¢§—0+<07l72>\[5 (F \TD

Ostatné kominécie, napr. v] = —%, netreba uvazovat, lebo by sme vypocitali rovnaky

vektor iba by mal opa¢ny smer. Nakoniec je vhodné spravit kontrolu

wm= () (VD) =~ o+ VB 0 VE-

Priklad 94 Vypocitajte hlavné krivosti, iplnu a strednu krivost a hlavné smery plochy
o:r(u,v) = (e“" cos(u),u + cos(v)) v bode P = r(0,0) (ak predpokladdme pravotocivy

sturadnicovy systém).

RieSenie: Zadanie je naformulované tak, Ze nepotrebujeme robit Ziadne jeho tupravy a

mozeme rovno pristupit k vypoctom. Zacneme tak, ze spocitame prvé i druhé derivacie
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vektorovej funkcie r(u,v) podla u a v, ktorych hodnoty si vyjadrime v danom bode P

r(u,v) = (e“, cos(u),u + cos(v)) = r(0,0)=P =10,0,1],

= (e, —sin(u), 1) = r(P)=(1,0,1),

ry = (4,0, —sin(v)) = (P)=(1,0,0),

ryy = (€'Y, —cos(u),0) = r.(P)=(1,-1,0),

Ty = Ty = (€77,0,0) = Tu(P) =T, ( ) =(1,0,0),
ry = (€"77,0, — cos(v)) = r,(P)=(1,0,-1).

Obr. 4.3.8. Plocha o : r(u,v) = (e"*, cos(u), u + cos(v)) a bod P = [0,0,1].

Dalej vypocitame normalu n, (P)

n,(P) =
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a hodnoty konstant F, F,G, L, M, N v bode P

E(P) = ru(P) - ru(P) = (1,0,1) -
F(P)=1,(P) r,(P) = (1,0,1) -
(P) =1,(P) - 1,(P) = )
L(P) =ruw(P) -n,(P)=(1,-1,0)-(0,1,0) = —1,
(P) = ru(P) - n,(P) = (1,0,0) - (0,1,0) = 0,
(P) = 10u(P) - 1, (P) = (1,0, ~1) - (0, 1,0) = 0.

= 5

Na vypocet hlavnych krivosti st potrebné pomocné parametre H a K

H(PY — E(P)-N(P)+ L(P)-G(P)—2F(P)-M(P) 2-04(-1)-1-2-1-0 _
(P) = 2(E(P) - G(P) — F(P)?) B 2(2-1—12) N
-1
- 2
_ L(P)-N(P)-M(P)? (=1)-0-0* _
KGU__<MPyGGU—FGW__ -1z O

a hlavné krivosti v bode P budi mat tvar

m@)::HGﬂ+¢H@P—KGU:;y+ (;>—0=Q

(P zzﬂm—¢pr—Kpr;— (;f—oz—x

Ostatné krivosti spoc¢itame s pouzitim hlavnych krivosti

Ke(P) = Ki-khe=0-—-1=0,

0 —1 —1
HS(P> = Kl+,€2: +< ):7,
2 2 2
1 1
kan(P) = IsuP) + (P = 04| 3] = 2

Hlavné smery vypocitame z rovnice pre hlavné smery plochy

(L(P)F(P) — M(P)E(P))(u)* + (L(P)G(P) — N(P)E(P))u'"v" +
+HM(P)G(P) = N(P)F(P))(v')* = 0
(=) 1-0-2) (W) +((-1)-1=0-2)uv+(0-1-0-1)(v')> = 0
I:—(u)?—udv = 0.
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Ako druht rovnicu pouzijeme rovnicu podmienky prirodzenej parametrizacie plochy v bode P

[t (P)u +1,(P)| = 1
|(1,0,1)u" + (1,0,0)2']| = 1
VW +vp2+ @) =1
IT:2(u/)? + 2u'v' + (V) = 1.

Teraz mame dve rovnice o dvoch neznamych

I:—()—uv = 0

IL:2(u/)? + 2u'v" + (V) = 1.

Navrhovany postup riesenia: Pouzijeme s¢itaciu metédu, pri ktorej rovnicu I prendsobime

dvoma a obe rovnice s¢itame a dostavame
(W)P=1 = v ==+l

Vezmeme jedno rieSenie, napr. v" = 1, potom prisltiichajice u' spoc¢itame dosadenim v’ do

rovnice I

I:—(W)?—v = 0

—u'(u'+1) = 0 = uj=0V uy=—1.

Teraz uz mozeme napisat hlavny smer plochy ako dvojicu vektorov

s; = r,(P)uj +r,(P)v;=(1,0,1)0+ (1,0,0)1 = (1,0,0)

S; = ro(P)ul+1,(P)v)=(1,0,1)(=1) + (1,0,0)1 = (0,0, —1).

Nakoniec je vhodné urobit kontrolu s; - s3 = (1,0,0) - (0,0,—1) = 0.

Priklad 95 Vypocitajte hlavné krivosti, uplni a stredni krivost a hlavné smery plochy
o:z=1a%>+y?>—xy v bode P = [1,1,1] (ak predpokladdme pravotocivy stradnicovy

systém).
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Riesenie: Najskor prepiseme explicitne zadané vyjadrenie plochy pouzitim vektorového
(parametrického) zapisu. Premenné = a y nahradime w a v a dostaneme: o: r(u,v) =
(u,v,u* + v? — uv). Rovnakym spdsobom dostaneme stradnice bodu P = r(1,1). Pre
néjdenie riesenia spocitame prvé i druhé derivéicie vektorovej funkcie r(u,v) podla u a v

a vyjadrime ich v bode P

r, = (1,0,2u —v) = r,(P)=(1,0,1),
r, = (0,1,2v —u) = r,(P)=(0,1,1),
r.. = (0,0,2) = ruw(P)=1(0,0,2),
Ty =Ty = (0,0,—1) = 1, (P)=r.,(P)=1(0,0,-1),
r,, = (0,0,2) = r,(P)=1(0,0,2).
Spoc¢itame normélu n, (P)
P P 1,01 1,1 -1,—-1,1 1
nU(P)—ru( )er( ) — (707 )X(07 ) ) — ( ) ) ) :_(_17_1’1)
|rU<P) X rU(P)| | 1707 ]-) X ) a1)| |<_17 ]-7 1>| 3

Obr. 4.3.9. Plocha ¢ : z = % +y?>abod P = [1, 1, %]
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Vyjadrime hodnoty konstant E, F, G, L, M, N v bode P

E(P) = ry(P) - 1o(P) = (1,0,1) - (1,0,1) = 2,
F(P) = 1,(P) -1,(P) = (1,0,1) - (0,1,1) = 1,
G(P) = 1ro(P) - 1,(P) = (0,1,1) - (0,1,1) = 2,
L(P) = tuu(P) - n,(P) = (0,0,2) - 2 (=1, -1 1)

1 z,
M<P):ruv(P>'na(P):<0707 1) L( 1,— >—_

N(P) =r1,(P) -n,(P)=(0,0,2) - J= 5 (=L-1,1)=

2
V3 V3°

Na vypocet hlavnych krivosti pouzijeme pomocné parametre H a K

H(P E(P)-N(P)—2F(P)-M(P)+ L(P)-G(P) _
2 5-21(-5)+ %2 5
B 2022 12) =375
_ L(P) N(P)—M(P)2_%-%_(_%)2_1
K(P) = E(P)-G(P) — F(P)? RS 3

Potom hlavné krivosti v bode P buda mat tvar

w(P) = HP)+ JHPP—K(P) = | (555) — 55

@sz.mm—¢HWV—Kwr:5——()—1='l.

33

1 1
t( ) 1 2 3\/§ 3
K1+ Ko \/§+ﬁ 5
K’S(P) = = = N
2 2 3V3
1 5 1
/’fabs(P) = ’/Qt(P)’—f—lﬁS(P)‘:§+ﬁ:§(3+5\/§).

173

Na vypocet hlavnych smerov vyuzijeme rovnicu pre hlavné smery plochy a dosadime uz
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zname hodnoty v bode P

(L(P)F(P) = M(P)E(P))(u)* + (L(P)G(P) = N(P)E(P))u'v" +

Jednotlivé ¢leny séitame

4 4

%(UI)Q - ﬁ(UI)Q =0

a pre jednoduchost zapisu vynasobime ? a dostavame

I:(u)*—(v)*=0.

Ako druht rovnicu pouzijeme rovnicu podmienky prirodzenej parametrizacie plochy vy-

jadrenu v bode P

v, (P)u + 1, (P)] = 1
1(1,0,1)u/ + (0,1, 1) = 1
(v, 0" 0 +0)] = 1

\/(u’)2+(v’)2+(u’+v’)2 - 1

IT: 2(u/)? + 2u'v' +2(¢))* = 1.
Mame dve rovnice o dvoch neznamych

I: (W)= () = 0,

IT: 2(u/)? + 2u/v' +2(¢v')* = 1.
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Navrhovany postup riesenia: Prva rovnicu upravime

I: (W) =) =0
u/) — (U/)Q

¢ -

u
v

[\

[\

— = =1

!/

1. v . oy .ouh ul) .
Vidime, Ze dostdvame dve riesenia .} =1 = u} = vj a } = —1 = uy = —vy. Tieto dve
1 2

rieSenia dosadime do rovnice II. Pre riesenie u}j = v} dostavame

IT: 2(v))* 4+ 2050) +2(v))? = 1

6(v))* = 1
GP =
v, = j:\}6
a vyberieme jedno z rieseni napr. v] = \%, potom u) = % Pre u), = —v},

2(v5)* = 1
1
U, 2 _
WP = 5

/ :l: 1

vy = +——

2 \/i

rovnako vyberieme jedno z rieseni napr. vy = % a dostdvame uh, = —%. Hlavny smer

plochy potom tvori dvojica vektorov

1 1 1 1 2
s; = r,(P)uj +r,(P)v;=(1,0,1) % +(0,1,1) — <, ’ ) ’
1

1 1 1
sy = r,(P)uy+r,(P)vy=(1,0,1) <— +(0,1,1) —= = (— ,2,()) .



176 KAPITOLA 4. DIFERENCIALNA GEOMETRIA PLOCH

4.4 Geodeticka krivost krivky na ploche

Geodeticka krivost krivky
P(t) = r(u(t),v(t)) = (z(u(t), v(t)); y(u(t), v(t)); z(u(t), v(t))) na ploche

o(P)XF -
o v bode P: k, = ReD)x7
g 7| 2

kde 7 = 7(u(t),v(t)) = ryt + r,0,
P = F(u(t), v(t)) = Tuu(1)? + 254U + Ty ()% + 140 + 1,0.

Priklad 96 Vypocitajte geodetickt krivost krivky K s u-krivkami u(t) = ¢ a v-krivkami

v(t) = —t% (pre ty = 0) leZiacej na ploche o : r(u,v) = (u,v,u*> —v*) v bode P = [0,0, 0]

(ak predpokladdme pravotoéivy stradnicovy systém).

, S “:\“&§§§§\\

Obr. 4.4.10. Plocha o : r(u,v) = (u,v,u? —v?) a krivka K : u(t) = t,v(t) = —2.

Riesenie: Rovnako ako v predchadzajucich prikladoch spocitame hodnoty, ktoré budeme

neskor dosadzovat do vzorca. Na tivod spocitame prvé a druhé derivacie vektorovej funkcie
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r(u,v) podla u a v, ktorych hodnoty vyjadrime v danom bode P = r(u,v) = (0,0)

r, = (1,0, 2u) = r,(P)=(1,0,0),

r, = (0,1, —2v) = r,(P)=(0,1,0),

r.. = (0,0,2) = r.(P)=1(0,0,2),

Tyw =Ty = (0,0,0) = 1y (P)=r, =(0,0,0),
r,, = (0,0, -2) = 1,(P)=(0,0,-2)

Vypocitame normélu n, (P)

ry(P)

X | X

Dalej vyjadrime derivacie premennych v a v v hladanom bode P, pre ktory plati ¢, = 0

Ako posledné vyjadrime parametre 7 a # v hladanom bode P dosadenim do vzorcov

#(P) = ru (P)u(ty) + r,(P)i(ty) = (1,0,0) .1+ (0,1,0).0 = (1,0,0),

#(P) = ruu(P)(ilto))” + 2ru(P)i(to)0(to) + ruu(P)(0(t0))* + ru(P)i(to) +
+ 1, (P)i(ty) =
= (0,0,2)-12+2(0,0,0)-1-0+(0,0,—2) - 0%+ (1,0,0) - 0+ (0,1,0) - (=2) =
= (0,-2,2).

Teraz uz mozeme spocitat geodeticka krivost krivky

(0,0,1) x (1,0,0)
|(1,0,0)]

(0,1,0)
(0,-2,2) = T

F#(P) = (0,-2,2) = —2.

Priklad 97 Vypocitajte geodeticku krivost krivky K s w-krivkami u(t) = ¢t — 1 a v-
krivkami v(t) = 2t (pre ty = 1) leZiacej na ploche o : r(u,v) = (v + sin(u), v + cos(u), v?)

v bode P = [2,3,4] (ak predpokladdme pravotocivy stradnicovy systém).
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Obr. 4.4.11. Plocha ¢ : r(u,v) = (v+sin(u),v + cos(u),v?) a krivka K : u(t) = t —
L,v(t) = 2t.

RiesSenie: Najskor prepiseme suradnice bodu P tak, aby sme poznali parametre u a v.
Mame dve moznosti ako to vyriesit:

A. Klasicky budeme riesit sustavu troch rovnic o dvoch neznamych:

V¥ = 4 = v+2

v+sin(u) = 2 A v+4cos(u)=3 = u=0 A v=2

a dostavame P = r(0, 2).

B. Pouzijeme parametre krivky K a pre tyg = 1 najdeme prislichajice u a v:

U(to) = 1—-1= u=0,

v(ty) = 21 = v=2,
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rovnako dostdvame P = r(0,2). Potom spocitame prvé a druhé derivicie vektorovej fun-

kcie r(u,v) podla u, v a ich hodnoty vyjadrime v bode P = r(u,v) = (0, 2)

r, = (cos(u), —sin(u),0) = r,(P)=(1,0,0),

r, =(1,1,2v) = r,(P)=(1,1,4),

ry, = (—sin(u), —cos(u),0) = ryu,(P)=(0,-1,0),

Pyy = Tyy = (07 0, 0) = ruv(P) = Tyy = (0’ 0, 0) )
ry, = (0,0,2) = 1, (P)=(0,0,2)

Normélu n, vyjadrime v bode P

S
—~
v
~—
—~
=
=
(==
~—
X
—~
I
~—
—~
=
\;—‘
~—

n,(P)

1y (P)xr B 1,1 B —4 B Oii
- [ru(P) xx N ( N 4 |_<’\/1_7’ 17>'

Vyjadrime derivacie premennych u a v v hladanom bode P : ty = 0

<
—~~
&)
—
—
—
=
(@]
S~—
X
—_
—
I
SN—
—
=
|
—_
SN—

i=1u(te) =1, ©=0(tg) =2, i=ito) =0, ©=7ity)=0

a parametre 7 a 7 v hladanom bode P
r(P) = r,(P)i(ty) +r,(P)ilto) = (1,0,0) 1+ (1,1,4)2 = (3,2,8),
#(P) = ruu(P)(alto))* + 2ru(P)ilto)d(to) + rus(P)(0(t0))* + ru(P)i(to) +

+ 1 (P)ifto) =

= (0,—1,0)1* +2(0,0,0)2 4+ (0,0,2) 2% + (1,0,0) 0 + (1,1,4) 0 = (0, —1,8).

Spocitame geodetickt krivost krivky

o D) xiP) L (0 ) X (328
= e T T e 0TS
B (VTT)3 L TNTT O TTY1309

Priklad 98 Vypocitajte geodetickti krivost krivky K s u-krivkami u(t) =t*—1 a
v-krivkami v(t) =t + 1 (pre to = 1) leziacej na ploche o : r(u,v) = (2sin(u), 2 cos(u), v)
v bode P = [0, 2, 2] (ak predpokladame pravotocivy stradnicovy systém).
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6\ —
4
r— —
2 —— ——
N 0~ —
2 4
4

Obr. 4.4.12. Plocha o : r(u,v) = (2sin(u),2cos(u),v) a krivka K : u(t) = t* — 1,v(t) =
t+ 1.

RieSenie: Ako prvé prepiseme siradnice bodu P na parametre u a v. Riesenie je velmi

jednoduché, z rovnice pre premennu z vidime, ¢comu sa rovna parameter v = 2, a potom

2sin(u) = 0 A 2cos(u) =2 = u=0

dostavame P = r(0,2). Alebo pouzijeme parametre krivky K a pre ¢, = 1 ndjdeme

prislichajice u a v:

ulty) = 1*—1 = u=0,

v(ty) = 1+1 = v=2.

Spocitame prvé a druhé derivacie vektorovej funkcie r(u,v) podla u, v a ich hodnoty
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vyjadrime v danom bode P = r(u,v) = (0,1)

r, = (2cos(u), —2sin(u), 0) = r,(P)=1(2,0,0),

r, = (0,0,1) = 1, (P)=(0,0,1),

ry, = (—2sin(u), —2cos(u),0) = r,(P)=(0,-2,0),

Tuw = Iy = (0,0,0) = ry(P) =1, =(0,0,0),
r,, = (0,0,0) = 1w(P) =(0,0,0).

Vypocitame normélu n,(P)

S
—~
“U
~—
—~
\."\D
=
(=)
~—
X
—~
=
=
—_
~—
—~
=
no
~

n,(P)

r.(P) x

" . (P) x r,(P)]  [(2,0,0) % (0,0,1)]  [(0,-2,0)]

Vyjadrime derivacie premennych u a v v hladanom bode P : ty =0

a parametre 7 a 7 v hladanom bode P

#(P) = ru (P)u(ty) + r,(P)i(ty) = (2,0,0) -2+ (0,0,1) -1 = (4,0,1),
#(P) = ruu(P)(ilto))* + 2ru(P)i(to)0(to) + ruu(P)(0(t0))* + ru(P)i(to) +
+ 1, (P)i(ty) =
= (0,-2,0)-2*42(0,0,0)-2-1+(0,0,0) -1+ (2,0,0) - 2+ (0,0,1) - 0 =

= (4,-8,0).

Teraz spocitame geodeticku krivost krivky

n,(P) x 7(P) (0,—1,0) x (4,0,1)

W= aeE T T aep. RS
_(L04) o d
= i GO = T
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4.5 Ulohy na precvicenie
Uloha 16 Vypoditajte hlavné krivosti, uplni a stredni krivost a hlavné smery:

a) helikoidu o daného vektorovou rovnicou r(u,v) = (ucos(v), usin(v), 2v)

vbode P = [0, 1, 7] oo

— 2 —_2 —_4 — - (L 1 /2 — (L 1 /2
'{"il_57l<"’2_ 57’%15_ 257f€s_0751_( V10 27\/;)752_( \/ﬁuﬁ7\/;)}

_ 1 _ 1 _ 1 _ _ (1 2 2 _
............... |:I€1 = §,K/2 = —g,:‘it = _ﬁafis —O,Sl = (5757—§) , 89 = (57%,5)}

¢) plochy o danej rovnicou 7(u,v) = (u+2 cos(v), u+2sin(v), u*) v bode P = [-2,0,0].
.................... (k1 =0,ky = =2,k = 0,ks = —1,81 = (0, —1,0) ,82 = (1,0,0)]
d) plochy o danej rovnicou z = 2% — 2zy + y? v bode P = [0,—1,1]. ................
"""" [“1 gr b2 = 0,k = 0,5y = 52,81 = (_ﬁ ﬁ‘%) 152 = (%%O)}
e) plochy o danej rovnicou r(u,v) = (u,v,u® + v* — 3uv) v bode P = [1,1,-1]. .....
............... [m =9, ky =3,k = 27, ks = 6,8, = (%%o) Sy = (LQ, —%,0)}

f) plochy o danej rovnicou r(u,v) = (u,v,u* + v3 — 4uv) v bode P = [1,1,-2]. .....

26 1 1 1 2V2

_ __2 __ 4 _ _ _ (1
--{fﬁ =2,Ry = —55, Kt = —57,Ks = 57,81 = (—37—370) ;S2 = (3\/5: 3v2) 3 )}

Uloha 17 Vypoditajte geodeticki krivost krivky K s u-krivkami a v-krivkami leZiacej na

ploche o v bode P:

b) o : r(u,v) = (ucos(v),u?sin(v),u) v bode P = [-1,0,1], K: (u(t) = t, v(t) = t?)
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d) o:r(u,v) = (u,v,u* + v¥ —wv) v bode P = [-2,0,1], K: (u(t) = t, v(t) = t*) pre

= L e {“g:ﬁ}






Kapitola 5

Sféricka trigonometria

Zakladné prvky sférického trojuholnika (ST) st vrcholy A, B a C'. Strany
a,b, ¢ su dizky sférickych oblikov BC, AC a AB. Uhly a, 3,7 sd vnui-

torné uhly ST ABC. Vsetky prvky sa meraji v stuptnoch.

Zakladné vlastnosti ST:

- vSetky strany a uhly ST sa duté uhly, a teda st mensie ako ,

- pre strany a,b,c plati: a <b+c¢,b > a+c,c < a+0b,

- pre strany a, b, ¢ plati: a + b+ ¢ < 2,

- pre uhly o, B,y plati: m < a+8+y <37, 1 <a+p—7v<m,
—T<a—-f+y<ma-nm<-—-a+pf+y<m,

- oproti vacsej strane lezi vacsi uhol,

- oproti zhodnym stranam lezia zhodné uhly.

Obr. 5.0.1. Oznacenia vo vseobecnom sférickom trojuholniku.

185
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5.1 Pravouhly sféricky trojuholnik

Sféricky trojuholnik, ktory ma aspon jeden uhol pravy, nazyvame pra-
vouhly ST. Pravy uhol v oznac¢ime R.

Napierovo pravidlo pre pravouhly ST:

Kosinus Iubovolného prvku je rovny stucinu:

a) sinusov protilahlych prvkov (1. Napierovo pravidlo),

b) cotangensov prilahlych prvkov (2. Napierovo pravidlo).

R-b R-a

C

Obr. 5.1.2. Oznacenie prvkov pre pravouhly sféricky trojuholnik.

Priklad 99 Rieste pravouhly ST, ktory je urceny preponou ¢ = 69° 25 00" a prilahlym
uhlom o = 54° 54’ 00" ak v = R = 90°. Dopocitajte prvky a, b a (3.

RieSenie: Na vyriesenie pravouhlého ST budeme pouzivat iba zadané hodnoty. Nami
vypocitané hodnoty prvkov pri dalsom vypocte pouzivat nebudeme. Ako prvé je vhodné

nakreslit si v patuholniku prvky pravouhlého ST s oznacenim zadanych hodnot.

R-b R-a

C

Obr. 5.1.3. Priklad 99 - zadané prvky st oznacené ¢ervenou farbou.
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Ako prvi neznamu budeme pocitat R — a a pouzijeme

R-b R-a 1. Napierovo pravidlo. Grafické znazornenie tohto pravidla
je na Obr. 5.1.4.
@ 5 cos(R — a) = sin(a) = sin(«) - sin(c),
sin(a) = sin(54° 54’ 00") - sin(69° 25" 00"”) = 0, 76592.
C

Pre tvar funkcie sin(a) na intervale (0, 7) dostavame dve

Obr. 5.1.4. Priklad 99 - pro- _ _ .
riesenia:
tilahlé prvky ku R — a v pra-

vouhlom ST. ap = 49°59' 20",

az = 180° — a; = 130° 00" 40".

Pouzitim pravidla oproti mensej strane lezi mensi uhol, dostavame

a<y = a<c = a =a=49°5920".

R-b R-a Dalej budeme pocitat uhol 5. Na vipocet pouzijeme
2. Napierovo pravidlo. Grafické znazornenie tohto pravidla

jena Obr. 5.1.5. Je dobré si uvedomit, Ze neznama hodnota

@ 5 nemusi byt vzdy na lavej strane rovnice.
(©) = cotan(a) -cotan(3) = cotan(3) = -\
cos(c) = cotan(a) - cotan cotan(ff) = ———
C cotan(ar)’
1
Obr. 5.15. Priklad 99 - pri- 208 = tan(a) cos(c)
lahlé prvky ku ¢ v pravouh- = 1 =1,99907.

tan(54° 54’ 00”) - cos(69° 25" 00”)
lom ST.

Potom dostdvame rieSenie [ = 63° 25’ 27"

Ako posledny spocitame prvok R — b. Pouzijeme rovnaké

pravidlo ako pri vypocte uhla 5. Grafické znazornenie tohto pravidla je na Obr. 5.1.6.

cos(a@) = cotan(c) - cotan(R — b) = cotan(R — b) = ﬁjg
n\c

tan(b) = cos(«) - tan(c) = cos(54° 54" 00”) - tan(69° 25" 00”) = 1,53113.



188 KAPITOLA 5. SFERICKA TRIGONOMETRIA

Dostdvame riesenie b = 56° 51’ 03",

Na zaver je potrebné urobit kontrolu vypoctu pouzitim

sinusovej vety Rob A
sin(a)  sin(b)  sin(c)
sin(a)  sin(B)  sin(y)’
potom dostdvame «Q 16
3 : o / /!
S.m(a) _ s%n(49 59/ 20") — 0,93616,
sin(a) sin(54° 54’ 00") ¢
3 : [e] 1/ "
s.m(b) _ s%n(56 51 03") — 0,93616. / .
sin(() sin(63° 25/ 27") Obr. 5.1.6. Priklad 99 - pri-
sin(c) _ sin(69°25"00") — 0.93616. lahlé prvky k o v pravouh-

. - . 900
sin(7y) sin(90°) lom ST.

Priklad 100 Rieste pravouhly ST, ktory je urceny odves-
nami a = 52°13'12” a b = 37°60' 30" ak v = R = 90°. Dopocitajte prvky ¢, a a (.

Riesenie: Zacneme s oznacenim zadanych prvkov pravouhlého ST.

R-b R-a

C

Obr. 5.1.7. Priklad 100 - zadané prvky su oznacené cervenou farbou.

DIzku strany ¢ vypoditame pouzitim 1. Napierovho pravidla. Grafické zndzornenie tohto

pravidla je na Obr. 5.1.8 a).

cos(c) = sin(R—10)-sin(R — a) = cos(b) - cos(a),
cos(c) = cos(37°60"30") - cos(52°13"12") = 0,48271 = ¢ = 61° 08" 16".
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R-b R-a R-b R-a R-b R-a

a) C C

Obr. 5.1.8. Priklad 100 - znézornenie Napierovho pravidla pre pravouhly ST.

Uhol a spocitame pouzitim 2. Napierovho pravidla. Grafické znazornenie tohto pravidla

je na Obr. 5.1.8 b).

cos(R —b) = cotan(a) - cotan(R — a) = cotan(a) = sin(b) - cotan(a),

tan(a)  tan(b2°1312") oy

t = = = 2,09512 = 64°29'05".
(@) = 500 T Sm(3Te0 80 2 -

Ako posledny spocitame uhol 5. Pouzijeme rovnaké pravidlo ako pri vypocte uhla a.

Grafické znazornenie tohto pravidla je na Obr. 5.1.8 c).

cos(R—a) = cotan(R — b) - cotan(5) = cotan(/5) = sin(a) - cotan(b),

tan(b)  tan(37° 60’ 30”) Lo
¢ - - = 0,98880 = (3 = 44° 40/ 39"
B = Gl " smeriziy) =F

Na zaver urobime kontrolu pouzitim sinusovej vety

. o / "

S.m(a) _ sin(52° 13 12") _ 0.87578.
sin(«) sin(64° 29’ 05")

: (e} / !/

s'm(b) _ sin(37°60'30") _ 0.87578.
sin() sin(44° 40 39")

: [¢] / 1z

S‘ln(C> _ sin(61°08'16") _ 087578,
sin(7) sin(90°)

Priklad 101 Rieste pravouhly ST, ktory je urceny odvesnou a = 52° 44’ 23" a prilahlym
uhlom 5 = 79°01'01" ak v = R = 90°. Dopocitajte prvky «, b a c.

Riesenie: Zacneme s oznacenim zadanych prvkov pravouhlého ST.
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R-b R-a

C

Obr. 5.1.9. Priklad 101 - zadané prvky st oznacené cervenou farbou.

Velkost uhlu v vypocitame pouzitim 1. Napierovho pravidla. Grafické znazornenie tohto

pravidla je na Obr. 5.1.10 a).

cos(a) = sin(R —a) -sin(f) = cos(a) - sin(p),
cos(a) = cos(52°44"23") - cos(79°01'03") = 0,59435 = a = 53° 32" 02".

R-b R-a -a R-b R-a
¢ C

R-b R
.5 O‘( >ﬁ O‘.ﬁ
b) C c)

Obr. 5.1.10. Priklad 101 - znazornenie Napierovho pravidla pre pravouhly ST.

Q
a)

Stranu b spocitame pouzitim 2. Napierovho pravidla. Grafické znazornenie tohto pra-

vidla je na Obr. 5.1.10 b).

sin(a) =sin(a) - tan
cotan(f) (a) - tan(B),

tan(b) = sin(52°44'23") - tan(79°01'03") = 4,10120 = b = 76° 17" 49".

cos(R—a) = cotan(R —b) - cotan(3) = tan(b) =

Ako posledni spocitame stranu c. Pouzijeme rovnaké pravidlo ako pri vypocte strany b.
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Grafické znazornenie tohto pravidla je na Obr. 5.1.10 ¢).

cos() = cotan(R — a) - cotan(c) = cotan(c) = cos(b) - tan(a),
tan(a)  tan(52°44’23") e
t = = = 6,90034 = 81°45"15".
an(c) cos(B)  cos(79°01’03") 7 e

Na zaver urobime kontrolu pouzitim sinusovej vety

. o / 1
S'ln(a) _ sin(52°44'23") — 0, 98966,
sin(«) sin(53° 32/ 02")

: 1 /4 /!

S.1n<b) _ sin(76°17°49 ) — 0, 98066,
sin(B)  sin(79°01703")

: 104 / 1

s'm(c) _ sin(81°4515”) — 0, 98066,
sin(7) sin(90°)

Priklad 102 Rieste pravouhly ST, ktory je urceny dvoma uhlami oo = 61°19'09” a g =
45°23' 15" ak v = R = 90°. Dopocitajte strany a, b a c.

Riesenie: Zacneme s oznacenim zadanych prvkov pravouhlého ST.

R-b R-a

C

Obr. 5.1.11. Priklad 102 - zadané prvky st oznacené c¢ervenou farbou.

Velkost strany ¢ vypocitame pouzitim 2. Napierovho pravidla. Grafické znazornenie

tohto pravidla je na Obr. 5.1.12 a).

cos(c) = cotan(a) - cotan(f) = cos(c) = tan(a )1tan(ﬁ)’
1

1
— = =0,53970 = ¢ = 57°20' 13".
cos(c) tan(61°19'09”) - tan(45° 23/ 15”)  1,85288 ’ ‘
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R-b R-a R-b R-a R-b R-a

a) C b) C c) C

Obr. 5.1.12. Priklad 102 - znazornenie Napierovho pravidla pre pravouhly ST.

Stranu a spocitame pouzitim 1. Napierovho pravidla. Grafické znazornenie tohto pra-

vidla je na Obr. 5.1.12 b).
cos(a)

sin(3)’
cos(61° 19 09”)
= =0,67418 = a = 47° 36" 34".
cos(a) = sy is ¢

cos(a) = sin(R —a)-sin(f) = cos(a) =

Ako posledné vypocitame velkost strany b. Pouzijeme rovnaké pravidlo ako pri vypocte

strany a. Grafické znazornenie tohto pravidla je na Obr. 5.1.12 ¢).

cos(8)

cos(f) = sin(R —b)-sin(a) = cos(b) = sin(a)’

cos(45° 23" 15")
- = 0,80053 = b = 36°49' 10"
cos(@) = e 1900n)

Na zaver urobime kontrolu pouzitim sinusovej vety

3 : 4 (e} / 4//

s‘ln(a) _ s%n( 7° 36’ 34") _ 0, 84186,
sin(a) sin(61° 19" 09")

: : o / /!

s.m(b) _ s?n(36 49'10") _ 0, 84186,
sin(f) sin(45° 23" 15")

. : (o) /1 "

s.ln(c) _ sm(57 20" 13") _ 0,84186.
sin(7) sin(90°)

Priklad 103 Rieste pravouhly ST, ktory je urceny odvesnou a = 32° 24’ 68" a protilah-
Iym uhlom « = 40° 34’ 59", ak v = R = 90°. Dopocitajte strany b, ¢ a (3.

Riesenie: Zacneme s oznacenim zadanych prvkov pravouhlého ST.
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R-b R-a

C

Obr. 5.1.13. Priklad 103 - zadané prvky st oznacené ¢ervenou farbou.

Velkost strany b vypocitame pouzitim 2. Napierovho pravidla. Grafické znazornenie

tohto pravidla je na Obr. 5.1.14 a).

cos(R—0b) = cotan(a) - cotan(R — a) = sin(b) = Ezz((z)),
_ tan(32° 24 68")
b) = =0, 74141.
sinb) = Gan(aoesrs0n) ~ 7

Pre tvar funkcie sin dostavame dve rieSenia;:

by = 47°51'05",

by = 180° — by = 132°08'55".

Pouzitim pravidla oproti mensej strane lezi mensi uhol, i ked uhol g zatial nepozname,

dostavame
b>a = [>a.

7 nerovnosti vidime, Ze obe rieSenia by, by spliiaji tto podmienku. Preto st obe hodnoty
rieSenim a uhol § musi byt véicsi ako uhol .
Stranu c spocitame pouzitim 1. Napierovho pravidla. Grafické znazornenie tohto pravidla

je na Obr. 5.1.14 b).

cos(R—a) = sin(a)-sin(c) = sin(c) = sin(a)

sin(a)’
sin(32° 24' 68”)

in(a) = — 0, 82408,

sina) = Gnaosrse)
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Dostavame dve riesenia:

cp = 55°29'43",

co = 180° — ¢y = 124°30"17".
Pouzitim pravidla oproti mensej strane lezi mensi uhol dostavame

Y >a=c>a.

Obe riedenia ¢;, ¢» spliiaji tito podmienku, pouzitim strany b a uhla 3 budeme vediet

napisat velkost prepony c jednoznacne.

R-b R-a R-b R-a R-b R-a

a) ¢ b) C c) ¢

Obr. 5.1.14. Priklad 103 - znazornenie Napierovho pravidla pre pravouhly ST.

Zostava nam preto vypocitat velkost uhla . Pouzijeme rovnaké pravidlo ako pri vy-

pocte strany c. Grafické znazornenie tohto pravidla je na Obr. 5.1.14 ¢).

cos(a) = Sin(R—a)'Sin(ﬁ)ésin(ﬁ):ZZZEZ? ,
o - A s

Aj tu dostavame dve riesenia:

f1 = 64°06' 56",

Bs = 180° — B; = 115°53' 04”.

Obidve najdené riesenia splnaji podmienku, ze st vacsie ako uhol a. Uhol «v a stranu a uz

pri pouziti pravidla oproti mensej strane lezi mensi uhol nemézeme pouzit. Pre zostavajice
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strany a uhly pouzijeme pravidlo oproti mensej strane lezi mensi uhol. M6zeme napisat
<y = b<c = =0 =64°0656".
7, druhej casti nerovnosti dostavame
by <cp A by <cy = b=0b =47°51'05".
Ako poslednu uréime velkost prepony ¢ pouzitim pravidla
c<a+b = c=c =55°2943".

Urobime kontrolu pouzitim sinusovej vety

3 20 24/ "
S'ln(a) _ sin(3 68") — 0, 82408,
sin(«) sin(40° 34’ 59")

. / 1

s'm(b) _ sin(47°51'05") _ 0, 82408,
sin(3)  sin(64° 06' 567)

: o / 1

s.m(c) _ sin(55°29'43") — 0, 82408,
sin(7) sin(90°)

Rovnako vsak mozeme napisat nerovnost i v tomto tvare
B>7 = b>c = [B=[,=115°5304".

7, druhej casti nerovnosti dostavame
by >c1 A by >cy = b=by=132°08"55".

Prepony ¢ nevieme jednoznacne urcit pouzitim pravidla ¢ < a + b, preto pouzijeme pod-

mienku
b<a+c = c=cy=124°30"17".

Na zaver urobime kontrolu pouzitim sinusovej vety

sin(a) sin(32° 24’ 68")
sin(a) sin(40° 34’ 59") ’ ’
: b 1 20 / "
S‘ln( ) _ sin(132° 08’ 55") _ 0, 82408,
sin(f) sin(115° 53 04")
. o / 1"
sin(c) _ sin(124° 30" 17") _ 0, 82408,

sin(7) sin(90°)
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Priklad 104 Rieste pravouhly ST, ktory je uréeny odvesnou a = 22° 15’ 00" a preponou

¢ = 55°09'00" ak v = R = 90°. Dopocitajte prvky b, o a 5.

RieSenie: Zacneme s oznacenim zadanych prvkov pravouhlého ST.

R-b R-a

C

Obr. 5.1.15. Priklad 104 - zadané prvky st oznacené ¢ervenou farbou.

DIzku strany b vypoditame pouzitim 1. Napierovho pravidla. Grafické zndzornenie tohto

pravidla je na Obr. 5.1.16 a).

cos(c)

cos(c) = sin(R—b)-sin(R —a) = cos(b) = cos(a)’

cos(55° 09" 00")
b) = = 0,61740 = b = 51° 52/ 24".
cos) = sz 100 ~

a) C b) C c) C

Obr. 5.1.16. Priklad 104 - znazornenie Napierovho pravidla pre pravouhly ST.

Uhol a spocitame pouzitim rovnakého pravidla ako pri vypocte strany b. Grafické
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znazornenie tohto pravidla je na Obr. 5.1.16 b).

sin(a)

)

cos(R —a) = sin(a)-sin(c) = sin(a) = sin(c)

, sin(22° 15" 00")
- — 0,46140.
sin(@) = G5 097007

Pre tvar funkcie sin dostavame dve riesenia:

a = 27°28'39",

Ay = 1800 - b1 == 1520 31,21”.

Pouzitim pravidla, oproti mensej strane lezi mensi uhol, dostavame

a<c = a<y = a=aqa =27°2839".

197

Ako posledny spocitame uhol . Pouzijeme 2. Napierovo pravidlo. Grafické znazornenie

tohto pravidla je na Obr. 5.1.16 c).

tan(a)  tan(22°15'00")

cos(f) = cotan(c)-cotan(R—a) =

Na zaver urobime kontrolu pouzitim sinusovej vety

. o / /!
S.ln(a) _ sin(22°15°00 ) _ 0, 82065,
sin(«) sin(27° 28 39")

: / 1

s'm(b) _ sin(51°52'24") — 0, 82065,
sin() sin(73° 26’ 56")

: o / 2

sin(c) _ sin(55°09'00”) _ 0, 82065.

sin () sin(90°)

tan(c)  tan(55° 09’ 00”)

=0,28487 = [ = 73°26'56".
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5.2 Vseobecny sféricky trojuholnik

Sféricka sinusova veta:

sin(a)  sin(b)  sin(c)

sin(a)  sin(B)  sin(y)’

Sférické kosinusové vety:
cos(a) = cos(b) - cos(c) + sin(b) - sin(c) - cos(a),
cos(a) = —cos(f) - cos(y) + sin(p) - sin(7y) - cos(a)

a ostatné cyklické rovnosti.

Sférické sinus-kosinusové vety:

cos(a) - sin(b) = sin(a) - cos(b) - cos(y) + sin(c) - cos(a),

cos(a) - sin(3) = —sin(a) - cos(a) - cos(c) + sin(7y) - cos(a)

a ostatné cyklické rovnosti.

Napierové analégie:

tan (#) = ZZZEZ{;% - cotan (%) , tan ("‘%) = zigZi:) - cotan (%) ,
2 2
ton (%3%) = ats) tan (5), tan (752) = §§ tan ()

a ostatné cyklické rovnosti.

Priklad 105 Rieste ST, ktory je urceny tromi stranami a = 43° 04’ 30", b = 68° 17" 20"

a ¢ = 75°48 10”. Dopocitajte jeho ostatné prvky.

Riesenie: K vyrieSseniu vseobecného ST budeme pouzivat iba zadané hodnoty. Nami
vypocitané hodnoty prvkov pri dalsom vypocte pouzivat nebudeme. Ako prvé je vhodné

nakreslit si vSeobecny ST s oznacenim zadanych hodnot.
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A B

C

Obr. 5.2.17. Priklad 105 - zadané prvky st oznacené ¢ervenou farbou.

Pri rieseni vSeobecného ST je vhodné sa vediet orientovat vo vzorcoch, ktoré sa pou-
zivaju pre riesenie vseobecného ST. Na vypocet nezndmych uhlov budeme pouzivat kosi-

nusovi vetu pre strany. Zacneme vypoctom uhla o pouzitim vzorca
cos(a) = cos(b) - cos(c) + sin(b) - sin(c) - cos(a).

Vzorec upravime

cos(a) — cos(b) - cos(c)
sin(b) - sin(c)

cos(a) =

a dosadime zname hodnoty

(a) cos(43° 04/ 30") — cos(68° 17" 20") - cos(75° 48" 10”)
cos(a) = :

sin(68° 17/ 20") - sin(75° 48" 10")
Spocitame jednotlivé vyrazy

~0,73046 — 0,36993 - 0,24526  0,63973
N 0, 92906 - 0, 96946 ~0,90068

cos(av) = 0,71027
a dostavame

a = 44° 44’ 35",

Pri vypoc¢te uhla § budeme postupovat rovnako. Zac¢neme napisanim spravneho tvaru

kosinusovej vety pre strany

cos(b) = cos(c) - cos(a) + sin(c) - sin(a) - cos(3).
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Vzorec upravime, dosadime zname hodnoty a vypocitame uhol

cos(B)

cos(b) — cos(c) - cos(a) _

sin(c) - sin(a)
cos(68° 17 20") — cos(75° 48' 10") - cos(43° 04/ 30")  0,36993 — 0, 17915
sin(75° 48/ 10") - sin(43° 04’ 30") B 0,66209

0,19078

= 0,28814 =73°15"13".
0. 6620 0,28814 = 8 =73"15"13

Ako posledny spocitame uhol ~y

cos(c)

cos(7)

cos(a) - cos(b) + sin(a) - sin(b) - cos(7y),
cos(c) — cos(a) - cos(b)
sin(a) - sin(b) B
cos(75° 48 10”) — cos(43° 04" 30") - cos(68° 17'20")  0,24526 — 0,27022
sin(43° 04/ 307) - sin(68° 17/ 207) T 0,63451
—0, 02496
0,63451

= —0,03933 = v = 92°15'15".

Na zéaver kazdého prikladu je potrebné urobit kontrolu vypoctu pouzitim sinusovej vety

sin(43° 04’ 30")

=0,97021
sin(44°44'357) 0T
sin(68° 17" 20")

= 0,97021
sin(73° 15/ 13") ’ ’
sin(75° 48/ 107)

= 0,97021.
sin(92° 15/ 15") ’

Priklad 106 Rieste ST, ktory je urceny tromi uhlami o = 63°19"42" 5 = 70°01' 07" a

~v = 59°52'59”. Dopocitajte jeho ostatné prvky.

Riesenie: Riesenie zacneme tak, ze nakreslime vSeobecny ST, v ktorom oznac¢ime zadané

hodnoty.



5.2. VSEOBECNY SFERICKY TROJUHOLNIK 201

C

>

Al [y

C

Obr. 5.2.18. Priklad 106 - zadané prvky st oznacené ¢ervenou farbou.
Pozname vsetky uhly, a preto na vypocitanie stran pouzijeme kosinusové vety pre uhly.
Ako prvi vypoditame dizku strany a s pouzitim vzorca

cos(a) = —cos(f3) - cos(7y) + sin(f) - sin(7y) - cos(a),

ktory si upravime do potrebného tvaru

cos(ar) + cos(3) - cos(7)
sin(3) - sin(y) '

cos(a) =

Dosadime zndme hodnoty a vypocitame dizku strany a

cos(63° 19" 42") + cos(70° 01" 07") - cos(59° 52 59”)  0,44888 + 0, 17146
sin(70° 017 07") - sin(59° 52’ 597) T 0,81293
0,62034

— — :4 01l4 /l‘
0.81203 0,76309 = a 0° 15" 47

cos(a) =

Rovnako budeme postupovat aj pri vypocte dalsich stran. Ako dalsiu vypocitame dizku

strany b. Vzorec napiSeme pouzitim cyklickych rovnosti a dostavame
cos(B) = —cos(y) - cos(a) + sin(y) - sin(«) - cos(b).

Nasou neznamou je b, preto vzorec este upravime do pozadovaného tvaru

cos() + cos(7) - cos(a)
sin(y) - sin(«) '

cos(b)
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Dosadime hodnoty a vypoéitame dizku strany b

cos(70° 01’ 07") 4 cos(59° 52 59”) - cos(63° 19 42")  0,34171 4 0,22523
sin(59° 52/ 59”) - sin(63° 19’ 42") B 0, 77296 B
0, 56694

= - = 4 = 42°49"18".
0. 77296 0,73347 = b 918

cos(b) =

Zostava uz iba vypocitat dizku strany c. Vzorec si napiSeme pouzitim cyklickych rovnosti

cos(y) = —cos(a) - cos(f) + sin(a) - sin(f) cos(c)

a upravime

cos(7y) 4 cos(«) - cos(f)
sin(a) - sin(f) '

cos(c) =

Dosadime hodnoty a vypoéitame dizku strany ¢

cos(59° 52/ 59") + cos(63° 19" 42”) - cos(70°01' 07”)  0,50177 +0,15339
sin(63° 19/ 42”) - sin(70° 01’ 07") B 0, 83980 B
0,65516

— — 1 — 04/ I/.
0. 83980 0,78013 = ¢ = 38"43" 39

cos(c) =

Na zaver urobime kontrolu pouzitim sinusovej vety

. o / 1"

s.m(a) _ sin(40° 15" 47") _ 0, 72396,
sin(a) sin(63° 19" 42)

. 4 4 /1 "

s.m(b) _ sin( 9'18") _ 0,72326.
sin() sin(70° 01/ 07")

: 4 !/ /!

S.IH(C) _ sin(38°43'39") _ 0,72325.
sin(7) sin(59° 52/ 59")

Dopustili sme sa malej chyby sposobenej zaokrihlovanim. Tato chyba nie je velka, a preto

povazujeme nas vypocet za spravny.

Priklad 107 Rieste ST, ktory je urceny stranou a = 64°02'41” a prilahlymi uhlami
f=22°48"09" a v = 106° 43" 40”. Dopocitajte jeho ostatné prvky.

Riesenie: Ako prvé je vhodné nakreslit vSeobecny ST s oznacenim zadanych hodnot.
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Obr. 5.2.19. Priklad 107 - zadané prvky st oznacené ¢ervenou farbou.

Zacneme s vypoc¢tom uhla o a pouzijeme pritom kosinusovi vetu pre uhly.

cos(a) = —cos(f) - cos(y) + sin(f) - sin(7y) - cos(a) =
= —c0s(22°4809") - cos(106° 43" 40") +

+ sin(22°48'09"”) - sin(106° 43’ 40") - cos(64° 02' 41") =

0,26533 + 0, 16244 = 0,42777 = a = 64° 40’ 25".

Na vypocet stran b a ¢ budeme pouzivat Napierové analdgie, ktoré riesia vzdy dva

prvky spolu.

22° 48’ 09" —106° 43’ 40"

b+c cos (232) ay  cos( ; ) 64° 02/ 41"
tan | =5 B By tan (2) - 22048 09/ 11067 a5 407 | A0 2 -
cos (T) Cos ( : )
0, 74358 b+c
= - -0,62541 = 1,0908 = =47°29"13"
0,42633 7 ’
b— ¢ sin (%) a sin (22048' 09”—2106° 43’ 40”) 64° 02 41"
tan | =5 = o (Em) n (2) = mwwae oy T T
sm( : ) sm( > )
—0, 66865 b+c
= ——————.0,62541 = —0,4623 = —— = —24°48"40".
0,90457 ’ 2

Spocitali sme iba polovi¢ny stucet a rozdiel neznamych. Aby sme dostali vyslednii hodnotu

strany b, musime tieto dva c¢iastkové vysledky scitat

_b+c+b—c
2 2

b = 47°29 13" + (—24° 48/ 40") = 22°40' 33",



204 KAPITOLA 5. SFERICKA TRIGONOMETRIA

Pre vypocet hodnoty uhla § hodnoty od¢itame

_b+c_b—c

5 7 = 47°29'13" — (—24° 48" 40") = 72°17'53".

Cc

Na zaver urobime kontrolu pouzitim sinusovej vety

i in(64°02'41”
sinfa) - s(OPOPAL) () gqy75,
sin(a) sin(64° 40" 25")

. : o / "

s'm(b) _ s%n(22 40/ 33") — 0,99476,
sin(f) sin(22° 48" 09")

. : 20 1 ! 1

sin(c)  sin(72°17'53") — 0,99475.

sin(y)  sin(106° 43/ 40”)

Priklad 108 Rieste ST, ktory je urceny dvoma stranami a = 42° 05’ 43" a b = 38° 46’ 41"
a uhlom medzi nimi v = 25° 45’ 54”. Dopocitajte jeho ostatné prvky.

RieSenie: Na tivod nakreslime vseobecny ST s oznacenim zadanych hodnot.

A B

C

Obr. 5.2.20. Priklad 108 - zadané prvky st oznacené cervenou farbou.

Zacneme s vypoctom strany c a pouzijeme pritom kosinusovi vetu pre strany
cos(c) = cos(a) - cos(b) + sin(a) - sin(b) cos(7y)
a po dosaden{ zndmych hodnét spocitame dizku strany ¢

cos(c) = cos(42°05 43") - cos(38° 46" 41") +
+ sin(42° 05 43") - sin(38° 46 41") - cos(25° 45’ 54”) = 0, 57847 + 0, 37811 =

= 0,95658 = ¢ = 16° 56" 42".
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Dalsie dva prvky budeme poditat stc¢asne pouzitim Napierovijch analdgii

o+ B cos <a2b) - cos (420 05’ 43”;38o 46’41”) 950 45 54
tan 9 - ath 2> - 1205 1 ase ap 4 - Cotan 9 -
cos (52 : )
0,99958 a+p

= = . 4,37237 = 5,74224 = 2 — 80°07' 16"
076112 87237 = 5, 74224 = — 80°07' 16",

t a—B - sin (a2b> t "wo <in (420 05/ 43”;380 46 41”) t 95° 45/ 54/ B
an " sin <a+b> scotanl (2)  sin (420 05/ 43//.5380 46/ 41/,) - cotan 9 =
0, 02894 a—pf

- . 4.37237 = 0,1 e E 11002/ 21",
061561 37237 = 0,19509 = — 0

- cotan (

COS (

Aby sme dostali hodnotu uhla «, musime tieto dva cCiastkové vysledky scitat

=2 ;r b S P 80° 07 16" 4 11°02' 21" = 91° 09/ 37"

e

a pre vypocet hodnoty uhla 5 hodnoty odcitat

oz+ﬁ_a—/6’
2 2

B = =80°07" 16" — 11° 02" 21" = 69° 04’ 55".

Na zaver urobime kontrolu pouzitim sinusovej vety

. o / 1
s'm(a) _ sin(42°05"43 ) — 0. 67050,
sin(«) sin(91° 09’ 37")

i ©46'41”

s'm(b) _ sin(38° 46’ 41") — 0. 67050,
sin() sin(69° 04’ 55")

i 16° 56’ 42"

S‘ln(C) _ sin(16° 56’ 42") — 0, 67050,
sin() sin(25° 45" 54"

Priklad 109 Rieste ST, ktory je dany stranou a = 37°02'10”, prilahlym uhlom g =
54°42' 23" a protilahlym uhlom a = 71° 28 43”. Dopocitajte jeho ostatné prvky.

Riesenie: Pri tomto type tlohy mozu nastat tieto tri pripady, ktoré vychadzaju so sinu-

sovej vety

sin(a) _ sin(b) = sin(b) =

sin(a) - sin(3)
sin(a)  sin(f) '

sin(a)

a) sin(a) - sin(f) > sin(a) = sin(b) > 1 = ST neexistuje,
b) sin(a) - sin(f) = sin(«a) = sin(b) = 1 = b = R, jedinériesenie,

c) sin(a) - sin(f) < sin(a) = by, by = 180° — by, k vyrieSeniu musime pouzit b.



206 KAPITOLA 5. SFERICKA TRIGONOMETRIA

Aj v tomto priklade nakreslime ST s oznacenim zadanych hodnot a za¢neme s vypoctom

velkosti strany b

C

A B

C

Obr. 5.2.21. Priklad 109 - zadané prvky st oznacené cervenou farbou.

_ sin(a) -sin(3)  sin(37°02"10”) - sin(54°42'23")  0,49161

in(b) = - = 0,51847.
sin(b) sin(a) sin(71° 28 43" 0,04821

Dostavame b; = 31°13'46"” a by = 180° — by = 148°46' 14”. Pouzitim pravidla oproti

mensiemu uhlu leZi mensia strana dostavame
B<a = b<a = b =b=231°1346".

Ako vidime z moznosti ¢) dalSie rieSenie prikladu nie je mozné bez pouzitia uz vypocitane;
strany b. Toto je pripad, kedy pri rieseni musime pouzit nami vypocitani hodnotu. Na
vypocet strany c a uhla v pouzijeme Napierové analdgie a pre jednoznacnost rieSenia si
vyberieme vzorce obsahujice kosinus. Ako prvi vypocitame stranu c

n (210 - ) tan (5) = ton (2) = tan (0. (+4)

2  cos (M) 2 2 2 . cos (a%) 7

2
podla vzorca vypocitame iba poloviéni hodnotu strany ¢, a preto treba na to pamatat

pri vypocte

71° 28’ 43" 4+54° 42 23" )

C 370 02/ 10// + 310 13/ 45// CcOSs ( 3
tan <> = tan . —

2 cos (710 28/ 43”;540 42/ 23”)
0,45255 c
= 0,67788 - ——— =10,31009 = — = 17°13'41" = ¢ = 34° 27 22".
! 0,98931 2 ¢
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Rovnako budeme postupovat aj pri vypocte uhla ~

o

a—b a+

i (22 U)o (1) o (3 = an (252 2UE)

2 CoS (‘ib> 2 cos (“_ )

2

w ‘
o

Teraz uz len dosadime zname hodnoty

ol 71° 28/ 43// + 54° 42/ 23// coS (370 02’ 10”—;—31O 13/ 45”)
cotan () = tan ( 2 ) ’ 37902107 —31° 1345\
COS ( 5 )
0.82774

= 1,97047 - =1,63402 = % = 31°27'58" = v = 62°55'56".

0,99872

Na zaver urobime kontrolu pouzitim sinusovej vety

= 0,63527.

: . (e] 2/ 1 /!
siln(a) _ s%n(37 0210") _ 0.63522.
sin(a) sin(71° 28" 43")
s'm(b) _ s%n(?) 3'46") _ 0,63522.
sin(5) sin(54° 42/ 23")
sin(c) sin(34° 27" 22")
( )

sin(62° 55’ 56"

~—

sin(~y
Ako vidime tato chyba je vicsia, ale i tak mozeme nas vypocet povazovat za spravny pri

pouziti presnosti na paf desatinnych miest.

Priklad 110 Rieste ST, ktory je dany dvomi stranami a = 83°12'35"” a b = 73°12' 53",
(a > b) a uhlom protilahlym k vicsej z nich a = 21° 27 28”. Dopoéitajte jeho ostatné

prvky.

Riesenie: V tomto priklade na tvod rozoberieme podmienky existencie vseobecného
ST. Podobe ako v predchadzajicom priklade pouzijeme sinusovi vetu, ale tentokrat bude

nasou neznamou uhol 3

) s 0

sin(a)
Rovnako mo6zu nastat tri pripady
a) sin(a) -sin(b) > sin(a) = sin(f) > 1 = ST neexistuje,

b) sin(a) - sin(b) = sin(a) = sin(8) = 1 = b = R, jedinériesenie,

¢) sin(a) -sin(b) < sin(a) = f1, B2 = 180° — by, k vyrieSeniu musime pouzit g.
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Nakreslime vSeobecny ST s oznacenim zadanych hodnot a zacneme s vypoctom velkosti

uhla .

A B

C

Obr. 5.2.22. Priklad 110 - zadané prvky st oznacené cervenou farbou.

, sin(a) - sin(b)  sin(21° 27 28") - sin(73° 12’ 53")  0,35023
- - - = 0, 35250.
sin(6) sin(a) sin(83° 12/ 35") 0,99329

Dostavame dve rieSenia 8; = 20° 38’ 46" a f5 = 180° —b; = 159°21’ 14”. Pouzitim pravidla

oproti mensej strane lezi mensi uhol dostavame
b<a = f<a = f=0F=20°3846".

Zostava nam vypocitat velkost strany ¢ a uhla . Pretoze plati bod ¢) budeme k vypoctu
pouzivat vypocitany uhol S a pouzijeme Napierové analdgie rovnako ako v predchadza-

jucom priklade. Zacneme s vypoc¢tom velkosti strany c

an(5) = (1) (37) _

2 2 cos (QT_B)
(830 12/ 35// 4 730 12/ 53//> COS (210 27’ 28//45200 38’ 46”)
= tan . —
21° 27/ 28'"—20° 38’ 46"
2 COS ( 5 )
0, 93326

= 4,82340 - = 4,50162 = g = 77°28'32" = ¢ = 154° 57" 04",

0,99997

Rovnako budeme postupovat aj pri vypocte uhla ~y

tan (05 + ﬁ) _ COos (aT_b) - cotan <;) = cotan (g) — tan <Oé —;— ﬁ) . coSs (‘*%‘)

2 cos (‘%Lb) coS (%) '

il
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a+b
cotan (g) = tan (OH—/@) COS( : )

2 Cos (a b)
21° 27 28" 4 20° 38" 46"\ cos (830 12' 35”4573o 12/ 53“)
- ( 2 ) . cos (83" 12’ 35”;730 12/ 53//) -
0,20301 5

= 0,38490 - =0,07845 = 5= 85°30' 52" = v =171°01"44".

0, 99608

Na zaver urobime kontrolu pouzitim sinusovej vety

. o / 1
s'ln(a) _ sin(83°12'35") _ 9. 71598,
sin(«) sin(21° 27/ 28")

: / 1

s.m(b) _ sin(73°12'53") _ 9 71508,
sin(3) sin(20° 38 46")

: o /! "

s‘m(c) _ sin(154° 57" 04") _ 9. 71504,
sin(7) sin(171° 01’ 44")

V tomto priklade sme sa dopustili malej chyby. Pokial ale chyba nebude vyssia ako 1074,
nie je potrebné priklad znovu prepocitavat s vyssou presnostou ako na pat desatinnych

miest.
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5.3 Ulohy na precvicenie

Uloha 18 Rieste pravouhly ST ak v = R = 90°.

a)

Ak existuje pravouhly ST, ktory je uréeny odvesnou a = 10°32'00” a prilahlym
uhlom 5 = 12°03' 00", dopocitajte jeho ostatné zakladné prvky....................
.................................... [b=2°14"05", ¢ = 10°45' 55", a = 78° 09" 55"

Ak existuje pravouhly ST, ktory je urceny odvesnou b = 21°3900” a k nej proti-
Tahlym uhlom £ = 42° 10" 00", dopocitajte jeho ostatné zékladné prvky. ..........
Prvé riesenie ................... [a; = 25°59 38", ¢; = 33°20/ 21", a; = 52° 53" 15”]
Druhé rieSenie ............... [ag = 154° 0" 22" ¢ = 146° 39’ 39", ay = 127° 06 45"

Ak existuje pravouhly ST, ktory je urceny odvesnou a = 42°12'00” a preponou
¢ = 64° 40/ 00”, dopocitajte jeho ostatné zakladné prvky. .........................
.................................... [b=54°43 07", o = 48° 0 14", B = 64° 34’ 45"

Ak existuje pravouhly ST, ktory je urceny preponou ¢ = 69°25'00” a prilahlym
uhlom o = 54° 54’ 00", dopocitajte jeho ostatné zakladné prvky....................
................................... [a =49°59 20", b = 56°51'03", 5 = 63° 25" 27"

Ak existuje pravouhly ST, ktory je uréeny odvesnou b = 46° 45" 00” a k nej proti-
Tahlym uhlom £ = 59° 12" 00", dopocitajte jeho ostatné zékladné prvky. ..........
Prvé rieSenie ................... [a; =39°19 23", ¢; = 57°59' 29", o = 48° 21’ 28"]
Druhé rieSenie ............... [ag = 140°40" 37", co = 122°0' 31", ag = 131° 38’ 32”]

Ak existuje pravouhly ST, ktory je urceny preponou ¢ = 66°52'04” a prilahlym
uhlom a = 57°45' 20", dopocitajte jeho ostatné zakladné prvky....................
................................... [a=51°03"28", b =51°18 56", 5 = 58° 05" 12"]

Ak existuje pravouhly ST, ktory je uréeny odvesnou b = 56° 55" 00” a k nej proti-
[ahlym uhlom g = 69° 21’ 12", dopocitajte jeho ostatné zakladné prvky. ..........
Prvé rieSenie ................... [a; = 35°20" 13", ¢; = 63°33'29", oy = 40° 14’ 16”]
Druhé rieSenie .............. [ag = 144° 39 47", co = 116° 26" 31", ay = 139° 45" 44"
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Uloha 19 Rieste vieobecny ST:

a) Nech st dané duté uhly a = 72° 16’ 00", 8 = 54° 18 00", v = 56° 47" 00”. Ak existuje
sféricky trojuholnik so stranou a a uhlami (3, v, vypocitajte jeho ostatné zakladné

PIVKY. + oo [b=51°07 11", ¢ = 53° 19/ 06", @ = 96° 28’ 22"

b) Nech st dané duté uhly a = 39°20/ 14", b = 112°16'30" a v = 54°39'49”. Ak
existuje sféricky trojuholnik so stranami a, b a uhlom ~, vypocitajte jeho ostatné

zékladné prvky. ................. [c = 87°21'29", a = 31°10' 30", B8 = 130° 54’ 49"

¢) Nech st dané duté uhly o = 57° 16’ 01”7, 5 = 75° 18/ 30" a ¢ = 35° 20’ 19”. Ak existuje
sféricky trojuholnik so stranou ¢ a uhlami « a 3, vypocitajte jeho ostatné zakladné

DIVKY. oo [a = 34°54'53", b = 41°09' 35", v = 58° 13/ 18"]

d) Nech st dané duté uhly o = 75° 14’ 20", 5 = 95° 25" 30", v = 105° 36’ 40”. Ak existuje
sféricky trojuholnik s uhlami «, [, v, vypocitajte jeho strany. ....................

................................. [a=73°0021", b = 100° 05 12", ¢ = 107° 43’ 55"

e) Nech st dané duté uhly a = 53° 15" 00", b = 81° 11’ 00", ¢ = 115° 29/ 00”. Ak existuje
sféricky trojuholnik so stranami a, b, ¢, vypocitajte jeho uhly. ....................

................................. [a = 41°52"12" = 55°24' 07", v = 131° 14’ 24"

f) Nech st dané duté uhly a = 112°32' 12", o = 73° 35’ 12", f = 60° 44’ 00”. Ak existuje
sféricky trojuholnik so stranou a a uhlami «, 8 vypocitajte jeho ostatné zakladné

PIVKY. + oo [b=57°08 12", ¢ = 104° 16' 54", v = 96° 28’ 04"

g) Nech st dané duté uhly a = 57° 13" 41", b = 74° 16’ 34", o« = 40° 15" 18". Ak existuje
sféricky trojuholnik so stranami a, b a uhlom «, vypocitajte jeho ostatné zakladné

DIVKY. © oo [c=13°41"10", B = 47°42' 38", v = 125° 41’ 10/']
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Kapitola 6

Prilohy

6.1 Priloha ¢. 1 - Derivacie elementarnych funkcii

1. (¢))=0

2. (%) = ax®', kde a je Tubovolné redlne ¢islo
3. (@) =a"Ina, kdea >0, a #1

4. (") =¢€"

5. (log,z) = -, kde a >0, a # 1

6. (Inz) =2

7. (sinx) = cosx

8. (cosz) = —sinx

9. (tanz) = —1—

cos?

10. (cotanz)’ = ———

11. (arcsinz)’ = \/11_7, z e (—1,1)
12. (arccosz) = —ﬁ, z e (-1,1)
13. (arctanz) = 1_’_1x2

14. (arccot z)' = — 7
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6.2 Priloha ¢. 2 - Integracné vzorce

xa+1
a+1

1. [z%dx = +c,akae R\ {—1}.
2. [ldz=In|z|+c

3. [e*dx =¢e"+c.

4. fa*dr =& +c,ak a € (0,1) U (1, 00).

Ina

5. [sinzxdr = —cosx + c,
6. [cosxdxr =sinz + c.

7. [ L=dz=tanz +¢,

cos?

8. [ -%-dr = —cotanz +c.

sin“ x

arctanx + c

Ne)

[ lydz =

1422

— arccot x + c.

10. [1%; =1In|EE| +e.

1—22 1-x

arcsinzx + ¢

11'f\/1df7:

— arccos x + c.

12. f\/g%zln|x+\/a:2+a|+c.

1

w

L dz = In|f(z)| +c
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6.3 Priloha ¢. 3 - Diferencidlna geometria kriviek

Oskulaénd rovina krivky K: 7: (X — P(t)) - (P(t) x P(t)) = 0,
Normélové rovina krivky K: v : (X —P(t)) - P(t) = 0,

Rektifikaéna rovina krivky K: p: (X —P(t)) - (P(t) x P(t)) x P(t)) = 0,
kde X = [x,y, z] je bod na krivke K.

Doty¢nica krivky K: d = P(t) + AP(t), A\ € R

Hlavna norméla krivky K: n = P(t) + A(P(t) x P(t)) x P(t))

Binormaéla krivky K: b = P(t) + A(P(t) x P(t))

Prva krivost krivky K (flexia):

() = 2O X PP
(P(t) - P(t))°

Druha krivost krivky K (torzia):

(B() x P@) - B(t)
PO x PP

7(t) =

Polomer krivosti
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6.4 Priloha ¢. 4 - Diferencialna geometria pléch

Vektorova rovnica plochy o: r(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z2(u, v)),
Explicitnd rovnica plochy o: z = f(x,y), (z,y) € Q,
Implicitna rovnica plochy o: F(x,y,z) = 0.

Dotykova rovina plochy ¢ v bode P:

pre vektorovi rovnicu plochy: (X — P) - (r,(P) x r,(P)) =0,
pre implicitni rovnicu plochy: (X — P) - VF(P) =0,

kde X = [z,y, z] je bod na ploche o, r, = % ar, = %7

_ (0F 9F OF
VE = (55 %)
Normalova rovina plochy ¢ v bode P:
pre vektorovii rovnicu plochy: X = P + A(r,(P) x r,(P)), A€ R,
pre implicitnii rovnicu plochy: X = P + AVF(P).

Prva zékladna forma plochy o: ¢, = E(du)? + 2Fdudv + G(dv)?,

kde E*ar~@:ru~ru, F*ar~&:ru~rv,

~ du  du — du v
G% . % =T, Ty
Jednotkovym vektorom normély plochy o n,(u,v) = % # 0 v bode

P(u,v).
Druhi zikladna forma plochy o: ¢, = L(du)? + 2Mdudv + N(dv)?,

_ 9%r _ _ 9%r
kde L—W'ng—ruu'ng, M = = Iyy - g,

_ 0’r _
N—W—I‘UU-HU.

Normalova krivost krivky K na ploche o: k, = %.

Geodeticka krivost krivky

K(t) = (z(u(t),v(t)); y(u(t), v(t)); z(u(t), v(t))) na ploche o v bode P: k, = %
T

kde 7 = r(u(t),v(t)) = r i + 1,0,

P = 7 (u(t), v(t)) = Tuu ()2 4 28y U0 + Ty ()2 + Tyl + 1, 0.
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6.5 Priloha ¢. 5 - Sféricka trigonometria

Sféricka sinusova veta:

sin(a)  sin(b)  sin(c)

sin(e)  sin(8)  sin(y)’

Sférické kosinusové vety:

= cos(b) - cos(c) + sin(b) - sin(c) - cos(a),
= cos(c) - cos(a) + sin(c) - sin(a) cos(f),
= cos(a) - cos(b) + sin(a) - sin(b) cos(7).

)
)
) )

cos() = —cos(f) - cos(y) +sin(p) - sin(7) - cos(a)
) = —cos(y) - cos(a) +sin(y) - sin(a) cos(b),
) (

= —cos(a) - cos(f) + sin(a) - sin(3) cos(c).
Sférické sinus-kosinusové vety:

cos(a) - sin(b) = sin(a) - cos(b) - cos(y) + sin(c) - cos(a),
cos(a) - sin(8) = —sin(«) - cos(a) - cos(c) + sin(7y) - cos(a)
a ostatné cyklické rovnosti.

Napierové analdgie:

tan (#) = COS(jb) - cot (g) , tan (a;> = S%n<af:b) - cot (g) :

cos( 22
tan (242) = <3 | :

2

a ostatné cyklické rovnosti.
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6.6 Priloha ¢. 6 - Zobrazenie rotacnych telies z Ka-

pitoly 1

Obr. 6.6.1. Priklad ¢. 25: Oblast ohrani¢end grafom funkcie f(z) = z* — 4z + 5, osou o,

a priamkami x = 1 a x = 4; rotéacia okolo o,.

B

Obr. 6.6.2. Priklad ¢. 26: Oblast ohrani¢end grafom funkcie f(x) = €, osou o, a priamkami

x =0 a x = 1; rotacia okolo o,.

e

Obr. 6.6.3. Priklad ¢. 27: Oblast ohranicend grafmi funkcii f(z) = /7 a g(z) = z?%; rotécia

okolo o,.
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Obr. 6.6.4. Priklad ¢. 28: Oblast ohranicend grafmi funkcii f(z) = /2 a g(x) = § pre

z € (0, 8); roticia okolo o,.

Obr. 6.6.5. Priklad ¢. 29: Oblast ohranic¢ena grafom funkcie f(z) = x —sin(x) a priamkami

s
72

Obr. 6.6.6. Priklad ¢. 30: Oblast ohranicena grafmi funkcii f(z) = \/r a g(x) = x?; rotécia

y = 0 v intervale <0 >; rotacia okolo o,.

okolo priamky y = —1.
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