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ktoré použijeme pri výpočte koeficientov E,F a G

E = ru · ru =
(
1, 0, −v

u2+v2

)
·
(
1, 0, −v

u2+v2

)
= 1 + v2

(u2+v2)2 ,

F = ru · rv =
(
1, 0, −v

u2+v2

)
·
(
0, 1, u

u2+v2

)
= − uv

(u2+v2)2 ,

G = rv · rv =
(
0, 1, u

u2+v2

)
·
(
0, 1, u

u2+v2

)
= 1 + u2

(u2+v2)2 .

Teraz už môžeme napísať prvú základnú formu plochy σ v tvare

ϕ1 = E(du)2 + 2Fdudv +G(dv)2 =

=
(

1 + v2

(u2 + v2)2

)
(du)2 + 2

(
− uv

(u2 + v2)2

)
dudv +

(
1 + u2

(u2 + v2)2

)
(dv)2.

Obr. 4.2.4. Plocha σ: r(u, v) =
(
u, v, arctan

(
v
u

))
.

Na výpočet druhej základnej formy plochy potrebujeme aj normálu nσ. Pre lepšiu

prehľadnosť výpočtu vektorové násobenie ru × rv a veľkosť vektora ru × rv vypočítame
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skôr

ru × rv =
(

1, 0, −v
u2 + v2

)
×
(

0, 1, u

u2 + v2

)
=
(

v

u2 + v2 ,
−u

u2 + v2 , 1
)

=

= 1
u2 + v2

(
v,−u, u2 + v2

)
,

|ru × rv| =
√

1
(u2 + v2)2 (v2 + u2 + (u2 + v2)2) = 1

u2 + v2

√
v2 + u2 + (u2 + v2)2.

Normála bude mať tvar

nσ = ru × rv
|ru × rv|

=
1

u2+v2 (v,−u, u2 + v2)
1

u2+v2

√
v2 + u2 + (u2 + v2)2

= (v,−u, u2 + v2)√
v2 + u2 + (u2 + v2)2

.

Spočítame teraz druhé parciálne derivácie r(u, v) podľa u a v

ruu =
(

0, 0, 2uv
(u2 + v2)2

)
,

ruv = rvu =
(

0, 0, v2 − u2

(u2 + v2)2

)
,

rvv =
(

0, 1, (−u)2v
(u2 + v2)2

)
,

ktoré použijeme k výpočtu koeficientov L,M a N

L = ruu · nσ =
(
0, 0, 2uv

(u2+v2)2

)
· (v,−u,u2+v2)√

v2+u2+(u2+v2)2
= 2uv

(u2+v2)
√
v2+u2+(u2+v2)2

,

M = ruv · nσ =
(
0, 0, v2−u2

(u2+v2)2

)
· (v,−u,u2+v2)√

v2+u2+(u2+v2)2
= v2−u2

(u2+v2)
√
v2+u2+(u2+v2)2

N = rvv · nσ =
(
0, 1, (−u)2v

(u2+v2)2

)
· (v,−u,u2+v2)√

v2+u2+(u2+v2)2
= −2uv

(u2+v2)
√
v2+u2+(u2+v2)2

.

Nakoniec napíšeme druhú základnú formu plochy σ v tvare

ϕ2 = L(du)2 + 2Mdudv +N(dv)2 =

= 2uv(du)2 + 2(v2 − u2)dudv − 2uv(dv)2

(u2 + v2)
√
v2 + u2 + (u2 + v2)2

.

Príklad 91 Napíšte prvú a druhú základnú formu plochy σ pre a, b, c > 0 (trojosí elip-

soid): r(u, v) = (a cos(u) cos(v), b sin(u) cos(v), c sin(v)) a vypočítajte normálovú krivosť

krivky na ploche σ v bode P = [a, 0, 0].
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Riešenie: Postupovať budeme rovnako ako v predošlom príklade. Začneme tým, že vy-

počítame parciálne derivácie r(u, v) podľa u, v

ru = (−a sin(u) cos(v), b cos(u) cos(v), 0) ,

rv = (−a cos(u) sin(v),−b sin(u) sin(v), c cos(v)) ,

a vyjadríme v bode P . Súradnice bodu P najskôr prevedieme na parametre u a v tak, že

vyriešime sústavu rovníc

a cos(u) cos(v) = a,

b sin(u) cos(v) = 0,

c sin(v) = 0.

Z tretej rovnice priamo dostávame

c sin(v) = 0 ⇒ sin(v) = 0 ⇒ v = kπ, k ∈ Z.

Parameter u potom vypočítame

a cos(u)1 = a ∧ b sin(u)1 = 0 ⇒ u = kπ, k ∈ Z

a dostávame P = r(0, 0). Potom ru(P ) a rv(P ) bude mať tvar

ru(P ) = (0, b, 0) ,

rv(P ) = (0, 0, c) .

Koeficienty E,F a G vyjadríme vo všeobecnom bode aj v bode P . V tomto prípade pre

komplikovaný tvar vektorov ru a ru uvedieme rovno výsledný tvar koeficientov

E = ru · ru = a2 sin2(u) cos2(v) + b2 cos2(u) cos2(v) ⇒ E(P ) = b2,

F = ru · rv = (a2 − b2) sin(u) cos(u) sin(v) cos(v) ⇒ F (P ) = 0,

G = rv · rv = a2 cos2(u) sin2(v) + b2 sin2(u) sin2(v) + c2 cos2(v) ⇒ G(P ) = c2.



4.2. PRVÁ A DRUHÁ ZÁKLADNÁ FORMA PLOCHY σ 159

Obr. 4.2.5. Plocha σ: r(u, v) = (a cos(u) cos(v), b sin(u) cos(v), c sin(v)) a bod P = [a, 0, 0]

s ru (červená) a rv(žltá) pre a = 2, b = 4, c = 6.

Prvú základnú formu plochy σ napíšeme už v trochu zjednodušenom tvare

ϕ1 = E(du)2 + 2Fdudv +G(dv)2 =

= cos2(v)
(
a2 sin2(u)(du)2 + b2 cos2(u)(du)2 + c2(dv)2

)
+

+ (a2 − b2) sin(2u) sin(v) cos(v)dudv + sin2(v)(a2 cos2(u) + b2 sin2(u))(dv)2.

Potom prvá základná forma plochy σ v bode P bude mať tvar

ϕ1(P ) = E(P )(du)2 + 2F (P )dudv +G(P )(dv)2 = b2(du)2 + c2(dv)2.

Rovnako ako pri koeficientoch E, F a G, aj tu budeme písať už upravený tvar koeficientov

L, M , N a normály nσ. Pre všeobecný bod u a v môžeme napísať rovnicu normály

nσ = ru × rv
|ru × rv|

= (bc cos(u) cos2(v), ac sin(u) cos2(v), ab sin(v) cos(v))√
b2c2 cos2(u)cos4(v) + a2 cos2(v)(b2 sin2(v) + c2 sin2(v) cos2(v))
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a jej tvar v bode P bude

nσ(P ) = ru(P )× rv(P )
|ru(P )× rv(P )| = (0, b, 0)× (0, 0, c)

|(0, b, 0)× (0, 0, c)| = bc(1, 0, 0)
bc

= (1, 0, 0).

Teraz si spočítame druhé derivácie r(u, v) podľa u a v a vyjadríme ich hodnoty v bode P

ruu = (−a cos(u) cos(v),−b sin(u) cos(v), 0) ⇒ ruu(P ) = (−a, 0, 0) ,

ruv = rvu = (a sin(u) sin(v),−b cos(u) sin(v), 0) ⇒ ruv(P ) = rvu(P ) = (0, 0, 0) ,

rvv = (−a cos(u) cos(v),−b sin(u) cos(v),−c sin(v)) ⇒ rvv(P ) = (−a, 0, 0) .

Spočítame už iba koeficienty L,M a N

L = ruu · nσ = −(abc cos3(v))√
b2c2 cos2(u)cos4(v)+a2 cos2(v)(b2 sin2(v)+c2 sin2(v) cos2(v))

⇒ L(P ) = −a,

M = ruv · nσ = 0 ⇒ M(P ) = 0,

N = rvv · nσ = −(abc cos(v))√
b2c2 cos2(u)cos4(v)+a2 cos2(v)(b2 sin2(v)+c2 sin2(v) cos2(v))

⇒ L(P ) = −a.

a môžeme napísať druhú základnú formu plochy σ v už upravenom tvare

ϕ2 = L(du)2 + 2Mdudv +N(dv)2 =

= − (abc cos(v)((1 + cos(2v))(du)2 + 2(dv)2)
2
√
b2c2 cos2(u)cos4(v) + a2 cos2(v)(b2 sin2(v) + c2 sin2(v) cos2(v))

.

Rovnicu si vyjadríme ešte v bode P

ϕ2(P ) = L(P )(du)2 + 2M(P )dudv +N(P )(dv)2 = −a((du)2 + (dv)2)

a vyjadríme normálovú krivosť v tomto bode

κn(P ) = ϕ2(P )
ϕ1(P ) = −a((du)2 + (dv)2)

b2(du)2 + c2(dv)2 .

Ako sme mohli na tomto príklade vidieť, napísať prvú a druhú základnú formu plochy

pre goniometrické funkcie môže byť veľmi zdĺhavé a náročné, ak chceme rovnice napí-

sať vo všeobecnom bode. Po dosadení súradnice bodu P sa výpočet a samotné výrazy

zjednodušili.

Príklad 92 Napíšte prvú a druhú základnú formu plochy a normálovú krivosť plochy σ:

r(u, v) = (u2

2 , u+ v, v
2

2 ) v bode P =
[

1
2 ,−2, 1

2

]
.
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Obr. 4.2.6. Plocha σ: r(u, v) = (u2

2 , u+ v, v
2

2 ) a bod P =
[

1
2 ,−2, 1

2

]
.

Riešenie: Najskôr si prevedieme súradnice bodu P na parametre u a v tak, že vyriešime

sústavu rovníc

u2

2 = 1
2 ⇒ u = ±1,

v2

2 = 1
2 ⇒ u = ±1,

u+ v = −2 ⇒ u = −1 ∧ v = −1

a dostávame P = r(−1,−1). Ďalej budeme postupovať tak, že vypočítame parciálne

derivácie r(u, v) podľa u, v a vyjadríme ich hodnoty v bode P

ru = (u, 1, 0) ⇒ ru(P ) = (−1, 1, 0) ,

rv = (0, 1, v) ⇒ rv(P ) = (0, 1,−1) .
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Koeficienty E,F a G vyjadríme všeobecne aj v bode P

E = ru · ru = (u, 1, 0) · (u, 1, 0) = 1 + u2 ⇒ E(P ) = 2,

F = ru · rv = (u, 1, 0) · (0, 1, v) = 1 ⇒ F (P ) = 1,

G = rv · rv = (0, 1, v) · (0, 1, v) = 1 + v2 ⇒ G(P ) = 2.

Potom už vieme napísať prvú základnú formu plochy σ v tvare

ϕ1 = E(du)2 + 2Fdudv +G(dv)2 = (1 + u2)(du)2 + 2dudv + (1 + v2)(dv)2.

V bode P bude mať tvar

ϕ1(P ) = E(P )(du)2 + 2F (P )dudv +G(P )(dv)2 = 2(du)2 + 2dudv + 2(dv)2.

Ďalej si spočítame normálu nσ a koeficienty L,M , N najskôr všeobecne a potom v bode P

nσ = ru × rv
|ru × rv|

= (u, 1, 0)× (0, 1, v)
|(u, 1, 0)× (0, 1, v)| = (v,−uv, u)

|(v,−uv, u)| = (v,−uv, u)√
v2 + u2(1 + v2)

,

nσ(P ) = ru(P )× rv(P )
|ru(P )× rv(P )| = (−1, 1, 0)× (0, 1,−1)

|(−1, 1, 0)× (0, 1,−1)| = (−1,−1,−1)√
3

.

Spočítame druhé derivácie r(u, v) podľa u a v a vyjadríme ich hodnoty v bode P

ruu = ruu(P ) = (1, 0, 0) ,

ruv = rvu = ruv(P ) = rvu(P ) = (0, 0, 0) ,

rvv = rvv(P ) = (0, 0, 1) .

Teraz spočítame koeficienty L,M a N najskôr všeobecne a potom v bode P

L = ruu · nσ = (1, 0, 0) · (v,−uv,u)√
v2+u2(1+v2)

= v√
v2+u2(1+v2)

⇒ L(P ) = − 1√
3 ,

M = ruv · nσ = (0, 0, 0) · (v,−uv,u)√
v2+u2(1+v2)

= 0√
v2+u2(1+v2)

= 0 ⇒ M(P ) = 0,

N = rvv · nσ = (0, 0, 1) · (v,−uv,u)√
v2+u2(1+v2)

= u√
v2+u2(1+v2)

⇒ L(P ) = − 1√
3 .

Nakoniec môžeme napísať druhú základnú formu plochy σ v tvare

ϕ2 = L(du)2 + 2Mdudv +N(dv)2 =

+ v√
v2 + u2(1 + v2)

(du)2 + 2 · 0dudv + u√
v2 + u2(1 + v2)

(dv)2 =

= v(du)2 + u(dv)2√
v2 + u2(1 + v2)
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a pre bod P ju prepíšeme do tvaru

ϕ2(P ) = L(P )(du)2 + 2M(P )dudv +N(P )(dv)2 = −(dv)2 + (du)2
√

3
.

Ako posledné vyjadríme normálovú krivosť krivky

κn = ϕ2

ϕ1
=

u(dv)2+v(du)2√
v2+u2(1+v2)

(1 + u2)(du)2 + 2dudv + (1 + v2)(dv)2

a prepíšeme jej tvar v bode P

κn(P ) = ϕ2(P )
ϕ1(P ) = − (du)2 + (dv)2

2
√

3((du)2 + dudv + (dv)2)
.
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4.3 Krivosti a hlavné smery plochy σ

Krivosti plochy σ:

Hlavné krivosti: κ1 = H +
√
H2 −K a κ2 = H −

√
H2 −K,

kde H = EN−2FM+LG
2(EG−F 2) , K = LN−M2

EG−F 2 .

Úplná alebo Gaussova krivosť: κt = κ1 · κ2 = LN−M2

EG−F 2 = K,

Stredná krivosť: κs = κ1+κ2
2 = NE−2MF+LG

2(EG−F 2) = H,

Absolútna krivosť: κabs = |κt|+ |κs|.

Rovnica pre hlavné smery plochy σ:

(LF −ME)(u′)2 + (LG−NE)u′v′ + (MG−NF )(v′)2 = 0.

Podmienka prirodzenej parametrizácie σ: |ruu′ + rvv′| = 1.

Hlavné smery plochy σ sú vektory:

s1 = ruu′1 + rvv′1 a s2 = ruu′2 + rvv′2.

Príklad 93 Vypočítajte hlavné krivosti, úplnú a strednú krivosť a hlavné smery plochy

σ : z = x3

3 + y2 v bode P =
[
1, 1, 4

3

]
(ak predpokladáme pravotočivý súradnicový systém).

Riešenie: Najskôr prepíšeme explicitne zadané vyjadrenie plochy použitím vektoro-

vého (parametrického) zápisu. Premenné x a y nahradíme u a v a dostaneme:

σ: r(u, v) = (u, v, u3

3 + v2).

Rovnakým spôsobom dostaneme súradnice bodu P = r(1, 1). Chceme spočítať krivosti

v danom bode P , a preto musíme spočítať prvé i druhé parciálne derivácie vektorovej

funkcie r(u, v) podľa u, v a vyjadriť ich hodnoty v danom bode P

ru = (1, 0, u2) ⇒ ru(P ) = (1, 0, 1) ,

rv = (0, 1, 2v) ⇒ rv(P ) = (0, 1, 2) ,

ruu = (0, 0, 2u) ⇒ ruu(P ) = (0, 0, 2) ,

ruv = rvu = (0, 0, 0) ⇒ ruv(P ) = rvu(P ) = (0, 0, 0) ,

rvv = (0, 0, 2) ⇒ rvv(P ) = (0, 0, 2) .
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Obr. 4.3.7. Plocha σ : z = x3

3 + y2 a bod P =
[
1, 1, 4

3

]
.

Na výpočet potrebujeme normálu nσ(P ), ktorú spočítame podľa

nσ(P ) = ru(P )× rv(P )
|ru(P )× rv(P )| = (1, 0, 1)× (0, 1, 2)

|(1, 0, 1)× (0, 1, 2)| = (−1,−2, 1)
|(−1,−2, 1)| =

(
− 1√

6
,− 2√

6
,

1√
6

)
.

Pri výpočte samotných krivostí potrebujeme ešte poznať hodnoty E,F,G, L,M,N koefi-

cientov v bode P .

E(P ) = ru(P ) · ru(P ) = (1, 0, 1) · (1, 0, 1) = 2,

F (P ) = ru(P ) · rv(P ) = (1, 0, 1) · (0, 1, 2) = 2,

G(P ) = rv(P ) · rv(P ) = (0, 1, 2) · (0, 1, 2) = 5,

L(P ) = ruu(P ) · nσ(P ) = (0, 0, 2) ·
(
− 1√

6 ,−
2√
6 ,

1√
6

)
= 2√

6 ,

M(P ) = ruv(P ) · nσ(P ) = (0, 0, 0) ·
(
− 1√

6 ,−
2√
6 ,

1√
6

)
= 0,

N(P ) = rvv(P ) · nσ(P ) = (0, 0, 2) ·
(
− 1√

6 ,−
2√
6 ,

1√
6

)
= 2√

6 .
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Pred výpočtom hlavných krivostí ešte spočítame pomocné parametre H a K

H(P ) = E(P ) ·N(P ) + L(P ) ·G(P )− 2F (P ) ·M(P )
2(E(P ) ·G(P )− F (P )2) =

2 2√
6 + 2√

65− 2 · 2 · 0
2(2 · 5− 22) =

= 7
6
√

6
,

K(P ) = L(P ) ·N(P )−M(P )2

E(P ) ·G(P )− F (P )2 =
2√
6 ·

2√
6 − 02

2 · 5− 22 = 1
9 .

Hlavné krivosti v bode P budú mať tvar

κ1(P ) = H(P ) +
√
H(P )2 −K(P ) = 7

6
√

6
+

√√√√( 7
6
√

6

)2

− 1
9 = 2√

6
,

κ2(P ) = H(P )−
√
H(P )2 −K(P ) = 7

6
√

6
−

√√√√( 7
6
√

6

)2

− 1
9 = 1

3
√

6
.

Nakoniec spočítame ostatné krivosti v bode P v tomto prípade bez použitia H a K

κt(P ) = L(P ) ·N(P )−M(P )2

E(P ) ·G(P )− F (P )2 =

√
2
3 .
√

2
3 − 02

2.5− 22 = 1
9 ,

κs(P ) = N(P ) · E(P )− 2M(P ) · F (P ) + L(P ) ·G(P )
2(E(P ) ·G(P )− F (P )2) =

=
2√
6 · 2− 2 · 0 · 2 + 2√

6 · 5
2(2 · 5− 22) = 7

6
√

6
,

κabs(P ) = |κt(P )|+ |κs(P )| = 1
9 + 7

6
√

6
= 1

36
(
4 + 7

√
6
)
.

Potom vypočítame hlavné smery. Na to využijeme rovnicu pre hlavné smery plochy a

dosadíme už známe hodnoty v bode P

(L(P ) · F (P )−M(P ) · E(P ))(u′)2 + (L(P ) ·G(P )−N(P ) · E(P ))u′v′ +

+(M(P ) ·G(P )−N(P ) · F (P ))(v′)2 = 0(
2√
6
· 2− 0 · 2

)
(u′)2 +

(
2√
6
· 5− 2√

6
· 2
)
u′v′ +

(
0 · 5− 2√

6
· 2
)

(v′)2 = 0.

Jednotlivé výrazy sčítame

2 2√
6

(u′)2 + 3
√

2√
6
u′v′ − 2 2√

6
(v′)2 = 0
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a pre jednoduchosť zápisu predelíme 2√
6 a dostávame

I : 2(u′)2 + 3u′v′ − 2(v′)2 = 0.

Ako vidíme, máme jednu rovnicu, ale dve neznáme u′ a v′. Potrebujeme teda ešte jednu

rovnicu, aby bola táto úloha riešiteľná. Použijeme rovnicu podmienky prirodzenej para-

metrizácie plochy, ktorú vyjadríme v bode P

|ru(P )u′ + rv(P )v′| = 1

| (1, 0, 1)u′ + (0, 1, 2) v′| = 1

| (u′, v′, u′ + 2v′) | = 1√
(u′)2 + (v′)2 + (u′ + 2v′)2 = 1

II : 2(u′)2 + 4u′v′ + 5(v′)2 = 1.

Máme sústavu dvoch rovníc o dvoch neznámych, ktorú vieme riešiť

I : 2(u′)2 + 3u′v′ − 2(v′)2 = 0

II : 2(u′)2 + 4u′v′ + 5(v′)2 = 1.

Jeden z postupov riešenia: Budeme postupovať tak, že rovnicu I predelíme v2

I : 2(u′)2 + 3u′v′ − 2(v′)2 = 0 / : (v′)2

2(u′)2

(v′)2 + 3u′v′
(v′)2 −

2(v′)2

(v′)2 = 0

2
(
u′

v′

)2

+ 3u
′

v
− 2 = 0.

Zavedieme pomocnú premennú a = u′

v′
a dostávame kvadratickú rovnicu

2a2 + 3a− 2 = 0,

ktorej riešením je a = {−2, 1
2}. Predelením rovnice II premennou (v′)2 rovnako zavedieme

zvolený parameter a v tvare

II : 2(u′)2 + 4u′v′ + 5(v′)2 = 1 / : (v′)2

2(u′)2

(v′)2 + 4u′v′
(v′)2 + 5(v′)2

(v′)2 = 1
(v′)2

2a2 + 4a+ 5 = 1
(v′)2 .
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Teraz pre každé a = {−2, 1
2} nájdeme prislúchajúce riešenie u′ a v′. Najskôr pre a = −2

dostávame

2(−2)2 + 4(−2) + 5 = 1
(v′)2 ⇒ v′ = ± 1√

5
.

Vyberieme jedno riešenie, napr. v′1 = 1√
5 a chceme vypočítať prislúchajúce u′1. Použijeme

vzťah a = u′1
v′1

a dostávame

−2 = u′1
1√
5
⇒ u′1 = − 2√

5
.

Rovnaký spôsobom použijeme pre a = 1
2 a dostávame

2
(1

2

)2
+ 4

(1
2

)
+ 5 = 1

(v′)2 ⇒ v′2 = ±
√

2
15 .

Vezmeme jedno riešenie, napr. v′2 =
√

2
15 a prislúchajúce u′2 spočítame ako

a = u′2
v′2
⇒ 1

2 = u′2√
2
15

⇒ u′2 = − 1√
30
.

Hlavný smer plochy tvorí dvojica vektorov

s1 = ru(P )u′1 + rv(P )v′1 = − (1, 0, 1) 2√
5

+ (0, 1, 2) 1√
5

=
(
− 2√

5
,

1√
5
, 0
)
,

s2 = ru(P )u′2 + rv(P )v′2 = (1, 0, 1) 1√
30

+ (0, 1, 2)
√

2
15 =

 1√
30
,

√
2
15 ,

√
5
6

 .
Ostatné kominácie, napr. v′1 = − 1√

5 , netreba uvažovať, lebo by sme vypočítali rovnaký

vektor iba by mal opačný smer. Nakoniec je vhodné spraviť kontrolu

s1 · s2 =
(
− 2√

5 ,
1√
5 , 0

)
·
(

1√
30 ,
√

2
15 ,
√

5
6

)
= − 2√

5 ·
1√
30 + 1√

5 ·
√

2
15 + 0 ·

√
5
6 = 0.

Príklad 94 Vypočítajte hlavné krivosti, úplnú a strednú krivosť a hlavné smery plochy

σ : r(u, v) = (eu+v, cos(u), u+ cos(v)) v bode P = r(0, 0) (ak predpokladáme pravotočivý

súradnicový systém).

Riešenie: Zadanie je naformulované tak, že nepotrebujeme robiť žiadne jeho úpravy a

môžeme rovno pristúpiť k výpočtom. Začneme tak, že spočítame prvé i druhé derivácie
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vektorovej funkcie r(u, v) podľa u a v, ktorých hodnoty si vyjadríme v danom bode P

r(u, v) = (eu+v, cos(u), u+ cos(v)) ⇒ r(0, 0) = P = [0, 0, 1],

ru = (eu+v,− sin(u), 1) ⇒ ru(P ) = (1, 0, 1) ,

rv = (eu+v, 0,− sin(v)) ⇒ rv(P ) = (1, 0, 0) ,

ruu = (eu+v,− cos(u), 0) ⇒ ruu(P ) = (1,−1, 0) ,

ruv = rvu = (eu+v, 0, 0) ⇒ ruv(P ) = rvu(P ) = (1, 0, 0) ,

rvv = (eu+v, 0,− cos(v)) ⇒ rvv(P ) = (1, 0,−1) .

Obr. 4.3.8. Plocha σ : r(u, v) = (eu+v, cos(u), u+ cos(v)) a bod P = [0, 0, 1].

Ďalej vypočítame normálu nσ(P )

nσ(P ) = ru(P )× rv(P )
|ru(P )× rv(P )| = (1, 0, 1)× (1, 0, 0)

| (1, 0, 1)× (1, 0, 0) | = (0, 1, 0)
|(0, 1, 0)| = (0, 1, 0)
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a hodnoty konštánt E,F,G, L,M,N v bode P

E(P ) = ru(P ) · ru(P ) = (1, 0, 1) · (1, 0, 1) = 2,

F (P ) = ru(P ) · rv(P ) = (1, 0, 1) · (1, 0, 0) = 1,

G(P ) = rv(P ) · rv(P ) = (1, 0, 0) · (1, 0, 0) = 1,

L(P ) = ruu(P ) · nσ(P ) = (1,−1, 0) · (0, 1, 0) = −1,

M(P ) = ruv(P ) · nσ(P ) = (1, 0, 0) · (0, 1, 0) = 0,

N(P ) = rvv(P ) · nσ(P ) = (1, 0,−1) · (0, 1, 0) = 0.

Na výpočet hlavných krivostí sú potrebné pomocné parametre H a K

H(P ) = E(P ) ·N(P ) + L(P ) ·G(P )− 2F (P ) ·M(P )
2(E(P ) ·G(P )− F (P )2) = 2 · 0 + (−1) · 1− 2 · 1 · 0

2(2 · 1− 12) =

= −1
2 ,

K(P ) = L(P ) ·N(P )−M(P )2

E(P ) ·G(P )− F (P )2 = (−1) · 0− 02

2 · 1− 12 = 0,

a hlavné krivosti v bode P budú mať tvar

κ1(P ) = H(P ) +
√
H(P )2 −K(P ) = −1

2 +
√(−1

2

)2
− 0 = 0,

κ2(P ) = H(P )−
√
H(P )2 −K(P ) = −1

2 −
√(−1

2

)2
− 0 = −1.

Ostatné krivosti spočítame s použitím hlavných krivostí

κt(P ) = κ1 · κ2 = 0 · −1 = 0,

κs(P ) = κ1 + κ2

2 = 0 + (−1)
2 = −1

2 ,

κabs(P ) = |κt(P )|+ |κs(P )| = 0 +
∣∣∣∣−1

2

∣∣∣∣ = 1
2 .

Hlavné smery vypočítame z rovnice pre hlavné smery plochy

(L(P )F (P )−M(P )E(P ))(u′)2 + (L(P )G(P )−N(P )E(P ))u′v′ +

+(M(P )G(P )−N(P )F (P ))(v′)2 = 0

((−1) · 1− 0 · 2) (u′)2 + ((−1) · 1− 0 · 2)u′v′ + (0 · 1− 0 · 1) (v′)2 = 0

I : −(u′)2 − u′v′ = 0.
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Ako druhú rovnicu použijeme rovnicu podmienky prirodzenej parametrizácie plochy v bode P

|ru(P )u′ + rv(P )v′| = 1

| (1, 0, 1)u′ + (1, 0, 0) v′| = 1√
(u′ + v′)2 + (u′)2 = 1

II : 2(u′)2 + 2u′v′ + (v′)2 = 1.

Teraz máme dve rovnice o dvoch neznámych

I : −(u′)2 − u′v′ = 0

II : 2(u′)2 + 2u′v′ + (v′)2 = 1.

Navrhovaný postup riešenia: Použijeme sčítaciu metódu, pri ktorej rovnicu I prenásobíme

dvoma a obe rovnice sčítame a dostávame

(v′)2 = 1 ⇒ v′ = ±1.

Vezmeme jedno riešenie, napr. v′ = 1, potom prislúchajúce u′ spočítame dosadením v′ do

rovnice I

I : −(u′)2 − u′ = 0

−u′(u′ + 1) = 0 ⇒ u′1 = 0 ∨ u′2 = −1.

Teraz už môžeme napísať hlavný smer plochy ako dvojicu vektorov

s1 = ru(P )u′1 + rv(P )v′1 = (1, 0, 1) 0 + (1, 0, 0) 1 = (1, 0, 0)

s2 = ru(P )u′2 + rv(P )v′2 = (1, 0, 1) (−1) + (1, 0, 0) 1 = (0, 0,−1) .

Nakoniec je vhodné urobiť kontrolu s1 · s2 = (1, 0, 0) · (0, 0,−1) = 0.

Príklad 95 Vypočítajte hlavné krivosti, úplnú a strednú krivosť a hlavné smery plochy

σ : z = x2 + y2 − xy v bode P = [1, 1, 1] (ak predpokladáme pravotočivý súradnicový

systém).
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Riešenie: Najskôr prepíšeme explicitne zadané vyjadrenie plochy použitím vektorového

(parametrického) zápisu. Premenné x a y nahradíme u a v a dostaneme: σ: r(u, v) =

(u, v, u2 + v2 − uv). Rovnakým spôsobom dostaneme súradnice bodu P = r(1, 1). Pre

nájdenie riešenia spočítame prvé i druhé derivácie vektorovej funkcie r(u, v) podľa u a v

a vyjadríme ich v bode P

ru = (1, 0, 2u− v) ⇒ ru(P ) = (1, 0, 1) ,

rv = (0, 1, 2v − u) ⇒ rv(P ) = (0, 1, 1) ,

ruu = (0, 0, 2) ⇒ ruu(P ) = (0, 0, 2) ,

ruv = rvu = (0, 0,−1) ⇒ ruv(P ) = rvu(P ) = (0, 0,−1) ,

rvv = (0, 0, 2) ⇒ rvv(P ) = (0, 0, 2) .

Spočítame normálu nσ(P )

nσ(P ) = ru(P )× rv(P )
|ru(P )× rv(P )| = (1, 0, 1)× (0, 1, 1)

|(1, 0, 1)× (0, 1, 1)| = (−1,−1, 1)
|(−1,−1, 1)| = 1√

3
(−1,−1, 1) .

Obr. 4.3.9. Plocha σ : z = x3

3 + y2 a bod P =
[
1, 1, 4

3

]
.
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Vyjadríme hodnoty konštánt E,F,G, L,M,N v bode P

E(P ) = ru(P ) · ru(P ) = (1, 0, 1) · (1, 0, 1) = 2,

F (P ) = ru(P ) · rv(P ) = (1, 0, 1) · (0, 1, 1) = 1,

G(P ) = rv(P ) · rv(P ) = (0, 1, 1) · (0, 1, 1) = 2,

L(P ) = ruu(P ) · nσ(P ) = (0, 0, 2) · 1√
3 (−1,−1, 1) = 2√

3 ,

M(P ) = ruv(P ) · nσ(P ) = (0, 0,−1) · 1√
3 (−1,−1, 1) = − 1√

3 ,

N(P ) = rvv(P ) · nσ(P ) = (0, 0, 2) · 1√
3 (−1,−1, 1) = 2√

3 .

Na výpočet hlavných krivostí použijeme pomocné parametre H a K

H(P ) = E(P ) ·N(P )− 2F (P ) ·M(P ) + L(P ) ·G(P )
2(E(P ) ·G(P )− F (P )2) =

=
2 · 2√

3 − 2 · 1
(
− 1√

3

)
+ 2√

3 · 2
2(2 · 2− 12) = 5

3
√

3
,

K(P ) = L(P ) ·N(P )−M(P )2

E(P ) ·G(P )− F (P )2 =
2√
3 ·

2√
3 − (− 1√

3)2

2 · 2− 12 = 1
3 .

Potom hlavné krivosti v bode P budú mať tvar

κ1(P ) = H(P ) +
√
H(P )2 −K(P ) = 5

3
√

3
+

√√√√( 5
3
√

3

)2

− 1
3 =
√

3,

κ2(P ) = H(P )−
√
H(P )2 −K(P ) = 5

3
√

3
−

√√√√( 5
3
√

3

)2

− 1
3 = 1

3
√

3
.

Ostatné krivosti spočítame s použitím hlavných krivostí

κt(P ) = κ1 · κ2 =
√

3 · 1
3
√

3
= 1

3 ,

κs(P ) = κ1 + κ2

2 =
√

3 + 1
3
√

3
2 = 5

3
√

3
,

κabs(P ) = |κt(P )|+ |κs(P )| = 1
3 + 5

3
√

3
= 1

9
(
3 + 5

√
3
)
.

Na výpočet hlavných smerov využijeme rovnicu pre hlavné smery plochy a dosadíme už



174 KAPITOLA 4. DIFERENCIÁLNA GEOMETRIA PLÔCH

známe hodnoty v bode P

(L(P )F (P )−M(P )E(P ))(u′)2 + (L(P )G(P )−N(P )E(P ))u′v′ +

+(M(P )G(P )−N(P )F (P ))(v′)2 = 0(
2√
3
· 1−

(
− 1√

3

)
· 2
)

(u′)2 +
(

2√
3
· 2− 2√

3
· 2
)
u′v′ +

+
((
− 1√

3

)
· 2− 2√

3
· 1
)

(v′)2 = 0.

Jednotlivé členy sčítame

4√
3

(u′)2 − 4√
3

(v′)2 = 0

a pre jednoduchosť zápisu vynásobíme
√

3
4 a dostávame

I : (u′)2 − (v′)2 = 0.

Ako druhú rovnicu použijeme rovnicu podmienky prirodzenej parametrizácie plochy vy-

jadrenú v bode P

|ru(P )u′ + rv(P )v′| = 1

| (1, 0, 1)u′ + (0, 1, 1) v′| = 1

| (u′, v′, u′ + v′) | = 1√
(u′)2 + (v′)2 + (u′ + v′)2 = 1

II : 2(u′)2 + 2u′v′ + 2(v′)2 = 1.

Máme dve rovnice o dvoch neznámych

I : (u′)2 − (v′)2 = 0,

II : 2(u′)2 + 2u′v′ + 2(v′)2 = 1.
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Navrhovaný postup riešenia: Prvú rovnicu upravíme

I : (u′)2 − (v′)2 = 0

(u′)2 = (v′)2(
u′

v′

)2

= 1

u′

v′
= ±1.

Vidíme, že dostávame dve riešenia u′1
v′1

= 1 ⇒ u′1 = v′1 a u′2
v′2

= −1 ⇒ u′2 = −v′2. Tieto dve

riešenia dosadíme do rovnice II. Pre riešenie u′1 = v′1 dostávame

II : 2(v′1)2 + 2v′1v′1 + 2(v′1)2 = 1

6(v′1)2 = 1

(v′1)2 = 1
6

v′1 = ± 1√
6

a vyberieme jedno z riešení napr. v′1 = 1√
6 , potom u′1 = 1√

6 . Pre u
′
2 = −v′2

II : 2(−v′2)2 + 2(−v′2)v′2 + 2(v′2)2 = 1

2(v′2)2 = 1

(v′2)2 = 1
2

v′2 = ± 1√
2

rovnako vyberieme jedno z riešení napr. v′2 = 1√
2 a dostávame u′2 = − 1√

2 . Hlavný smer

plochy potom tvorí dvojica vektorov

s1 = ru(P )u′1 + rv(P )v′1 = (1, 0, 1) 1√
6

+ (0, 1, 1) 1√
6

=
(

1√
6
,

1√
6
,

2√
6

)
,

s2 = ru(P )u′2 + rv(P )v′2 = (1, 0, 1)
(
− 1√

2

)
+ (0, 1, 1) 1√

2
=
(
− 1√

2
,

1√
2
, 0
)
.

Nakoniec spravíme kontrolu s1 · s2 =
(

1√
6 ,

1√
6 ,

2√
6

)
·
(
− 1√

2 ,
1√
2 , 0

)
= 0.
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4.4 Geodetická krivosť krivky na ploche

Geodetická krivosť krivky

P(t) = r(u(t), v(t)) = (x(u(t), v(t)); y(u(t), v(t)); z(u(t), v(t))) na ploche

σ v bode P: κg = nσ(P )×ṙ
|ṙ|3 · r̈,

kde ṙ = ṙ(u(t), v(t)) = ruu̇+ rvv̇,

r̈ = r̈(u(t), v(t)) = ruu(u̇)2 + 2ruvu̇v̇ + rvv(v̇)2 + ruü+ rvv̈.

Príklad 96 Vypočítajte geodetickú krivosť krivky K s u-krivkami u(t) = t a v-krivkami

v(t) = −t2 (pre t0 = 0) ležiacej na ploche σ : r(u, v) = (u, v, u2 − v2) v bode P = [0, 0, 0]

(ak predpokladáme pravotočivý súradnicový systém).

Obr. 4.4.10. Plocha σ : r(u, v) = (u, v, u2 − v2) a krivka K : u(t) = t, v(t) = −t2.

Riešenie: Rovnako ako v predchádzajúcich príkladoch spočítame hodnoty, ktoré budeme

neskôr dosadzovať do vzorca. Na úvod spočítame prvé a druhé derivácie vektorovej funkcie
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r(u, v) podľa u a v, ktorých hodnoty vyjadríme v danom bode P = r(u, v) = (0, 0)

ru = (1, 0, 2u) ⇒ ru(P ) = (1, 0, 0) ,

rv = (0, 1,−2v) ⇒ rv(P ) = (0, 1, 0) ,

ruu = (0, 0, 2) ⇒ ruu(P ) = (0, 0, 2) ,

ruv = rvu = (0, 0, 0) ⇒ ruv(P ) = rvu = (0, 0, 0) ,

rvv = (0, 0,−2) ⇒ rvv(P ) = (0, 0,−2) .

Vypočítame normálu nσ(P )

nσ(P ) = ru(P )× rv(P )
|ru(P )× rv(P )| = (1, 0, 0)× (0, 1, 0)

| (1, 0, 0)× (0, 1, 0) | = (0, 0, 1)
|(0, 0, 1)| = (0, 0, 1) .

Ďalej vyjadríme derivácie premenných u a v v hľadanom bode P , pre ktorý platí t0 = 0

u̇ = u̇(t0) = 1, v̇ = −2t⇒ v̇(t0) = 0, ü = ü(t0) = 0, v̈ = v̈(t0) = −2.

Ako posledné vyjadríme parametre ṙ a r̈ v hľadanom bode P dosadením do vzorcov

ṙ(P ) = ru(P )u̇(t0) + rv(P )v̇(t0) = (1, 0, 0) .1 + (0, 1, 0) .0 = (1, 0, 0) ,

r̈(P ) = ruu(P )(u̇(t0))2 + 2ruv(P )u̇(t0)v̇(t0) + rvv(P )(v̇(t0))2 + ru(P )ü(t0) +

+ rv(P )v̈(t0) =

= (0, 0, 2) · 12 + 2 (0, 0, 0) · 1 · 0 + (0, 0,−2) · 02 + (1, 0, 0) · 0 + (0, 1, 0) · (−2) =

= (0,−2, 2).

Teraz už môžeme spočítať geodetickú krivosť krivky

κg(P ) = nσ(P )× ṙ(P )
|ṙ(P )|3 ·r̈(P ) = (0, 0, 1)× (1, 0, 0)

|(1, 0, 0)|3 ·(0,−2, 2) = (0, 1, 0)
13 ·(0,−2, 2) = −2.

Príklad 97 Vypočítajte geodetickú krivosť krivky K s u-krivkami u(t) = t − 1 a v-

krivkami v(t) = 2t (pre t0 = 1) ležiacej na ploche σ : r(u, v) = (v + sin(u), v + cos(u), v2)

v bode P = [2, 3, 4] (ak predpokladáme pravotočivý súradnicový systém).
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Obr. 4.4.11. Plocha σ : r(u, v) = (v + sin(u), v + cos(u), v2) a krivka K : u(t) = t −

1, v(t) = 2t.

Riešenie: Najskôr prepíšeme súradnice bodu P tak, aby sme poznali parametre u a v.

Máme dve možnosti ako to vyriešiť:

A. Klasicky budeme riešiť sústavu troch rovníc o dvoch neznámych:

v2 = 4 ⇒ v ± 2

v + sin(u) = 2 ∧ v + cos(u) = 3 ⇒ u = 0 ∧ v = 2

a dostávame P = r(0, 2).

B. Použijeme parametre krivky K a pre t0 = 1 nájdeme prislúchajúce u a v:

u(t0) = 1− 1 ⇒ u = 0,

v(t0) = 2 · 1 ⇒ v = 2,
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rovnako dostávame P = r(0, 2). Potom spočítame prvé a druhé derivácie vektorovej fun-

kcie r(u, v) podľa u, v a ich hodnoty vyjadríme v bode P = r(u, v) = (0, 2)

ru = (cos(u),− sin(u), 0) ⇒ ru(P ) = (1, 0, 0) ,

rv = (1, 1, 2v) ⇒ rv(P ) = (1, 1, 4) ,

ruu = (− sin(u),− cos(u), 0) ⇒ ruu(P ) = (0,−1, 0) ,

ruv = rvu = (0, 0, 0) ⇒ ruv(P ) = rvu = (0, 0, 0) ,

rvv = (0, 0, 2) ⇒ rvv(P ) = (0, 0, 2) .

Normálu nσ vyjadríme v bode P

nσ(P ) = ru(P )× rv(P )
|ru(P )× rv(P )| = (1, 0, 0)× (1, 1, 4)

| (1, 0, 0)× (1, 1, 4) | = (0,−4, 1)
|(0,−4, 1)| =

(
0, −4√

17
,

1√
17

)
.

Vyjadríme derivácie premenných u a v v hľadanom bode P : t0 = 0

u̇ = u̇(t0) = 1, v̇ = v̇(t0) = 2, ü = ü(t0) = 0, v̈ = v̈(t0) = 0

a parametre ṙ a r̈ v hľadanom bode P

˙r(P ) = ru(P )u̇(t0) + rv(P )v̇(t0) = (1, 0, 0) 1 + (1, 1, 4) 2 = (3, 2, 8) ,

r̈(P ) = ruu(P )(u̇(t0))2 + 2ruv(P )u̇(t0)v̇(t0) + rvv(P )(v̇(t0))2 + ru(P )ü(t0) +

+ rv(P )v̈(t0) =

= (0,−1, 0) 12 + 2 (0, 0, 0) 2 + (0, 0, 2) 22 + (1, 0, 0) 0 + (1, 1, 4) 0 = (0,−1, 8).

Spočítame geodetickú krivosť krivky

κg(P ) = nσ(P )× ṙ(P )
|ṙ(P )|3 · r̈(P ) =

(
0, −4√

17 ,
1√
17

)
× (3, 2, 8)

|(3, 2, 8)|3 · (0,−1, 8) =

=

(
−2
√

17, 3√
17 ,

12√
17

)
(
√

77)3
· (0,−1, 8) =

93√
17

77
√

77
= 93

77
√

1309
.

Príklad 98 Vypočítajte geodetickú krivosť krivky K s u-krivkami u(t) = t2 − 1 a

v-krivkami v(t) = t + 1 (pre t0 = 1) ležiacej na ploche σ : r(u, v) = (2 sin(u), 2 cos(u), v)

v bode P = [0, 2, 2] (ak predpokladáme pravotočivý súradnicový systém).
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Obr. 4.4.12. Plocha σ : r(u, v) = (2 sin(u), 2 cos(u), v) a krivka K : u(t) = t2 − 1, v(t) =

t+ 1.

Riešenie: Ako prvé prepíšeme súradnice bodu P na parametre u a v. Riešenie je veľmi

jednoduché, z rovnice pre premennú z vidíme, čomu sa rovná parameter v = 2, a potom

2 sin(u) = 0 ∧ 2 cos(u) = 2 ⇒ u = 0

dostávame P = r(0, 2). Alebo použijeme parametre krivky K a pre t0 = 1 nájdeme

prislúchajúce u a v:

u(t0) = 12 − 1 ⇒ u = 0,

v(t0) = 1 + 1 ⇒ v = 2.

Spočítame prvé a druhé derivácie vektorovej funkcie r(u, v) podľa u, v a ich hodnoty
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vyjadríme v danom bode P = r(u, v) = (0, 1)

ru = (2 cos(u),−2 sin(u), 0) ⇒ ru(P ) = (2, 0, 0) ,

rv = (0, 0, 1) ⇒ rv(P ) = (0, 0, 1) ,

ruu = (−2 sin(u),−2 cos(u), 0) ⇒ ruu(P ) = (0,−2, 0) ,

ruv = rvu = (0, 0, 0) ⇒ ruv(P ) = rvu = (0, 0, 0) ,

rvv = (0, 0, 0) ⇒ rvv(P ) = (0, 0, 0) .

Vypočítame normálu nσ(P )

nσ(P ) = ru(P )× rv(P )
|ru(P )× rv(P )| = (2, 0, 0)× (0, 0, 1)

| (2, 0, 0)× (0, 0, 1) | = (0,−2, 0)
|(0,−2, 0)| = (0,−1, 0) .

Vyjadríme derivácie premenných u a v v hľadanom bode P : t0 = 0

u̇ = 2t⇒ u̇(t0) = 2, v̇ = v̇(t0) = 1, ü = ü(t0) = 2, v̈ = v̈(t0) = 0

a parametre ṙ a r̈ v hľadanom bode P

ṙ(P ) = ru(P )u̇(t0) + rv(P )v̇(t0) = (2, 0, 0) · 2 + (0, 0, 1) · 1 = (4, 0, 1) ,

r̈(P ) = ruu(P )(u̇(t0))2 + 2ruv(P )u̇(t0)v̇(t0) + rvv(P )(v̇(t0))2 + ru(P )ü(t0) +

+ rv(P )v̈(t0) =

= (0,−2, 0) · 22 + 2 (0, 0, 0) · 2 · 1 + (0, 0, 0) · 12 + (2, 0, 0) · 2 + (0, 0, 1) · 0 =

= (4,−8, 0).

Teraz spočítame geodetickú krivosť krivky

κg(P ) = nσ(P )× ṙ(P )
|ṙ(P )|3 · r̈(P ) = (0,−1, 0)× (4, 0, 1)

|(4, 0, 1)|3 · (4,−8, 0) =

= (−1, 0, 4)
(
√

17)3
· (4,−8, 0) = − 4

(
√

17)3
.
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4.5 Úlohy na precvičenie

Úloha 16 Vypočítajte hlavné krivosti, úplnú a strednú krivosť a hlavné smery:

a) helikoidu σ daného vektorovou rovnicou r(u, v) = (u cos(v), u sin(v), 2v)

v bode P = [0, 1, π]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

.
[
κ1 = 2

5 , κ2 = −2
5 , κt = − 4

25 , κs = 0, s1 =
(
− 1√

10 ,−
1√
2 ,
√

2
5

)
, s2 =

(
− 1√

10 ,
1√
2 ,
√

2
5

)]
b) hyperbolického paraboloidu daného rovnicou z = x2

2 −
y2

2 v bode P = [2, 2, 0]. . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .
[
κ1 = 1

9 , κ2 = −1
9 , κt = − 1

81 , κs = 0, s1 =
(

1
3 ,

2
3 ,−

2
3

)
, s2 =

(
2
3 ,

1√
3 ,

2
3

)]
c) plochy σ danej rovnicou r(u, v) = (u+2 cos(v), u+2 sin(v), u2) v bode P = [−2, 0, 0].

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [κ1 = 0, κ2 = −2, κt = 0, κs = −1, s1 = (0,−1, 0) , s2 = (1, 0, 0)]

d) plochy σ danej rovnicou z = x2 − 2xy + y2 v bode P = [0,−1, 1]. . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . .
[
κ1 = 4

27 , κ2 = 0, κt = 0, κs = 2
27 , s1 =

(
− 1

3
√

2 ,
1

3
√

2 ,−
2
√

2
3

)
, s2 =

(
1√
2 ,

1√
2 , 0

)]
e) plochy σ danej rovnicou r(u, v) = (u, v, u3 + v3 − 3uv) v bode P = [1, 1,−1]. . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .
[
κ1 = 9, κ2 = 3, κt = 27, κs = 6, s1 =

(
1√
2 ,

1√
2 , 0

)
, s2 =

(
1√
2 ,−

1√
2 , 0

)]
f) plochy σ danej rovnicou r(u, v) = (u, v, u2 + v3 − 4uv) v bode P = [1, 1,−2]. . . . . .

. .
[
κ1 = 2, κ2 = − 2

27 , κt = − 4
27 , κs = 26

27 , s1 =
(
− 1√

2 ,−
1√
2 , 0

)
, s2 =

(
1

3
√

2 ,
1

3
√

2 ,−
2
√

2
3

)]

Úloha 17 Vypočítajte geodetickú krivosť krivky K s u-krivkami a v-krivkami ležiacej na

ploche σ v bode P :

a) σ : r(u, v) = (u cos(v), u sin(v), 2v) v bode P = [−2, 0, 0], K: (u(t) = t, v(t) = t2)

pre t = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
[
κg = −

√
2
5

]
b) σ : r(u, v) = (u cos(v), u2 sin(v), u) v bode P = [−1, 0, 1], K: (u(t) = t, v(t) = t2)

pre t = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
[
κg = 1

9
√

2

]
c) σ : r(u, v) = (u, v, u3 + v3 − uv) v bode P = [1, 1, 1], K: (u(t) = 1 + cos(t),

v(t) = sin(t)) pre t = π
2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[
κg = − 4

125

]
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d) σ : r(u, v) = (u, v, u3 + v3 − uv) v bode P = [−2, 0, 1], K: (u(t) = t, v(t) = t2) pre

t = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
[
κg = 7

12
√

3

]





Kapitola 5

Sférická trigonometria

Základné prvky sférického trojuholníka (ST) sú vrcholy A,B a C. Strany

a, b, c sú dĺžky sférických oblúkov BC,AC a AB. Uhly α, β, γ sú vnú-

torné uhly ST ABC. Všetky prvky sa merajú v stupňoch.

Základné vlastnosti ST:

- všetky strany a uhly ST sú duté uhly, a teda sú menšie ako π,

- pre strany a, b, c platí: a < b+ c, b > a+ c, c < a+ b,

- pre strany a, b, c platí: a+ b+ c < 2π,

- pre uhly α, β, γ platí: π < α + β + γ < 3π, −π < α + β − γ < π,

−π < α− β + γ < π a −π < −α + β + γ < π,

- oproti väčšej strane leží väčší uhol,

- oproti zhodným stranám ležia zhodné uhly.

c

b a

C

BA
βα

γ

Obr. 5.0.1. Označenia vo všeobecnom sférickom trojuholníku.

185
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5.1 Pravouhlý sférický trojuholník

Sférický trojuholník, ktorý má aspoň jeden uhol pravý, nazývame pra-

vouhlý ST. Pravý uhol γ označíme R.

Napierovo pravidlo pre pravouhlý ST:

Kosínus ľubovoľného prvku je rovný súčinu:

a) sínusov protiľahlých prvkov (1. Napierovo pravidlo),

b) cotangensov priľahlých prvkov (2. Napierovo pravidlo).

c

R-b R-a

βα

Obr. 5.1.2. Označenie prvkov pre pravouhlý sférický trojuholník.

Príklad 99 Riešte pravouhlý ST, ktorý je určený preponou c = 69◦ 25′ 00′′ a priľahlým

uhlom α = 54◦ 54′ 00′′ ak γ = R = 90◦. Dopočítajte prvky a, b a β.

Riešenie: Na vyriešenie pravouhlého ST budeme používať iba zadané hodnoty. Nami

vypočítané hodnoty prvkov pri ďalšom výpočte používať nebudeme. Ako prvé je vhodné

nakresliť si v päťuholníku prvky pravouhlého ST s označením zadaných hodnôt.

c

R-b R-a

βα

Obr. 5.1.3. Príklad 99 - zadané prvky sú označené červenou farbou.
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c

R-b R-a

βα

Obr. 5.1.4. Príklad 99 - pro-

tiľahlé prvky ku R− a v pra-

vouhlom ST.

Ako prvú neznámu budeme počítať R− a a použijeme

1. Napierovo pravidlo. Grafické znázornenie tohto pravidla

je na Obr. 5.1.4.

cos(R− a) = sin(a) = sin(α) · sin(c),

sin(a) = sin(54◦ 54′ 00′′) · sin(69◦ 25′ 00′′) = 0, 76592.

Pre tvar funkcie sin(a) na intervale 〈0, π〉 dostávame dve

riešenia:

a1 = 49◦ 59′ 20′′,

a2 = 180◦ − a1 = 130◦ 00′ 40′′.

Použitím pravidla oproti menšej strane leží menší uhol, dostávame

α < γ ⇒ a < c ⇒ a1 = a = 49◦ 59′ 20′′.

c

R-b R-a

βα

Obr. 5.1.5. Príklad 99 - pri-

ľahlé prvky ku c v pravouh-

lom ST.

Ďalej budeme počítať uhol β. Na výpočet použijeme

2. Napierovo pravidlo. Grafické znázornenie tohto pravidla

je na Obr. 5.1.5. Je dobré si uvedomiť, že neznáma hodnota

nemusí byť vždy na ľavej strane rovnice.

cos(c) = cotan(α) · cotan(β)⇒ cotan(β) = cos(c)
cotan(α) ,

tan(β) = 1
tan(α) cos(c) =

= 1
tan(54◦ 54′ 00′′) · cos(69◦ 25′ 00′′) = 1, 99907.

Potom dostávame riešenie β = 63◦ 25′ 27′′.

Ako posledný spočítame prvok R − b. Použijeme rovnaké

pravidlo ako pri výpočte uhla β. Grafické znázornenie tohto pravidla je na Obr. 5.1.6.

cos(α) = cotan(c) · cotan(R− b)⇒ cotan(R− b) = cos(α)
cotan(c) ,

tan(b) = cos(α) · tan(c) = cos(54◦ 54′ 00′′) · tan(69◦ 25′ 00′′) = 1, 53113.
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Dostávame riešenie b = 56◦ 51′ 03′′.

c

R-b R-a

βα

Obr. 5.1.6. Príklad 99 - pri-

ľahlé prvky k α v pravouh-

lom ST.

Na záver je potrebné urobiť kontrolu výpočtu použitím

sínusovej vety

sin(a)
sin(α) = sin(b)

sin(β) = sin(c)
sin(γ) ,

potom dostávame

sin(a)
sin(α) = sin(49◦ 59′ 20′′)

sin(54◦ 54′ 00′′) = 0, 93616,

sin(b)
sin(β) = sin(56◦ 51′ 03′′)

sin(63◦ 25′ 27′′) = 0, 93616,

sin(c)
sin(γ) = sin(69◦ 25′ 00′′)

sin(90◦) = 0, 93616.

Príklad 100 Riešte pravouhlý ST, ktorý je určený odves-

nami a = 52◦ 13′ 12′′ a b = 37◦ 60′ 30′′ ak γ = R = 90◦. Dopočítajte prvky c, α a β.

Riešenie: Začneme s označením zadaných prvkov pravouhlého ST.

c

R-b R-a

βα

Obr. 5.1.7. Príklad 100 - zadané prvky sú označené červenou farbou.

Dĺžku strany c vypočítame použitím 1. Napierovho pravidla. Grafické znázornenie tohto

pravidla je na Obr. 5.1.8 a).

cos(c) = sin(R− b) · sin(R− a) = cos(b) · cos(a),

cos(c) = cos(37◦ 60′ 30′′) · cos(52◦ 13′ 12′′) = 0, 48271⇒ c = 61◦ 08′ 16′′.
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a) c

R-b R-a

βα

b) c

R-b R-a

βα

c) c

R-b R-a

βα

Obr. 5.1.8. Príklad 100 - znázornenie Napierovho pravidla pre pravouhlý ST.

Uhol α spočítame použitím 2. Napierovho pravidla. Grafické znázornenie tohto pravidla

je na Obr. 5.1.8 b).

cos(R− b) = cotan(α) · cotan(R− a)⇒ cotan(α) = sin(b) · cotan(a),

tan(α) = tan(a)
sin(b) = tan(52◦ 13′ 12′′)

sin(37◦ 60′ 30′′) = 2, 09512⇒ α = 64◦ 29′ 05′′.

Ako posledný spočítame uhol β. Použijeme rovnaké pravidlo ako pri výpočte uhla α.

Grafické znázornenie tohto pravidla je na Obr. 5.1.8 c).

cos(R− a) = cotan(R− b) · cotan(β)⇒ cotan(β) = sin(a) · cotan(b),

tan(β) = tan(b)
sin(a) = tan(37◦ 60′ 30′′)

sin(52◦ 13′ 12′′) = 0, 98880⇒ β = 44◦ 40′ 39′′.

Na záver urobíme kontrolu použitím sínusovej vety

sin(a)
sin(α) = sin(52◦ 13′ 12′′)

sin(64◦ 29′ 05′′) = 0, 87578,

sin(b)
sin(β) = sin(37◦ 60′ 30′′)

sin(44◦ 40′ 39′′) = 0, 87578,

sin(c)
sin(γ) = sin(61◦ 08′ 16′′)

sin(90◦) = 0, 87578.

Príklad 101 Riešte pravouhlý ST, ktorý je určený odvesnou a = 52◦ 44′ 23′′ a priľahlým

uhlom β = 79◦ 01′ 01′′ ak γ = R = 90◦. Dopočítajte prvky α, b a c.

Riešenie: Začneme s označením zadaných prvkov pravouhlého ST.
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c

R-b R-a

βα

Obr. 5.1.9. Príklad 101 - zadané prvky sú označené červenou farbou.

Veľkosť uhlu α vypočítame použitím 1. Napierovho pravidla. Grafické znázornenie tohto

pravidla je na Obr. 5.1.10 a).

cos(α) = sin(R− a) · sin(β) = cos(a) · sin(β),

cos(α) = cos(52◦ 44′ 23′′) · cos(79◦ 01′ 03′′) = 0, 59435⇒ α = 53◦ 32′ 02′′.

a) c

R-b R-a

βα

b) c

R-b R-a

βα

c) c

R-b R-a

βα

Obr. 5.1.10. Príklad 101 - znázornenie Napierovho pravidla pre pravouhlý ST.

Stranu b spočítame použitím 2. Napierovho pravidla. Grafické znázornenie tohto pra-

vidla je na Obr. 5.1.10 b).

cos(R− a) = cotan(R− b) · cotan(β)⇒ tan(b) = sin(a)
cotan(β) = sin(a) · tan(β),

tan(b) = sin(52◦ 44′ 23′′) · tan(79◦ 01′ 03′′) = 4, 10120⇒ b = 76◦ 17′ 49′′.

Ako poslednú spočítame stranu c. Použijeme rovnaké pravidlo ako pri výpočte strany b.
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Grafické znázornenie tohto pravidla je na Obr. 5.1.10 c).

cos(β) = cotan(R− a) · cotan(c)⇒ cotan(c) = cos(b) · tan(a),

tan(c) = tan(a)
cos(β) = tan(52◦ 44′ 23′′)

cos(79◦ 01′ 03′′) = 6, 90034⇒ c = 81◦ 45′ 15′′.

Na záver urobíme kontrolu použitím sínusovej vety

sin(a)
sin(α) = sin(52◦ 44′ 23′′)

sin(53◦ 32′ 02′′) = 0, 98966,

sin(b)
sin(β) = sin(76◦ 17′ 49′′)

sin(79◦ 01′ 03′′) = 0, 98966,

sin(c)
sin(γ) = sin(81◦ 45′ 15′′)

sin(90◦) = 0, 98966.

Príklad 102 Riešte pravouhlý ST, ktorý je určený dvoma uhlami α = 61◦ 19′ 09′′ a β =

45◦ 23′ 15′′ ak γ = R = 90◦. Dopočítajte strany a, b a c.

Riešenie: Začneme s označením zadaných prvkov pravouhlého ST.

c

R-b R-a

βα

Obr. 5.1.11. Príklad 102 - zadané prvky sú označené červenou farbou.

Veľkosť strany c vypočítame použitím 2. Napierovho pravidla. Grafické znázornenie

tohto pravidla je na Obr. 5.1.12 a).

cos(c) = cotan(α) · cotan(β)⇒ cos(c) = 1
tan(α) · tan(β) ,

cos(c) = 1
tan(61◦ 19′ 09′′) · tan(45◦ 23′ 15′′) = 1

1, 85288 = 0, 53970⇒ c = 57◦ 20′ 13′′.
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a) c

R-b R-a

βα

b) c

R-b R-a

βα

c) c

R-b R-a

βα

Obr. 5.1.12. Príklad 102 - znázornenie Napierovho pravidla pre pravouhlý ST.

Stranu a spočítame použitím 1. Napierovho pravidla. Grafické znázornenie tohto pra-

vidla je na Obr. 5.1.12 b).

cos(α) = sin(R− a) · sin(β)⇒ cos(a) = cos(α)
sin(β) ,

cos(a) = cos(61◦ 19′ 09′′)
sin(45◦ 23′ 15′′) = 0, 67418⇒ a = 47◦ 36′ 34′′.

Ako posledné vypočítame veľkosť strany b. Použijeme rovnaké pravidlo ako pri výpočte

strany a. Grafické znázornenie tohto pravidla je na Obr. 5.1.12 c).

cos(β) = sin(R− b) · sin(α)⇒ cos(b) = cos(β)
sin(α) ,

cos(a) = cos(45◦ 23′ 15′′)
sin(61◦ 19′ 09′′) = 0, 80053⇒ b = 36◦ 49′ 10′′.

Na záver urobíme kontrolu použitím sínusovej vety

sin(a)
sin(α) = sin(47◦ 36′ 34′′)

sin(61◦ 19′ 09′′) = 0, 84186,

sin(b)
sin(β) = sin(36◦ 49′ 10′′)

sin(45◦ 23′ 15′′) = 0, 84186,

sin(c)
sin(γ) = sin(57◦ 20′ 13′′)

sin(90◦) = 0, 84186.

Príklad 103 Riešte pravouhlý ST, ktorý je určený odvesnou a = 32◦ 24′ 68′′ a protiľah-

lým uhlom α = 40◦ 34′ 59′′, ak γ = R = 90◦. Dopočítajte strany b, c a β.

Riešenie: Začneme s označením zadaných prvkov pravouhlého ST.
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Obr. 5.1.13. Príklad 103 - zadané prvky sú označené červenou farbou.

Veľkosť strany b vypočítame použitím 2. Napierovho pravidla. Grafické znázornenie

tohto pravidla je na Obr. 5.1.14 a).

cos(R− b) = cotan(α) · cotan(R− a)⇒ sin(b) = tan(a)
tan(α) ,

sin(b) = tan(32◦ 24′ 68′′)
tan(40◦ 34′ 59′′) = 0, 74141.

Pre tvar funkcie sin dostávame dve riešenia:

b1 = 47◦ 51′ 05′′,

b2 = 180◦ − b1 = 132◦08′ 55′′.

Použitím pravidla oproti menšej strane leží menší uhol, i keď uhol β zatiaľ nepoznáme,

dostávame

b > a ⇒ β > α.

Z nerovnosti vidíme, že obe riešenia b1, b2 spĺňajú túto podmienku. Preto sú obe hodnoty

riešením a uhol β musí byť väčší ako uhol α.

Stranu c spočítame použitím 1. Napierovho pravidla. Grafické znázornenie tohto pravidla

je na Obr. 5.1.14 b).

cos(R− a) = sin(α) · sin(c)⇒ sin(c) = sin(a)
sin(α) ,

sin(a) = sin(32◦ 24′ 68′′)
sin(40◦ 34′ 59′′) = 0, 82408.
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Dostávame dve riešenia:

c1 = 55◦ 29′ 43′′,

c2 = 180◦ − c1 = 124◦ 30′ 17′′.

Použitím pravidla oproti menšej strane leží menší uhol dostávame

γ > α⇒ c > a.

Obe riešenia c1, c2 spĺňajú túto podmienku, použitím strany b a uhla β budeme vedieť

napísať veľkosť prepony c jednoznačne.

a) c

R-b R-a

βα

b) c

R-b R-a

βα

c) c

R-b R-a

βα

Obr. 5.1.14. Príklad 103 - znázornenie Napierovho pravidla pre pravouhlý ST.

Zostáva nám preto vypočítať veľkosť uhla β. Použijeme rovnaké pravidlo ako pri vý-

počte strany c. Grafické znázornenie tohto pravidla je na Obr. 5.1.14 c).

cos(α) = sin(R− a) · sin(β)⇒ sin(β) = cos(α)
cos(a) ,

sin(β) = cos(40◦ 34′ 59′′)
cos(32◦ 24′ 68′′) = 0, 89968.

Aj tu dostávame dve riešenia:

β1 = 64◦ 06′ 56′′,

β2 = 180◦ − β1 = 115◦53′ 04′′.

Obidve nájdené riešenia spĺňajú podmienku, že sú väčšie ako uhol α. Uhol α a stranu a už

pri použití pravidla oproti menšej strane leží menší uhol nemôžeme použiť. Pre zostávajúce
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strany a uhly použijeme pravidlo oproti menšej strane leží menší uhol. Môžeme napísať

β < γ ⇒ b < c ⇒ β = β1 = 64◦ 06′ 56′′.

Z druhej časti nerovnosti dostávame

b1 < c1 ∧ b1 < c2 ⇒ b = b1 = 47◦ 51′ 05′′.

Ako poslednú určíme veľkosť prepony c použitím pravidla

c < a+ b ⇒ c = c1 = 55◦ 29′ 43′′.

Urobíme kontrolu použitím sínusovej vety

sin(a)
sin(α) = sin(32◦ 24′ 68′′)

sin(40◦ 34′ 59′′) = 0, 82408,

sin(b)
sin(β) = sin(47◦ 51′ 05′′)

sin(64◦ 06′ 56′′) = 0, 82408,

sin(c)
sin(γ) = sin(55◦ 29′ 43′′)

sin(90◦) = 0, 82408.

Rovnako však môžeme napísať nerovnosť i v tomto tvare

β > γ ⇒ b > c ⇒ β = β2 = 115◦ 53′ 04′′.

Z druhej časti nerovnosti dostávame

b2 > c1 ∧ b2 > c2 ⇒ b = b2 = 132◦ 08′ 55′′.

Prepony c nevieme jednoznačne určiť použitím pravidla c < a + b, preto použijeme pod-

mienku

b < a+ c ⇒ c = c2 = 124◦ 30′ 17′′.

Na záver urobíme kontrolu použitím sínusovej vety

sin(a)
sin(α) = sin(32◦ 24′ 68′′)

sin(40◦ 34′ 59′′) = 0, 82408,

sin(b)
sin(β) = sin(132◦ 08′ 55′′)

sin(115◦ 53′ 04′′) = 0, 82408,

sin(c)
sin(γ) = sin(124◦ 30′ 17′′)

sin(90◦) = 0, 82408.
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Príklad 104 Riešte pravouhlý ST, ktorý je určený odvesnou a = 22◦ 15′ 00′′ a preponou

c = 55◦ 09′ 00′′ ak γ = R = 90◦. Dopočítajte prvky b, α a β.

Riešenie: Začneme s označením zadaných prvkov pravouhlého ST.

c

R-b R-a

βα

Obr. 5.1.15. Príklad 104 - zadané prvky sú označené červenou farbou.

Dĺžku strany b vypočítame použitím 1. Napierovho pravidla. Grafické znázornenie tohto

pravidla je na Obr. 5.1.16 a).

cos(c) = sin(R− b) · sin(R− a)⇒ cos(b) = cos(c)
cos(a) ,

cos(b) = cos(55◦ 09′ 00′′)
cos(22◦ 15′ 00′′) = 0, 61740⇒ b = 51◦ 52′ 24′′.

a) c

R-b R-a

βα

b) c

R-b R-a

βα

c) c

R-b R-a

βα

Obr. 5.1.16. Príklad 104 - znázornenie Napierovho pravidla pre pravouhlý ST.

Uhol α spočítame použitím rovnakého pravidla ako pri výpočte strany b. Grafické
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znázornenie tohto pravidla je na Obr. 5.1.16 b).

cos(R− a) = sin(α) · sin(c)⇒ sin(α) = sin(a)
sin(c) ,

sin(α) = sin(22◦ 15′ 00′′)
sin(55◦ 09′ 00′′) = 0, 46140.

Pre tvar funkcie sin dostávame dve riešenia:

α1 = 27◦ 28′ 39′′,

α2 = 180◦ − b1 = 152◦ 31′ 21′′.

Použitím pravidla, oproti menšej strane leží menší uhol, dostávame

a < c ⇒ α < γ ⇒ α = α1 = 27◦ 28′ 39′′.

Ako posledný spočítame uhol β. Použijeme 2. Napierovo pravidlo. Grafické znázornenie

tohto pravidla je na Obr. 5.1.16 c).

cos(β) = cotan(c)·cotan(R−a) = tan(a)
tan(c) = tan(22◦ 15′ 00′′)

tan(55◦ 09′ 00′′) = 0, 28487⇒ β = 73◦ 26′ 56′′.

Na záver urobíme kontrolu použitím sínusovej vety

sin(a)
sin(α) = sin(22◦ 15′ 00′′)

sin(27◦ 28′ 39′′) = 0, 82065,

sin(b)
sin(β) = sin(51◦ 52′ 24′′)

sin(73◦ 26′ 56′′) = 0, 82065,

sin(c)
sin(γ) = sin(55◦ 09′ 00′′)

sin(90◦) = 0, 82065.
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5.2 Všeobecný sférický trojuholník

Sférická sínusová veta:

sin(a)
sin(α) = sin(b)

sin(β) = sin(c)
sin(γ) .

Sférické kosínusové vety:

cos(a) = cos(b) · cos(c) + sin(b) · sin(c) · cos(α),

cos(α) = − cos(β) · cos(γ) + sin(β) · sin(γ) · cos(a)

a ostatné cyklické rovnosti.

Sférické sínus-kosínusové vety:

cos(a) · sin(b) = sin(a) · cos(b) · cos(γ) + sin(c) · cos(α),

cos(α) · sin(β) = − sin(α) · cos(a) · cos(c) + sin(γ) · cos(a)

a ostatné cyklické rovnosti.

Napierové analógie:

tan
(
α+β

2

)
= cos(a−b2 )

cos(a+b
2 ) · cotan

(
γ
2

)
, tan

(
α−β

2

)
= sin(a−b2 )

sin(a+b
2 ) · cotan

(
γ
2

)
,

tan
(
a+b

2

)
= cos(α−β2 )

cos(α+β
2 ) · tan

(
c
2

)
, tan

(
a−b

2

)
= sin(α−β2 )

sin(α+β
2 ) · tan

(
c
2

)
a ostatné cyklické rovnosti.

Príklad 105 Riešte ST, ktorý je určený tromi stranami a = 43◦ 04′ 30′′, b = 68◦ 17′ 20′′

a c = 75◦ 48′ 10′′. Dopočítajte jeho ostatné prvky.

Riešenie: K vyriešeniu všeobecného ST budeme používať iba zadané hodnoty. Nami

vypočítané hodnoty prvkov pri ďalšom výpočte používať nebudeme. Ako prvé je vhodné

nakresliť si všeobecný ST s označením zadaných hodnôt.
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Obr. 5.2.17. Príklad 105 - zadané prvky sú označené červenou farbou.

Pri riešení všeobecného ST je vhodné sa vedieť orientovať vo vzorcoch, ktoré sa pou-

žívajú pre riešenie všeobecného ST. Na výpočet neznámych uhlov budeme používať kosí-

nusovú vetu pre strany. Začneme výpočtom uhla α použitím vzorca

cos(a) = cos(b) · cos(c) + sin(b) · sin(c) · cos(α).

Vzorec upravíme

cos(α) = cos(a)− cos(b) · cos(c)
sin(b) · sin(c)

a dosadíme známe hodnoty

cos(α) = cos(43◦ 04′ 30′′)− cos(68◦ 17′ 20′′) · cos(75◦ 48′ 10′′)
sin(68◦ 17′ 20′′) · sin(75◦ 48′ 10′′) .

Spočítame jednotlivé výrazy

cos(α) = 0, 73046− 0, 36993 · 0, 24526
0, 92906 · 0, 96946 = 0, 63973

0, 90068 = 0, 71027

a dostávame

α = 44◦ 44′ 35′′.

Pri výpočte uhla β budeme postupovať rovnako. Začneme napísaním správneho tvaru

kosínusovej vety pre strany

cos(b) = cos(c) · cos(a) + sin(c) · sin(a) · cos(β).
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Vzorec upravíme, dosadíme známe hodnoty a vypočítame uhol β

cos(β) = cos(b)− cos(c) · cos(a)
sin(c) · sin(a) =

= cos(68◦ 17′ 20′′)− cos(75◦ 48′ 10′′) · cos(43◦ 04′ 30′′)
sin(75◦ 48′ 10′′) · sin(43◦ 04′ 30′′) = 0, 36993− 0, 17915

0, 66209 =

= 0, 19078
0, 66209 = 0, 28814⇒ β = 73◦ 15′ 13′′.

Ako posledný spočítame uhol γ

cos(c) = cos(a) · cos(b) + sin(a) · sin(b) · cos(γ),

cos(γ) = cos(c)− cos(a) · cos(b)
sin(a) · sin(b) =

= cos(75◦ 48′ 10′′)− cos(43◦ 04′ 30′′) · cos(68◦ 17′ 20′′)
sin(43◦ 04′ 30′′) · sin(68◦ 17′ 20′′) = 0, 24526− 0, 27022

0, 63451 =

= −0, 02496
0, 63451 = −0, 03933⇒ γ = 92◦ 15′ 15′′.

Na záver každého príkladu je potrebné urobiť kontrolu výpočtu použitím sínusovej vety

sin(a)
sin(α) = sin(43◦ 04′ 30′′)

sin(44◦ 44′ 35′′) = 0, 97021,

sin(b)
sin(β) = sin(68◦ 17′ 20′′)

sin(73◦ 15′ 13′′) = 0, 97021,

sin(c)
sin(γ) = sin(75◦ 48′ 10′′)

sin(92◦ 15′ 15′′) = 0, 97021.

Príklad 106 Riešte ST, ktorý je určený tromi uhlami α = 63◦ 19′ 42′′, β = 70◦ 01′ 07′′ a

γ = 59◦ 52′ 59′′. Dopočítajte jeho ostatné prvky.

Riešenie: Riešenie začneme tak, že nakreslíme všeobecný ST, v ktorom označíme zadané

hodnoty.
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Obr. 5.2.18. Príklad 106 - zadané prvky sú označené červenou farbou.

Poznáme všetky uhly, a preto na vypočítanie strán použijeme kosínusové vety pre uhly.

Ako prvú vypočítame dĺžku strany a s použitím vzorca

cos(α) = − cos(β) · cos(γ) + sin(β) · sin(γ) · cos(a),

ktorý si upravíme do potrebného tvaru

cos(a) = cos(α) + cos(β) · cos(γ)
sin(β) · sin(γ) .

Dosadíme známe hodnoty a vypočítame dĺžku strany a

cos(a) = cos(63◦ 19′ 42′′) + cos(70◦ 01′ 07′′) · cos(59◦ 52′ 59′′)
sin(70◦ 01′ 07′′) · sin(59◦ 52′ 59′′) = 0, 44888 + 0, 17146

0, 81293 =

= 0, 62034
0, 81293 = 0, 76309⇒ a = 40◦ 15′ 47′′.

Rovnako budeme postupovať aj pri výpočte ďalších strán. Ako ďalšiu vypočítame dĺžku

strany b. Vzorec napíšeme použitím cyklických rovností a dostávame

cos(β) = − cos(γ) · cos(α) + sin(γ) · sin(α) · cos(b).

Našou neznámou je b, preto vzorec ešte upravíme do požadovaného tvaru

cos(b) = cos(β) + cos(γ) · cos(α)
sin(γ) · sin(α) .
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Dosadíme hodnoty a vypočítame dĺžku strany b

cos(b) = cos(70◦ 01′ 07′′) + cos(59◦ 52′ 59′′) · cos(63◦ 19′ 42′′)
sin(59◦ 52′ 59′′) · sin(63◦ 19′ 42′′) = 0, 34171 + 0, 22523

0, 77296 =

= 0, 56694
0, 77296 = 0, 73347⇒ b = 42◦ 49′ 18′′.

Zostáva už iba vypočítať dĺžku strany c. Vzorec si napíšeme použitím cyklických rovností

cos(γ) = − cos(α) · cos(β) + sin(α) · sin(β) cos(c)

a upravíme

cos(c) = cos(γ) + cos(α) · cos(β)
sin(α) · sin(β) .

Dosadíme hodnoty a vypočítame dĺžku strany c

cos(c) = cos(59◦ 52′ 59′′) + cos(63◦ 19′ 42′′) · cos(70◦ 01′ 07′′)
sin(63◦ 19′ 42′′) · sin(70◦ 01′ 07′′) = 0, 50177 + 0, 15339

0, 83980 =

= 0, 65516
0, 83980 = 0, 78013⇒ c = 38◦ 43′ 39′′.

Na záver urobíme kontrolu použitím sínusovej vety

sin(a)
sin(α) = sin(40◦ 15′ 47′′)

sin(63◦ 19′ 42′′) = 0, 72326,

sin(b)
sin(β) = sin(42◦ 49′ 18′′)

sin(70◦ 01′ 07′′) = 0, 72326,

sin(c)
sin(γ) = sin(38◦ 43′ 39′′)

sin(59◦ 52′ 59′′) = 0, 72325.

Dopustili sme sa malej chyby spôsobenej zaokrúhľovaním. Táto chyba nie je veľká, a preto

považujeme náš výpočet za správny.

Príklad 107 Riešte ST, ktorý je určený stranou a = 64◦ 02′ 41′′ a priľahlými uhlami

β = 22◦ 48′ 09′′ a γ = 106◦ 43′ 40′′. Dopočítajte jeho ostatné prvky.

Riešenie: Ako prvé je vhodné nakresliť všeobecný ST s označením zadaných hodnôt.
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Obr. 5.2.19. Príklad 107 - zadané prvky sú označené červenou farbou.

Začneme s výpočtom uhla α a použijeme pritom kosínusovú vetu pre uhly.

cos(α) = − cos(β) · cos(γ) + sin(β) · sin(γ) · cos(a) =

= − cos(22◦ 48′ 09′′) · cos(106◦ 43′ 40′′) +

+ sin(22◦ 48′ 09′′) · sin(106◦ 43′ 40′′) · cos(64◦ 02′ 41′′) =

= 0, 26533 + 0, 16244 = 0, 42777⇒ α = 64◦ 40′ 25′′.

Na výpočet strán b a c budeme používať Napierové analógie, ktoré riešia vždy dva

prvky spolu.

tan
(
b+ c

2

)
=

cos
(
β−γ

2

)
cos

(
β+γ

2

) · tan
(
a

2

)
=

cos
(

22◦ 48′ 09′′−106◦ 43′ 40′′
2

)
cos

(
22◦ 48′ 09′′+106◦ 43′ 40′′

2

) · tan
(

64◦ 02′ 41′′
2

)
=

= 0, 74358
0, 42633 · 0, 62541 = 1, 0908⇒ b+ c

2 = 47◦ 29′ 13′′,

tan
(
b− c

2

)
=

sin
(
β−γ

2

)
sin

(
β+γ

2

) · tan
(
a

2

)
=

sin
(

22◦ 48′ 09′′−106◦ 43′ 40′′
2

)
sin

(
22◦ 48′ 09′′+106◦ 43′ 40′′

2

) · tan
(

64◦ 02′ 41′′
2

)
=

= −0, 66865
0, 90457 · 0, 62541 = −0, 4623⇒ b+ c

2 = −24◦ 48′ 40′′.

Spočítali sme iba polovičný súčet a rozdiel neznámych. Aby sme dostali výslednú hodnotu

strany b, musíme tieto dva čiastkové výsledky sčítať

b = b+ c

2 + b− c
2 = 47◦ 29′ 13′′ + (−24◦ 48′ 40′′) = 22◦ 40′ 33′′.
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Pre výpočet hodnoty uhla β hodnoty odčítame

c = b+ c

2 − b− c
2 = 47◦ 29′ 13′′ − (−24◦ 48′ 40′′) = 72◦ 17′ 53′′.

Na záver urobíme kontrolu použitím sínusovej vety

sin(a)
sin(α) = sin(64◦ 02′ 41′′)

sin(64◦ 40′ 25′′) = 0, 99475,

sin(b)
sin(β) = sin(22◦ 40′ 33′′)

sin(22◦ 48′ 09′′) = 0, 99476,

sin(c)
sin(γ) = sin(72◦ 17′ 53′′)

sin(106◦ 43′ 40′′) = 0, 99475.

Príklad 108 Riešte ST, ktorý je určený dvoma stranami a = 42◦ 05′ 43′′ a b = 38◦ 46′ 41′′

a uhlom medzi nimi γ = 25◦ 45′ 54′′. Dopočítajte jeho ostatné prvky.

Riešenie: Na úvod nakreslíme všeobecný ST s označením zadaných hodnôt.

c

b a

C

BA
βα

γ

Obr. 5.2.20. Príklad 108 - zadané prvky sú označené červenou farbou.

Začneme s výpočtom strany c a použijeme pritom kosínusovú vetu pre strany

cos(c) = cos(a) · cos(b) + sin(a) · sin(b) cos(γ)

a po dosadení známych hodnôt spočítame dĺžku strany c

cos(c) = cos(42◦ 05′ 43′′) · cos(38◦ 46′ 41′′) +

+ sin(42◦ 05′ 43′′) · sin(38◦ 46′ 41′′) · cos(25◦ 45′ 54′′) = 0, 57847 + 0, 37811 =

= 0, 95658⇒ c = 16◦ 56′ 42′′.
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Ďalšie dva prvky budeme počítať súčasne použitím Napierových analógii

tan
(
α + β

2

)
=

cos
(
a−b

2

)
cos

(
a+b

2

) · cotan
(
γ

2

)
=

cos
(

42◦ 05′ 43′′−38◦ 46′ 41′′
2

)
cos

(
42◦ 05′ 43′′+38◦ 46′ 41′′

2

) · cotan
(

25◦ 45′ 54′′
2

)
=

= 0, 99958
0, 76112 · 4, 37237 = 5, 74224⇒ α + β

2 = 80◦ 07′ 16′′,

tan
(
α− β

2

)
=

sin
(
a−b

2

)
sin

(
a+b

2

) · cotan
(
γ

2

)
=

sin
(

42◦ 05′ 43′′−38◦ 46′ 41′′
2

)
sin

(
42◦ 05′ 43′′+38◦ 46′ 41′′

2

) · cotan
(

25◦ 45′ 54′′
2

)
=

= 0, 02894
0, 64861 · 4, 37237 = 0, 19509⇒ α− β

2 = 11◦ 02′ 21′′.

Aby sme dostali hodnotu uhla α, musíme tieto dva čiastkové výsledky sčítať

α = α + β

2 + α− β
2 = 80◦ 07′ 16′′ + 11◦ 02′ 21′′ = 91◦ 09′ 37′′

a pre výpočet hodnoty uhla β hodnoty odčítať

β = α + β

2 − α− β
2 = 80◦ 07′ 16′′ − 11◦ 02′ 21′′ = 69◦ 04′ 55′′.

Na záver urobíme kontrolu použitím sínusovej vety

sin(a)
sin(α) = sin(42◦ 05′ 43′′)

sin(91◦ 09′ 37′′) = 0, 67050,

sin(b)
sin(β) = sin(38◦ 46′ 41′′)

sin(69◦ 04′ 55′′) = 0, 67050,

sin(c)
sin(γ) = sin(16◦ 56′ 42′′)

sin(25◦ 45′ 54′′) = 0, 67050.

Príklad 109 Riešte ST, ktorý je daný stranou a = 37◦ 02′ 10′′, priľahlým uhlom β =

54◦ 42′ 23′′ a protiľahlým uhlom α = 71◦ 28′ 43′′. Dopočítajte jeho ostatné prvky.

Riešenie: Pri tomto type úlohy môžu nastať tieto tri prípady, ktoré vychádzajú so sínu-

sovej vety

sin(a)
sin(α) = sin(b)

sin(β) ⇒ sin(b) = sin(a) · sin(β)
sin(α) :

a) sin(a) · sin(β) > sin(α)⇒ sin(b) > 1⇒ ST neexistuje,

b) sin(a) · sin(β) = sin(α)⇒ sin(b) = 1⇒ b = R, jediné riešenie,

c) sin(a) · sin(β) < sin(α)⇒ b1, b2 = 180◦ − b1, k vyriešeniu musíme použiť b.
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Aj v tomto príklade nakreslíme ST s označením zadaných hodnôt a začneme s výpočtom

veľkosti strany b

c

b a

C

BA
βα

γ

Obr. 5.2.21. Príklad 109 - zadané prvky sú označené červenou farbou.

sin(b) = sin(a) · sin(β)
sin(α) = sin(37◦ 02′ 10′′) · sin(54◦ 42′ 23′′)

sin(71◦ 28′ 43′′) = 0, 49161
0, 94821 = 0, 51847.

Dostávame b1 = 31◦ 13′ 46′′ a b2 = 180◦ − b1 = 148◦46′ 14′′. Použitím pravidla oproti

menšiemu uhlu leží menšia strana dostávame

β < α ⇒ b < a ⇒ b1 = b = 31◦ 13′ 46′′.

Ako vidíme z možnosti c) ďalšie riešenie príkladu nie je možné bez použitia už vypočítanej

strany b. Toto je prípad, kedy pri riešení musíme použiť nami vypočítanú hodnotu. Na

výpočet strany c a uhla γ použijeme Napierové analógie a pre jednoznačnosť riešenia si

vyberieme vzorce obsahujúce kosínus. Ako prvú vypočítame stranu c

tan
(
a+ b

2

)
=

cos
(
α−β

2

)
cos

(
α+β

2

) · tan
(
c

2

)
⇒ tan

(
c

2

)
= tan

(
a+ b

2

)
·

cos
(
α+β

2

)
cos

(
α−β

2

) ,
podľa vzorca vypočítame iba polovičnú hodnotu strany c, a preto treba na to pamätať

pri výpočte

tan
(
c

2

)
= tan

(
37◦ 02′ 10′′ + 31◦ 13′ 45′′

2

)
·

cos
(

71◦ 28′ 43′′+54◦ 42′ 23′′
2

)
cos

(
71◦ 28′ 43′′−54◦ 42′ 23′′

2

) =

= 0, 67788 · 0, 45255
0, 98931 = 0, 31009⇒ c

2 = 17◦ 13′ 41′′ ⇒ c = 34◦ 27′ 22′′.
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Rovnako budeme postupovať aj pri výpočte uhla γ

tan
(
α + β

2

)
=

cos
(
a−b

2

)
cos

(
a+b

2

) · cotan
(
γ

2

)
⇒ cotan

(
γ

2

)
= tan

(
α + β

2

)
·

cos
(
a+b

2

)
cos

(
a−b

2

) .
Teraz už len dosadíme známe hodnoty

cotan
(
γ

2

)
= tan

(
71◦ 28′ 43′′ + 54◦ 42′ 23′′

2

)
·

cos
(

37◦ 02′ 10′′+31◦ 13′ 45′′
2

)
cos

(
37◦ 02′ 10′′−31◦ 13′ 45′′

2

) =

= 1, 97047 · 0.82774
0, 99872 = 1, 63402⇒ γ

2 = 31◦ 27′ 58′′ ⇒ γ = 62◦ 55′ 56′′.

Na záver urobíme kontrolu použitím sínusovej vety

sin(a)
sin(α) = sin(37◦ 02′ 10′′)

sin(71◦ 28′ 43′′) = 0, 63522,

sin(b)
sin(β) = sin(31◦ 13′ 46′′)

sin(54◦ 42′ 23′′) = 0, 63522,

sin(c)
sin(γ) = sin(34◦ 27′ 22′′)

sin(62◦ 55′ 56′′) = 0, 63527.

Ako vidíme táto chyba je väčšia, ale i tak môžeme náš výpočet považovať za správny pri

použití presnosti na päť desatinných miest.

Príklad 110 Riešte ST, ktorý je daný dvomi stranami a = 83◦ 12′ 35′′ a b = 73◦ 12′ 53′′,

(a > b) a uhlom protiľahlým k väčšej z nich α = 21◦ 27′ 28′′. Dopočítajte jeho ostatné

prvky.

Riešenie: V tomto príklade na úvod rozoberieme podmienky existencie všeobecného

ST. Podobe ako v predchádzajúcom príklade použijeme sínusovú vetu, ale tentokrát bude

našou neznámou uhol β

sin(a)
sin(α) = sin(b)

sin(β) ⇒ sin(β) = sin(α) · sin(b)
sin(a) .

Rovnako môžu nastať tri prípady

a) sin(α) · sin(b) > sin(a)⇒ sin(β) > 1⇒ ST neexistuje,

b) sin(α) · sin(b) = sin(a)⇒ sin(β) = 1⇒ b = R, jediné riešenie,

c) sin(α) · sin(b) < sin(a)⇒ β1, β2 = 180◦ − b1, k vyriešeniu musíme použiť β.
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Nakreslíme všeobecný ST s označením zadaných hodnôt a začneme s výpočtom veľkosti

uhla β.

c

b a

C

BA
βα

γ

Obr. 5.2.22. Príklad 110 - zadané prvky sú označené červenou farbou.

sin(β) = sin(α) · sin(b)
sin(a) = sin(21◦ 27′ 28′′) · sin(73◦ 12′ 53′′)

sin(83◦ 12′ 35′′) = 0, 35023
0, 99329 = 0, 35259.

Dostávame dve riešenia β1 = 20◦ 38′ 46′′ a β2 = 180◦ −b1 = 159◦21′ 14′′. Použitím pravidla

oproti menšej strane leží menší uhol dostávame

b < a ⇒ β < α ⇒ β1 = β = 20◦ 38′ 46′′.

Zostáva nám vypočítať veľkosť strany c a uhla γ. Pretože platí bod c) budeme k výpočtu

používať vypočítaný uhol β a použijeme Napierové analógie rovnako ako v predchádza-

júcom príklade. Začneme s výpočtom veľkosti strany c

tan
(
c

2

)
= tan

(
a+ b

2

)
·

cos
(
α+β

2

)
cos

(
α−β

2

) =

= tan
(

83◦ 12′ 35′′ + 73◦ 12′ 53′′
2

)
·

cos
(

21◦ 27′ 28′′+20◦ 38′ 46′′
2

)
cos

(
21◦ 27′ 28′′−20◦ 38′ 46′′

2

) =

= 4, 82340 · 0, 93326
0, 99997 = 4, 50162⇒ c

2 = 77◦ 28′ 32′′ ⇒ c = 154◦ 57′ 04′′.

Rovnako budeme postupovať aj pri výpočte uhla γ

tan
(
α + β

2

)
=

cos
(
a−b

2

)
cos

(
a+b

2

) · cotan
(
γ

2

)
⇒ cotan

(
γ

2

)
= tan

(
α + β

2

)
·

cos
(
a+b

2

)
cos

(
a−b

2

) .
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cotan
(
γ

2

)
= tan

(
α + β

2

)
·

cos
(
a+b

2

)
cos

(
a−b

2

)
= tan

(
21◦ 27′ 28′′ + 20◦ 38′ 46′′

2

)
·

cos
(

83◦ 12′ 35′′+73◦ 12′ 53′′
2

)
cos

(
83◦ 12′ 35′′−73◦ 12′ 53′′

2

) =

= 0, 38490 · 0, 20301
0, 99608 = 0, 07845⇒ γ

2 = 85◦ 30′ 52′′ ⇒ γ = 171◦ 01′ 44′′.

Na záver urobíme kontrolu použitím sínusovej vety

sin(a)
sin(α) = sin(83◦ 12′ 35′′)

sin(21◦ 27′ 28′′) = 2, 71528,

sin(b)
sin(β) = sin(73◦ 12′ 53′′)

sin(20◦ 38′ 46′′) = 2, 71528,

sin(c)
sin(γ) = sin(154◦ 57′ 04′′)

sin(171◦ 01′ 44′′) = 2, 71524.

V tomto príklade sme sa dopustili malej chyby. Pokiaľ ale chyba nebude vyššia ako 10−4,

nie je potrebné príklad znovu prepočítavať s vyššou presnosťou ako na päť desatinných

miest.
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5.3 Úlohy na precvičenie

Úloha 18 Riešte pravouhlý ST ak γ = R = 90◦.

a) Ak existuje pravouhlý ST, ktorý je určený odvesnou a = 10◦ 32′ 00′′ a priľahlým

uhlom β = 12◦ 03′ 00′′, dopočítajte jeho ostatné základné prvky. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [b = 2◦ 14′ 05′′, c = 10◦ 45′ 55′′, α = 78◦ 09′ 55′′]

b) Ak existuje pravouhlý ST, ktorý je určený odvesnou b = 21◦ 39′ 00′′ a k nej proti-

ľahlým uhlom β = 42◦ 10′ 00′′, dopočítajte jeho ostatné základné prvky. . . . . . . . . . .

Prvé riešenie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [a1 = 25◦ 59′ 38′′, c1 = 33◦ 20′ 21′′, α1 = 52◦ 53′ 15′′]

Druhé riešenie . . . . . . . . . . . . . . . [a2 = 154◦ 0′ 22′′, c2 = 146◦ 39′ 39′′, α2 = 127◦ 06′ 45′′]

c) Ak existuje pravouhlý ST, ktorý je určený odvesnou a = 42◦ 12′ 00′′ a preponou

c = 64◦ 40′ 00′′, dopočítajte jeho ostatné základné prvky. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [b = 54◦ 43′ 07′′, α = 48◦ 0′ 14′′, β = 64◦ 34′ 45′′]

d) Ak existuje pravouhlý ST, ktorý je určený preponou c = 69◦ 25′ 00′′ a priľahlým

uhlom α = 54◦ 54′ 00′′, dopočítajte jeho ostatné základné prvky.. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [a = 49◦ 59′ 20′′, b = 56◦ 51′ 03′′, β = 63◦ 25′ 27′′]

e) Ak existuje pravouhlý ST, ktorý je určený odvesnou b = 46◦ 45′ 00′′ a k nej proti-

ľahlým uhlom β = 59◦ 12′ 00′′, dopočítajte jeho ostatné základné prvky. . . . . . . . . . .

Prvé riešenie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [a1 = 39◦ 19′ 23′′, c1 = 57◦ 59′ 29′′, α1 = 48◦ 21′ 28′′]

Druhé riešenie . . . . . . . . . . . . . . . [a2 = 140◦ 40′ 37′′, c2 = 122◦ 0′ 31′′, α2 = 131◦ 38′ 32′′]

f) Ak existuje pravouhlý ST, ktorý je určený preponou c = 66◦ 52′ 04′′ a priľahlým

uhlom α = 57◦ 45′ 20′′, dopočítajte jeho ostatné základné prvky.. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [a = 51◦ 03′ 28′′, b = 51◦ 18′ 56′′, β = 58◦ 05′ 12′′]

g) Ak existuje pravouhlý ST, ktorý je určený odvesnou b = 56◦ 55′ 00′′ a k nej proti-

ľahlým uhlom β = 69◦ 21′ 12′′, dopočítajte jeho ostatné základné prvky. . . . . . . . . . .

Prvé riešenie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [a1 = 35◦ 20′ 13′′, c1 = 63◦ 33′ 29′′, α1 = 40◦ 14′ 16′′]

Druhé riešenie . . . . . . . . . . . . . . [a2 = 144◦ 39′ 47′′, c2 = 116◦ 26′ 31′′, α2 = 139◦ 45′ 44′′]
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Úloha 19 Riešte všeobecný ST:

a) Nech sú dané duté uhly a = 72◦ 16′ 00′′, β = 54◦ 18′ 00′′, γ = 56◦ 47′ 00′′. Ak existuje

sférický trojuholník so stranou a a uhlami β, γ, vypočítajte jeho ostatné základné

prvky. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [b = 51◦ 07′ 11′′, c = 53◦ 19′ 06′′, α = 96◦ 28′ 22′′]

b) Nech sú dané duté uhly a = 39◦ 20′ 14′′, b = 112◦ 16′ 30′′ a γ = 54◦ 39′ 49′′. Ak

existuje sférický trojuholník so stranami a, b a uhlom γ, vypočítajte jeho ostatné

základné prvky. . . . . . . . . . . . . . . . . . [c = 87◦ 21′ 29′′, α = 31◦ 10′ 30′′, β = 130◦ 54′ 49′′]

c) Nech sú dané duté uhly α = 57◦ 16′ 01′′, β = 75◦ 18′ 30′′ a c = 35◦ 20′ 19′′. Ak existuje

sférický trojuholník so stranou c a uhlami α a β, vypočítajte jeho ostatné základné

prvky. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [a = 34◦ 54′ 53′′, b = 41◦ 09′ 35′′, γ = 58◦ 13′ 18′′]

d) Nech sú dané duté uhly α = 75◦ 14′ 20′′, β = 95◦ 25′ 30′′, γ = 105◦ 36′ 40′′. Ak existuje

sférický trojuholník s uhlami α, β, γ, vypočítajte jeho strany. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [a = 73◦ 00′ 21′′, b = 100◦ 05′ 12′′, c = 107◦ 43′ 55′′]

e) Nech sú dané duté uhly a = 53◦ 15′ 00′′, b = 81◦ 11′ 00′′, c = 115◦ 29′ 00′′. Ak existuje

sférický trojuholník so stranami a, b, c, vypočítajte jeho uhly. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [α = 41◦ 52′ 12′′, β = 55◦ 24′ 07′′, γ = 131◦ 14′ 24′′]

f) Nech sú dané duté uhly a = 112◦ 32′ 12′′, α = 73◦ 35′ 12′′, β = 60◦ 44′ 00′′. Ak existuje

sférický trojuholník so stranou a a uhlami α, β vypočítajte jeho ostatné základné

prvky. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [b = 57◦ 08′ 12′′, c = 104◦ 16′ 54′′, γ = 96◦ 28′ 04′′]

g) Nech sú dané duté uhly a = 57◦ 13′ 41′′, b = 74◦ 16′ 34′′, α = 40◦ 15′ 18′′. Ak existuje

sférický trojuholník so stranami a, b a uhlom α, vypočítajte jeho ostatné základné

prvky. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [c = 13◦ 41′ 10′′, β = 47◦ 42′ 38′′, γ = 125◦ 41′ 10′′]
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Kapitola 6

Prílohy
6.1 Príloha č. 1 - Derivácie elementárnych funkcií

1. (c)′ = 0

2. (xa)′ = axa−1, kde a je ľubovoľné reálne číslo

3. (ax)′ = ax ln a, kde a > 0, a 6= 1

4. (ex)′ = ex

5. (loga x)′ = 1
x ln a , kde a > 0, a 6= 1

6. (ln x)′ = 1
x

7. (sin x)′ = cosx

8. (cosx)′ = − sin x

9. (tan x)′ = 1
cos2 x

10. (cotan x)′ = − 1
sin2 x

11. (arcsin x)′ = 1√
1−x2 , x ∈ (−1, 1)

12. (arccosx)′ = − 1√
1−x2 , x ∈ (−1, 1)

13. (arctan x)′ = 1
1+x2

14. (arccotx)′ = − 1
1+x2
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6.2 Príloha č. 2 - Integračné vzorce

1.
∫
xa dx = xa+1

a+1 + c, ak a ∈ R \ {−1}.

2.
∫ 1
x

dx = ln |x|+ c.

3.
∫
ex dx = ex + c.

4.
∫
ax dx = ax

ln a + c, ak a ∈ (0, 1) ∪ (1,∞).

5.
∫

sin x dx = − cosx+ c,

6.
∫

cosx dx = sin x+ c.

7.
∫ 1

cos2 x
dx = tan x+ c,

8.
∫ 1

sin2 x
dx = − cotan x+ c.

9.
∫ 1

1+x2 dx =

 arctan x+ c

− arccotx+ c.

10.
∫ dx

1−x2 = 1
2 ln |1+x

1−x |+ c.

11.
∫ dx√

1−x2 =

 arcsin x+ c

− arccosx+ c.

12.
∫ dx√

x2+a = ln |x+
√
x2 + a|+ c.

13.
∫ f

′ (x)
f(x) dx = ln |f(x)|+ c.
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6.3 Príloha č. 3 - Diferenciálna geometria kriviek

Oskulačná rovina krivky K: τ : (X −P(t)) · (Ṗ(t)× P̈(t)) = 0,

Normálová rovina krivky K: ν : (X −P(t)) · Ṗ(t) = 0,

Rektifikačná rovina krivky K: µ : (X −P(t)) · ((Ṗ(t)× P̈(t))× Ṗ(t)) = 0,

kde X = [x, y, z] je bod na krivke K.

Dotyčnica krivky K: d = P(t) + λṖ(t), λ ∈ R

Hlavná normála krivky K: n = P(t) + λ((Ṗ(t)× P̈(t))× Ṗ(t))

Binormála krivky K: b = P(t) + λ(Ṗ(t)× P̈(t))

Prvá krivosť krivky K (flexia):

κ2(t) = |Ṗ(t)× P̈t|2

(Ṗ(t) · Ṗ(t))3
,

Druhá krivosť krivky K (torzia):

τ(t) = (Ṗ(t)× P̈(t)) ·
...
P(t)

|Ṗ(t)× P̈(t)|2
.

Polomer krivosti

R(t) = 1
κ(t) .
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6.4 Príloha č. 4 - Diferenciálna geometria plôch

Vektorová rovnica plochy σ: r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)),

Explicitná rovnica plochy σ: z = f(x, y), (x, y) ∈ Ω,

Implicitná rovnica plochy σ: F (x, y, z) = 0.

Dotyková rovina plochy σ v bode P :

pre vektorovú rovnicu plochy: (X − P ) · (ru(P )× rv(P )) = 0,

pre implicitnú rovnicu plochy: (X − P ) · ∇F (P ) = 0,

kde X = [x, y, z] je bod na ploche σ, ru = ∂r
∂u

a rv = ∂r
∂v
,

∇F =
(
∂F
∂x
, ∂F
∂y
, ∂F
∂z

)
.

Normálová rovina plochy σ v bode P :

pre vektorovú rovnicu plochy: X = P + λ(ru(P )× rv(P )), λ ∈ R,

pre implicitnú rovnicu plochy: X = P + λ∇F (P ).

Prvá základná forma plochy σ: ϕ1 = E(du)2 + 2Fdudv +G(dv)2,

kde E = ∂r
∂u
· ∂r
∂u

= ru · ru, F = ∂r
∂u
· ∂r
∂v

= ru · rv,

G ∂r
∂v
· ∂r
∂v

= rv · rv.

Jednotkovým vektorom normály plochy σ nσ(u, v) = ru(u,v)×rv(u,v)
|ru(u,v)×rv(u,v)| 6= 0 v bode

P (u, v).

Druhá základná forma plochy σ: ϕ2 = L(du)2 + 2Mdudv +N(dv)2,

kde L = ∂2r
∂u2 · nσ = ruu · nσ, M = ∂2r

∂u∂v
= ruv · nσ,

N = ∂2r
∂v2 = rvv · nσ.

Normálová krivosť krivky K na ploche σ: κn = ϕ2
ϕ1
.

Geodetická krivosť krivky

K(t) = (x(u(t), v(t)); y(u(t), v(t)); z(u(t), v(t))) na ploche σ v bode P: κg = nσ(P )×ṙ
|ṙ|3 ·

r̈,

kde ṙ = ṙ(u(t), v(t)) = ruu̇+ rvv̇,

r̈ = r̈(u(t), v(t)) = ruu(u̇)2 + 2ruvu̇v̇ + rvv(v̇)2 + ruü+ rvv̈.
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6.5 Príloha č. 5 - Sférická trigonometria

Sférická sínusová veta:

sin(a)
sin(α) = sin(b)

sin(β) = sin(c)
sin(γ) .

Sférické kosínusové vety:

cos(a) = cos(b) · cos(c) + sin(b) · sin(c) · cos(α),

cos(b) = cos(c) · cos(a) + sin(c) · sin(a) cos(β),

cos(c) = cos(a) · cos(b) + sin(a) · sin(b) cos(γ).

cos(α) = − cos(β) · cos(γ) + sin(β) · sin(γ) · cos(a)

cos(β) = − cos(γ) · cos(α) + sin(γ) · sin(α) cos(b),

cos(γ) = − cos(α) · cos(β) + sin(α) · sin(β) cos(c).

Sférické sínus-kosínusové vety:

cos(a) · sin(b) = sin(a) · cos(b) · cos(γ) + sin(c) · cos(α),

cos(α) · sin(β) = − sin(α) · cos(a) · cos(c) + sin(γ) · cos(a)

a ostatné cyklické rovnosti.

Napierové analógie:

tan
(
α+β

2

)
= cos(a−b2 )

cos(a+b
2 ) · cot

(
γ
2

)
, tan

(
α−β

2

)
= sin(a−b2 )

sin(a+b
2 ) · cot

(
γ
2

)
,

tan
(
a+b

2

)
= cos(α−β2 )

cos(α+β
2 ) · tan

(
c
2

)
, tan

(
a−b

2

)
= sin(α−β2 )

sin(α+β
2 ) · tan

(
c
2

)
a ostatné cyklické rovnosti.
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6.6 Príloha č. 6 - Zobrazenie rotačných telies z Ka-

pitoly 1

Obr. 6.6.1. Príklad č. 25: Oblasť ohraničená grafom funkcie f(x) = x2 − 4x + 5, osou ox
a priamkami x = 1 a x = 4; rotácia okolo ox.

Obr. 6.6.2. Príklad č. 26: Oblasť ohraničená grafom funkcie f(x) = ex, osou ox a priamkami

x = 0 a x = 1; rotácia okolo ox.

Obr. 6.6.3. Príklad č. 27: Oblasť ohraničená grafmi funkcií f(x) =
√
x a g(x) = x2; rotácia

okolo ox.
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Obr. 6.6.4. Príklad č. 28: Oblasť ohraničená grafmi funkcií f(x) = 3
√
x a g(x) = x

4 pre

x ∈ 〈0, 8〉; rotácia okolo ox.

Obr. 6.6.5. Príklad č. 29: Oblasť ohraničená grafom funkcie f(x) = x−sin(x) a priamkami

y = 0 v intervale
〈
0, π2

〉
; rotácia okolo ox.

Obr. 6.6.6. Príklad č. 30: Oblasť ohraničená grafmi funkcií f(x) =
√
x a g(x) = x2; rotácia

okolo priamky y = −1.
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